Lycée Jean Bart — MPSI — 20 avril 2024

DEVOIR SURVEILLE NY10

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

EXERCICE 1 — | (FRACTION RATIONNELLE).

1/ Résoudre dans R I'équation : x* —5z% +4 =10

Remarque. Aprés résolution, on pourra se rassurer en vérifiant que cette équation posséde exactement
quatre solutions, deux & deux opposées.

En posant X = 2%, I’équation se réécrit : X2 —5X +4=0<+= (X — 1) (X —4) = 0.
On en déduit qu'un réel z est solution de x* — 522 +4 = 0 si et seulement si % € {1,4}.
CONCLUSION. z* — 522 +4 =0 <=z € {£1,+2}

3X?+3X+6
X4 —5X2+4
On pourra noter : P =3X24+3X +6¢et Q= X*-5X%2+4.

2/ On consideére la fraction rationnelle : F =

Décomposer en éléments simples F' dans R(X).

La fraction rationnelle F' est de degré strictement négatif : sa partie entiére est donc nulle.
3X*+3X +6
(X-1D)(X-2)(X+1)(X+2)

Par ailleurs, selon la question précédente, on a : F' =

On en déduit que F' posséde exactement 4 podles simples (£1 et £+2).
D’apreés le théoréme de décomposition en éléments simples dans R(X) :

b c d
31 (a.b Rt F=_"2
(a,b,¢,d) € R, X 1" x 2" x1i T x 2

En outre, d’aprés le cours :

avec P =3X?+3X +6 et Q =4X? —10X. On en déduit que :

12 24 12
—6 12 6 —12
3X?+3X4+6 2 2 1 1

CONCLUSION. F' = = — _
X' 5X?+4 X—2 X—1 X+1 X+2
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N

3n?4+3n+6
3/ Pour tout entier N > 3, on pose : Sy = Z ———=5
—n —n?+4

a/ Calculer Sy pour tout entier N > 3.

Soit NV un entier > 3. On a, selon la question précédente :
N
2 2 1 1
Sy = — —
N E:(n—Q n_1 ntl n+2)

n=3
N N
1 1 1 1 1 1
:2 — - :2 1—— - T X~
nz:;(n—Z n—1>+z<n+1 n—|—2) ( N—1>+(4 N +2

n=3

9 2 1
CONCLUSION. Pour tout entier NV > 3, Sy == — -
our tout entier on a N 1 N_1 N2

b/ Déduire de la question précédente que la suite (Sn), est convergente, et préciser Nlim Sn.
—+00

9
D’aprés la question précédente, la suite (Sy), est convergente, et lim Sy = —.
N—+o0 4

EXERCICE 2 — | (DL, EQUIVALENTS).

1/ Rappeler le développement limité a 'ordre 4 en 0 de cos (z), et celui de /1 — x & 'ordre 2 en 0.

x?  at 4 r  x? 5
Selon le cours : cos(x) = 1—?4—%—1—0(1’ ) et V1—x= 1—§—§+0(a: ).
2/ Calculer le développement limité a 1'ordre 4 en 0 de v/1 — z2.
2 2t
D’aprés la question précédente : /1 — 22 =1 — 5 5 + o(z*)

3/ Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de

4< (1) 1)
U, =n"|cos| — | —4/1— —
n n
Soit n € N*. D’apres les questions précédentes, on a :
1 ] 1 ] 1 n 1 " 1 n 1 L 1 1 n 1
cos| — | — ——=1—-— — —+ — 4 01| — | =— t 01 | —
n V n? 2n? = 24n4 2n?  8n? * n* 6nt - n4

1
On en déduit que : n? (cos (—) —4/1— —> = —+0,00(1)

n

: 4 1 1 1
CONCLUSION. lim n*|cos|— | —4/1— — ==
n—>-4o0o n n 6
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— PROBLEME 1 — DERIVEE n-EME DE LA FONCTION ARCTANGENTE ——

Problématique. Le but de ce probleme est d’établir une formule générale donnant les dérivées successives
de la fonction arctangente, en étudiant notamment une tres jolie suite de polynomes.

Tout au long de ce probléme, f désigne la fonction arctangente : Vz € R, f(z) = arctan(z)

PARTIE 1 — QUESTIONS PRELIMINAIRES

1/ Rappeler les deux expressions de la dérivée de la fonction tan sur | — 7/2,7/2[.

1
Pour tout réel z tel que |z| < g, on a : tan'(z) = cos?(2) =1+ tan®(z)
1
2/ Etablir que pour tout réel x on a : cos? (arctan(z)) = e
x

Soit # un réel. Observons que |arctan(z)| < g (cours). On peut donc utiliser la formule de la question
précédente pour écrire :

1 1
" 1+ tan? (arctan(z)) 1+ 22

cos? (arctan(z))

PARTIE 2 — DERIVEES SUCCESSIVES DE f

3/ Soit n € N*. Etablir par récurrence qu’il existe un polynome P, € R[X] tel que :

B(x)
R. fM(p) = ™7/
Py (z)
Pour tout n € N*, notons A(n) : 3P, € R[X], Vo € R, f(z) = 1+ 22

1 P
Initialisation. Pour tout réel z, on a : f'(z) = _ A

i 12 en ayant posé P, = 1.

D’ou A(1) est vraie.

Hérédité. Supposons A(n) vraie pour un certain n € N*. Soit x € R.

I
Selon I'hypotheése de récurrence : f (n) (x) = ﬁ
Dot : f(n—i—l)(x) _ (1+ $2)"Pn’(l’) —2nzx(1l + x2>n—1pn(l,> _ (1+ xQ)Pn’(:L’) oz Py(z)
(1+ 22)2n (1 + 22)n !
Ainsi s Va € R, f0+0)(z) = Lre1ld) t posé : Popy = (1+ X2)P, — 2nXP,
insi:Vz e R, f (x)—menayan posé : Poiy = (1+X?*) P,/ —2nXP,.

Apreés avoir observé que P,; € R[X] (hypothéses + propriétés générales des polynomes), on en déduit
que A(n + 1) est vraie.

Récurrence établie.

CONCLUSION. Vn € N*, 3P, € R[X], Vz € R, f™(2) =
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4/

5/

Jusqu’a la fin de ce probléme, on note (P,),en+ la suite de polynémes définie ci-dessus.

On pourra admettre que : Vn € N*, P, =(1+X*)P,/—2nXP,

Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2, il existe un polynéme @, € R, _o[X] tel que :
Py = (=1)""nlX" + Q.

Pour tout entier n > 2, notons A(n) : 3Q,, € R,_o[X], P, = (—1)" ' nlX" 1 +Q,

1 —2
Initialisation. Pour tout réel z, on a : f'(z) = e don f@(z) = ﬁ
T +

On en déduit que : P, = —2X. En particulier : P, = (—1)271 20X271 4y, avec Qy =0 € Ro[X].

D’ou A(2) est vraie.

Heéreédité. Supposons A(n) vraie pour un certain entier n > 2.
D’apreés la question 3 : P, = (1 + X?)B, — 2nXP,.

Et par hypothése de récurrence : P, = (—1)" " nl X" ! + Q,, avec deg(Q,) < n — 2.

On en déduit que :
Poii= 1+ X2 ((-1)" " nlln = DX" 2+ Q) — 2nX (-1)" ' nlX"1 +Q,)

= Po=D""nln-D)X"+ (=1)" 'nl(n - DX+ 1+ X?)Q,)'

—2n (=1)"""nlX" — 20X Q,

= P =(—1)""nln—1-20)X"+ (—=1)" "nl(n — X" 2+ (1 + X2)Q,' — 2nXQ,
= Py = (=1)" (n+ D)IX"+Qpnyy avee Quit = (—1)" " nl(n—1DX" 2+ (1+X2)Q, —2nXQ,,

Il reste & observer que deg(Q@,+1) < n — 1, conséquence de I'hypothése de récurrence et des propriétés
du degré.

On a ainsi prouvé que : 3Q,11 € R, 1[X], P =(—1D)"(n+ X"+ Q.1

Récurrence établie.

CONCLUSION. Yn €N, n>2, 3Q, € R,4[X], P, = (-1)" 'nlX" '+ Q,

Déduire de la question précédente le degré et le coefficient dominant de P, pour tout entier n > 2.

Un repos bien mérité. CONCLUSION. Vn € N, n > 2, deg(P,) =n—1et cd(P,) = (-1)"""n!
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PARTIE 2 — RACINES DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel > 2.
Dans ce contexte, on admet que f™ s’annule en (n — 1) réels deux a deux distincts.

6/ Etablir que P, posséde exactement (n — 1) racines réelles deux a deux distinctes.

Bu(z)

m. Ainsi : f™(2) =0 <= P,(x) = 0.

Par construction : Vo € R, f™(z) =

Selon I'énoncé, f™ s’annule en (n — 1) réels deux a deux distincts.
On en déduit que P, s’annule en (n — 1) réels deux a deux distincts.
Or selon la question précédente : deg(P,) =n — 1.

Le polynome P, est de degré (n — 1), et posséde (n — 1) racines réelles deux a deux distinctes; ce sont
donc les seules (et elles sont toutes simples).

CONCLUSION. P, posséde exactement (n — 1) racines réelles simples.

7/ Etablir par récurrence que :
. T
Vn e N Vz e R, f(x)=(n—1) cos™(f(x))sin (n (f(x) + 5))

Pour tout n € N* notons A(n) : Vo € R, f(z) = (n —1)!cos™(f(z))sin <n (f(:v) + E))

2
o, . . . . ’ P (1) ! ]-
Initialisation. Soit « un réel. D’une part : fW(z) = f'(z) = 2
x
D’autre part : (1 — 1)! cos!(f(x))sin <f(x) + g) = cos*(f(x)) = e d’aprés la question 2.
x

D’ou A(1) est vraie.
Heérédité. Supposons que A(n) est vraie pour un certain n € N*. Soit = un réel.

Par hypothése de récurrence :  f™(z) = (n — 1)! cos™(f(z)) sin <n <f(37) + E))

2
Dot : 0 (z) = (n — 1! [=n (@) sin(f()) cos™ (F(a)sin (n (£(@) + 7))
+(n — 1)Inf'(x) cos™(f(x)) cos (” (f(@ + g))
ol 00187:;(2]0(3;)) [_ sin( f(x)) sin <n <f(:1:) 1 g)) + cos(f(z)) cos <n <f(:v) + g))}
_nl colstlm(j(@) cos (n (f(x) + g) + f(l’)>
_n 601811;5(@) cos ((n +1) (f(x) T > B g)

_nl cos"(f(x))
14 22

>
sin ((n—l— 1) (f(x) + g))
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Puisque cos?(f(x)) = selon la question 2, on en déduit que :

1+ a2

SO (2) = n! cos" ! (f(x)) cos®(f(x)) sin <(” +1) (f(a;) + g))
— O (2) = n! cos"(f(x)) sin <(n +1) (f(ﬂﬂ) + —>>

Récurrence établie.
CONCLUSION. Vn € N*Vz € R, f™(z) = (n—1)!cos™(f(z))sin (n (f(a:) + E))
8/ Justifier que : Vo € R, cos (f(z)) > 0.

m
Pour tout réel x on a : |arctan(z)| < 5 La fonction arctan étant strictement positive sur | — 7 /2, 7/2],

on peut conclure.

CONCLUSION. Vz € R, cos(f(z)) >0
9/ A T'aide des questions précédentes, résoudre dans R I'équation : £ (z) = 0.

Soit  un réel. D’aprés les 2 questions précédentes : f(™(x) = 0 <= sin (n <f(x) + —>> =0

Or : sin (n (f(m) + g)) =0

k

< Jk e Z, f(:c):—g a
2k —

< Jk e Z, f(x)—( 2nn)ﬂ

2k —n)m

—3Jke[l,n—-1], f(x):( 5 (car f(z) €] —m/2,7/2]

2k —
<~ Jke[l,n—1], x:tan((Z—n)ﬂ>
n

2% —
Concrusio. [1(e) = 1] <= |3k e[1n—1] == an (10T}
n
10/ En déduire la décomposition en irréductibles dans R[X] du polynéme P,.

D’apreés les questions 5 et 9, P, est un polynéme de coefficient dominant (—1)""'n!, de degré n — 1,
posseédant exactement n — 1 racines données explicitement par la formule de la question précédente.

n—1
2k —n)m
CONCLUSION. P, = (—1)""n! (X — tan ((—))
(—1) g 5

n
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PROBLEME 2 — SUR LES RACINES n-EMES DE idgp

Problématique. L’objet de ce probleme est ’étude de quelques endomorphismes particuliers, appelés en-
domorphismes itempotents. Un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E est itempotent s’il existe un
entier naturel non nul n tel que u™ = idg ; dans ce sens, u est une racine n-éme de l’identité de E.

Cet énonce est partagé en quatre parties : les deux premiéres sont consacrées a l'étude de deux cas particuliers
(avecn =2 etn=3).*

La troisieme partie a pour objet une propriété générale des racines cubiques de l’identité d’un espace vectoriel,
et généralise la seconde.

La derniere partie étend le résultat de la troisieme partie auzx racines n-émes de lidentité, avec n un entier
quelconque.

PARTIE 1 — ETUDE D’UN EXEMPLE AVEC n = 2

Dans cette partie, E; désigne le K-espace vectoriel Ky[X], avec K =R ou C.
On note B = {1, X, X?} la base canonique de E;.

On note : P=X(X-1); PBb=X(X-2); et Po=(X—-1)(X-2).
Enfin, on note : F =Vect (P, P5) et G = Vect(Ps).

1/ Etablir que B’ = { P, P, P3} est une base de E;.
Soit (a1, a9, a3) € K3 tel que : ay Py + ayPy + a3 Py = 0.
Alors : on X (X — 1) + ax X(X —2) + a3(X — 1)(X —2) =
Par évaluation en 0, on en déduit : a3 = 0. D’oit : oy X (X — 1) + ap X (X —2) =0
Par évaluation en 1, on en déduit : ay = 0. D'ou: oy X(X — 1) = 0.Dot:ag =0
Ainsi : [alPl + Py + az Pz = (ﬂ = [ag = ay = ag = 0]. Ce qui prouve que la famille B’ est libre.
Donc B’ est une famille libre de Ey, telle que Card(B’) = dim E;.
CONCLUSION. B’ est une base de E;.
2/ Etablir que: E; = FPG.
D’aprés la question précédente, B’ est génératrice de E;. D’ou :
E, = Vect(Py, P2, P3) = Vect(Py, Py) + Vect(P3) = F+ G (W)

En outre, il est clair que dim F' = 2 et dimG = 1. Or selon le T4D : dim F NG = dim F' 4+ dim G —
dim F+ G ()

D’aprés (M) et (d) : dimFNG =0.Dou: FNG = {6}}31}

CONCLUSION. On a prouvé que : E; =F +G et FNG = {ﬁEl} Donc : E; = FPG.

x. Et vous ne manquerez pas d’observer que la premiére contient un nombre tout-a-fait indécent d’applications directes du
cours : elle représente & ce titre une importante source de points faciles & prendre.
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3/

4/

Ecrire la matrice de passage Pgp> de la base B 4 la base B’. T

Ona:PL=X?>-X; P=X?>-2X; et Py=X?-3X+2.

0o 0 2
D’apreés le cours : Pgp' = -1 -2 -3
1 1 1

Etude d’une symétrie. On note sp la symétrie par rapport a F paralléelement & G. On rappelle que
sp est un endomorphisme de E;.

a/ Etablir que : (sp —1idg,) o (sp +1dg,) = O2(®,)
On a: (sp —idg,) o (sp +idg,) = s% — idg,. Or s% = idg, (par définition de SF).
CONCLUSION. (sp —idg,) o (sp +idg,) = 0¢(&,)

b/ Justifier briecvement que : VQ € Ey, 3! (ag,an,a3) € K3, Q=P+ P+ azP

La famille B’ = {P;, P», P3} est une base de E;. Tout polynéme @ de E; admet donc un unique
triplet de coordonnées dans cette base.

CONCLUSION. VQ € E;, 3! (a1, a9,a3) € K3, Q=1 P, + asP, + asPs
c/ Calculer sp(Py), sp(Py) et sp(Ps).
Puisque P, et P, appartiennent & F, on a sp(P)) = Py et sp(Ps) = Ps.
Puisque P3 appartient a G, on a Sp(P;) = —Ps.
CONCLUSION. sp(Py) = Py ; sp(P2) = Py et sp(P3) = — P
d/ Soit (a1, as,a3) € K3. A laide de la question précédente, calculer : sg (a1 Py + o Py + a3 Ps).
Soit (aq, ag, a3) € K3. Par linéarité de Sp et d’aprés la question précédente, on a :
sp (o P+ asPy + asP3) = a18(Py) + ans(Py) + ass(Ps) = Py + P, — Ps
CONCLUSION. VY (g, a9, a3) € K3, sp(ay Py + aoPy + a3Ps) = P+ P — P

e/ Montrer que ker (sp — idg,) est un sev de E;, de dimension 2; et que ker (sp + idg, ) est un sev de
E;, de dimension 1.

Soit @ € E;. D’aprés la question 4-b : 3! (o, a9, a3) € K3, Q =y Py + o Py + a3

Ona: Q € ker (SF — ldEl) < SF(Q) = Q < a1 Pi+asPy—a3P; = o1 Pitas Poas Py <— a3 =0

(la derniére équivalence provenant de l'unicité des coordonnées d’un polynome dans la base B’).
Ainsi : Q € ker(sF—idEl) <— 7! (al,Oég) € K2, Q=a1P+aPh<+= Qe F

D’ou : ker (sp — idg,) = F et dimker (sp — idg,) = 2 (F est engendré par 2 vecteurs, qui constituent
une famille libre car extraite d’une base).

1. Cette question a un unique intérét : rapporter un point a tout.e étudiant.e qui sait traiter cette question de cours. La

matrice Pgg> ne sera pas réutilisée dans la suite du probléme.
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Par ailleurs on a :
Q € ker (sp+idg,) <= sp(Q) = —Q <= a1 P, + 0o Py, — azPs = —a1 Py — ao Py — a3 P3

< ar=ay =10
(la derniére équivalence provenant de 1'unicité des coordonnées d’un polynéme dans la base B’).
Ainsi : Q € ker (sp +idg,) <= Jas € K, Q=3P3<—= Q€ G
D’ou : ker (sp + idg,) = G et dimker (sp 4 idg,) = 1 (G est engendré par 1 vecteur non nul).
CONCLUSION. ker (sp — idg,) = F et dimker (sp —idg,) = 2; ker (sp + idg,) = G

et dimker (sp + idg,) = 1.

Remarque : a lissue de cette partie, on peut observer que : Ei = ker (sp + idg, ) @ ker (sp — idg, )

PARTIE 2 — ETUDE D’UN EXEMPLE AVEC n = 3

Dans cette partie, on note Ey = C5[X], et on considére I'application

fiE,y E, avec j = e4r/3

aX?+bX +c—ai’X? +bjX + ¢

Il revient au méme de dire que I'application f envoie le polynéme P(X) sur le polynéme P (j.X).

5/

6/

7/

Etablir que f est un endomorphisme de Es.
Soient P et @ dans E,, et soit (A, ) € C% On a :
FOP+ Q) = AP+ 1Q) (iX) = AP (iX) + 1Q (iX) = M (P) + uf(Q)

Ce qui prouve que f est linéaire; puisque de plus f est définie sur Ey et a valeurs dans Es, on peut
conclure.

CONCLUSION. f est un endomorphisme de E,.
Etablir que : f? = idg,
Pour tout polynéme P € E, on a :
PPy = f2(f(P)) = f2(P(X)) = f (f (P(iX))) = f (P(°X)) = P(°X) = P(X)

CONCLUSION. f3 = idg,
Montrer que ker (f — idg,) est le sev de E5 constitué des polynémes constants.
Soit P=aX?+bX+c€ E,.Ona:

P € ker (f —idg,) <= f(P) =P < ai*X* +bjX +c=aX?’+bX +c<=a=b=0
Ainsi : P € ker (f —idg,) <= dce C, P =c <= P € Vect(l).

CONCLUSION. ker (f —idg,) = Vect(1)
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8/ Pour tout P € E,, calculer f?(P) + f(P)+ P. En déduire que : ker (f* + f + idg,) = Vect(X, X?).

Soit P=aX?+bX +c€ E,.On a:
FA(P)+ f(P)+ P = (ajX? + b]’X +¢) + (aj*X* + bjX +¢) + (aX? + bX + ¢)
=a|1+j+72 | X2 +b|1+j+52 ] X +3c
=0 =0

Ainsi : f2(P)+ f(P)+ P = 3c.
On en déduit que :

P € ker (f*+ f +idg,) < 3(a,b) € C*, P=aX?*+0X

CONCLUSION. ker (f? + f + idg,) = Vect(X, X?)

Remarque : a lissue de cette partie, on peut observer que : Ey =ker (f2+ f + idg,) @ ker (f — idg,)

PARTIE 3 — CAS GENERAL AVEC n =3

Dans cette partie, on revient au cas général ou E désigne un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

On considére un endomorphisme ¢ de E; tel que : 03 = idg.

9/ Etablir que : (¢* + ¢ +idg) o (¢ —idg) = Ogm) = (v — idg) o (¢* + ¢ + idg)

Ona: (¢ +¢+idg)o (¢ —idg) = ¢* + > + ¢ — 9> — p —idg = ¢* — idg = Og g (d’apreés 'énonce)
De méme : (¢ —idg) o (¢* + ¢ +idg) = ¢* + > + ¢ — p* — p — idg = ¢* — idg = Oz (g

CONCLUSION. (¢* + ¢ +idg) o (¢ —idg) = 0g®) = (¢ —idg) o (¢* + ¢ + idg)

10/ Effectuer la division euclidienne de X% + X + 1 par X — 1.

Un calcul sans difficulté donne : X? + X +1= (X —1)(X +2) + 3.

11/ A T'aide de la question précédente, établir que :

1
(¢*+ ¢ +idg) — 3 (p + 2idg) o (¢ — idg) = idg

W[

1 1
D’apres la question précédente : 3 (X2 + X+ 1) —3 (X+2)(X-1)=1

1
Dou: = (¢*+ ¢ +idg) — 3 (p + 2idg) o (p — idg) = idg.

Wl =
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12/

13/

En déduire que :  ker (¢? + ¢ + idg) Nker (¢ — idg) = {ﬁE}
Soit ¥ € E. D’aprés la question précédente, on a :

T =2 (¢ + o +idp) (T) — 5 (9 + 2de) (0~ ide) (7)) (A)

Supposons que U € ker (¢ 4 ¢ + idg) Nker (¢ — idg).
D'une part : (¢ + ¢ + idg) (T) = K

D’autre part : (o —idg) (V) = . Dot : (¢ + 2idg) ((¢ — idg) (7)) = K par linéarité de ¢ + 2idg.
On déduit des 2 lignes précédentes et de (W) que : v = 6>

CONCLUSION. ker (¢? + ¢ + idg) Nker (¢ — idg) = {ﬁE}

Etablir que : E = ker (¢* + ¢ + idg) @ ker (¢ — idg)

Soit ¥ € E. D’aprés la question 11 :
T =2 (¢ + ¢ +idg) (F) — 5 (9 + 2ide) 0 (5 — ide)) ()
Notons : U = % (¢* + ¢ +idg) (V) et W = —é ((¢ + 2idg) o (¢ — idg)) (V)

Avec cette notation :

> T =uU+1

(p —ide) o (9" + ¢ +idg) | (V)

/

Wl =

> (i~ de) () = (¢ ide) (5 (4 ¢ +ide) (7)) =

~

:OE(E) d’aprés 9

Ainsi : (¢ —idg) () = T.Dou: U € ker (p —idg)

> (4 i) (1) = (5 4+ i) (5 (04 2dm) o (o~ 0) (7))

_ _% (¢ +2idg) o ((¢* + ¢ +idg) o (¢ — id)) | (T)

=0 E)d’apres 9

Ainsi : (9?4 ¢ +idg) (W) = T.Dou: @ € ker (0?4 ¢ + idg)
On a prouvé que : Vo € E, 3 (W, W) € ker (¢ —idg) x ker (¢® 4+ o +idg), ¥ = U + .
Il S’ensuit que : E = ker (9 + ¢ + idg) + ker (¢ — idg).

CONCLUSION. E = ker (¢? + ¢ + idg) + ker (¢ — idg) et ker (p? + ¢ + idg) Nker (¢ — idg) = {ﬁE}
Par caractérisation des sev supplémentaires : E = ker (¢? + ¢ + idg) @ ker (p — idg)
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PARTIE 4 — CAS GENERAL AVEC 7 > 2 ARBITRAIRE

Dans cette partie, n désigne un entier naturel > 2, et E un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

On considére un endomorphisme 1 de E, tel que : Y" = idg.

14/

15/

n—1
Etablir que : (Z wk> o (¢ —idg) = O¢m)
k=0

n—1 n—I1 n—1 n—1
o (Z @Dk) o —ide) = YU = STk = 30 (04— ) = 0" — ide = O
k=0 k=0 k=0 k=0

(puisque selon I’énoncé : " = idg)

n—1
CONCLUSION. (Z @sz) o (¢ —idg) = Og(m)
k=0

Justifier qu'il existe deux polynomes @ et Qo de K[X] tels que :

Q1 () o (Z W”) + Q2 () o (¢ —idg) = idg

k=0
n—1

Soit D € K[X] un diviseur commun a (X — 1) et R = ZX’“.
k=0

Puisque (X — 1) est irréductible dans K[X], D est constant ou associé a (X — 1).

Supposons que D soit associé a (X — 1). Alors D posséde 1 comme racine, et divise le polynéme R. Or
1 n’est pas racine de R : contradiction.

Il s’ensuit que les seuls diviseurs communs & X — 1 et R sont les polyndémes constants non nuls. Ce qui
signifie que X — 1 et R sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout dans K[X], il existe deux
polynomes @ et Q2 de K[X] tels que :

Q1 XR+Qyx (X—-1)=1
d’ou :

Q1 () o (Z %Dk) + Q2 (¥) o (Y —idg) = idE

k=0

n—1

CONCLUSION. 3(Q1,Q») € K[X]?, Q1 () o (Z qpk) + Q2 () o (v —idg) = idg

k=0
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16/ Etablir que :

E = ker (Z w) @ ker (1 — idg)

Soit ¥ € E. D’aprés la question précédente :

v = ( (Zw )) +(Qa(¥) o (¥ —idg)) (V) (M)

n—1

> Déterminons ker (Z wk) Nker (¢ — idg).

k=0

D'apres (#) : U = Q1 () ((Z w’f) <7>> + Q2 () (¢ — idg) (7))

n—1
Soit ¥ € ker <Z ¢k> Nker (¢ — idg). Alors :

k=0

(6 ide) (7) = T et Q1 (¢ ((Zw’“> ) 2

n—1

On en déduit, avec (M), que : ¥ = T. D'ou : ker <Z ¢k> Nker (¢ —idg) = {ﬁ}

=0

> Soit ¥/ € E. D’ aprés (M) :

<Q1 ( ))(7)+(Qﬂ¢)0@%—ME»(7)

n—1

Notons : @ = (Ql () o (

Avec cette notation :

> T =U~+4
> (¢ —idg) (V) = [w —idg) o (Ql () o (Z wk> ] (V)

= Q1<w>o< — idg) o <Zw’f)>

=02 (E) d apres ql4

¢k>> (V) et W = (Q2 () o (¥ —idg)) (V)

k=

=l

Dot : U € ker (¢ — idg)
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n—1
» On vérifie de méme que : & € ker (Z z/zk>

k=0
n—1
On a prouvé que : V¥ € E, 3 (¥, ) € ker (p — idg) x ker <Zwk) LU = + .
k=0
n—1
Il s’ensuit que : E = ker ( wk> + ker (¢ — idg).
k=0
n—1 n—1
k . k . —
CONCLUSION. E = ker ( Y ) + ker (¢ — idg) et ker (Zw ) Nker (¢ —idg) = { 0 E}
k=0 k=0

n—1

Par caractérisation des sev supplémentaires : E = ker (Z z//“) P ker (¢ — idg)
k=0



