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COLLE 26 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1. — Théoréme du rang. Soient F et F' deux K-ev de dimension finie, et
feZ(EF).
On a : dim EF = dimker f +rg f

Preuve. Puisque ker f est un sev de E, et que E est de dimension finie, ker f admet un supplémentaire S
dans E. En d’autres termes, il existe un sev S de E tel que : E = ker f @ S. On définit alors une application :

f:S Im f
U — f(7)

En premier lieu, observons que fvest bien définie (cad a valeurs dans Imf), linéaire (car f lest).

» Montrons que f est injective : soit ¥ € S. Si ¥ € ker f, alors : f(?) = f(¥) = T. Dot : U e
ker(f)NS. Or ker(f) NS = {ﬁ} puisque E = ker(f) @ S. Donc ¥ = f

Ce qui prouve que : ker f: {ﬁ} Donc fest injective.
» Montrons que f est surjective : soit @ € Imf. Il existe ¥ € E tel que : f (V)= ().
Par ailleurs, comme E=ker f@ S : 3 (U, 5) ckerfx S, v=U+75 (V)

Dapres (M) et (O): W = f(U +79) = f(U)+f(F) don & = f(F), et comme s € S, W = f (7).

En résumé : Vi € Imf, 35 € S, W = f(?) Ce qui signifie que fest surjective.

» Il s’ensuit que fest un isomorphisme entre S et Imf. D’olt en particulier : ‘dimS = dim Im f ‘

» D’autre part, on déduit de E = ker f € S la relation : dim E = dimker f + dim S ‘

De ces deux égalités entre dimensions, on déduit enfin : ‘dimE = dimker f 4+ dim Im f ‘

QUESTION DE COURS 2. — Corollaire. Soient £ un K-ev de dimension finie, et f € Z(F) (un
endomorphisme de E). LASSE :

1/ f est injectif.
2/ f est surjectif.

3/ f est un automorphisme de E.
Preuve. Notons n = dim E, et observons que selon le théoréme durang : dim E = dimker f + dimImf (&)

» 1) = 2) :si f est injectif, alors ker f = {(E)} donc dimker f = 0 d’ou grace & (#) : dimImf = n.
Donc Imf = FE et f est donc surjectif.

» 2) = 3) :si f est surjectif, alors Imf = E donc dimImf = n d’ou grace a (#) : dimker f = 0. Donc
— .. . N .
ker f = {OE} et f est donc injectif, d’ou f est un automorphisme.

» 3) = 1) : trivial.

» Conclusion : 1) = 2) = 3) = 1) donc : 1) <= 2) <= 3) ‘
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QUESTION DE COURS 3. — Propriété. Soient E, F et G trois K-ev de dimension finie, f € Z (E, F)
et g € £ (F,G). Si g est un isomorphisme, alors

rg(go f) =1g(f)
Le rang d’une application linéaire est invariant par composition & gauche avec un isomorphisme.

Preuve. Sous les hypothéses et avec les notations de 1’énoncé, posons p = rg(f).
Par définition : rg(f) = dimImf et rg(go f) = dim Im(go f), et on doit établir que : dim Imf = dim Im(go f).

Introduisons 'application :

§:Imf —Tm(go f)
Vg (7)
L’application g est bien définie (car g est définie sur F', et Imf est un sev de F'), linéaire (car g l'est, et que

la restriction d’une application linéaire l'est !), et injective (car g 'est, et que la restriction d’une application
injective l'est!).

Montrons la surjectivité de g : soit @ € Im (go f). Il existe ¥ € E, W = (go f)(¥). Dou: & = g(f()).
Puisque f(7') € Imf, on peut écrire : @ = g(f(7')). Ce qui prouve la surjectivité de g.

On en déduit que g est un isomorphisme entre Imf et Im (g o f). D’ou : dim Imf = dim Im(g o f).

Conclusion. Si g est un isomorphisme, alors rg(go f) = rg(f)

Le rang d’une application linéaire est invariant par composition a gauche avec un isomorphisme.

Remarque. De maniére analogue, on peut montrer que le rang d’une application linéaire est invariant
par composition a droite avec un isomorphisme : si g est un isomorphisme, alors rg (f o g) = rg(f).

QUESTION DE COURS 4. — Pack formes linéaires. Propriété : toute forme linéaire est nulle ou
surjective) + (Propriété : le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan) + (Application :
I’ensemble des matrices de trace nulle dans M, (K) est un hyperplan).

Preuve. » Soient £ un K-ev, et ¢ € Z(E,K) une forme linéaire sur E. L’image de ¢ est un sev de K; or
dim(K) = 1. Il s’ensuit que rg(¢) = 0 (auquel cas ¢ est nulle) ou rg(p) = 1 (auquel cas ¢ est surjective).

» Soient F un K-ev de dimension finie, et ¢ € Z(E,K) une forme linéaire non nulle sur E. Il résulte de
ce qui préceéde que ¢ est surjective. D’aprés le théoréme du rang, on a alors : dim(FE) = 1 4 dim(ker ¢). Par
suite : dim(ker ¢) = dim E — 1, ce qui signifie que ker ¢ est un hyperplan de E.

» L’application tr : M € M, (K) — tr(M) est une forme linéaire sur E (résultat établi dans le chapitre
de calcul matriciel), non nulle (par exemple car tr(l,) = n # 0). D’aprés le résultat précédent, le sev des
matrices de trace nulle dans M, (K) est un hyperplan de M,, (K) (donc un sev de dimension n? — 1).
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QUESTION DE COURS 5. — Théoréme. Soit F un K-ev de dimension n > 1, et soit H un sev de F.
Alors : [H est un hyperplan de E| SSI [il existe f € .2 (E,K), f # 0 telle que H = ker f|.

Preuve. » Sens direct (=) : soit H un hyperplan de E. Puisque H est un K-ev de dimension finie (égale
an — 1), il admet une base # = (UZ)) Ln—1]> qui est en particulier une famille libre de vecteurs de E.

i€
D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe un vecteur W e E\H tel que &' = (H, ceey Un_1, w) est
une base de F.

n—1
Pour tout vecteur ¥ de E, il existe un unique n-uplet (aq,...,an—1,3) € K" tel que: v = (Z oziE?) —|—ﬁ@
=1

On définit alors la forme linéaire suivante (qui & un vecteur 7 de E associe sa derniére coordonnée dans la

base #') :
0 E——>K

p—
Il résulte de la définition de ¢ que : H = ker ¢.
Conclusion : [H est un hyperplan de E] = [il existe f € Z (E,K), f # 0 telle que H = ker f| ‘

» Réciproquement (<=) : supposons qu’il existe f € Z (E,K), f # 0 telle que H = ker f. Puisque f est
une forme linéaire non nulle, elle est surjective, donc de rang 1. En vertu du théoréme du rang, on a donc :
dimker f =n — 1. Donc H = ker f est un hyperplan de FE.

Conclusion : [il existe f € Z (F,K), f # 0 telle que H = ker f| = [H est un hyperplan de E]| ’

» Finalement : [il existe f € £ (E,K), f # 0 telle que H = ker f| <= [H est un hyperplan de E| ’
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BANQUE D’EXERCICES

s 4
EXERCICE 1. — Etablir que pour tout x € [0, Z}, ona:—x<arctanr <z
s
EXERCICE 2. — Inégalité arithmético-géométrique
Soit n € N*. Etablir que pour tous réels positifs z1,..., z, on a :

in o T1t -+ Tn

(xlxn) n

EXERCICE 3. — Soit f : I — R une fonction de classe €2 sur I. Etablir que :
[f est convexe et concave] <= [f est affine]

EXERCICE 4. — Soit f : I — f(I) une fonction continue et strictement croissante. Etablir que f est
convexe si et seulement si sa bijection réciproque f~! est concave.

EXERCICE 5. — Soit n un entier naturel non nul. Montrer que I'application

[ Ry[X] R, [X]

P—P—-P + P

est un automorphisme de R,,[X].

EXERCICE 6. — Soient F un K-ev de dimension finie, et f un endomorphisme de E. Montrer que :

[Im (f2) = Imﬂ —= [ker (f2) = ker f]

EXERCICE 7. — On considére 'endomorphisme : f : Ma (R)

M3 (R)
A A= (A

Ecrire la matrice de f dans la base canonique B = (E11, F12, E21, E92) de My (R).
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

us 4
EXERCICE 1. — Etablir que pour tout z € [0, Z}, ona:—z< arctanr < x
m

Selon les théorémes généraux, la fonction f est de classe €2 sur R.
1 —2x
et f(x) = ——.
1+ xz f ( ) (1 + II,'Q)2

Il est alors clair que f” est négative sur Ry : la fonction arctan est donc concave sur R .

En outre, pour tout réel z on a : f'(z) =

Il s’ensuit que sa courbe représentative € est située en-dessous (resp. au-dessus) de toutes ses tangentes
(resp. cordes) sur R.

Il reste a observer que la droite d’équation y = = est la tangente a % au point d’abscisse 0, et que la droite

4
d’équation y = — x est la corde joignant les 2 points de € de coordonnées (0,0) et (g, 1)7 pour conclure :
T

4
Vo e [0, E} , —ux < arctanr < x
4 T

EXERCICE 2. — Inégalité arithmético-géométrique
Soit n € N*. Etablir que pour tous réels positifs z1,..., , on a :

Un _ @1t

(x1...25) -

Dans le cas ot I'un des réels z; est nul, I'inégalité est immédiate.

Supposons dorénavant que les réels x; sont strictement positifs. On a :

@q“.%ﬂunzwmp<;ln@q.nxw>::em)<§?lngﬂ>

Or, la fonction exponentielle étant convexe sur R, on a :

exp (Z /\iyi> < Z)\z‘ exp(yi)
=1 =1

n
pour tout n-uplet de réels (y1, ..., yn), et pour tout n-uplet de réels dans [0, 1] (A1, ..., A,) tels que Z A= 1.
i=1

1
En appliquant cette propriété avec y; = In(z;) et \; = —, on obtient :
n

exp <Z ln(;m)) < Z % exp (In(x;))

=1 i=1
n n
) In(x; T
soit finalement : exp ( E (z:) < =,
: n £~ n
=1 =1
. , .- 1+t
Conclusion. Pour tous réels positifs z1,..., z, ona: (x.. .xn)l/" At T
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EXERCICE 3. — Soit f : I — R une fonction de classe ¢ sur I. Etablir que :
|f est convexe et concave|] <= |f est affine]

Soit f une fonction de classe €2 sur I et a valeurs réelles. Si f est convexe est concave sur I, alors f” est
positive et négative, donc nulle, sur I.

Ainsi: Vaxe I, f"(z)=0
—Jae R, Vzel, fllx)=a
= J(a,b) € R?, Vo e I, f(x)=azx+b
D’ou : [f est convexe et concave sur I| = [f est affine]. La réciproque est immédiate.

Conclusion. [f est convexe et concave| <= [f est affine|

EXERCICE 4. — Soit f : I — f(I) une fonction continue et strictement croissante. Etablir que f est
convexe si et seulement si sa bijection réciproque f~! est concave.

Sous les hypothéses de 'énoncé, f est convexe, bijective et strictement croissante. Il s’ensuit que f~! est
strictement croissante.

Soient y; et yo deux réels de f(I), et A €]0,1[. Alors : 3! (w1, 29) € I%, y1 = f(x1) et yo = f(z2) (on peut
aussi noter que : x1 = f(y1) et z2 = 1 (y2).

La fonction f étant convexe par hypothése :

Af(z1) + (1= A) f(z2) = [ (Az1 + (1 = N)z2)
d’otr, f~! étant strictement croissante :
FTE (@) + (1 =N f(x2) = 1 (f A+ (1= N)2))

soit finalement :

FE O+ (1= Ny2) = A Hyn) + (1= A fHye)

En résumé, on a prouvé que :

Y(y,y2) € (FU)%, YA€ [0,1], F~ Own + (1= Ny2) = A ) + (1= N F 1 (ye)

D’ott f~! est concave.

Il s’ensuit que : [f convexe] => [f~! concave]

En changeant le signe de la premiére inégalité du raisonnement ci-dessus, on obtient I'implication :

[f concave] = [f~! convexe]

En appliquant & f~! cette derniére implication, et en observant que ( f _1)_1 = f, on obtient :
[f~! concave] => [f convexe]
Ce qui achéve la preuve de I’équivalence de 1’énoncé.

1

Conclusion. Sous les hypothéses de I'énoncé : [f convexe] <= [f~! concave]



MPSI — Colle n°26 — 16 mai 2024 7

EXERCICE 5. — Soit n un entier naturel non nul. Montrer que 'application

[ R,[X]

R [X]
P——P—-P + P
est un automorphisme de R, [X].
Selon les propriétés du degré, si P est dans R, [X], alors f(P) est un élément de R, [X]. L’application f est
donc bien définie sur R,[X], et & valeurs dans R, [X].
Prouvons la linéarité de f. Soient (P, Q) € R,[X]? et (A, ) € R%. On a :
FOP+pQ) = (AP +pQ) — (AP + pQ)" + (AP + uQ)"
= AP+ uQ) = AP+ puQ — AP — p@Q' + AP" + uQ"  (par linéarité de la dérivation dans R,[X])
— FOP+uQ) = A(P =P + P") + 1 (Q - Q' +Q")
= fAP+pQ) = Af (P) + nf (Q)

Ce qui prouve la linéarité de f. Ainsi : f € Z (R, [X]).

AANA Prouvons l'injectivité de f. Soit P € R, [X]. On a :
Pckerf<= f(P)=0<=P—-P +P'=0«=P=P —-P'«<P=0
(la derniére équivalence s’obtenant par comparaison des degrés des deux termes de I'égalité P = P’ — P”)

On en déduit que : ker f = {6} L’endomorphisme f est donc injectif.

Conclusion. f est un endomorphisme injectif de R,,[X], qui est un espace vectoriel de dimension finie : donc
f est un automorphisme de R, [X].
Remarque 1 — Preuve alternative, en prouvant la surjectivité a partir de AAA.
ANAN Prouvons la surjectivité de f. Selon le cours :
Imf = Veet (f(1), f(X),..., f (X™))
Or:Vke[0,n], deg (f(X"))) =k

Il s’ensuit que la famille .7 = {f(1), f(X),..., f (X™)} est une famille échelonnée de polynémes non nuls de
R,,[X]; elle est donc libre. Puisqu’en outre Card.# = dim R,,[X], la famille .% est une base de R,,[X].

On en déduit que : Imf = Vect(.Z) = R,[X]. Ce qui prouve la surjectivité de f.

Conclusion. f est un endomorphisme surjectif de R, [X], qui est un espace vectoriel de dimension finie :
donc f est un automorphisme de R, [X].

Remarque 2. Lors de la colle, une seule version suffira !
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EXERCICE 6. — Soient F un K-ev de dimension finie, et f un endomorphisme de E. Montrer que :
[Im (fz) = Imf] —= [ker (fz) = ker f]
» Par le biais d’une double application du théoréme du rang, on a :
dim F = dimker f + rgf et dim E = dimker f2 4 rgf?

D’ou :

dimker f — dimker f? = rgf? — rgf (®)
» Par ailleurs, on a deux inclusions : ker f C ker f2 (&) et Imf2 c Imf (Q)
Prouvons (&) : soit ¥ € E.Ona: 7 € kerf:>f(7):6>:>f(f(7)):6>:>7e ker f?
D’oit : ker f C ker f2
Prouvons (Q) : soit ¥ € E. On a :

Velmfl=30ecE V=2U)=3W e B ¥=f(F(q)= 7 c Inf

D’oit Imf? C Imf
» Supposons que : Im (f?) = Imf. Alors : dimker f = dimker f? (d’aprés (#)).
Puisque de plus ker f C ker f? (d’aprés (%)), on en déduit que : ker f = ker f2.
Ce qui prouve I'implication : [Im (f2) = Imf] == [ker (f2) = ker f]
» Supposons que : ker (f2) =ker f. Alors : 1gf = rgf? (d’aprés (#)).
Puisque de plus Imf? C Imf (d’aprés (©)), on en déduit que : Imf = Imf2.
Ce qui prouve I'implication : [ker (fQ) = ker f] = [Im (f2) = Imf]
Conclusion. Sous les hypotheses de ’énoncé : [Im ( f2) =Im f] — [ker ( f2) = ker f]

EXERCICE 7. — On considére 'endomorphisme : f : Mg (R) M; (R)
Ar——> A —tr(A)l,
Ecrire la matrice de f dans la base canonique B = (E11, F12, E21, Ea2) de My (R).

Des calculs aisés donnent : f (E11) = —Ea9; f (E12) = Ei2; f (Fa1) = Eo1 et f(Fa) = —FE11

0 00 -1

1 . 0 1.0 0

On en déduit que la matrice de f dans la base B est : Mgp(f) = 0 01 0
-1 0 0 0

Remarque 1. On peut se convaincre assez facilement que la matrice Mp(f) est inversible. Il s’ensuit que f
est un automorphisme de Ms (R).

Plus précisément, on peut observer que : Mp(f)? = I4.

D’aprés le cours récent, on peut en déduire que : Mp ( f2) = Iy.

D’aprés le cours récent encore une fois, on peut en déduire que : f? = idyr,(r)- D’ou f est une involution.
D’aprés le DS10, f étant une racine carrée de I'identité, on a: My (R) = ker (f — idMQ(R)) @Dker (f + idMZ(R)).

On peut d’ailleurs observer que Fio et Fo sont laissés invariants par f (voir les positions des 1 sur la
diagonale de Mp(f)). Il s’ensuit que Vect (E12, E21) C ker (f — idMQ(R)).

Une exploitation & peine plus judicieuse de la premiére et de la derniére colonnes permet d’affirmer dans un
premier temps que : E1; 4 Eag € ker (f + idMQ(R)) ; et dans un second temps E11 — E9o € ker (f — idM2(R)).
On déduit alors de ce qui précéde que ker ( f— isz(R)) = Vect (E12, E21, F11 — E22) est un hyperplan (H)

de My (R); et ker (f — idyg,(r)) = Vect (E11 + Eg2) est une droite vectorielle (D) de My (R). Il s’ensuit que
f est la symétrie par rapport a H, parallélement & D.
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Remarque 2. La premiére motivation de ’exercice est de donner un exemple de construction d’une matrice
d’application linéaire.

La seconde est de montrer que les propriétés “visuelles” de la matrice fournissent rapidement des propriétés
de P'application linéaire qu’elle représente : vous ne verrez jamais plus les matrices comme avant!!!



