Lycée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 2 — RECURRENCE & METHODES ALGEBRIQUES

- CORRIGES
EXERCICE 1. — Calculer ou simplifier les expressions suivantes :
4!
| |
A:é:4X3X2':12
2! 2!
5! x 4!
2) B=——
) 3! x 6!
| | | |
B:5'X4':ixé:%:2
3lxe6! 6 3 6 3
3)0_(71—1-1)!
ol
! 1 !
c_ D ryxal
n! n!
4)D_(n—|—1)><n!
 (n+2)!
D_(n+1)><n!_ (n+1) x n! 1
T (n+2)! m+2)x(m+1)xn n+2
(n+2)!
5) E =
) (n—1)!
n+2)! (n+2)x(n+1)xnx(n-—1)
E:(n—l)': T =n(n+1)(n+2)
A+ 1) x (n—1)!
6) F' = mE
F_(n+1)!><(n—1)!_(n—i—1)!x(n—l)!_n+1
B (n!)? ol nl n

'RAISONNEMENT PAR RECURRENCE|

EXERCICE 2. — Soit (u,) la suite réelle donnée par : ug =0 et Vn € N, u,1 = 2u, + 1.

1) Calculer uy, uy et us.
D’aprés I’'énoncé : ug = 0. On déduit que : 1 = 2ug + 1 <= u; = 1. Dol : uy = 2u; + 1 <= uy = 3.
Dotu:us=2u+1<=u3=".
Conclusion. ug=0;u; =1;us=3;u3 =7

2) A Taide de la question précédente, conjecturer 'expression du terme général u,, en fonction de n. Puis
démontrer cette conjecture.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) : u, = 2" — 1.

Initialisation (n = 0). On a : 2° — 1 = 0 = ug. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N,
L. _ _ n __ — 9n+l _ — on+l __
Alors : upy1 = 2u, +1_= 2(2 +1=2 24+1=2 1
(énonceé) (HR)
Finalement : u,,; = 2" — 1. Ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Vn € N, u, =2"—1
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EXERCICE 3. — Mémes questions que dans 'exercice précédent avec la suite (u,,) définie par : ug = 1,

n+1

On déduit de I'énoncé que : ug = 1; uy = 2; us = 3; ug = 4... On peut donc conjecturer que : Vn &€
N, u, =n+ 1, ce que 'on démontre par récurrence.

1
et pour tout entier naturel n : u,11 = (1 + ) U

Pour tout entier naturel n, notons P(n) : u, =n + 1.
Initialisation (n =0). Ona: 0+ 1= 1= wuy. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N.

1 1 n+2
OTS : Upy1 (+n+1>u (+n+1>(n+) n+1(n+) n+
(énoncé) (HR)
Finalement : w,.; = n + 2. Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Vn € N, u, =n+1
EXERCICE 4. — (Suite de Wallis). Soit (u,) la suite définie par ug = 1, uy = 1 et la relation de
1
récurrence suivante : Vn € N, u,0 = nt Uy
n+2
2n)!
Etablir que : Vne N, uy, = %
_ (2n)!
Pour tout entier naturel n, notons P(n) : ug, = ——.
22n (n )2

e (2 x0)! L :
Initialisation (n =0). On a : 200002 = 1 = up. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N.
N o + 1 i+l (2m)! 242 241 (2n)

OS : Un(ni1) = Usgp = T, = _

2nt1) = Ban2 o~ 2+ 2 ? Sor2 2 2 w2 ()
2 2
Finalement : ug, 0 = 22n£2<n<;—+)1) e . Ainsi P(n + 1) est vraie.
2n)!

Conclusion. Vn € N, wuy, = %
EXERCICE 5. — Montrer par récurrence sur n la propriété suivante : Vn € N, Z E'< (n+1)!

k=0

Pour tout entier naturel n, notons P(n Z El'< (n+1)!

Initialisation (n =0). On a : Z El=01'=1<(0+ 1)l Ainsi P(0) est vraie.
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Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N.

n+1
Al = ! I < I'< !
ors : Zk Zk +(n+1) 2x (n+ )< (n+2)x (n+1)! < (n+2)
k=0 (HR)
n+1
Finalement : Z k! < (n+2)!. Ainsi P(n+ 1) est vraie.
k=0

Conclusion. Vn € N, Z El < (n+1)!

k=0
SOMMES
EXERCICE 6. — Calculer les sommes suivantes : S = Z k; Sy= Z 1; S3= Z n.

—ik—@(coum szm Sg—in—nZ
k=1 k=1

EXERCICE 7. — Parmi les formules ci-dessous, déterminer lesquelles sont vraies :
a)Z()\+ak):)\+Zak b)z a;ﬁ—bk Zak+2bd C)Z)\ak:)\Zak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

3

Za]b —ZaJZb e)Zaj.V: (Zc@) f) 5P ai,j:ZZai,j

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n

La formule a) est fausse : Z A+ap) = In+ )Y a
k=1 k=1

La formule b) est correcte (linéarité de la somme)
La formule c) est correcte (linéarité encore une fois)
La formule d) est fausse en général : (a + b)(c + d) est rarement égal a ab+ cd. ..
La formule e) est fausse, en tant que variante de la précédente. . .
)

La formule f) est correcte (c’est une “somme carrée”; je vous expliquerai cela).

EXERCICE 8. — Soit ¢ € C, et soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Calculer S = Z q~.
k=2
—1

1—
Sig#1,ona: S= Zq =X — 1o

Sig=1,ona: Szlen—l
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EXERCICE 9. — Soit ¢ € C. Calculer S = Zq%.
k=1

1—
Sig#+l,ona: S= quk E 2k:1 q2
—q

k=1

2n

Sig=4+1,ona: SZZlZTL

n

EXERCICE 10. — Calculer Z

=1

271
9i 9i 9 9 5 6 )
23%_1:5’“2:@:“5 (5) =3><§><—1 - :?<1—<§>>

7

32i—1

On a:

i=1 =1 i=1

EXERCICE 11. — Soit n un entier naturel. Calculer Z k(k+2).
k=0
C’est une application directe du cours :

ik(k+2 Zk2+2zk_ n(n+1) (2n+1) Fn(nt1) = n(n—|—1)6(2n—|—7)

n

EXERCICE 12. — Soit n un entier naturel. Calculer Z (2% — k+1) (k+1).
k=1
Ona:» (2 —k+1)(k+1)= 22k3+k2 1_22k3+2k2+21
k=1
+1)2 1)(2 1
(n ) +n(n—l— )(2n + )—i-n.
2 6
EXERCICE 13. — Soit n un entier naturel. Calculer Z _t
—~k(k+1)
1 1 1

Pour tout entier k& 2 ]_7 on a : m = E — kj——l—l

n

= 1 1 1 1 n
D7\: _— . 1_ —
o ;k(kJrl) ;(k k+1) ntl n+l




MPSI — Récurrences et méthodes algébriques: sommes, produits, coefficients binomiaux 5

“ 1
EXERCICE 14. — Soit n un entier naturel. Calculer Z _—
p k(k+2)

112 12
E(k+2) k  k+2

Pour tout entier £ > 1, on a :

n

- 1 1 1 1
Do : - == N ——
o ;k(k+2) 2];<k; k+2)

Probléme : la somme obtenue n’est alors pas télescopique, et on ne sait donc pas la calculer écrite sous cette
forme. On la réécrit donc de la maniére diabolique suivante :

n

i;_121_1+1_1
—k(k+2) 24 \k k+1 k+1 k+2

1 _1[”(1 1>+”<1 1)
—~k(k+2) 2| \k k+1 —~\k+1 k+2

Par conséquent :

Donec :
- 1 1[ 1 1 1 }
- = — 1= + — —
—~k(k+2) 2 n+1l 2 n+2
- 1 173 1 1
Conclusion. Vn € N* — =
oncsion. v ’;k(kJrZ) 2{2 n+1 n+21
EXERCICE 15. — Soit n un entier naturel. Calculer i 1 A
k(k+1)(k+2)

k=1

Par identification, on obtient :

On en déduit que :

1 112 L
—k(k+1)(k+2) 24\k k+1 k+2
L’astuce consiste a observer que 2 =1+ 1... On peut ainsi réécrire la somme précédente :

3 1 _12": L S S
k(k+1)(k+2) 24 \k k+1 k+2 k+1

k=1

1. On pourra déterminer trois réels a, b et ¢ tels que : ;—EJrLJrL
Sonp ’ T T+ (k+2) k k+1 k+2
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D’ou :
- 1 BTS2 - 1 1
kzlk(k+1)(k+2 2 — \k +1 ~\k+2 k+1

1 1 1

Conclusion. Vn € N* = -
onciusion. vn — k(k+1)(k+2) 2{ n—l—Q]
EXERCICE 16. — Soit (u,,) la suite définie sur N* par : u,, = Z T Montrer que (u,) est strictement
n
k=1

croissante.

Pour tout entier naturel non nul n on a :
n+1 n

U_U_Z;_Z1_1+1_1_1_1
ot " nt 14k Sn+k 242 2041 n4l 2m+1 2042
En particulier : Vne N upy —u, > 0.

Conclusion. La suite (u,) est strictement croissante.

2n

EXERCICE 17. — Soit (u,) la suite définie sur N* par : u,, = Z T Etudier le sens de variation, puis
k=n

prouver la convergence de cette suite.

Pour tout entier naturel non nul n on obtient aprés calculs :
—3n — 2
n(2n+1)(2n + 2)
On en déduit que Vn € N*, u,1 — u, < 0. La suite (u,) est donc strictement décroissante.

Up+1 — Up

Comme la suite (u,) est par ailleurs clairement & termes positifs, elle est minorée (par 0).
Conclusion. La suite (u,) est décroissante et minorée, donc convergente.

EXERCICE 18. — Pour ¢ € C\ {1} et n € N, on pose : 5, = quk.
k=0
En calculant ¢S, — S,,, déterminer la valeur de S,,.

On a :
— S —quk*l qu —qu’““ kot = 3 (4 1 1) — ke
k=0
_ L4 1) gkl — k+1 _ g™+t — 1_—‘]n+1
(k+1)q q (n+1)q q
k=0 1—q

1 1 1

EXERCICE 19. — Etablir que pour tout entier n > 2, on a : — < - —

~
n? " n—1 n

N
1
En déduire que pour tout entier naturel N non nulon a : 1 < Z — < 2.
n=1 n
: : 2 2 JREN 1 1
Soit nunentier > 2. Ona:0<n“—n<n*. Dou: — <
n? " n?-n
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1 1 1 1
Par ailleurs : = = — — (décomposition en éléments simples)
n —n nn—1 n—-1 n
g . 1 1 1
On en déduit que pour tout entier n > 2 on a: — < - —
n n—1 n
iy |
Par ailleurs : Zl 2= 1+ > 3

On déduit des deux lignes précédentes que :

S herey (2

B

n=1 n=2
Al 1 |
Ainsi : Z 5 S <2-— N En particulier : Z - <2
n=1 n=1
N
Comme il est par ailleurs clair que Z — = 1, on en déduit 'encadrement de ’énoncé.
n
=1
N !
Conclusion. 1 < Zﬁ
n=1
. 1
EXERCICE 20. — 1) Prouver que pour tout entier non-nul n, In(n+ 1) —Ilnn < —
n

Soit n € N*. La fonction inverse étant décroissante sur [n,n + 1}, on a :
1 1 1
< — <K

S —

n+1\; n

Ve e [n,n+1],
En intégrant cet encadrement sur [n,n + 1], on en déduit :

Vne N, In(n+1) —Inn <

S|

Conclusion. Vn e N*, In(n+1)—Inn <

2) En déduire que pour tout entier non-nul N, >In(N+1)

EEIE
S -

Il
—

n

N
Z In(n+1)—Inn)].

n=1

Soit N € N*. D’aprés ce qui précede, on a :

WE
:w

3
Il
_

N

1
Conclusion. VN € N*, > = >In(N +1)

n
n=1
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1
3) En déduire la limite lorsque N tend vers 400 de Sy = Z —.
n

n=1

Il est connu que : lim In(N + 1) = +oo.

N—+o00

On déduit de cette extraordinaire remarque, de la question précédente et de la propriété de comparaison
que :

N
Nl—lg-loo (Z E) =0

n=1
EXERCICE 21. — Soit x un nombre réel différent de —1. Montrer que pour tout entier naturel n on
a:
1 . k& n+1 g
= )" x"| 4+ (-1 B
- e e

Soit  un nombre réel différent de —1, et soit n un entier naturel.

n n

Ona:» (1) aF =) "(-a)

k=0 k=0

Cette somme est géométrique de raison (—x) ; et (—z) # 1 par hypothése. On peut donc appliquer la formule
donnant la somme des termes d’une suite géométrique pour obtenir :

n 1— (— n+1 1—(—1 n+l n+1 1 n+1
— 1+ 1+ 1+ 1+
En résumé :
“ 1 vt
k n
> (D)t = 112 —(=1) HH_—I
k=0
. 1 - kE_k ne1 2"
Conclusion. Vz € R\ {-1},Vn € N, = (=" z"| + (=) ——
1+ — 1+
EXERCICE 22. — Calculer S = Z Zzg
i=1 j=1

n(n+1 nn+1) o= . n(n+1)\>
$=303 0= 3y =y L H )y ()

i=1 j=1 i=1 gj=1 i=1

EXERCICE 23. — Calculer Z ZiZj.

i=1 j=1

S:ZZQJ—Z ZQJ—Z ( 11__22n>:2(2”—1)Zi:(2"—1)n(n+1)

=1 j=1 =1 g=1 = i=1
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EXERCICE 24. — Soit z un complexe quelconque. Calculer Z 2" (c’est-a-dire Z Z 217

1<i,5<n i=1 j=1

n n n n n n n\ 2
Siz#1: S:ZZzi+j:ZZzi xzj:Zzisz = (zx 11__ZZ>
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Sizo1: S:(M>2

2
PRODUITS

o 1 a 1
EXERCICE 25. — Soit n un entier > 2. Calculer le produit H 1+ — |, puis le produit H 1——=.
k k
k=2 k=2
- 1 Th+1 1
H (1 + E) = H Z = n; (produit télescopique)
k=2 k=2
- 1 Thk—1 1
H (1 — E) =ll—=- (produit télescopique)
k=2 k=2
- 1
EXERCICE 26. — Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Calculer le produit H (1 — ?)
k=2
i 1 k-1 Hk-1 S k+l o on+l
H(l_ﬁ): 2 = = o (d’apres I'exo 25)
k=2 k=2 k=2 =
'FACTORIELLES |
EXERCICE 27. — * Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. Calculer Zn: i
‘ P sata s — (k+1)!
On a:
Nk _ik+1—1 i(lﬁ—l 1 ) i(1 1 )
| kL1 I 1]~ Ko (kE+1)
—~(k+1)! = (k+1)! = \(+1)! (k+1) —\kl (k+1)!
Ayant reconnu une somme télescopique, on peut conclure Zn: i 1 !
I : _— = B —
y pique, on p  (k+1)! (n+1)!
EXERCICE 28. — * Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. Calculer Z (k x k!)
k=0
Z (k x k!) = (k+1—-1)x k)= Z (k+1! =k =(n+1)! —1 (somme télescopique)

k=0 k=0 k=0
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' COEFFICIENTS BINOMIAUX ET BINOME DE NEWTON |

EXERCICE 29. — Soit n un entier naturel. Calculer : S,, = Z (Z) 3kt
k=0

n

1
Notons que : S,, = 3 Z (Z) 3k

k=0
n

1 4
Selon le binéme de Newton : S,, = 3 B+1)" = 0

EXERCICE 30. — Soit n € N. Calculer : S,, = Z (—1)" <Z>
k=0

Selon le binéme de Newton : S,, = Z (—=1)* (Z) =(1-1"
k=0

On en déduit que Sy =1, et S,, = 0 pour tout n € N*.

EXERCICE 31. — 1) Soient n et p dans N, avec 1 < p < n. Montrer que : p < Z ) =n < Z:i )

. n\ n! B n! - (n—1)! - n—1
O“a'p(p>‘pp!<n—p>!‘<p—1>!<n—p>!‘ (p—1)!(n—p) (p_1>

- n
2) En déduire que : =21
) a3 r ()

p=0
n n n n n—1
-1 n—1 n—1
On a: )= ) = n( " ):n ( ):n < )Zn?”_l
0 (5) =2 (0)-2 (0 =2 (o) 50

p=0 p=1 p=1 p=1 p=0

EXERCICE 32. — Soit n € N*| et soit x un réel quelconque. Calculer : S(z) = (Z) (1 =) "
k=0

n

D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a : S(x) = Z (Z) 1 —z)" = e+ (1-2)" =1
k=0

EXERCICE 33. — Soit n € N*| et soit x un réel quelconque. Calculer : S(z) = Z <Z) - x)?’"_% o
k=0

Avec les notations de ’énoncé on a :

n

Ste) =2 (Z) 3 (1 —a)" Mt = (1 —a) k; (Z) (32)* [(1—2)]" "

=1—-2)"Br+(1—-2)4" =1 —-2)"(1 +x+2?)"
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'EXTRAITS DE DS/

2
EXERCICE 34. — Soit (u,) la suite définie par uy = 3 et la relation de récurrence :
2n + 2
V € N, n — n
" Ut =5, +5 “

1/

2/

Calculer les valeurs de u; et wus.

2 2 2 4
D’apres 1'é 6 tup = —-up=—- X —. D'ou: =—|
apres ’énoncé, on a : uy : U £ X3 ou : | uy B
4 4 4 16
De mé tUus = —u; = = X —. D'ou : = —|
e méme, on a : Uy - Uy T ol : | Ug 105
Montrer que :
22n+3 N !
VneN, Up = (n+2)in

(2n + 4)!

22013 (n 4 2)! n!
(2n 4+ 4)!

Notons P(n) I'assertion : u, =

2 2204+ 2)l 00 8x2 16
» Initialisation (n = 0). D’aprés I'énoncé : ug = 3 et B ><(0 14;! =0 —u—3 L’assertion

P(0) est donc vraie.

» Heérédité. Supposons que l'assertion P(n) est vraie pour un certain entier naturel n.

2n + 2
2n+5

D’aprés I'énoncé on a : u, 1 = Up,.

2n + 2 " 2213 (n + 2)! nl

On en déduit, par hypothese de récurrence : u, 1 = Mt E on 1 1)

On écrit alors judicieusement :

2n + 2 " 22713 (n + 2)! n! " 2n+6
2n+5 (2n 4 4)! 2n+6

Unp1 =

2(n + 1)22"3 (n + 2)! n!2(n + 3)
(2n+5)(2n +4)!(2n + 6)

2275 (n + 3)! (n+1)!

On en déduit que : u,41 = (2n + 6)!
n !

soit : Upt1 =

Cette derniére égalité signifiant que l'assertion P(n + 1) est vraie, on a établi ’hérédité de la propriété.

220+3 (n 4 )1 ol

Conclusion. Vn € N, u, = (2n + 4)!
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n(n?+1)
2
On raisonne par disjonction de cas, suivant la parité de n.

EXERCICE 35. — Montrer que: Vn € N| e N

n n
Si n est pair, alors B est un entier naturel. Donc : 5(712 +1)e N.

241 241
Si n est impair, alors T est un entier naturel. Donc : 1 ; n € N.
2
1
Conclusion. Vn € N| % e N
EXERCICE 36. — | (SOMMES)

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

- 2
1/ Soit n € N, avec n > 2. Calculer : 5] = Zln (1 + E)
k=2

n n

Ona: S :éln <1+%) :kz:;ln (%) =3 (n(k+2) — In(k))

k=2
On réécrit alors diaboliquement la somme Sy :
S1=Y (Im(k+2)—In(k+1)+n(k+1)—In(k))
k=2
Diott: Sy =Y (In(k+2)—In(k+1))+ (In(k+1) —In(k))
k=2
=S =Y (In(k+2)-In(k+1)+> (n(k+1)—In(k) (linéarité de la somme)
k=2 k=2

— S =In(n+2)—InB)+In(n+1)—In(2) (sommes télecopiques)

Conclusion. S; = In ((n * 2>6(n + 1))

2/ Soient n € N et 2 € R. On pose Sy = Z (Z) ek
k=0

Etablir que :
Sy =2"e™ ch" (x)
Ona: Sy = i (Z) ek — i <Z> (ezx)k.
k=0 k=0
Selon le binéme de Newton : Sy = (e** 4 1)".
D’ou : Sy = [e* (¥ + e *)]" = [e*2ch(z)]" = e"*2"ch" (x).

Conclusion. S, =2"¢"* ch" (x)
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EXERCICE 37. — | (COEFFICIENTS BINOMIAUX)

Lorsque l'on considére une ligne de rang pair du triangle de Pascal, on peut observer que le plus grand
coefficient binomial est situé au milieu de la ligne.

Par exemple, la ligne “27 du triangle de Pascal est : 1 — 2 — 1; et la ligne “}” est : 1 — 4 — 6 — 4 — 1.

L’objectif de cet exercice est de donner la preuve de cette observation.

Tout au long de cet exercice, n désigne un entier naturel non nul fixé.

- (2)

1/ Donner sans justification les valeurs de wug, u, et us.

Pour tout entier naturel k£, on pose :

Observons que d’aprés ’énoncé, 2n > 2. On a donc, d’apreés le cours :

2n 2n 2n 2n(2n — 1)
= ()= = () == (5) =75

Conclusion. up=1; wu; =2n; wuy =n(2n—1)
2/ Que vaut uy lorsque k > 2n+ 17

D’aprés le cours : (2]?) =0si k> 2n.

Conclusion. u; = 0 lorsque k£ > 2n + 1.

3/ Soit k €[ 0,2n — 1]. Etablir que :

g1 2n—k

2 2
Soit kK €[0,2n—1]. On a : upyq = (k:—fl) et up, = (]?)

2n)! 2n)!
Or, d’apres le cours : ugq = (2n) et up = (2n)

k+D)I2n—k—1 " KQ@n—k)\
On en déduit que :
Upy1 (2n)!k!(2n — k)! k!(2n — k)!

uy, (k+D!2n—k—=1!2n)!  (k+D!2n—k—1)!

Uk 2n—k

Conclusion. Vk €] 0,2n — 1],
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4/ En déduire que :

U SULS - S Uy 6 Uy 2 Upgy 2700 2 Uy
Pour tout entier k € [ 0,2n — 1 ], le nombre uy est un entier strictement positif.

Il s’ensuit que pour tout entier £k €[ 0,2n — 1], on a :

\

[Upy1 = up] <= {Ukﬂ = 1}
Uk

On en déduit, avec la question précédente, que :
Ugt1 = Ug

2n — k

k+1
= 2n—-k>k+1

>
< 2k+1<2n

WV

<— k<n—

= N =

— k<n-—
En résumé : [ujiq

> k
Il s’ensuit que : up <up < --- < Uy, €6 Uy = Upyy = -+ = Usy



