Lycée Jean Bart — MPSI — 25 septembre 202/

COLLE 3 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Conjugaison et somme :
Vne NV (z,...,2,) €C", Z1+ 20+ +z2n=Z1+Z2+ - +Zn

n n
Notons, pour tout entier naturel non nul n, P(n) assertion : V (z1,...,2,) € C, Z 2k = Zﬁ
k=1 k=1

» Initialisation. L’assertion P(1) est vraie puisque : Vz; € C, z1 = z7, wouaouh.
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et soit (z1,...,2,41) € C*"*1. On a:

n+1 n n n n+1

Dam= stz = mtIi= taii=Y %

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

la premiére égalité provenant de la relation de Chasles pour les sommes, la seconde de la propriété z + 2/ = zZ + 2/, la
troisiéme de I’hypothése de récurrence, et la derniére de la relation de Chasles pour les sommes a nouveau.

n+1 n+1
Finalement : Z 2 = Z Zk- D’ou P(n + 1) est vraie.
k=1 k=1

n+1 n+1
» | Conclusion. Vn € N*| V (21,...,2,) € C", sz = ZE
k=1 k=1

QUESTION DE COURS N2 — 2 propriétés des modules :
V(z,2') € C?, |z2/| = |2| x |[Z'| et Vn € N, || = |2|"

Soit (z,2') € (CQ.Ona:|zz’|:\/z><z’><z><z’:\/zxz’xzx?:\/zxzxz’x?:\/zxix\/z’x?:|z\x|z’|

'

Ce qui prouve que : V(z,2') € C2, [22'| = |z| x |2

La deuxiéme s’en déduit par récurrence. Notons, pour tout n € N, P(n) l'assertion : Vz € C, [2"] = |z|".

» Initialisation. L’assertion P(0) est vraie puisque : Vz € C, |2 =1= |2|°

» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et soit z € C. On a :

|2 = 27 x 2] = [27] x |2] = [2]" x |z] = ||

la deuxiéme égalité provenant de la propriété précédemment démontrée, et la troisiéme de ’hypothése de récurrence.

n+1

En résumé : |2"T| = [2|""". Ce qui assure que P(n + 1) est vraie.

> ‘ Conclusion. Vz € C, Vn € N, || = |2|" ‘

UESTION DE COURS N — 1lnegalite triangulaire generalisee :
03 Inégalité tri lai énéralisé
Vne N V (21,...,20) € C", |21 + 22 4+ 4 2| < |2a] + [22] 4+ -+ + |20

n n

Notons, pour tout entier naturel non nul n, P(n) assertion : V (z1,...,2,) € C, Z 2| < |25 ]
k=1 k=1
» Initialisation. L’assertion P(1) est vraie puisque : Vz; € C, |21| < |#]
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et soit (21,...,2,11) € C*L

D’aprés l'inégalité triangulaire “basique” (|z + 2/| < |z]| + |2/]), on a :

n+1 n n
g 2| = g 2k | + Zna1| < E 2| + |Zn+1]
k=1 k=1 k=1
D’oti, par hypothése de récurrence :
n+1 n n+1 n+1
E zi| < E |2k] + |2n+1] d’oit : E 2| < E |2k
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
En résumé : V (21,...,2,41) € C*HL E 2| < g |zk|. P(n+ 1) est donc vraie.
k=1 k=1

n

D

k=1

» | Conclusion. Vn € N*, V (z1,...,2,) € C",

<D Nzl

k=1

n




2 MPSI — Questions de cours de la colle 3

QUESTION DE COURS N4 — (U, x) est un groupe : stabilité de U par multiplication et passage & 'inverse, existence
d’un élément neutre. Explicitement :

1
1/V(2,2)eU? 2x2 €U 2/1eU S/VZEU,EGU

Rappelons que : U= {z € C, |z| = 1}. Il est donc déja clair que 1 € U, puisque |1| = 1.
Prouvons le point 1/ : soient z et 2’ deux éléments de U. Alors : |z x 2| = |z x |2/| =1x1=1.
Finalement : |z x 2’| = 1. D’ou 2z x 2’ € U. Ce qui achéve la preuve de ce point.

1 1

—=-=1
E.

Prouvons le point 3/ : soit z un élément de U. Alors :

z

Finalement :

1 1
‘ =1. D’ou — € U. Ce qui achéve la preuve de ce point, et de ces propriétés.
z z

Comme la remarque en a été trés justement faite en cours, (U, x) est méme un groupe abélien, ce qui
signifie que la multiplication dans U est commutative. Nous aurons ’occasion de revoir, de préciser et
d’approfondir cette notion de groupe dans de nombreux chapitres cette année.

QUESTION DE COURS N5 — Propriété : V (z,y) € R?, /(=) = ¢izely
Soit (z,y) € R%. On a:

el”el¥ = (cos(x) +isin(x)) (cos(y) +isin(y)) = | cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) | +i [ sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)

=cos(z+y) =sin(z+y)

Ainsi : eel¥ = cos(z + y) + isin(z +y) <= e'%e¥ = *+¥)  Conclusion. V (z,y) € R?, ¢!(®+¥) = ¢ively

eia: efiw eia: _ efix
UESTION DE COURS N°6 — Formules d’Euler : pour tout réel x on a : cos(x) = eere et sin(z) = -
2 2
i
eiz efiac eiac eﬁ 2Re eiz
Soit z un réel. On a : J; = ;L = 2( ) = cos(x)
el® — g~iz el _eiz  2iIm (e*
Et : - = - = ( ) = sin(x)
21 2i 2i

QUESTION DE COURS N7 — Formule de Moivre : V (z,n) € R x N,  (cos(z) + isin(z))" = cos(nz) + isin(nz) ‘

Soit (z,n) € R x N. On a : (e*)" = e®, ce qui achéve la preuve.
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1. — Calcul de zn:cos (k8) pour tout n € N et pour tout § € R
k=0

EXERCICE 2. — Linéarisation de cos®(f).

EXERCICE 3. — Linéarisation de cos*(6).

EXERCICE 4. — Linéarisation de sin®(0).

EXERCICE 5. — Délinéarisation de cos(40).

EXERCICE 6. — Soit 6 € [0, 7. Module et argument de 1 + el ?
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BANQUE D’EXERCICES — CORRIGES

EXERCICE 1. — Calcul de Z cos (k@) pour tout n € N et pour tout 6 € R
k=0
Soient n et k deux entiers naturels et 6 un réel. On a : cos (kf) = Re (') et sin (k6) = Im (e'*?).*
Par conséquent :
Z cos (k6) = Z Re (eik9)<:> Z cos (kf) = Re (Z e”"9>, et de fagon analogue : Z sin (k) = Im (Z eik9>
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Il “ne reste plus qu’a” calculer la somme entre parenthéses pour achever la question de cours. En effet, en posant :

Sp = Zeikg, on a donc : icos (k0) =Re(S,) (M) et isin (k0) =Im (S,) ()

k=0 k=0 k=0

n

n

n
) o\ k
Or: S, = Zelk‘g = 5, = Z (e“g)
k=0 k=0 '
S, est la somme des (n + 1) premiers termes d’une suite géométrique de raison e!’. On peut donc lui appliquer la formule

que vous connaissez bien T, sous réserve que el? # 1, c’est-a-dire si et seulement si 6 # 0 [27].

On suppose donc 0 # 0 [27]. Alors :

1_ (ew)n+1 1 ilnt1)0 i(#54)0 (e—i("?l)e _ ei(nT“)(?)
S, = o =S = = = ; . - (technique de “Uangle-moitié”)
1—e 1—e oid (e*ii el
wey —2isin (2 9 oy sin (%L 9
— S, = cl(%) # d’ou finalement : S, = i) .729) Q)
—2isin (5) sin (5)

On déduit de (M), (&) et (V) que :

" in (2L g n sin (2L 9
VnEN,VQER,G#O[271’],2(?08(/{9):608 nf Sm.i?)etZsin(kﬁ):sin nb M
k=0 2 k=0 2 sin ()

Dans le cas ot §# =0 [27], on a cos§ =1 et sinf = 0 d’ou

VneN, VOER, 6 =0 [2r], Y cos(kf) =n+1et » sin(k#) =0|
k=0 k=0

EXERCICE 2. — Linéarisation de cos®(f).

Soit @ un réel. On a :

cos(0) = = (el +e 1) don: cos?(9) = < (¢ +e7?)’

DO |
| =

Il s’ensuit que :

cos® () =

(6319+361€+36—10+e—319) :g 6319+e—319+3e16+36—19

=2 cos(30) =6 cos(0)

|~

cos (36) + 3 cos(6)

Dot finalement : V60 € R, cos® (0) = 1

*. Puisqu’en général pour tout réel @, ei® = cos (©) +isin (®). Prendre ® = k6 dans la présente situation.

n & 1iqn+1
I VgeC\{1}, VneN, » q¢*=
k=0 1-q

. D’aprés la formule du binéme de Newton : (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3.
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EXERCICE 3. — Linéarisation de cos*(f).

Soit @ un réel. On a :

cos(0) = 5 (¢ +eH%) it cost () = i (¢ )’

Do | =

Il s’ensuit  que :

COS4 (9) _ E <e410 +4e219 + 6+4ef210 +ef419) _ T6 e419 +ef410 +4€210 +467210 46

=2 cos(40) =8cos(0)

cos (40) + 4 cos(20) + 3

D’oil finalement : | V6 € R, cos? (§) =

8
EXERCICE 4. — Linéarisation de sin®(6).
e1¢9 _ e—i0
Pour tout réel 6, on a : sin(f) = — Il s’ensuit que ¥
i

5 5i0 3i0 i —i0 —3i0 _ ,—5i0
6) = = (M 5 1061 — 10 B30 —
sin®(#) G oo (e e’ 4+ 10e e " + be e )
Donc :
1 . . ) . . .
sin5(0) = — e51«9 o 67519 -5 e316’ o 67319 +10 610 o 6719
=2isin(50) =2isin(30) =2isin(0)
Par suite :
1
sin® () = N (2isin(50) — 10isin(36) + 20isin(0))
i
. . 1 5 . 5 .
Conclusion. V6 € R, sin’(0) = T sin(50) — 6 sin(30) + 3 sin(0)
EXERCICE 5. — Délinéarisation de cos(46).

Soit 6 un réel. On a : cos(46) = Re (eM1?) = Re ([610]4).
Par suite | : cos(40) = Re ([cos(ﬁ) + isin(&)]4) (M)
Or :
[cos(0) + isin(A)]* = cos*(#) + 4i cos®(0) sin(#) — 6 cos?(0) sin?(A) — 4i cos() sin®(0) + sin’(6) (%)
Diapres (4) et (&)
cos(40) = cos*(0) — 6 cos?(6) sin?(0) + sin*(0)
D’ou (en utilisant la relation fondamentale de la trigo) :

cos(46) = cos*(0) — 6 cos?()(1 — cos?(0)) + (1 — cos?(0))?

Conclusion. V6 € R, cos(46) = 8 cos*(#) — 8 cos?(f) + 1 ‘

§. D’aprés la formule du bindéme de Newton : (a + b)* = a* + 4a®b + 6a2b? + 4ab3 + b*.
€. Essentiellement car : 25 = 32; 1% = i; et (a — b)® = a® — 5a*b + 10a3b? — 10a2b® + 5ab* — b® pour tout (a,b) € C2.
|. On peut d’ailleurs se passer de la ligne précédente, en utilisant directement la formule de Moivre.
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EXERCICE 6. — Soit 6 € [0,7]. Module et argument de 1 + ¢!’ ?
Soit # € [0, 7. En utilisant la technique de l’angle-moitié, on écrit :

. . 1 elf . . . 0\ .

0 _ ,i6/2 _ ai0/2 (o—i0/2 19/2) _ ) Liey2

1+e e (610/2—'_610/2) e (e +e 2005(2>e
—_— ——m——

=2 cos(%)

. 0\ .
En résumé : 1+ e =2cos (2> elf/2,
Il reste a observer que dans cette écriture :

<

| D

0 T
e 2cos <2) est un réel strictement positif, puisque 0 < 5

e ¢?/2 ¢ U (le nombre complexe ¢'?/2 est de module 1)

. 0 A 0
On en déduit que : |1+ €| =2cos (2) et arg(l+e?) = 5 [27]




