Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE LA SEMAINE 3

(CORRIGE EN LIGNE MARDI 8/10)

EXERCICE 1 — | (CROISSANCES COMPAREES)  L’objet de cet exercice est de (re-)démontrer des ré-
sultats de Terminale concernant certaines limites, et de les généraliser.

2 o Y B
1/ Etablir que : V2 >0, e* > 1+ 2 + % 4/ En déduire que : :,}E& vin(z) = 0.

5/ Soient v et § deux réels strictement positifs.
T

2/ En déduire que : lim SN

eax

r—+o00 I : . : D
a/ Etablir que : zl_lgloo i +o0.
1 In°
3/ En déduire que : lim n(x) = 0. b/ Etablir que : lim n%(z) = 0.
r—+oo0 I r—+00 ,:173

2
1/ Pour tout z > 0, on pose f(z) =e¢* —1+ 2z + % La fonction f est de classe € sur R, (théorémes

généraux) et pour tout réel x positif on a :
fllxr)=e"—x—1 et f'(z)=¢e"—1

La fonction f” est positive sur R, .
Donc f’ est croissante sur R,. Puisque f/(0) = 0, on en déduit que f’ est positive sur R, .

Donc f est croissante sur R, . Puisque f(0) = 0, on en déduit que f est positive sur R,.
2

T
Conclusion. Pour tout z > 0ona:e*>1+x+ >

2/ Soit x un réel > 0. D’aprés la question précédente :

xT

1 T
> —4+1+4 -
T 2

Puisqu’il est clair que le terme de droite de cette inégalité tend vers +oo lorsque = tend vers +oo, on en
déduit le résultat désiré par comparaison.

T

Conclusion. lim — = 400
x—+00 I

3/ Soit x un réel strictement positif. En posant X = In(x), on peut réécrire la limite de I’énoncé :

| X
lim n(z) = lim —
r—~400 x X—4o00 €

X
Or lim — =0 d’apres la question précédente.
X—+0 e

Conclusion. lim In(z) =0
r——+00 €T
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1
4/ Soit x un réel strictement positif. En posant X = —, on peut réécrire la limite de I’énoncé :
x

1 1 In(X
lim zln(z) = lim —In (—) = — lim n(X)
xz—0t X —+400 X X —+o0o
In(X
Or lim n(X) = 0 d’aprés la question précédente.
X—+o00
Conclusion. lim zlIn(x) =0
x—07F
5/ Soient « et 5 deux réels strictement positifs.
a/ Soit x un réel > 0. On a :
e _ T _ az—B1n(z) _ ez(aiﬁlniz))
1'5 eﬁ In(z)
1
Selon la question 3, on a : lim n(z) =0

xr——+00 €T

In(z
Il s’ensuit que : lim o — f (z) =«
T—+00 €T

1
Puisque v > 0, on en déduit que : lim =« (a - p n(a:)) = +00

Tr——+00 €T
. . 7 In(z)
Finalement : lim e’”(a p2) = +00
Tr—+400
axr
Conclusion. lim — = +o0.
Tr——+00 xﬁ

b/ Soit x un réel > 1. On a :

o] aln(In(z
In (ZE) € (In(@)) _ oaln(In(z))—Bln(z) _ ln(w)(alnl(rll?g))*ﬁ)

B efm@  © ¢
In(1
Or, selon la question 3, on a : lim M =0
T—+00 ln(:c)
In(1
On en déduit que : lim QM —f=-0

T—+00 ln(x)
In(1
Puisque > 0, on en déduit que : lim In(x) QM —p | =—-00
T—>—+00 IH(I)

In(z) (a lnl(‘]:(lg)) —B)

Il s’ensuit que : lim e
T—r+00

=0

. o In%(x
Conclusion. lim (z)
Tr——+00 J;IB



PBS 3 3

EXERCICE 2 — (INCONTOURNABLE)‘

Soit n un entier naturel. Etablir que :

Soit n un entier naturel. On a :

0 () - (E Q) - (EC) ) (o) o

Or : (1 4 ein/g)n _ [eiﬂ/3 (efiﬂ'/S 4 eiﬂ/g)}n _ [2617:/3 o8 (%ﬂn _ [eiﬂ/‘g]n _ oS ()

" /n\ . 2km o /nw
Vne N, (k:) sin (T) = sin <?) )

On déduit de (M) et (&) que :

EXERCICE 3 — | (LINEARISATION).| Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, et 6 un
réel quelconque.

1/ Etablir que :

—_

2&“ (m; 1><_

k=n+1

)kei(Qn—Qk—',-l)G _ zn: (2” + 1) (_l)ke—i(Qn—Qk—i-l)H
k

k=0
2/ En déduire que :
—1\"<& 2n+1
s 2n+1 o :
sin (0) = <T) kgzo ( f ) sin ((2n — 2k +1)0)

1/ Dans la premiére somme, on procéde a un changement d’indice (K = 2n + 1 — k) pour obtenir :

2n+1 n
Z (277,]:— 1) (_1)kei(2n—2k‘+1)9 _ Z (2”]:‘ 1) (_1>2n+1_ke—i(2n—2k+1)9

k=n+1 k=0
Or : (—1)>"*1=F = —(—1)k, d’ou la conclusion.
i0 —ig\ 2n+1
- gin2n _ (& —° _ 1 9 —ig\2ntl
2/ On a : sin +1(9)—<T> _W(e —e %) _
1 1 1 —1)n 1 o
On pent observer que s et = o i = Chrxi ( i) - Done: sin™™™ (8) = —;zn+)1i (¢ =) (a)

D’aprés la formule du binéme de Newton :

2n+1 2n+1
. L\ 21 2 1\ . : 2 1\ .
(ele _ e—19)2 +1 Z (_1)k( n;— >el(2n+1—k)06—1k9 _ Z (_1)k( "];L )el(zn—2k+1)9(*)

k=0 k=0
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On décompose cette somme en “deux morceaux” :

2n+1 n 2n+1
2n+ 1\ on_okt1)0 2n+1 k_i(2n—2k+1)0 2n+1 k_i(2n—2k+1)0
BN G EE e Bl (i [ D Dl (A ISV

k=0 k=0 k=n+1
D’aprés la question précédente :

2n+1 n
2n+ 1\ on—okt1)e 20+ 1\ ok rin-2k41)0 —i(2n—2k+1)0
Z L = i (—=1)* [e e ]
k=0 k=0

2n+1 n

2 1\ . 2 1

Par conséquent : E ( n}:— )e1(2n—2k+1)9 =2i ( n )(—l)k sin ((2n —2k+1)60) (9)
k=0

Diapres (), () et (), on a : |sin*! (§) — (_—1)” . (2”; 1) (=1)"sin (20 — 2k + 1))

EXERCICE 4 — | (POUR EN FINIR AVEC LA LINEARISATION...).| Soient n un entier naturel non
nul, et # un réel quelconque.

1/ Etablir que :

2n+1 n
Z (2” + 1) Qi(2n+1-k)0 _ <2” + 1)e—i(2n+1—k)0
k N k

k=n+1 k=0

2/ Montrer que :

cos® () = 2% (Zn]:— 1) cos((2n+1—k)0)
k=0

2T o0 2n+1 om 4 1
1/ Par symétrie des coefficients binomiaux, on a : Z ( . >ei(2”2k+1)9 = Z <2n Ll k:) el(n=2k+1)6
k=n+1

Cette observation faite, on procéde au changement d’indice : K = 2n + 1 — k. Lorsque k varie de (n + 1) a
(2n + 1), K prend toutes les valeurs entiéres comprises entre 0 et n. On en déduit que :

2n+1 n n
2n+ 1Y\ ; 2n + 1Y\ ; 2n+1 .
E i(2n—2k+1)0 __ § i(2n—4n—24+2K+1)0 __ E —i(2n—2K+1)0

k=n+1 K=0 K=0

k=n+1

2n+1 n
2n + 1Y\ . 2n + 1 :
Dot lusion. E : i(2n—2k+1)0 E —i(2n—2k+1)0 )
ou COHC usion < k )e = o k e

k=n+1

eig + e—i@ et 1 . o 2n41
2/ Omas ot 0) = (G = g e )T @

2n+1
, om o+ 1\ . .
D’aprés la formule du binéme de Newton : (ele + e_‘9)2 o g ( n[j— )el(%ﬂ_kwe_‘ke
k=0

2n+1
2 1\ .
_ Z ( nl:- )el(2n—2k+1)€(&)

k=0
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On décompose cette somme en “deux morceaux” :

2n+1 2n+1
2n+1 2n 2n —l— 1
i(2n—2k+1)0 1(2n 2k+1)6 i(2n—2k+1)0

k=0 k=n+1

D’aprés la question précédente :
n

2n+1 n
2n+1 QTL 2n+1 .
E 1(2n 2k+1)0 § 1(2n 2k+1)0 § —i(2n—2k+1)0

k=0
2n+1
o 2n+ 1\ jon-ak 16 _ 2”"'1 i(2n—2k+1)0 | —i(2n—2k+1)0
Dou:Z( " )e( +1) " O 4 il 1)
k=0
2n+1 n
2n+1 2n+1
Par conséquent : Z ( n]:— > i(@n-2k+1)6 _ 9 ( n >cos((2n —2k+1)0) (O)
k=0 k=0
1 <~ (2n+1
D’apres (#), () et (V), on a : | cos? ! (0) = 7o ( n]j > cos ((2n — 2k +1)0)
k=0
EXERCICE 5 — (PROBLEME DES 13 REELS)‘

E

s
1/ Rappeler sans justification le tableau de variation de la fonction tangente sur } — 5

N

2/ Etablir que : tan <%> =23

3/ Soient zy, a,..., x13 treize réels quelconques. Démontrer qu’il existe deux réels distincts x; et z; tels
que :

< BT <o 3

1+ 2wy

1/ La fonction tangente est strictement croissante sur R, et sa limite & gauche de 7/2 (resp. a droite de
—m/2) est égale a 400 (resp. —oo). En particulier, puisqu’elle est continue, tout réel admet un unique
antécédent par la fonction tangente dans 'intervalle | — 7/2, 7/2].

2/ Selon la formule de soustraction pour la tangente, on a :

T\ qmoomy tan (%) —tan () V3-1 (V3-1) 4-2/3
tan<ﬁ>tan<§_1)1—|—tan(%)tan(§)1+\/§ 2 a 2

Conclusion. tan <%> =2-3
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3/ Soient x1, a,..., x13 treize réels quelconques. En vertu de la question 1, il existe treize réels yi,. .., yi3
dans Uintervalle | — /2, 7/2[ tels que z; = tan(y;) (pour tout ¢ € [ 1,13 ]).

On découpe alors 'intervalle | — w/2,7/2] en 12 “petits morceaux” de longueur égale (donc de longueur
w/12) :

T 7T+7Ti| ] T 7T+27T} } T LT
27 2 1217 2 127 2 121777 2 1272

Puisque les réels yy,. .., y13 sont au nombre de 13 (waouh!), au moins deux d’entre eux appartiennent au
méme “petit morceau”. Il existe donc deux réels y; et y; (avec i et j distincts) tels que :

0<y; —vi < —=
Yi — Yy 19

La fonction tangente étant strictement croissante sur l'intervalle considéré, on en déduit que :

0 < tan(y; — ;) < tan (%)

T; — T
D’ou, grace a la question 2 (et a la définition des réels y;) : 0 < 1:_— <2-v3
Tl




