Lycée Jean Bart — MPSI — 21 septembre 2024

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE NY2

MATHEMATIQUES

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DU COURS — NIVEAU 1)

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1/ Soient ¢ un nombre réel; et n un entier naturel. Calculer la somme : S} = Z g

n
Soit ¢ € R. Notons que : S} = Z (q4)k. La somme S; est géométrique de raison ¢*.
k=0
n

Premiercas:q4:1<:>q:i1Danscecas:51221:71—1-1

k=0
1 — q4n+4
Second cas : ¢* # 1 <= ¢ # 41 Dans ce cas : S} = T
—q
1 _ 4An+4
% siq#+1
CONCLUSION. S; = 4
n+1 siq= =1
2/ Soit N un entier naturel, N > 2. On pose :
N
6
S, —
2 ;;m—1ﬂn+n

a/ Déterminer deux réels a et b tels que pour tout entier n > 2 on a :
6 a b

m—Dm+D) n-1 n+l

6 b
On cherche deux réels a et b tels que : ECES i [T (W)

6 b(n—1
» En multipliant (#) par (n — 1), on obtient : 1 + %

6
Par évaluation en 1 on en déduit : a = 3 soit a = 3.

6 1
» En multipliant (#) par (n 4 1), on obtient : o= a(n +1 ) +b
n — n —

6
Par évaluation en (—1) on en déduit : b = — soit b = —3.

CONCLUSION. Vn € N,n > 2, = -
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b/ A l'aide de la question précédente, calculer Sy.

D’apreés la question précédente :

N N N
3 3 1 1 1 1 1 1
2 nz:;n—l n-+1 nz:;n—l n+1 ;n—l n+n n-+1

Ainsi :

N 1 N 1
52:3[<;n_1—5>+<;ﬁ—n+1>

Les 2 sommes ci-dessus étant télescopiques, le cours permet d’affirmer que :

S, =31 1+1 L
2 N2 N+1

N
6 1 1 1
CONCLUSION. VN € N, N > 2, =3 (=== - —
’ nz:;(n—l)(n—i—l) (2 N N+1>
3/ Résoudre dans R 'équation : cos(3x) = cos (x + g)

Soit € R. Selon le cours :

3:17::164—% [27] 23::% [27]
cos(3z) = cos <x + g) = ¢ ou = ( ou
3 =—x — g [27] dr = —g [27]
=l
CONCLUSION. Soit z € R. On a : cos(3x) = cos <x + g) = ¢ ou
T[T
it

4/ Encore un peu de trigonométrie.

a/ Soit z un nombre réel. Calculer de deux maniéres différentes (cos?(z) + sin2(x))3.

Soit x un nombre réel.
Selon la relation fondamentale de la trigonométrie, on a : (cos®(z) + 81112(3(;))3 = 1.

Par ailleurs, selon le bindbme de Newton :

(cos?(z) + Sin2(x))3 = cos®(z) + 3 cos*(z) sin?(x) + 3 cos?(z) sin'(z) + sin’(x)

CONCLUSION. Vx € R, cosS(z) + 3 cos*(x) sin?(x) + 3 cos?(z) sin*(z) + sin(z) = 1
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b/ Résoudre dans R I'équation :  cos®(x) +sin’(z) = 1
Soit x € R. Selon la question précédente :

cos®(x) +sin’(z) = 1

<= cosb(z) + sin®(z) = cos®(z) + 3 cos*(x) sin?(x) + 3 cos?(z) sin*(x) + sin’(x)

<= 3cos(z)sin?(x) + 3 cos?(z) sin*(z) = 0

<= cos?(x)sin?(z) | cos?(z) + sin?(x) | =0

J/

1
<= cos?(z)sin®(z) =0
<= cos(x) =0 ou sin(x)=0

<:>x:%[7r} ou z=0]n]

=03

CONCLUSION. Soit z un nombre réel :

cosb(z) +sin(z) =1 <= 2=0 [g}

5/ Et un peu de trigonomeétrie hyperbolique. On rappelle que les fonctions cosinus hyperbolique (ch)

et sinus hyperbolique (sh) sont définies sur R en posant :

et +e*

Vre R, ch(z) = ——— et Vre R, sh(z) =

2

T

—T

—e
2

Etablir que : Vz € R, ch®*(z) —sh®(z) = 1 (relation fondamentale de la trigo hyperbolique)

Soit x € R. On a:

_ e2$ + 92— e—2$

(o) — si(e) = (5 +e_z)2 - (5= e) .
2 2
CONCLUSION. Yz € R, ch?(x) —sh*(z) = 1
6/ La suite de Fibonacci est la trés célebre suite (F),) définie en posant :
=1, F=1
VneN, Fuos=Fy + F,

A Taide d’un raisonnement par récurrence double, établir que : Vn € N,

Pour tout entier naturel n, notons P(n) l'assertion : F,, >

n.
Selon I’énoncé, P(0) et P(1) sont vraies puisque Fp =1>0et F} =1 > 1.

4

4
4
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Supposons a présent que P(n) et P(n + 1) sont vraient pour un certain n € N. Alors :

= > >
Fois Foo+F, 2 n+l+4+n > n

nonc HR QPLPPLM

Ce qui assure que P(n + 2) est vraie, et achéve la preuve de I'héréditeé.

CONCLUSION. Vn € N, F, >n

EXERCICE 2 — | (APPLICATIONS DU COURS - LEVEL UP)

Les questions 1/ et 2/ sont indépendantes.

1/ a/ Soit a un nombre réel. Exprimer sin(3a) en fonction de sin(a).

Soit @ un nombre réel. On a :

sin(3a) = sin(2a + a)

<= sin(3a) = sin(2a) cos(a) + sin(a) cos(2a)  (formule d’addition pour le sin)

< sin(3a) = 2sin(a) cos?(a) + sin(a) (1 — 2sin*(a))  (formules de duplication)
< sin(3a) = 2sin(a) (1 — sin*(a)) + sin(a) (1 — 2sin*(a))  (relation fondamentale)
<= sin(3a) = —4sin’(a) + 3sin(a) (relation fondamentale)

CONCLUSION. Va € R, sin(3a) = —4sin®(a) + 3sin(a)

T
b/ En déduire que sin <1_8) est solution d’une équation polynomiale de degré 3 a coefficients entiers.
C’est a dire montrer qu’il existe 4 entiers a, b, ¢ et d que I'on explicitera tels que

sin (118) est solution de I’équation ax® +bx? +cx +d =0

T T
D quesion préene s (3¢ ) = s (1) 435 ()
apreés la question précédente : sin | 3 X 13 sin 13 + 3 sin T

. T T 1
Or.sm<3xﬁ> —Sln<6> =3

1
Par suite : —4sin® (%) + 3sin (%) = 5
1

Dot : —4sin® (%) + 3sin (118) ~ 3

Finalement : —8 sin® <18> + 6sin (f;) —1=0

=0

CONCLUSION. sin (%) est solution de l’équation —8z3 + 62— 1 =10

. . . . . . 7T . .
Remarque. On pourrait utiliser ce résultat pour établir que sin (E) est 1rrationnel.
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2/ VDM. Le but de cette question est d’établir la formule de VanDerMonde dont voici I’énoncé :

e (1) (1)

k=0

. e . . . 0
a/ Question préliminaire. Soit k& un entier naturel quelconque. Que vaut ( k) ?

0! )
: . (O) W:]_Slkzo
D’aprés le cours : p) =

0sik>0

CONCLUSION. V£ € N*, (2) =0; et (8) =1

b/ Pour tout entier naturel p, on note A(p) l'assertion ci-dessous :

e SO0

Etablir par récurrence sur p que A(p) est vraie pour tout entier naturel p.

Pour tout entier naturel p, notons A(p) l'assertion suivante

¥(n,q) € N2, ;(g)(nﬁk):(p?)

» Initialisation. Fixons p = 0, et considérons n et ¢ deux entiers naturels quelconques.

On a d’une part : (O—Fq):(q).
n n
: (O g\ (p\[(q) (0 q
o 001 OO O (2
k=0 k=1 QL

w2 () - ()

Par suite : Z (2) ( 1 k:) = (O N q)' Ce qui assure que A(0) est vraie.
n— n

k=0

=0 d’apreés 1/



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°2 — 21 septembre 2024

» Hérédité. Supposons la propriété A(p) vraie pour un certain entier naturel p; et considérons n
et ¢ deux entiers naturels quelconques.

; . p+1 p p
D’ la relation de Pascal : = :
apres la relation de rasca ( L > (k> -+ (k B 1)

Par suite - kzi; (pz 1) (n ! k) - :0 (i) (n ! k) * :0 (k ’ 1) (n ! k) (#).

Observons que : Z (k g 1) (n i k) = (k pi 1) (n z k) puisque le terme correspondant a
k=0 k=1
p

k = 0 est fait intervenir le coefficient binomial ( 1), qui est nul. *

On effectue alors le changement d’indice K = k£ — 1 pour obtenir :

()0 E )

D’aprés (#) et (), on a : ) .
SO OG- @

> (1) -2

n n—1
N . p q p+q p q p+q
hypotheése d : E = t = .
Or, par hypothése de récurrence 2 <k:) (n B k> ( " ) e 2 <k> (n 1_ k:) (n B 1)

On en déduit, avec (9), que : Z (pzl)< q k) _ <P+Q> n (erCi)‘
n — n n —

k=0

& 1 1
Une nouvelle application de la relation de Pascal donne : g (p —]: ) ( 4 k) = (p Tt q).
n — n
k=0

Les entiers n et ¢ étant arbitraires dans le raisonnement précédent, on a établi que :

vwaer (1) =)

k=0
Ce qui signifie exactement que l'assertion A(p + 1) est vraie, et achéve la preuve de I’héréditeé.

CONCLUSION. V (n,p,q) € N°, ) (i) ( : k) - (p+ q)
n— n

k=0

*. Plus généralement, le coefficient binomial < > est nul pour tout entier strictement négatif p, et pour tout entier n.
p
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c/ Application. Montrer que :

wen 210 ]- ()

. . L . . . n n
Soient k et n deux entiers naturels. Par symétrie des coefficients binomiaux, on a : ( > = (

3 (1) -2 ()

n 2
D’aprés la formule de Vandermonde : Z (Z) = (n + n)
n

k=0

n 2
CONCLUSION. Vn € N, Z [(Z) ] _ <2n)
n

k=0

n—=k

PROBLEME — SOMMES ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

NoOTATION. Tout au long du probléme, on note

V (n,p) € N2, S.(p) =) k”
k=0

Questions préliminaires
1/ En utilisant une formule du cours, développer (k 4+ 1)* (ou k désigne un entier naturel).
Selon le binéme de Newton : Vk € N, (k + 1)4 = k* +4K% + 6k* + 4k + 1

2/ Soit n € N. Rappeler sans justification les expressions de 5,(0), S, (1) et S,(2).

Selon le cours, pour tout entier naturel n :

n n

Sp(0)=> K =n+1; S, ()= k=—""; S(2)=) k=

k=0 k=0 k=0

Partie 1 - Calcul télescopique de 5,,(3)

Dans la partie 1, n désigne un entier naturel. On pose :
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U, = Y [(k+1)" — k]

k=0

3/ En observant que U,, est une somme remarquable du cours, donner 1’expression de U,, en fonction de n.

La somme U, étant télescopique, on a d’apreés le cours : U, = (n + 1)%.

4/ Déterminer une seconde expression de U, en fonction de n.

D’apreés la question 1 : U,, = Z 4% + 6k + 4k + 1
k=0

Par linéarité de la somme : Un:42k3+62k2+42k+21
k=0

— k=0 k=0 k=0
CONCLUSION. U, = 45,(3) + 65,(2) + 4S,(1) + S,(0)
5/ A l'aide des deux questions précédentes, retrouver la formule donnant S,,(3).
D’aprés les questions 3 et 4, on a:  (n+1)* = 45,(3) + 6S,(2) + 4S5, (1) + S,(0)
Ainsi : 45,(3) = (n+ 1) — 65,(2) — 45,(1) — S, (0)
D’aprés la question 2, on a donc : 45,(3) = (n+ 1) —n(n+1)2n+1) = 2n(n+1) — (n+ 1)
Dou: 45,3)=(n+1)[(n+1)*—=n2n+1)—2n—1]
Dou: 4S,83)=(n+1)(n*+3n*+3n+1—-2n>—n—2n—1)
Dou: 45,(3)=n+1)(n*+n?) =nm+1)n2(n+1)=n?(n+1)°

n?(n +1)>2

CONCLUSION. Vn € N, 5,(3) = 1

Partie 2 - Calcul de S5,(3) et relation de Pascal généralisée
6/ Soit k € N. Montrer que :
k kE+1 14
veelOkl (6) B <£+1> a <£+1)

Voir preuve de la relation de Pascal faite en classe.
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7/ Soient ¢ et n deux entiers naturels tels que ¢ < n. Montrer que :

o ()= ()
— l (41
Soient ¢ et n deux entiers naturels tels que ¢ < n. D’apreés la question précédente :
ik_ik+1_k_n+1_€
() (+1 (+1)~~\l+1 (+1
k=¢ k=¢ teles. N———
=0

CONCLUSION. Z (l;) — (Zii)

k=t

k k k
8/ Soit k un entier naturel. Expliciter les coefficients binomiaux (1>, (2) et (3>

Soit k& un entier naturel. Selon le cours :

k . E\  k(k—1) K\ k(k—1)(k—2)
1) 2) 2 3) 6
9/ Etablir qu'il existe trois entiers naturels a, b et ¢ tels que pour tout k¥ € N on a :
k k k
3 _
k® = a(3> +b<2) —1—0(1)

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels. On a :

<o) o))

k(k—1)(k—2) (k(k — 1))
+b + ck
2

— k=
“ 6

< 6k* = ak(k — 1)(k — 2) + 3bk(k — 1) + 6¢k
< 6k = ak® + (3b — 3a) k* + (2a — 3b + 6¢) k

a=206
<< 3b—3a=0
2a — 3b+6¢c=0
a=206
<< b=6
=1

CONCLUSION. Vk € N, k* = 6<§) + 6(];) + (T)

(d’apres la question 8)
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10/ En utilisant les résultats de la partie 2, retrouver la formule donnant S,,(3) en fonction de n.

Partie 3 - Calcul de S, (p) pour p € N

On rappelle que pour tout couple (n,p) € N2, on a noté : S, ( Z kP

Dans cette partie, n et p désignent deux entiers naturels quelconques.

11/ En calculant de deux maniéres la somme

n

Up=Y [(k+1" — k]

établir que :
P
1
=3 (") s.0
=0

D’une part : U,, = Z [(k+ 1" — k] = (n+1)"""  (#) (somme télescopique)
k=0

n p
1 .
D’autre part, selon le bindome de Newton : U, = E E <p + )/{;J
- J
k=0 7=0

Dioi U_ZZ(p+1)k3:]z;<p+l)Zk Z<pj1)sn<y> )

7=0 k=0 7=0

p
CONCLUSION. D’apres (#) et (), on a: (n+ 1)PT! = (p;— 1) Sn(J)
=0

12/ En déduire une expression de S, (p) en fonction des sommes S, (q) avec ¢ €[ 0,p — 1]

D’apres la question précédente :

(n+ 1P+l = Xp: (“ 1) Su(j) == (n+ 1P+ = (p * 1) S (p) +

[y

p—

L_\)
VR
=
<. +
—_
~_
%

i—o N/ P ;
CONCLUSION. S, (p) 1 1y pzi (P+ 1>
- Mn - Tl
b p+1 —

13/ En déduire explicitement S, (5) en fonction de S, (0), S,(1), Sn(2), Sn(3) et S,(4).



