Lycée Jean Bart — MPSI — 12 octobre 2024

DEVOIR SURVEILLE N'3

MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures 50 minutes

CONSIGNES

— Ce sujet est constitué d’un exercice et de deux problémes
— Tout matériel électronique est interdit.

— Les résultats doivent étre soulignés ou |encadrés|.

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DU COURS)

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ On considére la fonction f définie sur R en posant :
Ve eR, f(z)= (22 +1)e®
Aprés avoir justifié en deux mots que la fonction f est de classe € sur R, établir que :
Vne N, Vo eR, f"(z)=e"P, (1)

ou P, est une fonction polynomiale & expliciter.

2/ Résoudre dans R’ l'inéquation :

x(QQcQ) > (\/E)Qx—Q
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-~ PROBLEME 1 - AUTOUR DE LA FONCTION TANGENTE HYPERBOLIQUE —

Problématique. Le principal objectif de ce probléeme est d’étudier la fonction tangente hyperbolique (notée

T dans ce sujet), définie sur R comme le quotient sh/ch.

Les deux premieres parties de ce probléme sont consacrées a l’étude de cette fonction. La troisiéme partie
est une fenétre ouverte sur l'avenir : on y étend la fonction T a une fonction définie sur une partie de C,

avec son petit lot de surprises.

Tout au long de ce probleme, vous trouverez peut-étre certaines questions techniques, mais surtout un bon
nombre de questions d’application du cours, que je vous invite a traiter avec le plus grand soin. Cette

précision étant donnée, amusez-vous bien !
NOTATIONS - RAPPELS.

» Tout au long du probléme, on note T la fonction définie sur R en posant :

€T

sh(x)

e
Ve e R, T(zx)= soit encore : Va € R, T(x) =

—x

ch(x) e® 4 e~ %

» On rappelle que si z = a+1b (avec a et b réels) désigne un nombre complexe, I’exponentielle de z

est le nombre complexe noté e* défini en posant :

a,ib

z e

€” = €

Questions préliminaires

Les trois questions ci-dessous sont indépendantes.

1/ Décomposition en éléments simples. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b
Vxé]—l,l[, 1—3:2:1—x+1+x

2/ Soient z et 2z’ deux nombres complexes. Etablir que * :

/

¥ =e*] <= Bk € Z, 2 =z+ 2ikn

3/ Pour tout réel € | —1,1[, on pose :

1
Etablir que :
. (—1)" n!

Remarque. Dans la suite de l’énoncé, on pourra admettre que si l'on pose g(x) =
re |—1,1[,ona:
n!

Vne N, Vee |-1,1[, ¢"(z) = ——
L @) =

. Cette équivalence peut aussi étre notée : [ez/ = ez] — [¢/ = z [2in]]

—— pour tout réel
1l—x
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Partie 1 - Quelques propriétés de la fonction T

4/ Etablir que T est impaire ; puis préciser ses limites en +oo et en —oc.

5/ Etablir que :

, 1

6/ Déduire des questions précédentes le tableau de variation de T.
7/ Justifier briévement que 1'équation T(z) = 2 ne posséde aucune solution dans R.

8/ Soit y un nombre réel, tel que |y| < 1. Résoudre dans R 'équation :

T(x) =y

Partie 2 - Quelques propriétés de la réciproque de T

On définit une fonction A sur | — 1,1 en posant :

Vee]—1,1], A(w):ln( 1+w)

1—=x
9/ Démontrer que A o T = idg, c’est a dire démontrer que :
Vee R A(T(z)) ==z
10/ Etablir que :

B 1
1 — g2

Vee I, A(z)

11/ Déterminer le développement limité a I'ordre 1 en 0 de la fonction A.

A
12/ Calculer la limite : lim — (z)
20 sin(x)

13/ Etablir que :

Vne N, Vze]-1,1, AM(z) = (n;)! <<1+x)” z(:i):; (1—a)"

)



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°3 — 12 octobre 2024

Partie 3 - Tangente hyperbolique complexe

Dans cette partie, on cherche a étendre la définition de la fonction T & une fonction d’une variable complexe.
ef—e”
L’objectif de la question 14 est de déterminer I’ensemble de définition de la fonction z — pepmpe
e?+e”
14/ Résoudre dans C ’équation :
e +e* =0

On notera S 'ensemble des solutions de cette équation, et D = C\S.

On peut a présent définir la fonction T en posant :

z z

e —e

VZ E D, T(C(Z) = m

La notation T est choisie pour souligner le fait que cette
fonction dépend d’une variable complexe.

15/ Etablir que la fonction T¢ est périodique, de période im.
16/ Etablir que pour tout réel x tel que = # g [r], on a :

T¢ (ix) = itan(x)
17/ Résoudre dans C ’équation T¢(z) = 2, et plus explicitement établir que :

[Tc(z) =2] <= [z =In(V3) + ig [iﬂ']i|
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— PROBLEME 2 - SUR LA PISTE DE cos(27/7) —

Problématique. Pour des raisons algébriques profondes, le réel cos(2mw/7), loin d’étre une valeur remar-
quable, est un nombre suffisamment “compliqué” pour que l'on ne puisse pas exprimer sa valeur eracte sous
une autre forme que. .. cos(2m/7) ! Faute de pouvoir en obtenir une valeur exacte, le but de cet exercice est
d’établir une formule “simple” faisant intervenir ce réel. Pour y parvenir, on étudiera notamment quelques
propriétés des nombres complexes de module 1.

Dans ce probléme, on pose :
. 2 2
w = eAn/T c’est a dire W = COS (7) +isin (—)
Et on note :

U; = {w*, k€[0,6]} c’est a dire Ur; = {1,w,w? ..., w0

Les éléments de U; sont les sommets d’un polygone ré-
gulier & 7 cotés (un heptagone) inscrit dans le cercle 3 5
unité, représenté ci-contre. '

0.2
Dans un premier temps, on étudie quelques propriétés
des éléments de Us. 2

Dans un second temps, on établira une relation “simple”

. . . 3 2
faisant intervenir le réel cos — w

(..|J5

PARTIE A - QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES ELEMENTS DE Uy

1/ Etablir que :

w'=1

2/ Centre de gravité de ’heptagone régulier. FEtablir que :

Remarque : juste pour information, cette relation signifie que le centre de gravité de [’heptagone régulier
est lorigine O du plan complezxe.



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°3 — 12 octobre 2024

3/ Soit (a, B) un couple de réels. Démontrer la formule d’Euler généralisée suivante :

el eiﬁ — Qiei(aJrB)/Q sin (CK ; ﬂ)

4/ Etablir que :
Vke[0,6], |wF!—wk|=2sin (g)

2
PARTIE B - A LA RECHERCHE DE LA VALEUR EXACTE DE cos 7

Dans cette partie, on pose :

A=w+w?+wt et B =w? 4w’ + b

5/ Etablir que: A+ B = —1.

6/ Etablir que :

Si Am + si 87 >0
n|— n|—
7 7

7/ Calculer AB.
8/ Etablir que : Im(A) > 0.
9/ A laide des questions précédentes, déterminer les valeurs de A et B.

10/ En déduire que :

27r+ 47r+ 8 __1 : . 27r+, 47r+. 8T _\/7
CoS - coS - CoS ) =3 e sin - sin - sin o s



