Lycée Jean Bart — MPSI — 12 octobre 2024

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N'3

MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures 50 minutes

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DU COURS)

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ On considére la fonction f définie sur R en posant :
VzeR, f(z)=(22+1)e™®
Apreés avoir justifié en deux mots que la fonction f est de classe > sur R, établir que :
Vne N, Vo eR, f"(z)=e"P, (1)

ou P, est une fonction polynomiale a expliciter.

Pour tout réel z, posons u(x) = x* + 1 et v(z) = e~*. Selon les théorémes généraux, les fonctions u et v
sont de classe € sur R, et f est donc de classe € sur R.

En outre :

» pour tout réel z on a : u (x) = 2z, u® (x) = 2 et pour tout entier k > 3, u®(x) = 0;

» VreR, VneN, v™(z)

I
—~
—_
~—
3
CDI
8

D’aprés la formule de Leibniz :
n 2
VreR, VneN, f(z)= <”> ) ()0 () = (") ) (210
f<>k—0k (z) U;k (z) (z)

Dou:VzeR, VneN, f(z)=(22+1)(=1)"e*+2n(=1)""2ze " +n(n—1)(=1)"2e*

CONCLUSION.Vz € R, VneN, fM(z) =e* | (=1)" 22 +2n(=1)" "z +n(n—1)(=1)""> + (=1)"

Pp(x)
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2/ Résoudre dans R’ I'inéquation :

$<2x2) > (\/E)Qa:—Q

Soit z un réel > 0. On a :
9 — 2

I(2x2) > (\/5)935*2 — 62x2 In(x) > e(9:c—2) ln(ﬁ) — 62x2 In(x) > e(9:r:—2) In(x)/2 — 21.2 IH(I) > In (I)

< 42?In(z) > (92 — 2)In (z)

D’ou, en résumé : 2(2) 5 (V)" % <= (422 — 92+ 2)In(z) > 0 (M)

Reste donc a utiliser la méthode standard pour étudier le signe d’un produit : dresser un tableau de
signes. Celui de In(z) est connu, seul celui du polynéome du second degré mérite d’étre un peu détaillé.

L . . . 9+7
Le polynome 4z% — 92 + 2 a pour discriminant 49, et on en déduit qu’il a deux racines réelles : o = 2

9-7 1

et T =1 On en déduit le tableau ci-dessous (dans lequel on a noté I1(z) = (4a? — 92 + 2) In(x)) :

x 0 1/4 2 +o0
In(z) -
4a® — 9x + 2 +
II(x) — +

La conclusion provient de ce tableau de signes
+ et de ().

= | ]~
+

CONCLUSION. Soit € R :

o |

[:v(2‘”2)>(\/5)9m_2} <:>[ ve ] ,1[ U]2,+oo[]

- PROBLEME 1 - AUTOUR DE LA FONCTION TANGENTE HYPERBOLIQUE —

NOTATIONS - RAPPELS.

» Tout au long du probléme, on note T la fonction définie sur R en posant :

xr —Xx

— €

sh(x) . e
soit encore : V& € R, T(x) =

A4 R, T = - -
re (@) ch(x) e” + e~ 7

» On rappelle que si z = a+1b (avec a et b réels) désigne un nombre complexe, I’exponentielle de z
est le nombre complexe noté e* défini en posant :
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Questions préliminaires

Les trois questions ci-dessous sont indépendantes.

1/ Décomposition en éléments simples. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b
Veel—-1.1 =
v €] ’ [’1—:c2 1—:1:+1+:1;

1
Par multiplication-évaluation, ou par identification, on obtient : a = b = 3

112 12

CONCLUSION. Vz €] — 1, 1], —Z - 1-2 142

2/ Soient z et z’ deux nombres complexes. Etablir que * :

/

¥ =e*] <= [Fk € Z, 2 =z+ 2ikn
Soient z =a+ib et 2’ = a’ + 10 deux nombres complexes. On a :

e =% <= ¥l = elel «— ke Z, d+ib=a-+ib+ 2knm
b =1b [27]

CONCLUSION. [e* = ¢*| <= [Jk € Z, 2 = z+ 2ikn]

3/ Pour tout réel z € | —1,1[, on pose :

1
f@) =
Etablir que :
—1)" n!
Vne N, Voee |-1,1[, fM(z _ =)l
(=1)"n! , )
Pour tout n € N, notons P(n): Vo € I, f)(z) = W, et raisonnons par récurrence sur n.
+x

L’initialisation (vérification de P(0)) consiste a observer que f est continue (de classe €°) sur I, et a
effectuer une vérification immeédiate ; passons a I'hérédité.

Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors : Vo € I =] — 1,1[, f™(z) =
—1)"n!
%. En particulier f(™ est dérivable sur I et on a :
(1+x)
~Dmln+1) 1 +2)"  (=1)""(n+1)!
Vee I fo(z) = (fmY (2) = _
f ( ) (f ) ( ) (1 + I)Zn—i-? (1 + I)n+2
Ce qui assure que P(n + 1) est vraie, établit ’hérédité, achéve cette récurrence et prouve la formule.
(=1)" n!
CONCLUSION. fE Cgoo (]—1,1[,R) et : \V/TLE N, VIE ]—171[, f(n)(l')zm
+x

. Cette équivalence peut aussi étre notée : [ezl = ez} — [/ = z [2in]]
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Remarque. Dans la suite de [’énoncé, on pourra admettre que si l'on pose g(x) = 1% pour tout réel
—
re|—-1,1[,ona:

n!

Vne N, Vee |—-1,1], ¢"(z) = ————
|11l ¢ =

Partie 1 - Quelques propriétés de la fonction T

4/

5/

6/

7/

Etablir que T est impaire ; puis préciser ses limites en +00 et en —oo.

La fonction T est définie sur R (qui est symétrique par rapport zéro) comme le quotient d’une fonction
paire et d'une fonction impaire : elle est donc impaire.

1 — ef2x
En outre, pour tout réel z on a : T(z) = ——.
1 + e—2x
Il s’ensuit que : hgl_l T(z) = 1. Et puisque la fonction T est impaire : lim T(x) = —1.
T—r+00 Tr——00
CONCLUSION. La fonction T est impaire ; hlll T(z)=1et lim T(z)= -1
T—>r+00 Tr—r—00

Etablir que :

1
Vee R, T/(z) =
! (@) ch?(x)
D’apreés les théoremes généraux f est dérivable sur R, et :
VreR f’( ) ChQ(qj)—Sh2<x) JoilVr € R f’( ) 1 t
x , fl(z) = ou VvV , fl(x) = :
ch?(z) ch?(z)
1
CONCLUSION. f est dérivable sur R, et : Vo € R, f'(z) = m
ch”(z

Déduire des questions précédentes le tableau de variation de T.

La fonction f est strictement croissante (d’aprés la question précédente) sur R, s’annule en 0, et ses
limites en +o00 sont données par la question 4.

Justifier brievement que ’équation T'(z) = 2 ne posséde aucune solution dans R.

D’aprés la question précédente, la fonction T est majorée par 1 sur R, et ne peut donc pas prendre la
valeur 2. ..

CONCLUSION. L’équation T(x) = 2 ne posséde aucune solution dans R.

t. Puisque : Vo € R, ch®(x) —sh®(z) = 1 (relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique).
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8/ Soit y un nombre réel, tel que |y| < 1. Résoudre dans R 'équation :

T(x) =y

Soit y un nombre réel, tel que |y| < 1. On a :

et —e”*

T) =] = | S

= y} = [e" —e T =ye" +ye ] <= [(1 —y)e® = (1 +y)e "]

> {(1 —y)e* = (1+y) < [e% = H_y”

l—y

D’ou

1 1 1
[T(z) =y] <= eQx:ﬂ < [2z=1In st & |r=1In -ty

L=y l—y L—y
CONCLUSION. Pour tout réel y € | —1,1], I’équation T(z) = y posséde une unique solution dans R,

. ( T+ y)
qui est In —
l—y

Interprétation. Le résultat précédent signifie que tout réel y strictement compris entre —1 et 1 admet
un unique antécédent par la fonction T (qui est la fonction tangente hyperbolique, usuellement notée ).

Graphiquement, cela signifie que toute droite horizontale d’équation y = k avec k € | — 1,1[ coupe la
courbe représentative de th en un unique point (cf graphe ci-dessous).

Dans cette situation, nous dirons que la fonction th est une bijection de R dans | —1,1].
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Partie 2 - Quelques propriétés de la réciproque de T

On définit une fonction A sur | — 1,1 en posant :

9/ Démontrer que A o T = idg, c’est & dire démontrer que :

10/

11/

Soit  un réel. On a :

CONCLUSION. Ao T = idp

Etablir que :

1
Vee]—1,1, Az) :ln( +w)
1—=x
Vee R, A(T(z)) ==z
ch(z)+sh(zx)
ch(z) >
ch(z)—sh(z)
ch(z)
. ch(x) + sh(x)
B ch(z) — sh(x)
Vee I=]—1,1[ Allz)=——
- ) ) - 1 - $2

D’apres les théoremes généraux, A est dérivable sur I, et pour tout réel x dans I on a :

Al(x)

CONCLUSION. Vz € I,

ql

Al(x)

1

1+

1

1 1
1—2/) 2

1

1 — a2

((1 T :c>2<1 — 1)

Déterminer le développement limité & 'ordre 1 en 0 de la fonction A.

1 — g2

D’aprés la question précédente, A est dérivable en 0. A ce titre, elle admet un DL a 'ordre 1 en 0, qui

est :

Ve e I, A(x) = A(0) + zA'(0) + ze(x) avec lim e(z) = 0

Or A(0) =0 et A’(0) =1 (question précédente).

CONCLUSION. Vx € I, A(x) = x + ze(x) avec lime(z) =0

z—0

z—0
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12/

13/

Calculer la limite : lim A(I)
20 sin(x)

D’apres le cours et la question précédente :

A(z) x+zei(v) _
I = l =
Vee I, x#0, (@)~ 71 25 avec lim e12(x) =0

Ainsi :

A(z) 1+ e1(x)
sin(z) 1+ e9(2)

Vee l, x#0,

avec lim e 5(x) =0
z—0

CONCLUSION. lim A(@
20 sin(x)

Etablir que :

Vne N*, Vee|-1,1, AM(z)= (n—1)! ((1 +2)" + (=)™ (1 — gg)”)

2 (1—22)"

Selon les théorémes généraux, la fonction A est de classe € sur I.
Soit n € N*. Observons que :
A — A/(—D

Or:Vzel, A(x)= !

1 — g2

1 1 1
Selon la question 1 :Vz € I, A'(z) = = ( + ) =

> (74 1) = 5 U@ +9@)

1
2

1
On en déduit par linéarité de la dérivation que : Vo € I, A" Y(z) = B (f(n D(z) + g(nfl)@))
1 (=D)"" (n=1) —1)!
Selon la question 3 : Vo € I, A" V(z) = 3 << )(1 +(;;n ) + ((IL_ x))n>

La conclusion s’ensuit, par réduction au méme dénominateur.

. | n _1\ntl o n
CONCLUSION. Vn € N*, Vo €] — 1,1, A™(z) = (n—1) <(1+x) i (_1) (1-2) )

2
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Partie 3 - Tangente hyperbolique complexe
Dans cette partie, on cherche a étendre la définition de la fonction T & une fonction d’une variable complexe.

e* —e %

L’objectif de la question 14 est de déterminer ’ensemble de définition de la fonction z — e
e+ e~

14/ Résoudre dans C ’équation :
ee+e =0
Soit z un nombre complexe. On a :
Fref=0<=ef=—e =0 T = 2= —2 +im [2in]

la derniére équivalence étant fournie par la question 2. On en déduit que :

f4+e?=0<=2z=ir 2in] <= 2= — [i7]
CONCLUSION. Soit z un complexe. On a :

ez+e*Z:O(:>z:%T [im]

On notera S ’ensemble des solutions de cette équation, et D = C\S.

On peut a présent définir la fonction T¢ en posant :

e®* —e *?

Vze D T = —
T =S

La notation T est choisie pour souligner le fait que cette
fonction dépend d’une variable complexe.

15/ Etablir que la fonction T¢ est périodique, de période im.

Soit z € D. Il est clair que (z + i) € D, ce qui rend légitime le calcul ci-dessous :

) ez+i71' - e—z—iTr
T(C (Z + 17T> - Z+Himw —z—im
e +e

En observant judicieusement que ¢ = e™" = —1, on en déduit que :

. —e*+ e % ef —e ”*
Tc(z+im) = e e oo Te(2)

En résumé : Vz € D, T¢ (2 +im) = Te (2)

CONCLUSION. La fonction T¢ est périodique, de période ir.
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16/ Etablir que pour tout réel = tel que x # g [7], on a :
Tc (iz) = itan(z)

Soit z un réel tel que = # g [r]. Alors iz € D et on a :

_ e’ —e T Disin(x) .
T == N T pum— == t
c(iz) elr +e7ie  2cos(x) itan(z)

CONCLUSION. Vz € R, z # g 7], Tc(iz) =itan(x)
17/ Résoudre dans C ’équation T¢(z) = 2, et plus explicitement établir que :

[Te(z) = 2] <= [z =In (V3) + ig [m]]

CONCLUSION.

— PROBLEME 2 - SUR LA PISTE DE cos(27/7) —

Problématique. Pour des raisons algébriques profondes, le réel cos(2mw/7), loin d’étre une valeur remar-
quable, est un nombre suffisamment “compliqué” pour que ’'on ne puisse pas exprimer sa valeur exacte sous
une autre forme que. .. cos(2w/7) ! Faute de pouvoir en obtenir une valeur exacte, le but de cet exercice est
d’établir une formule “simple” faisant intervenir ce réel. Pour y parvenir, on étudiera notamment quelques
propriétés des nombres complexes de module 1.

Dans ce probléme, on pose :
. 2 2
w = eAr/7 c'est & dire  w = cos (;) +isin (77T>

U; = {w*, k€[0,6]} cest adire Uy = {l,w,w? ... ,w%

Et on note :

w2

Les éléments de U; sont les sommets d’un polygone ré-
gulier & 7 cotés (un heptagone) inscrit dans le cercle ;3
unité, représenté ci-contre.

04

0.2
Dans un premier temps, on étudie quelques propriétés
des éléments de Us. 2

Dans un second temps, on établira une relation “simple”

. . . ) 2T
faisant intervenir le réel cos - w
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PARTIE A - QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES ELEMENTS DE Uy

1/ Etablir que :

w' =1

. 7 .
Ona: w’= (/7)) =e™=1. CONCLUSION. w’ =1

2/ Centre de gravité de ’heptagone régulier. FEtablir que :

6
La somme E Wk est géométrique de raison w, avec w # 1. Par suite :
k=0

6
CONCLUSION. Zwk =0
k=0

Remarque : juste pour information, cette relation signifie que le centre de gravité de I’heptagone régulier
est lorigine O du plan complexe.

3/ Soit (a, B) un couple de réels. Démontrer la formule d’Euler généralisée suivante :

el — olf = 9jeilat+h)/2 gin (a _ ﬁ)

2

ei(afﬁ)/Q — efi(af/g)/Q
21

Soient « et J deux réels. On a : sin (a ; B) =

Dot - 2ici@t8)/2 gin (O‘__B) = (@92 (aila=B)/2 _ omila=5)/2) = eFa/2 _ 2i5/2
2

CONCLUSION. V (a, ) € R2?,  2iel(®+9)/2gin (a ; /8) = el — ¢l

4/ Etablir que :

Vke[0,6], |wb!—wk|=2sin (g)
Soit k€[ 0,6]. On a:

|wk+1 _ wk‘ _ ‘62i(k+1)7r/7 _ eQilm/7| _ ’eQikw/7| % {GQifr/7 _ 1} _ |ei7r/7 (eiﬂ/7 _ e%ﬂ'/?)}

=1
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:\ej:/—?/‘x ‘—Qisin (g)‘ :t,Z_ilx ‘Sin <§>‘ = 2sin <§>

=1 =2

T T
la derniére égalité provenant de la positivité de sin (?> (car - € [0,n].

CONCLUSION. Vk €[ 0,6 ], |w*™ —w*| =2sin (g)

2w
PARTIE B - A LA RECHERCHE DE LA VALEUR EXACTE DE cos ( - )

Dans cette partie, on pose :

5/

6/

7/

A=w+w?+w! et B =w?+ w4+ uw

Etablir que : A+ B = —1.

D’aprés la question 2 : 1 +w +w? + w3+ w4+ W’ +wW=0=14+A+B=0<= A+ B=-1
CONCLUSION. A+ B = —1

Etablir que :
. 47 L 8 -0
sin | — sin | —
7 7
. (6T (pui 8w 671')
= —gin | — i — =7 - —
S - puisque - T -

D’ 47 . 8 . 47 o o
ol : sin - sin - = sin - sin -

. 47 . o1 ) T 4w o7 ) . . L.
Or sin - > sin [ — | puisque — < — < — < m, et que la fonction sin est strictement décroissante

Ona:sin(

~|

7 2 7 7
sur [7/2, 7).

Il s’ensuit que : sin (%T) ( > >0
CONCLUSION. sin (7> < ) >0

Calculer AB.

>1

Ona:AB=(w+w+w) (WP +w’ +u) =+l + 0w+’ + W'+ +w” +w? +w'

=+ +1+P+1+w+1+0?’+P =2+1+w+w’ +w’+w 0’ + 0
=0

CONCLUSION. AB =2
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8/

9/

10/

Etablir que : Im(A) > 0.

2 4
Notons que : Im(A) = sin (%) + sin <77T) + sin (877T>

2 2
Le réel sin (TW) est positif car 77r est dans [0, 7.

4 8
Et le réel sin (;) + sin (77) est strictement positif d’apres la question 6.

CONCLUSION. Im(A) > 0

A T’'aide des questions précédentes, déterminer les valeurs de A et B.

A+B=-1

D’aprés ce qui préceéde, les complexes A et B satisfont le systéeme { AB — 9

A ce titre, ils sont solutions de I'’équation X2+ X +2 = 0. Or cette derniére équation posséde évidemment

—1+iV7

deux racines complexes conjuguées :

2
—1+iVT —1—iV7
On déduit alors de la question précédente que : | A = —z W7 et B = — T
—1 1 —1—1i
CONCLUSION. A = +T1\/7 ot B — T“ﬁ

En déduire que :

CoS 2m + cos Sl + cos il ——1 et si 2m + si Sl + si
7 7 7 = 2 1n 7 11 7 1n

Corollaire immédiat de la question précédente.



