Lycée Jean Bart — MPSI

CIRCULAIRES RECIPROQUES

CORRIGES DES EXERCICES 7 — APPLICATIONS & FONCTIONS

EXERCICE 1. — Montrer que : V z € [—-1;1], arccos(x) + arccos (—z) =7
Interprétation graphique. Le point de coordonnées (O, g) est le centre de symétrie
de la courbe représentative de arccos (voir ci-contre).

Posons pour tout réel x € [—1;1], f(x) = arccos(x) + arccos (—z).

La fonction f est dérivable sur | — 1,1[, et pour tout réel z €] — 1,1[ on a :

™

N (—a, arccos(

L ) |
o= = A e s

On en déduit que f est constante sur |—1, 1, égale & f(0) = arccos(0)+arccos (0) = .

=0

En résumé : Ve €] —1,1[, f(z) =.
Pour fermer les crochets, on peut observer que : f(1) = arccos(1l) + arccos (—1) =
0+m=met f(—1) = f(1) puisque f est paire.

Conclusion. V x € [-1;1], arccos(x) + arccos (—z) = 7

)

M (x, arccos(x))

1
EXERCICE 2. — Prouver que : V z € R%, arctan () + arctan <> = g
x

1
Et que peut-on dire de arctan (z) + arctan <> lorsque z < 07
x

1
Pour tout réel x strictement positif, posons : f(x) = arctan (x) + arctan <)
x

Selon les TG, la fonction f est dérivable sur R* et pour tout réel z > 0 :

1 1
1 ) 1 T2 1 1
/ T X
= = = — =0
(@) 1+ 22 1+1 1+.%'2+1+.%‘2 1422 1422
2 2
x

On en déduit que f est constante sur RY, égale a f(1) = 2arctan(1l) = g

1
Autrement écrit : Vo € RY, arctan (x) + arctan <) =_.
x

1
Par un raisonnement analogue, ou en utilisant le fait que la fonction x € R* — arctan (x) + arctan () est impaire, on
x

peut établir que :

1
Ve R, arctan (x) + arctan <) = —g
x
. A 1 lz| 7
Conclusion. En résumé : Vo € R*, arctan (x) + arctan | — | = — x 5
x x
EXERCICE 3. — Montrer que : V z € [-1;1], arccos(x) + arcsin (z) =

2

Cf cours.
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EXERCICE 4. — Etablir que : Vz € [0, 1], arcsin(z) > x.

Interprétation graphique. La courbe représentative de arcsin est située au-dessus de sa tangente & lorigine (la droite
d’équation y = z) sur [0, 1].

Pour tout réel = dans [0, 1], on pose : f(x) = arcsin(z) — x. La fonction f est dérivable sur [0, 1[ et pour tout réel x € [0, 1]
ona:

/ _ 1 o

Il s’ensuit que f’ est positive sur [0,1[. On en déduit que f est croissante sur [0,1] (en utilisant la continuité de f sur
[0, 1] pour fermer le crochet).

Puisqu’il est par ailleurs immédiat que f(0) = 0, on en déduit que f est positive sur [0, 1].

Conclusion. Vz € [0, 1], arcsin(z) >z

EXERCICE 5. — Etablir que : V& > 0, arctan(z) < x.

Interprétation graphique. La courbe représentative de arctan est située au-dessus de sa tangente a lorigine (la droite
d’équation y = x) sur Ry.

Cf cours : on peut procéder comme précédemment (via une étude de fonction), ou utiliser la concavité de arctan sur R .

EXERCICE 6. — Simplifier les expressions suivantes :

1/ sin (arccos(z))
Soit x un réel quelconque dans [—1,1]. On a : sin? (arccos(z)) + cos? (arccos(z)) = 1.
D’oti : sin? (arccos(z)) = 1 — 22. D’ou : |sin (arccos(z))| = v/1 — 2.

Tl reste & voir que sin (arccos(x)) est positif puisque arccos(z) appartient a [0, 7], pour conclure que : sin (arccos(z)) =

V1—a2.
Conclusion. Vz € [—1,1], sin (arccos(z)) = V1 — 22
2/ cos (arcsin(z))
Soit 2 un réel quelconque dans [—1,1]. On a : cos? (arcsin(z)) + sin? (arcsin(z)) = 1.
D’oit : cos? (arcsin(x)) = 1 — 2. D’oit : |cos (arcsin(z))| = v/1 — 22.

Tl reste & voir que cos (arcsin(x)) est positif puisque aresin(z) appartient & [—m /2, 7/2], pour conclure que : cos (arcsin(z))

V1—22
Conclusion. Vz € [—-1,1], cos (arcsin(z)) = V1 — a2

3/ cos(2arccos(x))
Soit = un réel quelconque dans [—1,1]. On a : cos (2arccos(x)) = 2 cos? (arccos(z)) — 1 = 222 — 1.
Conclusion. Vz € [-1,1], cos(2arccos(x)) = 22% — 1

4/ cos(2arcsin(z))
Soit = un réel quelconque dans [—1,1]. On a : cos (2arcsin(z)) = 1 — 2sin? (arcsin(z)) = 1 — 222.
Conclusion. Vz € [—1,1], cos(2arcsin(z)) = 1 — 222

5/ sin (2arccos(z))
Soit x un réel quelconque dans [—1,1]. On a : sin (2 arccos(x)) = 2sin (arccos(x)) cos (arccos(z)) = 2zv/1 — z2.
Conclusion. Vz € [—1,1], sin(2arccos(x)) = 2zv1 — 22
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6/ cos(2arctan(z))

2 2
Soit = un réel quelconque. On a : cos (2 arctan(x)) = 2 cos? (arctan(z)) — 1 = —1= —
4 4 ( (z)) ( () 1 + tan? (arctan(z)) 1+ 22
. 1—a?
Conclusion. Vz € R, cos (2arctan(z)) = ——
14 22

7/ sin (2 arctan(z))

Soit  un réel quelconque. On a : sin (2 arctan(z)) = tan(2 arctan(x)) x cos(2 arctan(x)).

2
Or : tan(2arctan(z)) = 137:;2 (duplication pour la tangente) et cos (2 arctan(x)) = % selon la question précé-
dente.
Conclusion. Vz € R, sin(2arctan(x)) = 2
1+ 22

8/ tan (2arcsin(x))
Soit  un réel de [—1, 1]\ {i?} On a:

. _ sin(2arcsin(z))  2sin (arcsin(x)) cos (arcsin(z))  22v1 — 22
tan (2aresin(z)) = cos (2arcsin(z)) cos (2 arcsin(z)) 1 — 222

2 221 — 22
Conclusion. Vz € [—1,1]\ {:I:\Qf} , tan (2arcsin(z)) = R

1— 222
. m 1 1
EXERCICE 7. — Etablir que : 1 = arctan (2) + arctan (3)
Cf cours.
EXERCICE 8. — \FORMULE DE MACHIN. |*

1
1/ Calculer A = 4arctan <5>

2/ Soient x et y deux réels tels que 0 < z < y. Montrer que : arctan (I> + arctan <y I_ x) .
Y Y

1 1
3/ Montrer que : 4 arctan (5> — arctan (239) = %

CORRIGE.

) Ons e (2ontn (1)) - 20 2

D’ou : tan | 4 arctan 1 = tan [ 2 x 2arctan 1 = 5/6 5 = 5/6 = ﬁ
5 5 1—(5/12) 119/144 119

1 12
On en déduit que : 4arctan | — | = arctan 120 [7].
5 119

Puisque 1/5 est strictement compris entre 0 et 1, son image par la fonction arctangente appartient a l'intervalle |0, 7/4[;

1
par suite 4 arctan (5> € ]0,7].

*. John Machin fut un mathématicien anglais du 18¢me siécle (1680-1751), notamment connu pour avoir démontré en 1706 la formule que
l’on vous demande d’établir dans cet exercice, qui lui a permis d’obtenir une remarquable (pour ’époque) approximation du nombre 7« (100
décimales).
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1
Puisque 4 arctan [ — | = arctan < ) [7], et que les deux réels intervenant dans cette congruence appartiennent au

119

méme intervalle ]0, 7r[, on peut conclure qu’ils sont égaux.

1 120
Conclusion : 4 arctan <5> = arctan (119> .

2) Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y.

D’aprés la formule d’addition pour la tangente, on a :
r  y—x <x(y+x)+(yx)y> <x2+y2>
1

oo () o (§52) - 25 (2
y ytz y(y + ) y(y + )

D’autre part : tan (7/4) = 1.

On en déduit que : arctan <$) + arctan <y — ;z:> == [7].
Y y+x 4

x x . .

Les hypotheses faites sur les réels = et y permettent alors d’affirmer que les réels — et Y n sont strictement compris
y+x

entre 0 et 1. Donc les images par la fonction arctangente de ces deux derniers réels appartiennent a Uintervalle |0, 7/4[;

par suite leur somme est dans l'intervalle |0, 7/2], et a plus forte raison : arctan <$> + arctan (y _T_ l) € ]10,7].
Y yrx

. &€ y—x 7T . . .
Puisque arctan | — | + arctan n =1 [7] et que les deux réels intervenant dans cette congruence appartiennent
Y y+o

au méme intervalle |0, 7r[, on peut conclure qu’ils sont égaux.

Conclusion : V (z,y) € R?, [0 <z < y] = [arctan <£) + arctan <y _T_ x> = Z] :
) )

3) D’apres la relation de la question 2, appliquée & . = 119 et y = 120 on a :

; 119 n ¢ 1 T
arctan [ — arctan [ — | = —
120 239 4
119 120 119 1

Par ailleurs : arctan (120) = % — arctan (119> Do : arctan (120> = g — 4 arctan <5)
On déduit d i préced . T _ Jarctan (2 ) + arct Ly_™

n déduit de ce qui précede que : 5 arctan z arctan 539 ) = 1-
Ainsi : |4 arctan 1 — arctan i - .

5 239 4

\EXTRAITS DE DS\
EXERCICE 9. — ‘ (Ca-DEAU!). ‘ On définit une fonction f sur R en posant : Vo € R, f(z) = arctan (2*). Etablir

que f réalise une bijection de R vers un intervalle J que ’on précisera.

La fonction cube réalise une bijection de R dans R, et la fonction arctangente réalise une bijection de R dans | — 7 /2;7/2].

Leur composée est donc une bijection de R dans | — 7/2;7/2].

Conclusion. La fonction f est une bijection de R dans | — 7 /2; /2.

1
t. Puisque : Vz € R*, arctan(z) + arctan (7) = gsgn(x).
z
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EXERCICE 10. — ‘ (TANGENTE ET ARCTANGENTE).‘

1/ Rappeler la formule de soustraction pour la tangente.

Soit (a,b) un couple de réels tels que a # g [x], b # g [7] et a — b # g [7]. On a :

B tan(a) — tal’l(b)
tan(a —b) = 1+ tan(a) tan(b)

1 1 1
2/ Etablir que pour tout entier naturel n on a : arctan | —— | — arctan | —— | = —arctan | —————
n+2 n+1 n%2+3n+3

Soit m un entier naturel. On a d’une part :

1 1 1
tan | —arctan | ———— = —tan | arctan | ———— = =
( (n2+3n+3>> < <n2+3n+3>> n?+3n+3

D’autre part, selon la question 1 :

1 1 -1

tan | arctan 1 — arctan ! = n+ 2 n+l :n2+3n+2:_ 1
n—+2 n+1 14 1 y 1 n?+3n+3 n?2+3n+3

n+2 n+l n2+3n+2

1 1 1
On en déduit que : tan (arctan (n+2) — arctan (n+1>) = tan (— arctan (M))

. 1 1 1
Par suite : arctan — arctan = —arctan [ ———— [7]
n+2 n+1 n?+3n+3

Pour “faire disparaitre le [r]”, il reste a observer que les termes de gauche et de droite de cette relation sont deux réels

de lintervalle | — /2, 0], qui est de longueur strictement inférieure a 7.
. 1 1 1
Conclusion. Vn € N, arctan | —— | —arctan| —— | = —arctan | ———
n+2 n+1 n2+3n+3

N —+oc0o

N
1
3/ En déduire la valeur de Sy = T;)arctan (712—1—371—1—3) en fonction de N ; puis la limite lim Sy.

Soit N un entier naturel. D’aprés la question précédente :
N
1 1 1
SN = 7; [arctan (’[’H—]_) — arctan (’]’],—‘,—2):| = % — arctan (M)

1
Conclusion. VN € N, Sy = % — arctan <N+2> D’ou : Nlirﬁm Sy = %

EXERCICE 11. — ’(COSINUS ET ARCCOSINUS).‘

1/ Rappeler la formule d’addition pour le cosinus.

2/ Etablir que pour tout entier naturel non nul n on a :

3 ) e ()

Meéme principe que dans l’exercice précédent.
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1/

2/

On pose A (z) = cos (arcsin(z)). Pour quelles valeurs de = I'expression A(x) est-elle définie ? On note D l'ensemble de
ces valeurs. Simplifier A(z) pour tout réel x de D.

Soit x un réel compris entre —1 et 1. On a : |cos (arcsin (z))| = \/1 — sin? (arcsin(z)).
Dot : Vo € [~1,1], |cos (arcsin (z))] = V1 — 2.

Pour se débarrasser des valeurs absolues, il reste a observer que : arcsin([—1,1]) = [fg, g} Par conséquent :
Vo € [-1,1], cos(arcsin (x)) > 0.

Conclusion. Yz € [—1,1], cos (arcsin (z)) = V1 — 2

(1 (1 . (VB+ V15
arcsin § 4+ arcsin Z = arcsin T

D’une part : | sin (arcsin (\@E‘/E)) _ % *)

Etablir que :

D’autre part, d’aprés la formule d’addition pour le sinus, on a :

S | arcsin 3 arcsin 1

o (1 . (1

= Sin | arcsin g COS | arcsin Z arcsin
=yt 75

7N
] =

)) e e )

ot

—_
|
7N
| =
v

1
Or, d’aprés la question précédente, on a : cos (arcsin <4)>

/ / 8
Et : cos <arcsm 1-—

1 1 V15 1 8
On en déduit que : sin <arcsm <3> + arcsin <4>> § — 4+ - X %

4
D’ou : | sin <arcsin <Z1))) + arcsin <i>> = % ()

W~ |

On déduit de (#) et de (&) que :

(8 (2 i (5525 ]
v [arcsin (;) + arcsin (i) — 7 arcsin (W) [QW]] ©)

M) e o]

Pour conclure, on commence par observer que : arcsin ( 12 5|

1 1
Par ailleurs : arcsin <3> € [0, %} et arcsin (4) € [0, %}, car 1/3 et 1/4 sont compris entre 0 et 1/2, et que

: 1 1 on - avecin [ L an (L T
arcsin ([O, 2}) + [O,g}. D’otu : arcsin <3> + arcsin (4) S [O, 3}.

V8 + 15
12

. . 1 . 1 . V8 + /15
Conclusion. arcsin 3 + arcsin 1 = arcsin | ———

1 1
En particulier, arcsin (3) + arcsin (4) et arcsin ( >

. ™
> appartiennent tous deux au segment [O, f}.

12
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m
EXERCICE 13. — ‘UNE FONCTION BIJECTIVE. | On considére la fonction f définie sur I = [O; ﬂ en posant pour
1
cos(z)’

tout réel z de I : f(x) =

1/ Démontrer que f réalise une bijection de I dans un intervalle J que 'on précisera. On note f~! sa bijection réciproque.

2/ Déterminer le sens de variation de f~1.

cos (f71(z)) = é

sin (f~! (z)) = H

4/ Démontrer que f~1 est dérivable sur J\ {1} et établir que :

3/ Justifier que pour tout z € J,

1

zvz? —1

vee N1}, (fY) (2)=

Corrigé. 1) La fonction f est strictement croissante (et positive) sur I, puisque c’est I'inverse d’une fonction strictement
décroissante (et positive) sur I.*

En outre, f est continue sur I (essentiellement car la fonction cos lest, et qu’elle ne s’annule pas sur 7).

T
La fonction f étant strictement monotone et continue, elle réalise une bijection de I sur f (I) = {f(()), f (7)] c’est-

4
a-dire sur [1, \/5]

Conclusion : f réalise une bijection de I dans J = [1, \/i] .

2) Comme une fonction (a valeurs réelles) bijective et sa bijection réciproque ont la méme monotonie, on peut

affirmer que ’ f ~! est strictement croissante sur J ‘

3) Soit z un réel appartenant a J = [1, \/5]

“1(2)) =+ d’ou : ;
Alors : f (f~! (z)) dot : cos (f~(z))

termes de cette égalité pour obtenir :

cos(f7L (@) =~ (&)

T

= z. Et puisque = est non nul (0 ¢ .J), on peut prendre les inverses des

En outre, d’aprés la relation fondamentale de la trigonométrie, on a :
sin (f71 (z)) = £/1 —cos? (f~1 (z))

Or, puisque z € J, on a f~1 (z) € I =[0,7/4]; la fonction sinus étant positive sur cet intervalle, on a donc
sin (f71 (z)) = /1 —cos? (f~1 ()

En utilisant (#), on en déduit que :

sin (f7! (z)) = H

Le réel x étant un réel arbitraire de J dans le raisonnement précédent, on peut affirmer que :

cos (f71(2)) = %
Vre J,

1. On peut bien sir justifier la stricte croissance par I’étude du signe de f’, égale a sin / cos? dans le présent cas.
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4) D’aprés la propriété relative a la dérivabilité d’une bijection réciproque, la fonction f~! est dérivable en tout réel
f(a) tel que f’(a) ne s’annule pas. Or dans cet exercice : f’ = sin /cos?. Donc f’ ne s’annule qu’en 0. Il s’ensuit que

f~1 est dérivable sur J\ {f(0)}. Comme f(0) =1, on en déduit que | f~* est dérivable sur ]1,v/2] |.

Pour tout réel y € ]0,7/4], on a : (f’l)/ (f(y) = f’iy)
ot - (F-1Y’ 1 _cos*(y) cos? [ 1 1
Drow: (£71) (cos(y)) osin(y) (y) x sin(y) < 1 )2 . 1 —cos?(y)
cos(y)

Soit : (£71)’ (CO:(y)> = (11>2 x ! -
cos(y)

(f_l)/( ) 1 " 1 1 " 1 y Va2 1 T 1
Xr) = —& —_—— = — —_— - = — .
x? ) 1 x? 2 —1 T 2 -1 22 VaZ—-1 ava2-1
- >
1
Conclusion : f~! est dérivable sur J\ {1}, et : Vo € J\ {1}, (ffl)/ (x) = =
VL2 —

EXERCICE 14. — Résoudre dans R ’équation :

(E): 1 + tan(z) + tan®(x) + tan®(z) = 0

Indication : mais quelles sont donc les racines du polynome 1+ X + X2 + X3 2

Comme P’énoncé le suggére, on pose : X = tan(z). L’équation (E) se réécrit alors : 1 + X + X2 4+ X3 = 0. Les racines de
cette équation sont les racines quatriémes de 1'unité sauf 1, c’est-a-dire : —1 et =i.
En revenant a la variable initiale, il ne reste donc plus que le cas : tan(x) = —1, puisque la fonction tangente est a valeurs

réelles. Or : tan(z) = -1 <= x = —g [7].

Conclusion. Les solutions de (E) sont les réels —% + kmavec k € Z

EXERCICE 15. — | (DERIVEES SUCCESSIVES DE ARCTAN, PROBLEME 1 NOVEMBRE 2023).‘

1/ Question préliminaire. Résoudre dans C I’équation :
(z—1)" = (z+1)" =0
Soit  un complexe. On a :
(z—i)" —(z+1)"=0

= (z—i) =(x+1)

N7
x—1i . . .
( ) =1 (car —i n’est pas solution de ’équation)
T +1
T —1
— —— e Uy
T +1

— 3k e[0,6], x;?:em””
X 1

= 3ke[0,6], xz—i=eX /7 (x +1i)

= 3ke[0,6], x(1—eXF/T) =} (1 +62ikﬂ/7)
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.1+62ik7r/7
<:>E|/€€ﬂ176]], x:lm

km
2 M
. cos(7>

<:>E|k6[[1,6]], Qj‘zl”(k,]_[_)
—2isin -

<= 3k €[1,6], x = —cotan (k;)
CONCLUSION. ((1‘ ) = (z+1)" = 0) = (Elk €[1,6], x = —cotan <k77r>)

PARTIE 1 - UNE RELATION DE RECURRENCE

2/ Justifier briévement que :
Vo e R, (1+2?) arctan’(z)=1

1
1422

D’aprés le cours, arctan est dérivable sur R et : Vo € R, arctan’(z) =

CONCLUSION. V€ R, (1+ z?)arctan’(z) =1

3/ Soit n € N. A T'aide de la question précédente et de la formule de Leibniz, établir que :
Vze R, (1+a?)arctan™?)(z) +2(n+ 1) zarctan™D (x) 4 n (n + 1) arctan™ (z) = 0
Soit m un entier naturel. Pour tout réel z, notons :
g(z) =1+2% et h(zx)= g(z)arctan’(z)

D’aprés la question précédente, on a : Vo € R, h(z) = 1.

Il s’ensuit que : Vo € R, A" (z) =0 (®).

n+1
1 ntl—
Or, selon la formule de Leibniz, on a : Vo € R, h("*V(z) = Z (n—]: )g(k)(x)(arctan’)( +1=k) (z).
k=0

Puisqu'il est clair que g(®) est identiquement nulle pour tout entier k > 3, on en déduit que :

2
1 n+l—
Vo e R, ) (z) = Z (n;r )g(k)(x)(arctan’)( R ()
k=0

Par suite :

Ve R, h"+t)(2) = (1 4 2?) arctan ™+ (2) + 2 (n + 1) z arctan™ TV (z) +n (n + 1) arctan™ (z) (&)
CONCLUSION. D’aprés (#) et (), on a :

Vze R, (1+z?) arctan™t?)(z)+2(n+ 1) zarctan™+D(z) +n (n + 1) arctan™ (z) =0

Cette relation de récurrence permet de déduire Iexpression de arctan"t2) o partir de celles de arctan"tV) et de arctan(™.
Puisque lon connait arctan(®) et arctan) | on peut donc en déduire arctan® ; puis on peut obtenir arctan® @& partir de
arctan!) et arctan(® ; puis on peut obtenir arctan® . ..

C’est un joli résultat, mais le calcul de arctan°23) par cette méthode promet d’étre un peu laborieuz ! L’ objectif de la
seconde partie est donc d’établir des formules explicites pour les dérivées successives de la fonction arctangente.
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PARTIE 2 - FORMULES EXPLICITES DES DERIVEES SUCCESSIVES DE ARCTAN

4/

5/

Soit @ un nombre réel. On définit une fonction g en posant :

1
T+ a

Vo € R\ {-a}, g(x) =

Etablir par récurrence sur n que pour tout réel x # —a, on a :

(=)™ n!

Vne N, (") (z) =
g ( ) (I+a)n+1

Copier-coller de la preuve faite en classe pour la dérivée n-éme de T .
—x

On admettra par la suite que cette formule reste valable pour un nombre complexe a.

On admettra également que pour tout réel x, on a :

1 i 1 1
1422 2\z+1i x-—1i

A Taide de ce qui précéde, établir que pour tout (z,n) € R x N, on a :

—1)"nli
arctan("t1) (z) = _=Dtnli wi1(z)  avec Poyi(x) = (v —i

n+1
201 + 22)n 1 )

— (z+1)"

Soit & un réel, et soit n un entier naturel. On a : arctan(™™) (2) = (arctan’)™ ().

1 i 1 1
Or:arctan'(x):1+x2:2<x+i—x_i).

Il s’ensuit, d’aprés la question 4, que :

arctan(®*t1) (z) = i < (=1)"n! - (=1)"n! > _ (=)™ nli ( 1 B 1 )
2 ( )n+1 (:177 )n+1 2 ( )n+1 (If )n+1

T +1 i T +1 i

CONCLUSION. VY (x,n) € R x N,

—1)"nli
arctan(™t1) (z) = w nt1(T) avec  Ppyi(2) = (z —

i)’ﬂr‘rl
2(1 + 22yt

6/ “Le cas impair” : calcul de arctan(®"+1), Soit (x,n) € R x N.

Avec les notations de la question précédente, on a:  Pany1(z) = (z — )" — (@ +1)*" T
a/ Etablir que :
2n+1
2n + 1\, _
Popyi(z) = ,;) ( i )lk ((_1)k_ 1) p2ntl-k

Selon la formule du binéme de Newton :

2n+1 241
Ponii(z) = E ( f )(—1) pntizk _ E < § )1%2 +1-k

k=0 k=0

2n+1 2n + 1
CONCLUSION. Py, 1(z) = Z < ) > <(_1)k _ 1) ik p2nti—Fk
k=0

—(r+1i

)n+1
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b/ Déduire de la question précédente que :
2n+1\ .5
Ps,, —9 p+1,.2(n—p)
e z (2p i

D’aprés la question précédente, et en observant que ((—1)]c — 1) est nul lorsque k est pair (et vaut —2 lorsque k

est impair), on a :

" on+1
Popy1(x) = Z ( e ) (—2)i%PFig2(n=p)
p=0

2p+1

n
2n+1\., _
CONCLUSION. P, = _2§ p+1,2(n—p)
b (2] p—0 (2p + 1)1 *

¢/ En déduire que :

2n+1
2n41 2(n—p)
arctan( )( )= 1+a:2 2n+1 Z (2p+ 1)90 n—p
D’aprés les questions 5 et 6b, on a :

. (—1)> (2n)!i "L 2n 4+ 1), o
aretan® 0 (z) = G X | 22 (g4 )T

p=0
" (2n)!i ~(2n+1 - a(n—
= arctan®" ) (z) = — 7 Sy X > oy 4 1) D
=0
2n)! " 2n+1
2n+1 — (7 _ 2(n—p)
<= arctan( )(z) = (5 2z X 3:0 <2p N 1)( 1)Pgin—P
2n+1
(2n+1) 2(n—p)
CONCLUSION. arctan () = a + e 2n+1 E <2p N 1):1:

d/ Application. Vérifier que :

6!

arctan(7) ( ) m

(733 — 352 + 2122 —1)

11 suffit d’appliquer la question précédente, avec n = 3.
e/ Justifier que I'équation 725 — 352% + 2122 — 1 = 0 posséde exactement 6 solutions dans R, qui sont les réels
cotan <k77r> avec k€[ 1,6].
On a:
(725 — 352* 4 2127 — 1 =0) < arctan(") (z) = 0 <= ((a: ) = (z+i) = 0)

La conclusion provient de cette équivalence, et de la question 1.

7/ “Le cas pair” : calcul de arctan®). Soit (z,n) € R x N*.

Etablir que :

2 — 1)1 = om
arctan(?™) (x) = _(7 (_1)p( )xQ(np)l
(1+a2)2n p; 2p+1

Il “suffit” d’adapter les calculs faits dans les questions 6-a, 6-b et 6-c.



