Lycée Jean Bart — MPSI — Novembre 2024

EXERCICES 8 — METHODES DE CALCUL INTEGRAL — CORRIGE

CONVENTIONS. Dans cette feuille, on conviendra de noter /f(x)dx une primitive de la

fonction f.

te”, et on s’autorisera donc a écrire :

2

. 2 1
/ rzdr = £ et /m dx = aI‘Ctal’l(fE) par eXemple.

Par ailleurs, dans la plupart des calculs de primitives, on omettra de noter le “+4 constan-

‘INTEGRALES ET PRIMITIVES USUELLES‘

EXERCICE 1. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1) fioxr—at 4)f:x»—>i 7) f: x> sin(z) cos(x)
1 v 1

2)f::z:t—>x—navecn€N 5)f2$'—>$72/5 k 8)f;x;—)m

3) frer— G)f:x%];)akm 9) f:x v tan?(z)

CORRIGE.
1) /x4dx S
5

1 1-—n
2)/—dx=/.r7"da:=m sin£1l;etln(|z])sin=1
" 1-—n

2
3) / Jide = / e = 2

1
4) /ﬁdx:/m_lmdx:2xl/2

2 5
5) /mﬁdxz/x3/2dx:5xo/2
- Eq,. _ - k. _ — ay k41
6) /kz_oakx dx—kz_oak/m dx—kz_()k+1x

7) / sin(x) cos(z)dz = %/ sin(2z)dz = 7% cos(2x)

arcsin(x)

K / \/4%41:2 A
9) / tan?(z)dz = / 1+ tan®(x) — 1dx = / 1+ tan®(x)dz — / 1dz = tan(z) — x

EXERCICE 2. — Zoom sur les primitives de fonctions “de la forme ' f’(u)”

!/
1) Une primitive de Y est In ] ;
u

Trois cas particuliers remarquables : 2) Une primitive de u’e* est e*;
a+1
3) Une primitive de v'u® est .
a+1

Applications : déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) frar— ze® 4) frz— (1—2)" avecn €N 7) fize— 1

s0s 5 f x zln®z
2) f- i P ———

) f:x+—> cos(z) sin®(x) 221 8) f: s tan(z)
. n Inx

3) frar—(14+x)" avecneN 6)f:x»—>7 9) f o tan’(z)
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CORRIGE.
1
1) /xexzdm = §e"c2

sin20%4 ()

1
9 . 2023 _
) /cos(ac) sin”"“° (z)dx 5094

1
1 n 1 n+1
3) /( +.’L‘) dx—in 1( —I—SC)

4) /(1 —z)"de = — (1—a)"+

n+1

T 1
—— —dzr=-In(z®+1
5)/x2+1dx 5 In(z” +1)

6) /de = %1112(]})

X

1 1 1— . )
= “ 3 ; 1 ia=1
7 /mlno‘(:r)dx 1_aln (w) si a# 1; et In(|ln(z)) si

8) /tan(x)dx = —1In (Jcos(z)|)

9) /tang(x)dx = /tan(x) + tan®(z) — tan(z)dz = /tan(x)(l + tan?(z))dz — /tan(x)dx = %tanQ(x) + In (Jcos(z)|)

EXERCICE 3. — Déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :

1) f:ax+— cos?(x) 3) f:x+— cosd(z) 5) f:ax+— sint(z)

2) f:x+—> tan?(z) 4) f:x+— cost(z) 6) f:a+— cos?(x)sin®(x)

CORRIGE.

in(2
1) /COSQ(x)dx = %/1 + cos(2z)dx = g + w

2) /tanQ(x)dx = /1 + tan?(z) — 1dz = tan(z) — 2

(3 34
3) Par linéarisation : /0053(x)dx = / cos(3z) + 3 cos(z) dz = sin(3z) + sin(z)
4 12 4
4 4 cos(2 3 sin(4 in(2 3
4) Par linéarisation : /cos4(a:)dx = / cos(dz) + 4 cos(2e) + dr = sin(4z) + sin(2z) 22
8 32 4 8
4x) — dcos(2x in(4 in(2z) 3
5) Par linéarisation : /sin4(:c)dx = / cos(4z) 8COS( z)+ 3d£L' = Sm?EQx) — smi z) + g

6) /cos2 (z) sin?(x)dz = /cos2 (x)dz — /cos4(x)dx d’ot la solution grace aux questions 1 et 4.
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72

x+1

EXERCICE 4. — (Primitives de fractions rationnelles 1). Soit f définie sur I = | — 1,400 par f(x) =

1) Déterminer trois réels a, bet ctelsque : Va € R, z # -1, f(z)=ax+b+ %
x

2) Déduire de ce qui précéde une primitive de f sur I.

CORRIGE.

1) Par identification (par exemple), on obtient : a =1, b= —1 et ¢ = 1. Ainsi :

VoeR w£ -1, fl2)=z—1+

r+1

2) D’apres ce qui précede :

2

/f(m)dx: /?—x—l—ln(|:c—|—l|)

1
EXERCICE 5. — (Primitives de fractions rationnelles 2). Soit f définiesur I = |1, +oo [ par f(z) = G-DE+D
z—1)(x
a b

7 En dédui imitive d
x_1+x+2 n dedulre une primitive ef

Déterminer deux réels a et b tels que : Vo € R, x #1 Az # -2, f(z)=

sur [.

CORRIGE.

1) Par identification (par exemple), on obtient : a = 1/3 et b = —1/3. Ainsi :

1 1 1
R 1 -2 == —
VeeR, e #1ANx# -2, f(z) 3(9&—1 x+2)
r—1

/3
/f(x)da::ln(x+2 )

EXERCICE 6. — (Primitives de fractions rationnelles 3). Déterminer une primitive de f sur I, dans chacun des
cas suivants (I étant un intervalle a préciser).

2) D’apreés ce qui précede :

1 1 1
2 —Tx +6

1) fz) =

CORRIGE.
1) Notons que : 22 — 7z +6 = (z — 1) (z — 6). Donc il existe deux réels a et b tels que :

1 _a n b
2—Tx+6 x—-1 -6

fz) =

Par identification (par exemple), on obtient : a = —1/5 et b =1/5. Ainsi :

Ve eR, v # 1Az #6, f(m):i( o 1)

5\z—6 x-—1

D’aprés ce qui précéde :
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2) Notons que : 22 — 1 = (x — 1) (x + 1). Donc il existe deux réels a et b tels que :

1 a b

f(x):xzflzxfl—’—qul

Par identification (par exemple), on obtient : a = 1/2 et b = —1/2. Ainsi :

1

D’apres ce qui précede :

rz—1
r+1

/f(a:) dz =1n ( 1/2)

1 1
VeeR, x A1 ANz # —1, f(x)Q(a?—lx—l—l

3) Notons que : 72 —a = (z — v/a) (z + /a). Donc il existe deux réels b et c tels que :

fla) = — b

€T) = =

22 —a x—+/a zx++/a

Par identification ( le), on obtient : b= —— et L Ainsi

ar iaentimncation ar exemple on obtient : = —€elCc= ———. 1msi1 :
P e, 2v/a 2v/a

1

)

1

VaeR x4 ahe#—va, f(a)

D’aprés ce qui précéde :

1 x—+a
dr = 1
/f(x) T 2va n<w+ﬁ)
EXERCICE 7. — Calculer les intégrales suivantes :
1 4 /4 1
1)[1:/0$dx 3) I3 = 1\/5dx 6)]6:/0 M
Pl 7) I
4) Iy = d 7
%) I 20 dg ) L /0 z—4" /o
9 = ﬁ 8 / tan (.’I}) dm
o Vi-w 5) I5:/:z:\3/5d:1: 0
0
CORRIGE.
1 n+171 1
1)]1:/:Bndx:|:x ] =
0 n+1], n+1
1/2 dx T
9 I, — _ . /2 _ T
) I i larcsin(x)], 5

:2\1/6(x—\/6_x+\/5

)
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/4 /4 4 T
7) I; = / tan?(x) do = / 1+ tan?(z) — 1 dz = [tan(z) — x}g/ =1-7
0 0
/6 /61 3 1 3 ARG
8) Is = /o cos?(x) dx = /0 1 cos(3x) + 1 cos(z) do = [12 sin(3x) + 1 sin(z) ) =51
EXERCICE 8 — Fini ou pas? Dans les trois questions ci-dessous, T désigne un réel supérieur ou égal a 1.
T4 T4 T
1) On note A (T) = / —dx 2) On note B(T') = / — dz 3) On note C'(T') = / e " dx
1z 1z 1
g‘o 1 2 2 3 g[n g)‘u 1 2 = 3
lculer A (T is lim A(T lculer B (T is lim B(T lcul T is i T
Calculer A ( ),pUIST_lg_lOO (1) Calculer B ( ),pulsT_1>1r_r~_1Oo (T) Calculer C ( ),pulST_lg_lOOC( )
1
CORRIGE. 1) A(T) = / —dz =1In(T). Donc: lim A(T) = +oo.
1T T—r 400
T 1 oL
2) B(T) = 1 ﬁdx:l_f' Donc : TgrilOOB(T)zl.
T
3)C(T)= / e?dr=e!'—e . Donc: lim C(T)=e".
1 T—r+o0
\ INTEGRATION PAR PARTIES \
EXERCICE 9. — Applications directes — Déterminer une primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) fraz— (1—x)e* ‘ 2) frxr—ze ™ ‘ 3) f:axv+— zsin(z) ‘ 4) f x> 2% cos(z)
CORRIGE.
1) /(1 —z)e*dr = 1(1 —x)e®® + 1 /e%dx = 1(1 —x)e®® + 1621
2 2 2 4

2) /fﬂeﬂ de = —ze " + /e*”” de = —ze™@ —e™®
3) /xsin(x)dx = —xcos(z) + /cos(z) dz = —x cos(x) + sin(z)

4) /xQ cos (z) dz = 2% sin(x) — 2 / x sin(x)dz puis on utilise la question précédente.

EXERCICE 10. — Primitive(s) de In

1) A Taide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction In (sur un intervalle de R que 'on
précisera).

2) Application : déterminer une primitive de la fonction f : z — In (\/x)

CORRIGE. 1) Cf cours : /ln(z)dx =zn(z) — .

2) /ln (Vz)dz = %/ln(z)dx = % (zln(z) — z)
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EXERCICE 11. — A T'aide d’une (ou plusieurs) IPP, calculer chacune des intégrales suivantes.
T e 5 1

D [ - eos( ) [ W 9 [ (1) e
- 1 0

CORRIGE.

1) /7T (1 —z)cos(z)dz = [(1 — z)sin(x)]" +/ sin(z)dz =0

—T —T

2) /1e In?(z)dz = [(zIn(z) — z) In(z)]; — /1e In(z) — 1de = — [z1n(z) — 2z]] =e—2

3) /0 (z°+ 1) sh (z)dz = [(2® + 1)Ch($)]é - 2/0 xch(z)dz = 2ch(1) — 1 — 2 [zsh (:13)](1) + 2/0 sh (z)dx

=2ch(1) — 1 —2sh (1) + 2ch(1) — 2 = 4ch(1) — 2sh (1) — 3

‘CHANGEMENT DE VARIABLE

EXERCICE 12. — A l'aide d’un changement de variable, déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
D frors o 3) frars — 5) fiar—s —
Tz T _— T —_—
e* +1 xy/1+ In(x) sh (z)
1 1
2 T 4 : 6 :
)/ VI + Va3 ) [ ch(z) ) fro— cos(x)
CORRIGE
1 1 1 1 U e’
1) F(x) = dr =(y—c= ——du= —— ——du=1 =1
) Fl@) /e$+1 o (ufe)/u(u—ﬁ—l) b (DES)/U P nu—i—l’ n(eﬂ”—f—l)

2d
2) F(z) = /\/a*:f&i—l‘\/x?’ =u=/z / ﬁ:ﬁﬁ = 2arctan(u) = 2arctan(e”)

dz du
3) Flz) = /l’\/m =u=In(x) \/ﬁ =21+ u=2y1+1In(z)

4) CF cours

5) CF cours
6) CF cours

EXERCICE 13. — A l'aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

1 2z ¢ 1 /2
3 / e i 3) / —— dz 5) / .dm
0 €*+1 1 z+z(lnz) x/a sin(x)

In2 4 /4
1 1 dx
2 dt 4 — dt 6
)/0 1+et )/1 t+ 4Vt )/0 cos()
CORRIGE.

1 2 e e
1)/ ¢ dx:mw/ u du:/ utl b e 1-m(t
Jo e'L+1 J1 U+1 1 U+1 U+1 2

In2 2
1 1
2) A m dt —u=et /1 m du puis méme DES que dans l,eXO 12, question 1
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e 1 1 1
3) / — S dz = —u=In(z) / T .2 du = z
1 z+z(nx)’ 0o 1+u 4
! 2
4 / / u=2[In(u+1)]; =2In(3/2
) . t+\[ Su=vi [In(u+1)[} (3/2)
/2 q 9 1 2 1 1
5) / u _u:tan(a:/Z)/ T3 X Tu du:/ —du=—1In (tan (I»
w/4 Sln(l') tan(m/8) 1+u 2u tan(w/8) U 8

/4 dx tan(m/8) 2 1+ u? tan(w/8) 92
6 ~u=tan(x du = d
)/0 cos(z) =" (/2)/0 1+u2xl—u2 “ /0 1wz

tan(m/8) 1 1 1+U
(DES)/O 1—u+1—|—uu [an—u

I )

1
EXERCICE 14. — Soient a un réel strictement positif, et f la fonction définie par f(z) = P Déterminer une
2 +a

primitive de f sur I, ou I est un intervalle & préciser.

CORRIGE. CF exemple fait en cours (dans le paragraphe sur le changement de variable) pour le calcul d’une primitive
1
de

EXERCICE 15. — Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ﬁ Déterminer une primitive de f sur R.
CORRIGE. Fait en classe.

‘INTEGRALES CLASSIQUES EN PHYSIQUE‘

EXERCICE 16. — (Valeur efficace). Soit f une fonction T-périodique (définie sur R). On appelle valeur efficace

1 [ot
de f le réel positif : \/ T / f2(t)dt (ot a désigne un réel quelconque). *
Calculer les valeurs efficaces des fonctions cos et sin.

CORRIGE. Fait en classe.

EXERCICE 17. — (Primitives “complexes” 1). Soit « € C*. Déterminer une primitive sur R de z — e*®

CoORRIGE. CF cours

EXERCICE 18. — (Primitives “complexes” 2). Déterminer une primitive sur R de f dans chacun des cas suivants :
1/ f:xz+—>e®cos(x) 3/ f:x+— b cos (uw) avec (k,pu) € R?

2/ f:x+——e¥sin(nx) avecn € N 4/ g: x> e sin (ux) avec (k, u) € R?

CORRIGE.

1/ / e” cos (v) dz = Re ( / e””e“”dx) _ Re ( / e(“'i)””dx) ~ Re (11+ie<1+i>w) ~ Re (1 e (cos(a) + isin(x))>

= % (cos(z) + sin(z))
2/ /em sin (nz) dz = Im (/ emeimdaj> =Im (/ e(H"i)Id.r) =1Im (1.6(1““)“")
1+ni
=t (e (cos(na) +isin(ne)) ) = —*— (sin(nz) 0 cos(n))
=1Im { 5 e® (cos(nz) +isin(na)) | = 5= (sin(nz) —ncos(nz

*. La valeur efficace est (heureusement!) indépendante du choix du réel a.
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4/ Si (k,p) # (0,0), on a :

. . 1 .
/ekx sin (uz) dz = Im (/ e’”el’wdm) =1Im (/ e(k""“)wdx) =1Im (.e(k'““)“’)
kE+ pi

— Im ( I ke (cos(pu) + isin(WC))>

o

3/ Selon la question 4, si (k, ) # (0,0), on a :

/e’“ cos (uz)dz = Re <

k_/u‘l kx
N

(cos(ux) + isin(M@))

ekx

TR

‘POUR VOUS TESTER ! EXERCICE DE SYNTHESE SUR LES INTEGRALES‘

ekm

= Eie (ksin(pux) — pcos(ur))

(k cos(px) + psin(pz))

EXERCICE 19. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants, a Paide d’une
IPP et/ou d’un changement de variable et/ou en reconnaissant une primitive usuelle :

1/f:x|—>362_7xl_1 5/ f}ilﬂg'—>ezsin()\x+<ﬂ) (A @ 9/ f:x»—)\/%
T — réels T
2/ fisz 6/ f:x—In(z—-1) 10/ f: @+ z?arctan(z)
3/ fror— z—2) (?;274:@ e cos2(x) 11/ f:xl—>arcsin2(x)

| 2! 8/ fia—s 2@ | sin(z)
4/f'x'_>(m—1)(a:—2)(x—3) [ [z 22 12/f.xn—>2+T82(x)

CORRIGE.

Zoz—1 1 2
1//%dx:/x7 1dx:%fln(\x71|)
x— x—

1 1 1 1 1 1 z—1
2 [ ——dr=> [ ————do =(pps) > | —— dz =1
/‘/21:(30—1) v 2/m(m—1) v (DES)Q/ erm—l v n( ’ T D

3 B 3 B —3/4 3/8 3/8
3/ /(x_z)(x2_4x)dm‘/(a;—z)x(a:—zx)dg”_(ms)/m+7+mdx

= 2t (e —2) + S n(lel) + S n (o — )

4/ T est clair que : z* = (z — 1) (x — 2) (z — 3) (x + 6) + 2522 — 60z + 36...T
On en déduit que :
x? 2522 — 60z + 36
/(x—1)(:5—2)(95—3)‘19”_/“““/(;L-—1)(x—2)(x—3)dm

x? 4 6r 4+ 1/2 16 81/2
= _— €T —_
(DES) 2 r—1 xx—2 zx-3

z? 1 81
dz = 3+6w+§ln(|x—1\)—161n(|x—2|)+?1n(|x—3|)

t. Non, ce n’est pas clair du tout; mais on peut obtenir cette identité en effectuant une division euclidienne (de polynomes). C’est une
méthode que nous expliquerons plus tard cette année, dans le chapitre consacré aux polyndémes.
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ip
 si =1 z(1+iN) e -1 € (141N
5/ [esin(da + p)ds m(/e o) =t (e

=1Im <(1 —iA) (Cii(_ )?;r iSin(('0))67” (cos(Azx) + isin()m)))

En développant un peu :

eZ

/ew sin (A\z 4+ ¢) de = Im (14—)\2 (cos(p) + Asin(p) +1(sin(e) — Acos(p))) (cos(Azx) + isin(Ax)))

D’ou finalement :
/ew sin (A\z + @) dz =

el

T [(cos(p) + Asin(ep)) sin(Ax) + (sin(¢) — Acos(p)) cos(Ax)]

! ldx =zln(z—1) —In(z - 1)

6/ In(z—1)de =rpp vln(x —1) —/

7/ 0052( )dx =rpp Ttan(z) — /tan(x)da: = ztan(x) + In (|cos(z)])
8/ /lnx(Qx)dx . _@ +/%dx _ _ln(a:g):—i— 1

//ﬁdx—jpp2x\/x+1f /\/er dx*Qx\/x+1—§(x+1)3/2

1 1 3
10/ /anrCtan(x)df =IPP gwg’arctan(x) — g/liix?dm
o [ de— [Ty [ D (Vi)
T 1—}—3’52 T = 1+$2 xTr = 1+x2 72 -

1 21
Par suite : /x2arctan(x)dx = gsv?’arctan(x) - % + 3 In (\/ 1+ x2)

xaresin(x) + V1 — x2
V1—a?

11/ /arcsin2 (z) dx =rpp arcsin(z) (acarcsin(ﬁ) +V1- x2> -

Or / zarcsin(z) + V1 — x2 zarcsin(z )_’_1 dz — ot xarcsm(m)
V1—2a? V1—2a? V1—2a?

On en déduit que :

1 1
x=rpp x+§xarcsin2(x)—§/arcsin2(:v) dz

1 1
/arcsinQ(x) dz = arcsin(z) (marcsin(x) +v1-— x2) —x— ixarcsiHZ(x) + 3 /arcsin2 (z)dx
Par conséquent :

1 1
B /arcsin2 (z) dz = arcsin(x) (zarcsin(x) e x2> —x— irvarcsin2 (2)
Finalement : /arcsinQ(x) dx = 2arcsin(z) (marcsin(x) +4v1-— wQ) — 2 — rarcsin®(x)

= 2arcsin(z)v/1 — 22 — 2z + zarcsin®(z)
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sin(x -1 1 1 V2 1
12/ / 5 +cosz 12 =Zucos(s) / PR / (ltzd“ St=u/v2 Ty / RS

)+

2 2
= fgarctan (t) = fgarctan <

ol

Finalement : / sin(e) g V2 (COS(@)

T\ - _ - t
3+ cos? () T 5 arctan 3

EXTRAITS DE PROBLEMES SUR LES INTEGRALES‘

1 1
EXERCICE 20. — | MINES SUP | Pour tout entier naturel n non-nul on pose : I,, = BrES / (1—t)" et/? dt.
n! Jo

1) Calculer I;. 2) Montrer que pour tout n € N*ona: I,,41 = I, — m
3) Déduire de la question précédente que : Vn € N*| /e = I, + Z 2’“k'
4) Déterminer un réel A tel que : Vn e N*ona:0< 1, < A . édui lim z”: L
2nn! n—+ okl
CORRIGE. Fait en classe.
EXERCICE 21. — ’ MINES SUP, ENCORE UNE FOIS | On définit, pour tout entier naturel n, la fonction g,, par :

1 1
Vael0;1], gu(z) =a"V1—2x et on pose : Inz/ gn () dxz/ 2"V1 -z dx
0 0

1/ Calculer Iy.

2/ Pour tout entier naturel n, étudier le signe de I,,+1 — I,,. En déduire le sens de variation de la suite (I,,).

2n
3/ Montrer que pour tout entier naturel non-nul n on a : I, = 5,13 3 I, (on pourra intégrer par parties I,).

4/ En déduire les valeurs de Iy, Is et I3.
22n+3 (n 4+ 2)h!

5/ Montrer par récurrence sur n que : ¥V n € N, I, = @n + 1),
CORRIGE.

2
1/ Ona: Iof/\/l—mdx— 3[(1—x) /2] 3

1
2/ Pour tout entier naturel n on a : I,y — I, = / 2" (x —1)v1— 2z da.
0

<0

On en déduit que : Vn € N,  I,41 — I,, < 0. Donc la suite (I,,),, est décroissante.

1
3/ Soit n un entier naturel non-nul. On a : I,, = / 2"V1 —x dx.
0

3/2

2
Pour tout réel x dans [0, 1], posons : u(xz) = 2™ et v(x) = —3 (1 —2)”%. On a alors : u/(x) = na" " et v'(z) = V1 — 2.
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11

Par intégration par parties, on obtient :

22" boop ! on [
I, = {x(lx)gm] Jr?n/ ikt (1—z)3/2dz<:>[n: ?n/ "1 - 2)V1 — zdx
0

3 o 0
D’ou :
on 1 2
In = —n (Inil — In) mdfﬂ - i (In—l - I’n)
3 Jo 3
Ainsi :
2n 2n
1+— ) I,=—1,_
( + 3 ) 3 1
. 2n
Conclusion. Pour tout n € N* on a : I, = — 1,4
2n 4+ 3
4/ On déduit des questions 1 et 3 que :
16 32
L = —; Ih=—; = —
"7 150 > 1057 87315
EXERCICE 22. — ‘ (INTEGRALES A PARAMETRES). ‘ Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels on pose :

1
I,= / 2P (1 —z)%dx
0

1) Calculer I, o, puis calculer I 4.
2) Etablir que V (p,q) e N>, 0< I, < 1.
3) Etablir que V (p,q) € N, I,, = I, , (on pourra utiliser un changement de variable).

p+1

4) Etablir que : V (p,q) € N?, I,411,= ) Ip g1
q

5) Donner l'expression de I, , en fonction de p et g.

CORRIGE. A venir...

. €T
EXERCICE 23. — Pour tout réel = raisonnable, on pose u = tan <§>

1) Etablir que :

1 —u? _ 2u
cos(z) = T e et sin(x) = T
7\'/3 1
2) Calculer l'intégrale : I= / dx
o cos(x)
) . s . 1
3) Déterminer une primitive sur 0,7 [ de la fonction f:z — — @
sin(x
CORRIGE. Cf cours.
3?2 1
EXERCICE 24. — On considére la fonction ¢ : © — / m dt.
n
x

1/ Déterminer ’ensemble de définition de (.
2/ Calculer la dérivée de .

3/ Dresser le tableau de variation de .
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CORRIGE.
1/ La fonction 1/1In est définie, et continue, sur R\ {1}.
L’ensemble de définition de ¢ est donc : D, =|0, 1{U]1, 400

2/ La fonction 1/In étant continue sur R* \ {1}, elle admet des primitives (th fondamental de I’Analyse) : notons F' I'une
d’entre elles.

Par définition de ¢ et de F', on a :
voe RA\{1}, ¢(z) = F(a?) - F(x)
Il s’ensuit que ¢ est dérivable sur D, et pour tout réel x de D, on a :

2x 1 T 1 r—1

¢ () = 20F' (2?) — F'(x) = In(z2) In(z) In(z) In(z) In(z)

3/ Selon la question précédente, la fonction ¢ est strictement positive sur |0, 1] et sur ]1, 400

‘QUESTIONS CLASSIQUES SUR LES INTEGRALES DE WALLIS‘

» Définition. On appelle intégrales de Wallis les intégrales définies en posant pour tout n € N :

/2 /2
I, :/ cos"(t)dt et J, :/ sin” (¢t)dt
0 0

ExXo-W 1. — Premiéres valeurs. Calculer Iy, I et I5.
CORRIGE. [)= g (usuel); Iy =1 (usuel); Ir = g (linéarisation)
Exo-W 2. — DMontrer que : Vne N, I, = J,

CORRIGE. changement de variable u = g —t

Exo-W 3. — Montrer que : Vne N, I, >0

CORRIGE. positivité de 'intégrale

Ex0o-W 4. — Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

CORRIGE. calcul de I,,11 — I,, + positivité de I'intégrale.

Exo-W 5. — Montrer que la suite (I,,) est convergente.

CORRIGE. 2 exos précédents + “toute suite réelle décroissante et minorée converge”

1
ExX0-W 6. — Montrer que : Vn e N, [,,4o = ntl I,
n+2
CORRIGE. [PPetn+2=(n+1)+1
Exo-W 7. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :

o @pt o7
2p = 92p (p!)Z 2

CORRIGE. récurrence sur p

Exo-W 8. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :
I 2% (pl)*
LT (2 4 1)

CORRIGE. récurrence sur p
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Exo-W 9. — Montrer que: Vne N, (n+1)I,111, = g

CORRIGE. la suite de terme général (n + 1) I,,+11,, est constante

Exo-W 10. — Etablirque: lim [, =0

n—-+oo

CORRIGE. conséquence des exos W3, W5 et W9

In+1 -1

Exo-W 11. — Etablir que:  lim

n—-+oo In

In+2 InJrl

CORRIGE. 0< ;19 < [,41 <, dou T < i < 1 + gendarmes
n n
2(2 1
Exo-W 12. — Btablir que: lim 221 2 g
p—+oo ™
Iy,

CORRIGE. I3, = x Ioplopiq

2p+1



