Lycée Jean Bart — MPSI

CORRIGE DU DM DE TOUSSAINT

EXERCICE 1 — (Dénombrabilité de Z) On considére 'application f : Z — N définie en posant :

2n sin>=0
VneZ, f(n)=
—2n—1 sin<0

1/ Etablir que I'application f est bijective.

Introduisons I'application g : N — Z définie en posant pour tout entier naturel n :

n+1

g(n) = B si n est pair; et g(n) = — si n est impair

» Calculons (g o f) (n) pour tout n € Z

Considérons un entier relatif n et distinguons deux cas : n >0 et n < 0.

> Sin >0, alors :
(90 f) (n) =g(f(n) =g (2n) = - =n
> Sin <0, alors :
(go f)(n)=g(f(n) =g(—2n—1) = ——————

Ainsi: Vn € Z, (go f)(n)=n
» Calculons (f o g) (n) pour tout n € N

Considérons un entier naturel n et distinguons deux cas : n pair et n impair.

> Si n est pair, alors :

(fog)m) = flam) = f (5) =2x 5 =n

> Si n est impair, alors :
Fog)m = slg) = 1 (54 ) = -2 x (<) 1=

Ainsi: Vne N, (fog)(n)=n
Conclusion. Il résulte de ce qui précéde que f o g = idy et g o f = idy; donc lapplication f est
bijective.

2/ En déduire que Z est dénombrable.

D’apres la question 1, Z et N sont équipotents. Conclusion. 7Z est dénombrable.
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3/ Interméde - Valuation 2-adique.! Pour tout n € N*, on appelle valuation 2-adique de n et on note

4/

v9(n) la plus grande puissance de 2 qui divise n.

Par exemple : v5(24) = 3 car 2% = 8 divise 24 ; mais 2* = 16 ne le divise pas.
Montrer que tout entier entier n € N* s’écrit n = 2%2(") x ¢, avec ¢ un entier naturel impair.

Soit n un entier naturel non-nul. L’ensemble des puissances de 2 qui divisent n est non-vide (car 2°
divise n), et est majoré (pour un entier N suffisamment grand, on a 2% > n; et 2V ne peut pas diviser
n). Cet ensemble posséde donc un plus grand élément, noté vy(n) dans I’énonceé.

Par définition : 22 divise n, et 2v2(M+1 ne divise pas n.
En d’autres termes, il existe ¢ un entier naturel tel que : n = 22" x ¢ (puisque 202(") divise n).
En outre, ¢ est impair, puisque 2°2(W+! ne divise pas n.
Conclusion. Tout entier entier n € N* s’écrit n = 22(" x ¢, avec ¢ un entier naturel impair.
Etablir que N x N est dénombrable.
Introduisons 'application ¢ : N x N — N* définie en posant pour tout (a,b) € N x N :
¢ (a,b) =2 x (2b+1)
Montrons que ¢ est une bijection, en prouvant son injectivité et sa surjectivité (pour changer!).
» Injectivité de .
Soient (a,b) et (¢, d) deux couples d’entiers naturels, tels que : ¢ (a,b) = ¢ (¢, d).
Alors : 2% x (2b4+ 1) =2 x (2d + 1).
Supposons que a # c. Sans nuire a la généralité, on peut alors supposer que : a > c.

On a alors : 2°7¢(2b+ 1) = 2d + 1.

En particulier, 2¢¢ divise 2d + 1; et puisque a — ¢ > 0, on en déduit que 2d + 1 est pair : absurde!

Il s’ensuit que a = ¢. On en déduit que 2b+1 =2d+ 1, d’ou b = d.

Finalement : (a,b) = (¢,d). On a donc établi I'implication : ¢ (a,b) = ¢ (¢,d)] = [(a,b) = (¢, d)].
L’application ¢ est injective.

» Surjectivité de ¢.

Soit n € N*. D’aprés la question précédente, il existe un entier naturel impair ¢ tel que : n = 2v2(" x ¢.
Or ¢ étant impair, il existe un entier naturel ¢’ tel que : ¢ = 2¢' + 1.

Ainsi : n =220 x (2¢' +1). Cad : n = ¢ (v2(n), ).

Il s’ensuit que tout entier naturel non nul admet un antécédent par ¢ : 'application ¢ est surjective.

1. Cette notion a déja été introduite dans le TP4 d’informatique.
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» D’apreés ce qui précede, ¢ est une bijection de N x N dans N*.

En d’autres termes, N x N et N* sont équipotents.

Puisque par ailleurs, N* et N sont équipotents (selon le cours), les ensembles N x N et N sont équipotents
(par transitivité de la relation d’équipotence).

Conclusion. N x N est dénombrable.

EXERCICE 2 — (Applications - Similitudes directes) Pour tout couple (a,b) € C? avec a # 0, on
définit une application f,;, € C® en posant :

fa,b:(C4>C

Z——>az+b

Une telle application f,; est une similitude directe ; on note Sim™ (C) 'ensemble des similitudes directes :

Sim™ (C) = {f.s, (a,b) € C* x C}

1/ Deux cas particuliers.

a/

b/

Le cas a = 1. Soit b un nombre complexe. Montrer que l'application f;; est une bijection, et
déterminer sa bijection réciproque.

Soient z et Z deux complexes. On a :

fip(s) =Z <= z2+b=Z <= 2=2—-0
On en déduit que tout nombre complexe Z admet un unique antécédent par fi,, qui est Z — b.
Conclusion. L’application f;; est une bijection, et sa bijection réciproque est fi _y.

L’application fi,;2. Dans cet exemple, on pose a = 1 +1iet b = 2, et on considére 'application
g = fi+i2 qui est définie sur C en posant :

Vze C, g(z)=(1+1i)z+2
Montrer que I'application g est une bijection, et déterminer sa bijection réciproque.

Soient z et Z deux complexes. On a :

2
=7+ (1+i 2=7<+= (14+i)z2=7—-2<+= 2z = Z —
9(2) (1+i)z + (1+1)2 TTI7 T 14
L . L ) 1 2
On en déduit que tout nombre complexe Z admet un unique antécédent par g, qui est = -/ — e
i i

Conclusion. L’application g est une bijection, et sa bijection réciproque est f% .
T IR

2/ Geénéralisation — Le groupe des similitudes directes.

a/

Justifier briévement que ide € Sim™ (C).

Trés trés briévement : ide = f1. Ainsi : ide € Sim™ (C).
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b/ Soient (a,b) et (a’,t') € C* x C. Pour tout complexe z, calculer (fu o fop)(2). En déduire que
I'application fup © fop est une similitude directe.

Soit z un complexe. On a :
(fa’,b’ o fa,b) (Z) - fa’,b’ (fa,b (Z)) - fa’,b’ (CLZ + b) =daz + a'b + b

On en déduit que : forpy © fop = faaabrvy
Conclusion. L’application f, o f,5 est une similitude directe, explicitement : fu/q a/p+t/

¢/ Soit (a,b) € C* x C. A l'aide des deux questions précédentes, établir que f,, est une bijection, et
que sa bijection réciproque est une similitude directe.

Selon les deux questions précédentes, on a :

f1 pofap=rlio=idcet fapofy p = fi0=1dc

-, —— - ——

a a a a

Conclusion. f,; est une bijection, et sa bijection réciproque est une similitude directe : f1

)
a a

EXERCICE 3 — (Série alternée et Python).

Remarque préliminaire : a un moment dans cet exercice, il pourra vous étre utile de savoir que la fonction

r € R +—

T2 admet comme primitive la fonction arctan (arctangente), que arctan(0) = 0, et que
x

7y
arctan(l) = 1 Pour information, la fonction arctangente, et ses propriétés, seront étudices lors de la

semaine de rentrée.

Pour tout entier naturel n, on pose :

~ (=1 11 (="
= -~ 7 — 14 ...
Sn Z2k—|—1 Sn 3+5 +2n+1

k=0

1/ Calcul de la limite de (S,,).

a/ Etablir que pour tout réel x et pour tout entier naturel n on a :

=Y ey
1422 1+ a2
Soient « un réel et n un entier naturel. On a : S = Z (—1)F 2 = Z (—x2)k.
k=0 k=0

S étant un somme géométrique de raison —z? (différente de 1), on a :

n+1 n
S — 1— <—[E2) i — 1 . (_1)n+1 xQ 2
1 — (—22) 1+ 22
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b/

Ainsi :
k=0 1+ 22 1+ 22
Conclusion. V(z,n) € Rx N 1 __ - ( 1)kx2k b1y x2nt?
. 9 Y 1 _'_ x2 - 1 + $2

k=

o

En déduire que pour tout n entier naturel on a :

T n (_1)k il /1 x2n+2
I -1 d
1 ;2k+1+( A A e

Soit n un entier naturel. D’apreés la question précédente :

2n+2

1 1 1 n . T
dr = —1)F 2 4 (=) d
/0 12 /ORZ:O( ) ™+ (=1) 12

Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que :

x2n+2

n 1 1
™ k 2k n+1
T_N"(—1 Az + (—1 d
4;”/090“()/01””

x2n+2

1+$2dx

. T - (_1)k nt1 !
Conclusion. Vn € N, 1 +(—1)
0

1 x2n+2

Etablir que lim dz = 0. En déduire la limite de (S,,).

n—+oo [ 14 2

Pour tout entier naturel n, et pour tout réel = dans [0,1] on a :

g 2n+2
0< 1+ 22 ST

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que :

1 2n+2 Lo

Vn € N, 0</0 1+x2dx</0 2272 g
D’ou :
12042 1
Vn e N, 0</0 1+$2dx\ o 13

La conclusion s’ensuit, via le théoréme des gendarmes.

1 2n+4+2

Conclusion 1. lim dx =0

n—+oo Jq 1+ 22
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s
On en déduit, avec la question précédente, que : lim S, = —
n—-+oo 4

Conclusion 2. lim _ ——

k=0

(-D" 7r
——— est convergente, et a pour somme —.

La série de terme général
2k+1 4

2/ Python : calculs des sommes 5.

a/ Ecrire une fonction F(N) qui re¢oit comme paramétre un entier N, et qui retourne la valeur de Sy.

1 def F(N):

2 Somme =0

3 for k in range(N+1):

1 Somme =Somme +((-1)**k)/(2*k+1)
5 return Somme

b/ Ecrire un programme qui demande a l'utilisateur de saisir un entier N, et qui affiche la liste

L=1[So,S,...,5].

1 | print ('Bonjour! Choisis un entier!")
2 N =int(input())

s Liste =[]
5 for k in range(N+1):
6 Somme =Somme +[F(k)]

7 print (Liste)

ou, en plus expéditif :

1 | print ('Bonjour! Choisis un entier!")
2 N =int(input())

s+ print ([F(k) for k in range(N+1)])
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EXERCICE 4 — (Représentations binaires de listes)
Pour un entier naturel non nul n, on note N,, 'intervalle d’entiers [ 0,7 ].

On peut représenter les sous-ensembles de N, par des listes de 0 et de 1.

Explicitement, si E est un sous-ensemble de N,,, sa représentation est une liste Lg de longueur n + 1 :
I’élément situé a la position k de Ly vaut 1 si k € E et 0 sinon.

Par exemple, le sous-ensemble {1,3,6} de Ng est représenté par la liste [0,1,0,1,0,0,1].

QUESTION 1 : quelle est la représentation du sous-ensemble {2,3,4} de N5?

[0,0,1,1,1,0]

QUESTION 2 : quelle est la représentation du sous-ensemble {1,6} de Ng?

[0,1,0,0,0,0,1]

» On suppose donnés deux sous-ensembles E1 et E2 de Nygoy. On note respectivement L1 et L2 les repré-
sentations binaires de E1 et E2. Le code ci-dessous doit permettre de construire la liste LUN, qui est la
représentation binaire de £ U Fs; on suppose dans ce code que les listes L1 et L2 ont déja été construites
(et sont définies “dans la machine”).

Compléter le code pour qu’il réponde a la question.

. LUN =[]
> for k in range(len(L1))
3 LUN =LUN +[L1[k] +L2[k] - (L1[k]*L2[k]) ]



