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COLLE 9 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Intégrales de Wallis (relation de récurrence).

1
nJrI

Vne N, I,o= n
" T2

w/2 /2
Preuve. Soit n € N. On a: I,,1o = / cos" T2 (t)dt = / cos(t) cos™ Tt (t)dt
0 0

u(t) = sin(t) u'(t) = cos(t)
Posons : Vt € [0,7/2], d'ou : V¢t € [0,7/2],

v(t) = cos™t1(¢) v'(t) = — (n+ 1) sin(¢) cos™(t)
Selon la formule d’IPP (u et v sont de classe € sur [0,7/2]) :

/2

I 42 = [sin(t) cos”"'l(t)]g/2 +(n+1) / sin?(t) cos™ (t)dt

0

=0
w/2 /2 /2
Dot : I42 = (n+1) / (1 = cos®(t)) cos™(t)dt = (n + 1) / cos™(t)dt — (n + 1)/ cos" T2 (t)dt
0 0 0
N . n—+1
Cest-a-dire : Inio=(n+ 1)1, —(n+1)Ip4o dot: |10 = mln

/2
QUESTION DE COURS 2 — Intégrales de Wallis, cas impair. On pose Vn € N, [, = / cos™(t)d¢. Montrer que
0

¥peN, I 2% (pl)’ (en admettant la relation de ré Vne N, Iys="TLr)
= — en admettant la relation de récurrence : Vn =——1,).
p s> 12p+1 (2p+1)| s dn4-2 n+2 )
22 (pl)*
On souhaite établir que la propriété P(p) : Iopi1 = m est vraie pour tout entier naturel p.
D !
/2 /2 20 (01)°
Initialisation : pour p = 0, on a d’une part [; = / cos(t)dt = [sin(t)];’” = 1 et d’autre part T 1. P(0) est
0 .
vraie.
Hérédité : supposons P(p) vraie pour un certain entier naturel p.
2p+2 2(p + 1) 2% (p))” 2(p+1)2 2% (p))° 20D [(p4 1)
Ona: Ipiny41 = lopis = 5 ——Iopp1 = T = T = ,
2p+3 2p+3 2p+ 1) 2(p+1)2p+3) (2p+1)! (2p+3)!
2% (p!)?
Ce qui signifie que P (p + 1) est vraie, établit ’hérédité de la propriété. Conclusion. Vp e N, I, 1 = m
D !

QUESTION DE COURS N’3 — Théoréme (solution générale d’une EDL1 homogéne). Soient a,b : I — K continues,
a ne s’annulant pas sur I.
Les solutions de I'EDL a(x)y’ + b(x)y = 0 sont les fonctions fy, : I — K définies sur I par f, (z) = ke™4®) (k € K), ou

A désigne une primitive sur I de la fonction —.
a

Preuve. Notons (E) P’EDL : a(z)y’ + b(z)y = 0.
La fonction b/a est continue sur I (H+TG). A ce titre, b/a admet des primitives sur I; notons A 'une d’entre elles.

Soit ¢ une solution de (E). Définissons une fonction g en posant : Vo € I, g(z) = ¢(x)e®).

La fonction g est dérivable (et méme de classe ') sur I, et :
b()
v I ! — A(z) A(x)
v e I g(x) = ¢/ (@)ed) + 5 (e
b(x)

Ve 1) =o' (o) + 50 ol

La fonction a ne s’annulant pas sur I, cette derniére assertion est encore équivalente a la suivante :
Va e I, a(z)g'(z) = e (a(2)¢'(2) + b(2)p())
=0
la nullité de la parenthése du terme de droite provenant de ce que ¢ est solution de (E).

Par suite : Vz € I, a(z)g’(z) =0 doaVa € I, ¢'(x) =0 (puisque a ne...).
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Il s’ensuit que g est constante sur I, explicitement :
JkeK, glx) =k <= Jke K, p(x)e?® =k <= Tk e K, p(x)=ke A®
On vient donc d’établir que toute solution de (E) est “de la forme ke=4(®)”,

La réciproque (toute fonction “de la forme ke=4(*)” est solution de (E)) est une vérification aisée qui permet de conclure :

Les solutions de PEDL a(z)y’ + b(x)y = 0 sont les fonctions fj, : I — K définies sur I par fj () = ke=4®) (k € K),

ou A désigne une primitive sur I de la fonction —.
a

QUESTION DE COURS N4 — “La méthode de variation de la constante marche & tous les coups”.

Plus précisément, avec les notations et hypothéses de la question de cours 3, il existe une fonction K € ¢* (I,K) telle
que la fonction f, définie par

b
Vze I, fr(z) = K(z)e=A®)  (ou A est une primitive de - sur I)

est solution de I'équation différentielle (E).

Preuve. Soit K € €' (I,K). Posons : V& € I, fp(z) = K(x)e 4(®). La fonction fp est de classe €' sur I (H+TG). A ce

titre, elle est dérivable sur I et :
Ve e I, fp(a) = A (K/(2) - A(@)K(2)) = e~AG (K'm _ ba) K(a:))

On en déduit que :
fp est solution de (E)
= Vzel, alx)f p(z)+blz)fr(z

= Vze I, alz)e 4®) (K’(a:) RG] K(x)) + b(z) K (x)e™4®) = c(z)

= Vrel, alx)e @K (z) —b(z)K

=0
= Vzel, alz)e @K' (2) = ()
c(x) A
—=Vrel K(z)=—2e®
ve I Ki(w)=Sose ()
Les hypothéses du théoréme et les théorémes généraux sur la continuité assure que la fonction x — cix) e est
a(x

continue sur I ; elle admet donc une primitive sur I. En d’autres termes, il existe une fonction K de classe € sur I
satisfaisant l'identité (#). On en déduit que la fonction fp: 2 € I — K(2)e”4(®) est solution de (E).

QUESTION DE COURS N5 — Théoréme (existence et unicité de la solution 4 un probléme de Cauchy d’ordre
1). Soient a, b et c trois fonctions de ¢° (I,K), tque a ne s’annule pas sur I.
On note (E) 'EDLL1 : a(x)y’ + b(x)y = c(z).
Pour tout couple (z9,%) € I x K, il existe une unique fonction ¢ € €* (I,K) telle que :
Vee I, a(z)e'(z)+bx)p(x) =c(x)

@ (z0) = Yo

Preuve. Prouvons le théoréme. Avec les notations de I’énoncé, la QC4 qui sera admise dans cette question de cours,

assure qu'’il existe une solution fp de (E).
Soit ¢ une solution arbitraire de (E). Il existe un scalaire K tel que : Va € I, p(z) = fp(z) + Ke 4,
Considérons a présent un couple (xg,yo) € I x K arbitraire. On a :
¢(x0) = yo <= fp(wo) + Ke ) = yo = K = (yo — fp(a0)) e*(*)
On en déduit que la fonction ¢ définie en posant :
Ve e I, p(x) = fp(a)+ (yo — fr(wo)) et =A@
est I'unique solution de (F) telle que ¢(z0) = yo.
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BANQUE D’EXERCICES

» Définition. On appelle intégrales de Wallis les intégrales définies en posant pour tout n € N :

/2 w/2
I, :/ cos"(t)dt et J, :/ sin™ (t)d¢
0 0

EXERCICE 4. — Calcul de [ e “sin(2x) dz (primitive sur R)

Exo-W 1. — Montrer que : Vne N, I, = J,
Exo-W 2. — Montrer que la suite (I,,) est positive, décroissante, convergente.
Exo-W 3. — Montrer que: Vne N, (n+1)I,111, = g En déduire : lirf I, =0
n—-+0o0
EXERCICE 1. — Calcul de / Th(a:)dx (primitive sur R)
EXERCICE 2 Calcul d / ! dz  (primiti 16, 4-00[)
. — CQalculde [ ————dz (primitive sur 00
2 —Trx+6 P ’
1 N

EXERCICE 3. — Calcul de dz (primitive sur | — 7/2,7/2[)

cos(x)

L’exercice 5 est finalement hors-programme de la banque ; ce qui ne vous empéche pas de le travailler, il permet d’obtenir
un joli résultat & I’aide de non moins jolies applications du cours!

1 n
1—=x
EXERCICE 5. — On pose pour tout n € N: [, = / %er dx
O n.

1/ Montrer que (I,) tend vers 0.

2/ Montrer que pour tout n € N* : =1, 1—1,

n!

s 1
3/ En déduire que : e = ngI-r‘rloo ,;J il



