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Signaux 1 : Lois de I’électrocinétique

1 Les grandeurs électriques :

{Remarque : Contexte}

On s’intéresse dans ce chapitre & ’étude de circuit électrique simple. On se restreint & des circuits de taille de I'ordre du
métre. Pour ce chapitre on se contentera uniquement d’étudier les régimes continu, c’est-a-dire que toutes les grandeurs
seront constante par rapport au temps. Cependant toutes les propriétés restent valable en régime dépendant du temps.

/_[Deﬁnition : La charge électrique]

La charge électrique est une grandeur scalaire vérifiant les propriétés suivantes :
e La charge peut étre positive ou négative, par convention la charge d’un électron est négative.
e La charge est une grandeur additive.
e La charge est une grandeur conservative.

e La charge est une grandeur quantifiée. On définit la charge élémentaire notée e = 1,6 x 10719 C. Une charge ne
peut étre qu'un multiple de e de telle sorte que : ¢ = +£Ze.

N

/_[Deﬁnition : L’intensité du courant électrique]

On définit l'intensité du courant I dans un volume ol les charges se déplacent comme le nombre de charge positive Agq
qui traverse une section du volume pendant une durée At.

LT 0

On peut alors calculer I'intensité du courant I :

_ A

I=
At

(A)

Comme les porteurs de charges sont les électrons, le sens du courant est opposé au sens de déplacement des électrons.

I e”
> <

Propriété : Mesure d’un courant (schéma)}

On place un ampéremétre en série dans le circuit pour mesurer un courant. i
Ey récepteur

" J

Definition : Le potentiel électrique]

Le potentiel électrique est proportionnel & I’énergie potentielle électrique du circuit et s’exprime en V. C’est lui qui met
en mouvement les électrons qui sont les porteurs de charges.

On définit généralement comme potentiel nul, la masse ou la borne - d’un générateur ou d’une pile.

. J

Definition : La tension électrique]

On définit dans un circuit la tension comme la différence de potentiel I B
électrique entre deux points du circuit : T VOA

Usp =V — V4 exprimé en V Ey TC) Uap
Pour mesurer une tension on utilise un voltmétre. Il doit étre relié & ces
deux points en paralléle du circuit. A

,_[Deﬁnition : Dimension d’une grandeur]

On a défini arbitrairement 7 dimensions fondamentales, & partir desquelles on peut construire toutes les autres :

e la longueur notée L;
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T i T T i e e e P
e le temps noté T';

e la masse notée M ;

I'intensité du courant électrique notée I ;

la température notée © ;

la quantité de matiére notée n;
e l'intensité lumineuse notée J.

Pour une grandeur quelconque G, la dimension de G sera noté [G]. Si [G] = L on dira "G est homogeéne a une longueur”.
Si G est sans dimension on notera alors [G] = 1.

[Remarque : Ordre de grandeurs}

Tensions : Intensité du courant :
e [’électronique signal : U ~ 10V. e L’électronique signal : [ ~ 1mA.
e L’électrotechnique : 230V ; e L’¢lectrotechnique : 102 A ;

Orages : 10* A ;

Seuil de perception par le corps : 1 mA

e Orages : 500MV ;

[Remarque : Notation régime continu/régime variable]

Pour une tension stationnaire (continue), on note U en majuscule. Pour une tension variable, on note wu(t) en miniscule.
Idem pour I/i(t).

2 Approximation des régimes quasi-stationnaires (ARQS) :

N

/_[Deﬁnition : Approximation des régimes quasi stationnaires (ARQS)}

Lorsqu’on allume un interrupteur, le courant électrique ne traverse pas immédiatement la lampe. Il existe un délai de
propagation qui est égal & environ %, ou L est la longueur du fil entre U'interrupteur et la lampe et ¢ la vitesse de la

lumiére dans le vide.

On se placera toujours dans ’ARQS, c’est-a-dire qu’on néglige la propagation des ondes dans le circuit. En conséquence,
dans un fil électrique le courant est le méme partout !

On peut se placer dans ce cadre si le temps At de propagation des ondes dans le circuit est petit devant le temps
caractéristique de variation de la source :

L
At=—-—<xT
c

. J

/_[Loi de Kirchhoff des noeuds] N

Soit un noeud définit comme la jonction entre plusieurs fil, la conservation de la charge nous permet de dire que :
La charge contenue dans le noeud des nceuds :

entre t et t + At varie de Ag = 0.
Par conservation de la charge on
peut également écrire :

1] =13 + 13

) 13
Aq=Aq — Agz — Ags (& i
Si on divise par At on obtient la loi
_(Loi de Kirchhoff des mailles | .

Une maille conrrespond & une boucle de conducteur dans un circuit. A & B

On considére un circuit & une seule maille :

Vo —Vo=Ve—-Vp+Vp—Va+V4—Vg+Vg— Ve UDAi Upc
0=Ucp +Upa+Uap +Upc
On en déduit également que Uag = —Upga. D W C
La somme des tensions en convention générateur = la somme des tensions en convention récepteur.
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[Exemple : Circuit a deux mailles}

Soit le circuit suivant : On applique la loi des mailles & la maille ABDE :
UBC UCD
B T C'Ilﬁ D E =Upc+Ucp +upk
On peut aussi appliquer la loi des mailles & la maille
E TC) Ucp Upg CDEF :
Ucr =Ucp +Upk
A Pour un circuit & deux mailles on a deux équations in-
F E dépendante maximum. La troisiéme équation peut se dé-
On applique la loi des mailles & la maille ABCF : duire des deux autres.
On peut également appliquer la loi des noeuds au noeud
C:
E=Upc +Ucp I =L+ 13

Definition : Convention générateur/ récepteur}

Il n’y a pas de sens naturel pour les tensions & priori. On définit alors les conventions suivantes :

e On définit la convention générateur lorsque le cou- e On définit la convention récepteur quand la tension
rant et la tension sont fléchés dans le méme sens : et le courant son fléchés dans des sens opposés :
U
—p U
I { } I 'I:I
générateur récepteur

3 Dipoles linéaires :

/_[Deﬁnition : Dipole linéaire}

N

En électricité, un dipéle est un élément qui posséde deux bornes. Le courant entre par une borne et sort par 'autre avec
la méme intensité.

On peut pour un dipole tracer la caractéristique statique en régime stationnaire I = f(U).

On définit un dipéle linéaire si sa caractéristique peut étre modélisée par une droite affine.

. J

,_[Deﬁnition g Puissance]

La puissance d’un dipéle dépend de la convention choisie.

e En convention récepteur on calcule la puissance re- e En convention générateur on calcule la puissance
gue par le dipole : fournie par le dipdle :
Pr(t) =u(t)i(t) ou PR =UI P (t) = u(t)i(t) ou Pa =UI
I I:l I I:l
— _
U U

Propriété : Dimension d’une puissance et d’une tension]

On peut calculer la dimension fondamentale d’une puissance & ’aide des formules de mécanique connues en termine :

_dE

pP=——
dt

= [P]=[E|/T eté. = %mv2 — [E] = ML*T? = [P| = ML*T3

U] = [P]/I = ML*T317!
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N

/_[Propriété : Le conducteur ohmique]

En convention récepteur un conducteur ohmique est caractérisé par une résistance R qui relie la tension & ses bornes U
a l'intensité du courant I qui le traverse gréace a la loi d’Ohm :

u(t) = Ri(t)

1

R

On schématise une résistance de la maniére suivante et on peut en tracer la caractéristique
1

La résistance R s’exprime en Ohm (£2). Son inverse G = + est la conductance, elle s’exprime en Siemens (S).

O
<—
U > U

La puissance dissipée par effet joule dans une résistance s’exprime en convention récepteur comme la puissance regue
par le dipole :

P = u(t)i(t) = R*(t)

. J

N

,_[Propriété : Dimension d’une résistance]

A T’aide de la loi d’Ohm on peut exprimer la dimension d’une résistance [R] en fonction de la dimension d’une tension
[U] et de la dimension fondamentale de U'intensité du courant I :

[R] = [U]/I = ML*T 31?2

,_[Propriété : Générateur idéale de tension}

N

On définit le générateur idéal de tension de force électromotrice (f.e.m.) E comme un dipéle dont la tension vaut E et
est constante quelque soit 'instensité du courant délivré. On peut le schématiser et représenter la caractéristique :

E 1

o5

U E

" J

Propriété : Générateur idéal de courant]

\4
S

N

On définit le générateur idéal de courant par un dipole dont 'intensité du courant n délivrée est constante quelque soit
la tension & ses bornes. On le schématise et on donne la caractéristique :

Iy
I
Iy

U

" J

,_[Propriété : Générateur de Thévenin]

>~

Y
-

N

On définit le modéle du générateur de Thévenin par la mise en série d’un générateur idéal de tension de f.e.m. F et
d’une résistance interne R. De schéma et de caractéristique :

1

T E T | E
| —> Ur | R
T

-~ '

> U
U E
On obtient I’équation de la caractéristique en appliquant additivité des tensions (loi des mailles) : U = FE — RI
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/_[Propriété : Générateur de Norton]

Iy
I
R
U

.

On définit le modéle du générateur de Norton par ’association en parraléle d’un générateur idéal de courant caractérisé
par son courant 7 et d’une résistance interne R de schéma et de caractéristique :

On obtient ’équation de la caractéristique en appliquant la loi des nceuds :

N

I
Iy

>U
Rl

U
I=n+1=n-=
n+I'=n-4

4 Associations de résistance :

Propriété : Résistances en série}

On considére le circuit suivant composé d’un générateur
idéal de f.e.m. F et de 2 résistances en séries

1

1D

Ry
R,

"

On applique la loi des mailles et la loi d’Ohm :
E=RiI+ Rl <— FE = (Rl +R2)I

On pose alors Req = Ri + Ry la résistance équivalente a

R, et Ry en série et on a :
3 =
Req

Ry

Ry

On généralise en disant que ’association en série de N résistance est équivalente a une résistance équivalente de valeur :

/_[Pont diviseur de tension]

On considére le circuit suivant composé d’un générateur
idéal de f.e.m. F et de 2 résistances en séries

1

D

Ry

On applique la loi des mailles :

FE
E=RiI+Ry]—]=———
! 2 R+ Ry
On utilise alors la loi d’Ohm :
Ry
U=Ryl —|\U=—"—F
2 R+ Ry

Propriété : Résistances en paralléle}

On considére le circuit suivant composé d’un générateur
idéal de f.e.m. F et de 2 résistances en paralléle :

1D

On applique la loi des noeuds :

>

I Iy

Ry Ry

E E
I=h+h<I=—+_—<=I=F
1+ 1o R1+R2

1,
R Ry

1 p—
Req

N

On pose alors Req la résistance équivalente a Ry et Ry en
paralléle tel que :

1 1 1
E = Reql avec e R + Ry
= | I

On généralise 'association de résistances en paralléle par une résistance équivalente de valeur Rqq tel que :

N o
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[Exemple : Circuit a une mallle
L
U

[Exemple : Résistance équivalente}

Soit le circuit suivant :

On cherche U sans forcément calculer I :

3R
= F
R+2R+ 3R

soit U = E/2

( > R
— 2R
2 m
On doit alors procéder étape par étape : Soit Req = TR/5
,_[Pont diviseur de courant} N
On considére le circuit composé d’'un générateur idéal de courant I avec deux résistances en paralléles :
1
Ry b
On cherche I5 en fonction de I, Ry et Ry. On applique la loi des noeuds :
U Ry
I=L+1I or I =— et U=Roly = |l =—"1
1+ 12 =R 212 2= Rt R
,_(Deﬁnition : Résistance d’entrée] .
Un appareil qui vient se brancher a un circuit peut per- 1.
turber le circuit (changer la valeur des courants et ten- g
sions). Circuit U. appareil

Pour prévoir cet impact on modélise une résistance d’en-
trée. On définit la résistance d’entrée par :

Ue
RE—I—e

.

Propriété : Ampéremétre non idéal]

"

On modélise un ampéremétre non idéal par ’association en série d’une résistance d’entrée et un ampéremétre idéal.

Propriété : Voltmétre non idéal]

"

On modélise un voltmétre non idéal par 'association en paralléle d’une résistance d’entrée et d’un voltmétre idéal.

,_[Deﬁnition : Résistance de sortie]

.

La résistance de sortie d’un dipdle générateur correspond & sa résistance interne dans le modéle de Thévenin.

{Remarque : Ordre de grandeur}

e Résistance d’entrée d’un oscilloscope ou d’un multimétre en position voltmétre : R, ~ 1 MQ

Résistance d’entrée d’'un multimétre en position ampéremétre : R, ~ 1)

e Résistance de sortie d’un générateur de fonction : R, ~ 502

e Résistance du corps humain avec peau séche :

R~ 2KkQ

10
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Signaux 2 : Circuits linéaires du premier ordre

1 Généralités :

{Remarque : Contexte}

Dans ce chapitre on s’intéresse aux phénomeénes transitoires dans les circuits électroniques. On se contentera de I’étude
de circuits simple linéaire d’ordre 1, on reste dans le cadre de ’ARQS, c’est-a-dire que ces phénoménres transitoire n’ont
rien a voir avec la propagation d’ondes dans le circuit !

N

/_[Propriété : Le condensateur]

C’est un dipdle linéaire composé de deux plaques conductrices séparées par un isolant. Sous ’effet d’un champ électrique
(d’une tension) les porteurs de charges (les électrons) s’accumulent sur une plaque et "chargent" le condensateur. Cette
accumulation de charge fait apparaitre un courant.

. du(t C
i(t)=C dEﬁ ) i(t) q(t) = Cu(t)
ot C est la capacité du condensateur ol ¢ est la charge positive stockée
exprimée en farad (F) T sur I’armature d’entrée du condensateur

Le condensateur est capable de stocker de 1’énergie puis de la fournir au circuit plus tard, I’énergie stockée dans le

condensateur s’exprime :

8 = %Czﬂ (t)

. J

/_[Propriété : La bobine]

C’est un enroulement de fil parcourut par un courant. La tension aux bornes d’une bobine s’exprime :

di(t
ult) = L% ity L
ou L est I'inductance de la bobine
exprimée en henry (H) e —

La bobine est capable de stocker de l’énergie puis de la fournir au circuit plus tard, I’énergie stockée dans la bobine
s’exprime :

1.
g’b = iL’LQ(t)

. J

/_[Propriété : Dimensions d’une capacité et d’une inductance]

Soit i = C% I = [CluT™! = [C] =TI/[u] Soit u = L% Du) = [LIT' = [L] = T[u]I!
avec [u] = ML?*T=3I71 on a [C] = I?°T*M~1L~2 avec [u] = ML?*T3I71 on a [L] = ML*T~2[2

[Remarque : Ordre de grandeur}

e C ~ 1nF a 1000nF;
o L ~1mF & 1000 mF.

Propriété : Comportement en régime permanent}

Lorsqu’on se place en régime permanent, toutes les grandeurs sont constantes par rapport au temps, donc :
e Pour une bobine : ur(t) = 0 Viy, ce qui est équivalent a un fil;
e Pour un condensateur : i¢(t) = 0 Vue ce qui est équivalent & un interrupteur ouvert.

En régime permanent on peut étudier les valeurs des courant et tensions en étudiant le circuit équivalent ot on remplace
les condensateur par des interrupteur ouvert et les bobines par des fils.

- e —

. J

Definition : Réponse a un échelon de tension}

11
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On branche en série un générateur idéal de f.e.m. e(t) indépendante du
temps, un interrupteur, un résistor de résistance R et un condensateur

de capacité C initialement déchargé.

A linstant ¢ = 0, on ferme I'interrupteur. De cette facon on a e(t) qui ET

est de la forme : Circuit
0Opourt<0
ewy=4 "
Epourt>0

On étudie alors dans un premier temps la réponse du circuit & un échelon de tension en mesurant une tension u(t) aux
bornes d’un dipoéle ou le courant i(t) le traversant.

[Exemple : Régime permanent}

Soit le circuit suivant : Soit le circuit suivant :

En régime permanent on a :

ET | R R Tuoo:O

On peut alors appliquer le pont diviseur de tension car On a alors :
le courant est le méme dans toute la maille :

ER_E . _E oo =
2R~ 2 *© " 92R o

,_[Deﬁnition : Equation différentielle d’ordre 1}

Uso =

£
R

du
Une équation différentielle d’ordre 1, est une équation qui méle une fonction u(t) et sa dérivée temporelle T On
retiendra la forme canonique de I’équation différentielle d’ordre 1 :

du  u(t)  us

dt T T
ou le terme & droite de 1’égalité est appelé second membre.
La solution se met sous la forme :  u(t) = up(t) + up(t)

e avec up(t) solution de I’équation différentielle homogeéne :

d t _t
dun | wnl _ o ) = Ae
dt T

avec A € R, une constante a déterminer appelée constante d’intégration.

e ou u,(t) est appelé solution particuliére de I’équation différentielle. Dans le cas particulier ot le second membre

est constant : d
U, U U
u:Ctez 7p:7oo:>u =Uu
P At + T T P i

. J

Démonstration : Solution équation différentielle d’ordre 1}

On commence par démontrer la forme de la solution de ’équation homogéne.

duy, uh(t) duy, uh(t)
h -0 ZSh
a7 A T
dup(t) _ o dt . /uh(t) iduh _ /t —ldt
up(t) T un (t=0) Uh o T
un(t) t t
In—2) = t) = up(t =0 —
nuh(t: ] T:>uh() up( )exp( 7_)

On pose alors uy(t = 0) = A la constante d’intégration et on obtient la solution de ’équation homogeéne.

. J

12
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[Deﬁnition : Condition initiale]

Pour obtenir la solution au probléme posé on doit trouver la valeur de la constante d’intégration A. On obtient A a

partir de la condition initiale :

Remarque :

U(t:O+):U0:A+uoo

Ici u(t) peut étre une tension aux bornes d’un dipole composant le circuit ot un courant i(¢) traversant un dipole du

circuit.

[Deﬁnition : Régime libre}

On parle de régime libre lors de ’étude d’un circuit ou de 1’énergie est
stockée dans un condensateur ou une bobine et & t = 0 on ferme 'inter-
rupteur. Les charges peuvent alors se déplacer dans le circuit et atteindre
un nouveau régime permanent.

Circuit

[Méthode : Etude d’un circuitj

Lorsqu’on a un circuit la méthode de résolution compléte est la suivante :

e Dessiner le circuit équivalent en régime permanent pour connaitre les valeurs des tensions et courants en régime

permanent.

e Utiliser la condition initiale donnée pour connaitre les valeurs des tensions et courant & t = 0.

e Appliquer loi des mailles et ou loi des nceuds pour obtenir ’équation différentielle.

e Mettre ’équation différentielle sous forme canonique et identifier 7.

e Résoudre I'équation différentielle en écrivant u(t) = up (t) + u,(1).

—t/T
e Donner wuy(t) = Ae / avec A une constante d’intégration.
e Chercher une valeur de u, = C'® solution de I'équation différentielle.

e Obtenir la valeur de A avec la condition initiale u(t = 07) = wy.

2 Reéponse a un échelon du circuit RC

[Exemple : Réponse a un échelon de tension}

On branche en série un générateur idéal de f.e.m. e(t) indépendante du temps, un in-
terrupteur, un résistor de résistance R et un condensateur de capacité C' initialement
déchargé.

A Tinstant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur. De cette facon on a e(t) qui est de la
forme :

0 pourt <O
ety=4 °

E pourt >0

On étudie alors dans un premier temps la réponse du circuit a un échelon de tension
en mesurant u(t) ou i(t).

[Remarque : Approche expérimentale}

On observe expérimentalement la courbe suivante :

13
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Propriété : Continuité de I’énergie stockée dans le condensateurj

"

> t

On observe I’évolution de u(t) pendant un certains temps. On appelle cet intervalle de temps le régime transitoire. Puis
on observe I’établissement d’un régime permanent ol la tension cesse d’évoluer.

[Exemple : Régime permanent}

On a le circuit équivalent en régime permanent :

up(t) , up(t)
- io=0

21D & l‘(w) 21D &

L’énergie stockée dans le condensateur est continue au cours du temps.

E1cond(tL - 07) = Econd (t = 0+)

1
Comme on a Eeong = iCu%(t) on a alors ‘uc(t =07)=uc(t=0") ‘

On parle de condensateur initialement déchargé lorsque son énergie stockée initiale est nulle, donc uc(t = 0) = 0.

[Exemple : Conditions initiales]

On a applique la loi des mailles a t = 0" avec u(t =0%) =0

E=ur(t=0")+ult=0")=Ri(t=0") = i(t=0")=E/R

[Exemple : Echelon de tension d’un circuit RC série]

Pour étudier le régime transitoire on doit obtenir I’équation différentielle du circuit. On applique la loi des mailles :
e(t) = uc(t) + ur(t)
D’aprés la loi d’Ohm on a ug(t) = Ri(t), or le courant parcourant le condensateur est également i(t) et s’exprime comme
i(t) = C’%. On obtient alors :
e(t) = u(t) + Rcdg—f(t)
C’est une équation différentielle d’ordre 1 avec second membre. En posant 7 = RC' on peut mettre ’équation sous forme
canonique :

du  u(t) e(t)
P

e(t)

On appelle —= le second membre de 1’équation différentielle.
T

Initiallement le condensateur est déchargé, c’est-a-dire qu’aucunes charges n’est accumulée dedans, et donc son énergie
stockée est nulle. On a alors :
ut=0=0=A+E=0=— A=—-F

On obtient alors : u(t) = E {1 — exp (—tﬂ
pu

14
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En sachant qu’initialement on a : T on peut tracer la courbe.
T

uc(t)

Propriété : Temps caractéristique]

Ici on a 7 = RC, essayons de voir quelle est la dimension de 7 :

[w I
=[R|[C]=—=x=T=T
=Rl =7 x
7 a la dimension d’un temps, ce qui est cohérent avec la forme de I’équation différentielle et on I'appelle temps caracté-
ristique.

A
Remarque :

Dans le cas général, le générateur de tension peut délivrer une tension e(t) qui varie dans le temps, pour ce chapitre on
supposera néanmoins que la tension est constante et stable (e(t) = E = C*).

{Remarque : Ordre de grandeur}

Le régime transitoire a une durée d’ordre de grandeur entre 37 et 57.

[Exemple : Temps de réponse a 95%}

On cherche Vinstant tg; ot la variation de u(t) a atteint 95% de sa valeur finale :

—t95/7'
€

u(tos) — u(0) = 0.95(uee — u(0)) => u(tes) = 0.95F = 0.95FE = E(1 —

soit tgs = 71n(20) ~ 37

Propriété : Bilan de puissance}

On multiplie la loi des mailles par i(¢) pour obtenir un bilan de puissance :
Ei(t) = Ri%(t) + u(t)i(t)

On identifie les différences puissances :

Pa=P;+ Pc
or pour le condensateur :
du dé&.

"

Propriété : Bilan d’énergie lors de la charge]

On fait I'intégrale du bilan de puissance entre 'instant t = 0 et t — 400 :
Aée = A5+ Aée
avec Aég = EC(us — u(0))
)

avec Aéo = %C(ugo —u2(0))

On en déduit alors A&y =

"

CE? I'¢énergie dissipée par effet joule lors de la charge compléte.

1
2

15
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[Méthode : Bilan énergétique}

e Appliquer la loi des mailles au circuit ;
e multiplier par le courant délivré par le générateur i(t) ;

e utiliser les deux propriétés du condensateur ou de la bobine :

. duc diL
Zc(t) = CW ou 'LLL(t) = LE
e Intégrer entre t =0 et t — +00;

e Identifier I’énergie fournie par le générateur, I’énergie dissipée par effet Joule et 1’énergie stockée dans le conden-
sateur ou la bobine.

3 Reégime libre d’un circuit RC

[Exemple : Régime libre}

ity &
On étudie maintenant le circuit suivant ou le condensateur est initiallement chargé »—:’—
avec une tension initiale u(0) = E. A t = 0 on ferme l'interrupteur.
En régime permanent on a : uy, = 0. c—— Iu(t)
La condition initiale nous donne rapidement : u(0) + Ri(0") = 0 = 4(0") = E/R T

[Exemple : Equation différentielle en fonction du courantj

On cherche 'équation différentielle vérifiée par i(¢). On applique la loi des mailles puis on dérive :

du di i di di ¢
u(t) + Ri(t) = 0 = 7 +Rdt O=>C+Rdt 0= 5 +_=0
On a alors une équation différentielle homogene de solution : i(t) = Aeit/T
E -t/r
En utilisant la condition initiale on a : i(t) = R¢ Y
On peut alors tracer la courbe sachant que i(t =07) = 0!

£i(t)

[Exemple : Temps de réponse a 99%}

On cherche V'instant tg9 ot la variation de i(t) & atteint 99% de sa valeur finale :

0.1F E, —tgg/7
7:7(6 tog/ )

i(tog) = i(0) = 0.99(ine — i(0)) = iteo) = 0.01E/R = ~2= = &

soit tgg = 71n(100) ~ 4,67

[Exemple : Bilan énergétique lors de la décharge}

On applique la loi des mailles au circuit et on multiplie par i(t) :
u(t) + Ri(t) = 0 = u(t)i(t) + Ri*(t) =0
On intégre entre t = 0 et t — +00 :

1
bc(+00) = Ec(0) + ASy = 0= Ay = SCE

16
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4 Circuit RL

[Méthode : Obtenir ’équation différentielle du circuit}

e Appliquer la loi des mailles;

Appliquer la loi d’Ohm;

Si le circuit posséde une seconde maille, appliquer la loi des noeuds;;

Appliquer la propriété de la bobine :

diy,
ur(t) = L—
) =L,
e Mettre ’équation différentielle sous forme canonique.
[Exemple : Echelon de tension d’un circuit RL série]
On branche en série un générateur idéal de f.e.m. e(t) indépendante du temps, un ) R
interrupteur, un résistor de résistance R et une bobine d’inductance L initialement i) I:I
déchargée.
A Tinstant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur. De cette fagon on a e(t) qui est de la
forme :
0 pourt <0 L% ur ()
e(t) =
E pourt >0 E TC)
On étudie alors dans un premier temps la réponse du circuit & un échelon de tension.

[Exemple : Etude du régime transitoire]

Pour étudier le régime transitoire on doit obtenir 1’équation différentielle du circuit. On applique la loi des mailles :
e(t) = ur(t) + ur(t)

di
D’aprés la loi d’0Ohm on a ug(t) = Ri(t), or la tension aux bornes d’une bobine est ur (t) = Ld—i, on obtient alors :

) di
e(t) = Ri(t) + La(t)

L
C’est une équation différentielle d’ordre 1 avec second membre. En posant 7 = = on peut mettre ’équation sous forme

canonique :

di (1) _ elt)

dt T Rt

La solution de cette équation différentielle d’ordre 1 est :

i(t)=Ae 7 +

RIGY

==

Propriété : Continuité de I’énergie stockée dans la bobine}

L’énergie stockée dans la bobine est continue au cours du temps.

Ebob(t = 07) = Ebob(t = 0+)

1
Comme on a Eyop, = §Lz% (t) on a alors

lin(t=0") =ir(t=0")]

On parle de condensateur initialement déchargé lorsque son énergie stockée initiale est nulle, donc i, (¢t = 0) = 0.

[Exemple : Utilisation de la condition initiale}

Comme I’équation différentielle est d’ordre 1, on a une seule constante d’intégration et il nous faut une condition initiale.
1
L’énergie stockée dans la bobine est continue au cours du temps. Comme on a Ejp,, = ELF (t) on a alors continuité de

i(t). On utilise alors comme condition initiale i(t = 0).

17
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Initiallement la bobine est déchargée, c’est-a-dire son énergie stockée est nulle. On a alors :

E E
i(t=0)=0=A+— =0=

E _t
On obtient alors : i(t) = & [1 —e T}

En sachant qu’initialement on a : TR on peut tracer la courbe.
RT

5 Capacité numérique : Méthode d’Euler

Definition : Méthode d’Euler explicite]

La méthode d’Euler est une méthode itérative qui calcule numériquement une solution approchée de ’équation différen-

tielle :
dy

dt
On utilise ’expression approchée de la dérivée suivante :

dy .« y(t+dt) —y(t)
art= 5t

(t) = F(y(t),t) avect€ [t;,ty] ety(ty)=uy

On peut alors construire les suites de N nombres suivantes :
ty — 1
ot =ty +kxdtavecke[0;N—1]et 6t=ﬁ

® Y1 =Y+ Fyy, tx) X 6t avec yo = y;

Les N couples de points (tg, yx) représentent les coordonnées des N points approchés de la courbe y(t).

. J

Propriété : Capcité numeérique 1]

N

Mettre en ceuvre la méthode d’Euler & I'aide de python pour simuler la réponse d’un systéme linéaire du premier ordre
4 une excitation de forme quelconque.

" J

Propriété : Créaction fonction Euler]

N

On cherche a définir une nouvelle fonction python qui prendra en paramétre y;, t;, ty, F' les paramétres mathématiques
et N le parameétre numérique.

1 import numpy as np

2 def Euler(y0,t0,tf,F,N):

3 y=[l

4 dt=(tf—t0)/(N-1)

5 t=[t0+k*dt for k in range(N)]
6 y[0]=y0

7 for k in range(1,N):

8 y[k]=y [k=1]+F(y[k—=1],t[k—1])*dt
9 return t,y

10 def F(y,t):

11 return (e(t)—y)/Tau

18
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Signaux 3 : Circuits linéaires du deuxiéme ordre
Remarque : Contextej

On est toujours sur I'étude des régimes transitoires dans les circuits électroniques. On enrichit dans ce chapitre nos
capacité a résoudre des systémes en abordant 'ordre 2, c’est & dire un mélange de condensateur et de bobine dans un
circuit.

1 Modéle de l'oscillateur harmonique électrique

[Exemple : Description du circuitj

On étudie la circuit LC' série composé d’'un générateur de idéal de tension de f.e.m.
E, d’un interrupteur, d’un condensateur de capacité C' et d’une bobine d’inductance i(

L. >0 —

la bobine et le condensateur sont initialement déchargés, et & ¢ = 0 on ferme l'inté-
rupteur de maniére & avoir :

0 pour t < 0 ET
Epourt >0

e(t) =

[Exemple : Equation diﬁ'érentielle]

On applique la loi des mailles on a alors :

di
e(t) =urp(t) + uc(t) or:ur(t) = Ld—i
di d
e(t) = Ld% +uc(t) or : i(t) = 0%
d2uc
e(t) = LC e + uc(t)
. 1 : s . .
Soit avec wy = Ic et uceq = £ on obtient I’équation sous forme canonique :
dZuc

- T whuo(t) =wiucs

[Deﬁnition : Oscillateur harmonique (OH)]

On appelle oscillateur harmonique un systéme dont la grandeur u satisfait ’équation différentielle d’ordre 2 :

d*u 9 9
Pl + Wyt = Wylleo

avec wy la pulsation propre du systéme en rad -s—!.

/_[Propriété : Solution de I’équation d’un OH]

La solution de cette équation différentielle peut se mettre sous la forme suivante :
u(t) = up(t) + up(t)
avec uy(t) solution de I’équation différentielle homogeéne :

d2uh 2
F + Wollhp = 0
et u,(t) solution particuliére de I’équation différentielle.
On retiendra que :
up(t) = Acos(wot) + B sin(wot)

avec (A, B) € R?, deux constantes d’intégration. Pour us, = C* on a u,(t) = e -

‘u(t) = Acos(wopt) + B sin(wot) + oo ‘
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/_[Propriété : Autre forme trigonométrique]

On utilise souvent une autre forme pour exprimer la solution :

‘ u(t) = C cos(wot + ¢) + tso ‘

avec C' € RT appel¢ amplitude de l’oscillation et ¢ € [—; 7| appelé phase initiale.

Grace aux relations mathématiques a connaitre par cceur on obtient :

A= Ccosyp B =—Csing
C=+\VA24 B2
A . -B
cosp = sin ¢ =

VB VB

[Méthode : Calcul de @

Pour connaitre ¢ a partir de cos ¢ et sin ¢ il est recommandé de tracer un cercle trigonométrique :

p Sin Si cos(p) = 0 alors ¢ € [,g; g] on peut alors calculer :
. - tan(p) = —— = tan (2
\ an(p) = — = arctan | —
s o1, LA} v A
) 0 ) oos Si cos(¢) < 0 alors ¢ — 7 € [—g; g] on peut alors calculer :
KR ban(p — 1) = 2 =5 = tn 2
an(p —m) = — p=m —arctan | —

Propriété : Rappel sur les fonctions sin et cos]

N

Pour les fonctions sinusoidales on définit la phase ® comme 'argument de la fonction cos ou sin. L’argument d’une
fonction en physique doit étre sans dimension on a alors :

@] =1

La phase s’exprime généralement en angle radian noté rad.

Si on trace les fonction cos(®) et sin(®) en fonction de ® on obtient :

» | |

cos (D)

sin(®)

Dans notre cas on a ®(t) = wot — ¢

. J

Propriété : Relation pulsation, fréquence, période]

La période d’un signal est la plus petite durée T non nulle de répétition d’un motif tel que :

VteR,s(t+T) =s(t)
La fréquence est définie comme 'inverse de la période, c¢’est un nombre de motif répété par unité de temps et s’exprime
en Hertz (Hz).

La pulsation w correspond & une variation de phase par unité de temps. Son unité est le rad - s~! et on a les relations
avec T et f :
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On a alors par analyse dimensionnelle : [wt] = [¢]

Propriété : Conditions initiales]

Pour résoudre totalement 1’équation différentielle, il est nécessaire de trouver les valeurs des deux constantes d’intégra-
tions. Pour ¢a on utilise les deux conditions initiales :

e La tension aux bornes du condensateur est continue donc : ‘uc(t =0)=ug ‘;

e Le courant qui traverse la bobine est continue donc : | iy (t = 0) =g |

[Exemple : Résolution}

Soit u(t) = Acos(wpt) + Bsin(wet) + E, on a utilise comme condition initiale que u(t = 0) et i(t = 0) :
u0)=0=A+E=0= A=—
i(0)=0= Bwy=0=B=0

Soit u(t) = E(1 — cos(wot))

2 Oscillateur électrique amorti

[Exemple : Description du circuit}

On étudie la circuit RLC' série composé d’'un générateur de idéal de tension 7 L

de f.eem. E, d’un interrupteur, d’une résistance R, d’'un condensateur de ca-

pacité C' et d’une bobine d’inductance L. La bobine et le condensateur sont (G Iu(t)
initialement déchargés, et & ¢ = 0 on ferme l'interrupteur. ET

[Exemple : Equation différentielle]

On applique la loi des mailles on a alors :

&
e(t) = ur(t) +ur(t) +u(t) or : ur(t) = Ld—z
. de ) du
e(t) = Ri(t) + La + u(t) or:i(t) = Ca
duc d uc
—+L t
e(t) = RC % Cdt2 +uc(t)
Soit = L =F t)\—R btient 1'é ti fi i :
oit avec wo = |/ 7, Uoo = E et A = 7 on obtient I'équation sous forme canonique :
d*u
Qe T 2)‘7 + wiu(t) = Wytle

Il existe une deuxiéme forme canonique de I’équation différentielle linéaire d’ordre 2 :

d’u wo du

w T o@

+ wiu(t) = wWatie

1 /L
Avec Q = =V le facteur de qualité et A le coefficient d’amortissement.

,_[Deﬁnition : Equation différentielle d’ordre 2} .

du
On appelle équation différentielle d’ordre 2 une équation qui relie une fonction u(t), sa dérivée temporelle T et sa

2
u
dérivée temporelle seconde ——. On retiendra les deux formes canoniques de I'équation différentielle d’ordre 2 :

du+w0du+ 9 d*u
Wit = wite | ou
Qdt 0 0 a2

+ 2w0§ —|— Wit = Wit
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I T i e i i o
La solution se met sous la forme :
u(t) = up(t) + up(t)

avec up (t) solution de I’équation différentielle homogene :

dPup wo duy, 9
>0 2% -0
a2 + 0 dat + woup

et u,(t) solution particuliére de I’équation différentielle.

Pour o, = C* on a uy(t) = too.

. J

3 Reégime apériodique

/_[Propriété : Régime apériodique]

1
Dans le cas ou QQ < 3 le régime est dit alors apériodique on a alors la solution homogéne qui est :

,‘2"’70t
up(t) =e 7 [Ach (Qt) + Bsh (Qt)] avec |Q=wpy/—5 —1| et (A, B)cR?

[Exemple : Cas apériodique de réponse a un échelonj

Si on consideére le circuit RLC série avec une bobine et un condensateur initialement déchargés, on obtient la solution
suivante dans le cas apériodique :

E/\u(t)

ke 0]

- E
uc(t)=E —e *°

V1 —4Q2

" Beh (1) + sh (Q1)

N

/_[Démonstration : Solution apériodique]

Pour trouver la solution homogeéne on cherche des solutions de la forme u(t) = A exp(rt), on doit alors résoudre I’équation
caractéristique de I’équation différentielle homogéne :

wo
Q

Pour résoudre cette équation et trouver les racines on calcule le déterminant :

o (3) s

1 . . ..
Dans le cas ot A > 0 et ol Q < 2 on a les racines de I’équation caractéristiques :

r? + r—i—wg:O

wo 1 wo
=—— ——1=——+4+0Q
1 2Q+w0 107 2Q+
wo 1 wo
=—— - ——1l=——-—-0Q
T T Va2 2Q
_ Y0y

t t ot —Qt
On a alors la solution homogeéne qui est  wup(t) = A’ +Be = (Ae + Be )

On peut mettre cette solution sous une autre forme en utilisant les fonctions hyperboliques, on utilise ¢ =ch (z)+sh(z) :

_2“’7075
ut)=e “° | (A+ B)ch (Qt) + (A — B)sh () avec | = wy %—1
—— ~—— 4Q
A B
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[Exemple : Détermination de A et BJ

On considére que la bobine et le condensateur sont initialement déchargés soit i(0) =0 et u(0) =0 :

wot

u(t) =e “° [Ach(Qt) + Bsh(Qt)] + E

u(0)=0=A+F=— A=-F

du  wp -5
- —E(u(t) — F) + Qe (Ash (92t) + Bch (§2t))
du, = wo _ wob

4 Reégime critique

Propriété : Régime critique}

1
Dans le cas ou QQ = 3 le régime est dit alors critique on a alors la solution homogéne qui est :

“o

un(t) = (A+ Bt)e '

avec (A, B) € R?,

" J

[Exemple : Cas critique de réponse a un échelon}

Si on considére le circuit RLC série avec une bobine et un condensateur initialement déchargés, on obtient la solution

suivante dans le cas critique :
W)= E—F (14200
U =F - — e
c 20

Au(?)

N

/_[Démonstration : Solution critique}

Pour trouver la solution homogeéne on cherche des solutions de la forme u(t) = A exp(rt), on doit alors résoudre I’équation
caractéristique de I’équation différentielle homogéne :

wo
Q

Pour résoudre cette équation et trouver les racines on calcule le déterminant :

ORI

1
Dans le cas ot A =0et ou Q = ok on a la racine double de I’équation caractéristiques :

r? 4+ r—l—wg:O

wo

20

To =

On a alors la solution homogéne qui est :
wo

un(t) = (A+ Bt)e ¢
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[Exemple : Calcul de A et BJ

—Wwo d
Soit u(t) = u(t) = E + (A + Bt)e tawmu@):Oai@):0dmma%m):O:

wW0)=0=FE+A=>A=—E

d —w
ditl = (B — Awg — woBt)e of

du

E(O):OZB—AWOZB:—EWO

5 Régime pseudo-périodique

Propriété : Régime pseudo—périodique] .
1
Dans le cas ou Q > o le régime est dit alors pseudo-périodique on a alors la solution homogéne qui est :
,%t
up(t) =e [A cos (wt) + Bsin (wt)]
1 A 5
avec |w = wp lerg et (4, B) € R

[Exemple : Cas pseudo-périodique de réponse & un échelon}

Si on considére le circuit RLC série avec une bobine et un condensateur initialement déchargés, on obtient la solution
suivante dans le cas pseudo-périodique :

1Q% — 1

E cos (wt) + _r sin (wt)]

VY

Démonstration : Solution pseudo-périodique] .

Pour trouver la solution homogeéne on cherche des solutions de la forme u(t) = A exp(rt), on doit alors résoudre I’équation
caractéristique de I’équation différentielle homogéne :

wo

Q

Pour résoudre cette équation et trouver les racines on calcule le déterminant :

o () =

r? 4+ r—l—wg:O
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1 . . .
Dans le cas ot A < 0 et o1 @ > =, on a les racines de ’équation caractéristiques :

2
wo _l2 1
_64—] wo(4_622> wo
= 5 =—35 "I woy /1 TQQ ——+
wo 2 1
7_6_‘7 wo(4_622> wo 1 1 wo
2= 2 T g 0 12~ 7 20

On a alors la solution homogeéne qui est :
t t —53t jwt —jwt
un(t) = A + Be™ =e ° (Aew +Be )

On peut mettre cette solution sous une autre forme en utilisant les fonctions hyperboliques, on utilise ¢’ = cos(z) +
jsin(zx) :

Y04

ult)=e *° | (A+ B)cos(wt) + j(A — B)sin (wt)
A B’

On peut alors renomer les constantes A’ = A+ B et B’ = j(A — B) et alors :

u(t)=e *° (A’ cos(wt) + B’ sin (wt))

wo 4

avec |w =wo4/1 — —

" J

6 Exemples et remarques

[Méthode : Résolution d’un circuit linéaire d’ordre 2]

e Utiliser le circuit équivalent en régime permanent pour prévoir les valeurs des tensions et courant lors du régime
permanent.

e Utiliser la loi des mailles et la loi des noeuds ainsi que les conditions initiales pour connaitre les valeurs initiales
des différentes tensions et courants.

e Appliquer la loi des mailles et la loi des noeuds pour obtenir I’équation différentielle demandée.
e Mettre ’équation différentielle sous forme canonique et identifier wy et Q.

e Calculer le discriminant de ’équation caractéristique et les racines. En déduire le régime et proposer la forme de
la solution homogéne adéquate.

[Remarque : Durée du régime transitoire]

w
On évalue la durée du régime transitoire grace a I’exponentielle décroissante exp (2515) , on peut alors dire que 'ordre

de grandeur du régime transistoire Tg est :
Tg ~ 1OQ
wo

[Remarque : Analogie oscillateur électrique/ mécaniquej

On a l'analogie entre les grandeurs suivantes :

Grandeurs électriques || E | ¢(t) | L

Grandeurs mécaniques || Fy | z(t) | m

~lHQ

25



Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

26



Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

Signaux 4 : Régime des oscillations forcées et filtre d’ordre 1
TRemarque 2 Contextej

On s’intéresse dans ce chapitre au cas ot le second membre d’une équation différentielle n’est pas constant. On s’intéresse
ici & un cas particulier trés simple et trés utile en maths et en physique, ’excitation sinusoidale. On se contentera dans
un premier temps d’étudier des circuits linéaire d’ordre 1.

1 Reégime sinusoidal forcé :

[Exemple : Excitation sinuso'fdale}

On étudie la circuit RC' série composé d’un générateur basse fréquence de ten-

sion de f.e.m. e(t), d’un interrupteur, d’une résistance R et d’un condensateur i(t)
de capacité C. K R
Le condensateur est initialement déchargé, et & t = 0 on ferme Uinterrupteur
de maniére & avoir : C——|s(t)
E,, cos(wt) pour t > 0 e(t) T
e(t) =
0 pourt <0

d d?
On applique la loi des mailles on a alors : e(t) = RC % + LC d:fzc

+ uc(t) On a alors I’équation différentielle sous

forme canonique suivante :

ds s E,,
o + e cos(wt)

On a alors s(t) = sp(t) + sp(t) avec sp(t) la solution homogéne et s,(t) la solution particuliére.

[Exemple : Régime transitoirej

t

On sait que s;(t) = Ae ~ donc on obtient : s(t) = Ae ~ + s,(t)
Or au bout d’une durée de l'ordre de 57 On sait que s;(t) ~ 0 donc on aura : s(t) = s,(t)

Lors d’un régime sinusoidal forcé, la durée de l'observation est forcément supérieure a plusieurs 7. On cherche donc
simplement a connaitre la réponse en régime permanent.

[Deﬁnition : Régime sinusoidal forcé}

On appelle régime sinusoidal forcé la réponse en régime permanent & une excitation sinusoidale d’un systéme. Cette
réponse correspond & la solution particuliére de ’équation différentielle du systéme, de forme sinusoidale et de méme
fréquence que l'excitation.

5(t) = Sm(w) cos(wt — p(w))

Ici Pamplitude de la réponse S,,(w) et sont retard de phase ¢(w) dépendent de la pulsation de lexcitation w.

[Exemple : Régime permanent}

On a alors les expressions suivantes :

5(t) = Sm(w) cos(wt — p(w))

ds .
pri —wSp (w) sin(wt — p(w))
L . . . ds s E,,
et on intégre dans ’équation canonique : T + — = — cos(wt)
T T

Sm (w)

Sm(w) [A(w) cos(wt — p(w)) — B(w) sin(wt — p(w))] = E,, cos(wt)

—wSm(w) sin(wt — p(w)) +

cos(wt — p(w)) = ]%m cos(wt)

Avec A(w) =1 et B(w) = 7w. On sait qu’une fonction de cette forme pouvait aussi se mettre sous la forme :
A(w) cos(P(w)) — B(w) sin(®(w)) = C(w) cos(P(w) + p(w))
avec C'(w) = \/A%(w) + B%(w) et (w) = arctan (Tw). Ici on a ®(w) = wt — p(w) :

S (W) 1+ (Tw)? cos(wt —p(w) + 1h(w)) = w2 E,, cos(wt)
—_—

=Enm =0
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On en déduit donc : P
S (W) = ——e et ©o(w) = arctan(Tw)

Vit o

On sait résoudre ce probléme, mais c’est long et assez dur.

Definition : L’amplitude complexe]

On utilise une méthode trés classique en mathématiques pour résoudre des équations différentielles. Comme les équations
différentielles que nous étudions sont linéaires, on définit pour une tension u(t) = Up, cos(wt + ¢) et un courant i(t) =
I, cos(wt + ) :

u(t) = Re(u(t)) avec : u(t) = Ume. = Uime.
i(t) = Re(i(t)) avec : i(t) = Ie
avec U, et I,, les amplitudes réelles du courant et de la tension, et Uy, et I,,, les amplitudes complexes. et on a :

p=argUy, et ¢ =arg l,,

[Remarque : La notation complexe]

En physique, on note le nombre imaginaire pure j tel que j2 = —1 pour ne pas confondre avec i I'intensité du courant.
On note les nombre complexe en souligné : u, i, ...

La loi des mailles, la loi des noeuds et les ponts diviseurs de tension et de courant sont toujours valable en notation
complexe.

,_[Propriété : Equation différentielle complexe}

On utilise les définitions du courant complexe et des tensions complexes suivantes :

j(wt— jwt
s(t) = Ze (s(t)) avec : s(t) = Sme](w 7 iegw
j(wt
De la méme maniére on a : e(t) = Ze (e(t)) avec : e(t) = Eme](w
L’équation différentielle réelle devient alors :
ds s FE,, ds s e
dt+7' TCOS(UJ) 6<t+7’ T)
s U S ds s e
On étudie alors I’équation différentielle : — + = = =
dt 7 71
Propriété : Dérivation d’une grandeur complexe] .
d j(wi— d"
On peut alors calculer les dérivées suivantes : d—; = ijme](w 7 jws(t) On retiendra : ﬁ = (jw)"s
[Exemple : Résolution en complexe]
L’équation différentielle complexe peut alors se simplifier :
ds S ot 1 e e
— === |jwt - |s=="<—=s=——
dt 7 71 J T~ T - 14w
On obtient alors deux égalités, I’égalité de module et 1'égalité d’argument :
En ,
[s| = S = ————= et args =wt — p = arge — arg 1 + j7w = @ = arctan(rw)

T+ (P

[Remarque : La puissance}
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On définit la puissance instantanée comme :

P(t) = u(t)i(t) = Be (u(t)) x Re (i(t)) # Re (u x i) 11111

Il faut toujours calculer la puissance & partir des grandeurs réelles!

2  FEtude d’un circuit :

/_[Deﬁnition : Impédance]

.

On définit alors Z, 'impédance complexe du dipole comme le rapport :

()
t)

IS

Z:

I
—~

L’impédance complexe peut se mettre sous forme algébrique :

Z(w) = R(w) + jX(w)

En régime permanent pour un dipole linéaire, on peut relier la relation entre la tension complexe u(t) a ses bornes en
convention récepteur, et 'intensité complexe du courant i(¢) qui traverse le dipole.

La partie réelle de 'impédance complexe est appelée résistance du dipole R(w), la partie imaginaire de I'impédance
complexe est appelée réactance du dipole X (w).

N

Propriété : Impédances a connaitre}

Pour une résistance on a :

On a alors Zp = R.

.

Pour une bobine on a :

di

t)=L—
ur(t) =L
ds

= L—=
= jLwi

On aalors : Z; = jLw

Pour un condensateur on a :

) duc
=4
LN dug
=0

= jCuuc(t)

1
O lors : Zpo = ——
n a alors : Z, Cw

N

/_[Propriété : Comportement haute fréquence/basse fréquence}

On peut faire 'approximation du comportement du condensateur dans la limite des hautes fréquences (lorsque w — +00)
et des basses fréquences (lorsque w — 0).

Zo| — +oo
En basse fréquence : 1Zc

|ZL| —0

‘Zc| —0
En haute fréquence :

‘ZL| — 400

15000 <~

/3000 = — -

Soit un circuit RLC' série, on donne les circuits équivalent en hautes fréquences et basses fréquences :

Hautes fréquences

29

Basses fréquences




Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

[Remarque : Association d’impédances}

Toutes les lois d’associations restent valable en complexe avec les impédances. On peut notamment utiliser le pont
diviseur de tension sur des circuits avec bobine et condensateur. C’est le point fort de la notation complexe.

[Exemple : Circuit RC}

Soit le circuit RC' série suivant, alimenté par un générateur basse fréquence de
f.em : 52

-
e(t) = E,y, cos(wt) II |

En notation complexe on applique le pont diviseur de tension pour obtenir R
directement :

s, = Z e:>s=7§ eT@ p——

T Z +R YT 14 jRCw T
Ou bien : )

R _ jRCwe

— = - _J =
25 T RST 2T 1 jROw

3 Description d’un filtre

,_[Deﬁnition : Fonction de transfert]

On considére un circuit quadripdle avec 2 bornes pour un signal d’entré e(¢) et 2 bornes pour le signal de sortie s(¢).

Ze ;=0
e Filtre H El
J(wt+e)

En RSF e(t) = e’ et s(t) = Spe
avec i3 =0 :

, on définit la fonction de transfert H(w) a la pulsation w en circuit ouvert

et) E  En

On peut alors exprimer le rapport des amplitudes réelle : |[H| = S,,/E,,

ﬁ:

et le déphasage ¢ = arg(H)

,_[Propriété : Représentation graphique]

On définit G(w) = |H| le gain et ¢ = arg H la phase, dont on trace la représentation graphique en fonction de w :

1
Exemple avec H(jw) = 5z avec ¥ = o
1 T T T T ] 0 T T T T

—20

3 Z 40

= 051 |

© > 60
—80

1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
x T

.

/_[Deﬁnition : Diagramme de Bode]

On définit le gain en décibel :
GdB = 2010g(G(w))

On utilise alors le diagramme de Bode pour représenter la variation de I’action d’un filtre en fonction de la fréquence.
Le diagramme de Bode est composé de deux figures, on représente le G5 et le déphasage ¢ en fonction de w en échelle
logarithmique. Une échelle logarithmique est une échelle ol 'augmentation d’une graduation consiste & une multiplication
par 10 de I’abscisse. On a par exemple :

Exemple avec H(jw) =

avec r =
1+ Jx Wref
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0 T T TTTT7] T T TTTT7] T T 11711 T T 1111 0 T T 111171 T T 111771 T T 111171 T 1111
§ 20 |-
_407 RN IR Ll LI L1 il L riiiil il IR
0,01 0,1 1 10 100 %,01 0,1 1 10 100
X x

/_[Propriété : Courbes asymptotiques}

N

Dans une zone de fréquence ot la courbe d’amplitude du diagramme de Bode est quasiment rectiligne, de pente p en
dB/décade, le gain du filtre G(w) est quasiment proportionnel & w?.

N

/_[Propriété : Domaine dérivateur}

Un filtre se comporte comme un dérivateur dans un domaine de pulsation sur lequel la courbe d’amplitude a une pende
de +20dB/dec.

/_[Propriété : Domaine intégrateur}

N

Un filtre se comporte comme un intégrateur dans un domaine de pulsation sur lequel la courbe d’amplitude a une pende
de -20dB/dec.

/_(Deﬁnition : Pulsation de coupure}

On définit conventionnellement la pulsation de coupure w. du filtre comme :

Gmax
V2

. J

G(w.) =

< GdB (wc) = Gdb,max —3dB

4 Filtre passe-bas d’ordre 1

,_(Deﬁnition : Passe-bas d’ordre 1)

H
La forme canonique d’un filtre passe-bas d’ordre 1 est : H(w) = 0
14+ j1w
. Hy
On peut alors poser = 7w et on obtient : H(z) = -
1+ jx
/_[Propriété : Diagramme de Bode d’un PB d’ordre 1} N
On calcule les asymptotes du diagramme de Bode du filtre :
e z — 0 alors Gyp ~ 20log(Hy) et p = 0;
e r — +o00 alors Gy =~ 20log(Hy) — 201og(z) et p ~ —g.
On trace alors le diagramme de Bode et ses asymptotes :
TTTTTT TTTTTT TTTTTT T TTTTT T TTTT T T TTTT0 T TTTTI T TTTTI T TTTTI T TTTTI T TTTTI T T TTTTT
0 =5 i 0 i
—~ _20 [ —~
2 E
~— = _
3 £
O —40 S
m
—60 - _ZL
T I N 1 A A R 1 A A1 AR 2 I 1 1 A A O 111 N A WA A
0,001 0,01 0,1 1 10 100 1.000 0,001 0,01 0,1 1 10 100  1.000
T x

Pour cette fonction de transfert 'amplitude du signal de sortie est du méme ordre de grandeur que 'amplitude du signal
d’entrée en basse fréquence. Elle est atténuée en haute fréquence. On appelle alors ce filtre un filtre passe-bas.
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/_[Propriété : Caractére intégrateur]

How w
Lorssque w > w,. on a |H| ~ ‘ 0*cl ot P —g = arg 0™ on peut alors faire 'approximation en haute fréquence :
Jw Jw
H ~ wCHO
i1 I
or une fonction de transfert de la forme :
Hyw s ds(t
B==0=:= d(t) = Howee(t)

On a alors le signal s(t) qui correspond au signal e(t) intégré au cours du temps. On dit que le filtre présente un caractére
intégrateur en haute fréquence.

[Exemple : Circuit PB d’ordre 1}

eT " C::Is eT R| ||s

5 Filtre passe-haut d’ordre 1

,_[Deﬁnition : Passe-haut d’ordre 1]

Hyjrw
La forme canonique d’un filtre passe-haut d’ordre 1 est : H(w) = L,T
14+ j7w
. Ho_]ir
On peut alors poser © = Tw et on obtient : H(z) = ——
1+ jz
/_[Propriété : Diagramme de Bode d’un PH d’ordre 1] .
On calcule les asymptotes du diagramme de Bode du filtre :
s
e z — 0 alors Gyp ~ 20log(Hy) + 20log(z) et ¢ ~ 5
o © — +00 alors Ggp ~ 20log(Hyp) et ¢ = 0.
On trace alors le diagramme de Bode et ses asymptotes :
T T TTTITT T T TTTITT T T TTTITT T T TTTITT T T TTTITT T 1 TTTTT 7-(- T T TTTITT T T TTTITT T T TTTITT T T TTTTT T T TTTTT T T TTTTT
0 ///— —- 5 i
a —20 - =
A g
~— ,'.5 ™
3 £
O —40} m S
—60 i 0
T A 11 O N R A 1 1 N N 1 A AR 1
0,001 0,01 0,1 1 10 100  1.000 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1.000
T x
Pour cette fonction de transfert 'amplitude du signal de sortie est du méme ordre de grandeur que I'amplitude du signal
d’entrée en haute fréquence. Elle est atténuée en basse fréquence. On appelle alors ce filtre un filtre passe-haut.
Propriété : Caractére dérivateur} 8
LW T Hyjw .5 . . .
Lorssque w < w. on a [H| =~ |Hyj—| et ¢ = 5= arg on peut alors faire "approximation en haute fréquence :
wC (&
jw H
H~ J 0
We
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or une fonction de transfert de la forme :

_ JwHy B @de

—§<:>s(t) —
e w, dt

H

We

On a alors le signal s(t) qui correspond au signal e(t) dérivé au cours du temps. On dit que le filtre présente un caractére
dérivateur en basse fréquence.

.

/_[Propriété : Pulsation de coupure} N

1
L’intersection des deux asymptotes se fait & se qu’on appelle la pulsation de coupure w. = — pour x. = 1. La pulsation
T

de coupure sépare les deux régimes, le régime des basses fréquences et des hautes fréquences.

"

[Exemple : Circuit PH ordre 1]

eT ¢ R s eT LS |s

[Méthode : Etude d’un ﬁltre}

e Utiliser les circuits équivalents en HF et BF pour prévoir la nature du filtre.

e Appliquer le pont diviseur de tension et éventuellement calculer une impédance équivalente pour obtenir la fonction
de transfert.

e Mettre la fonction de transfert sous forme canonique en factorisant pour obtenir 1 + ... au dénominateur.
e Calculer la pulsation de coupure.
e Calculer les équations des asymptotes du diagramme de Bode (Gap et ).

e Tracer le diagramme de Bode asymptotique, préciser les pentes des asymptotes et les valeurs a l'intersection entre
les asymptotes.

6 Influence du circuit

Definition : Impédance de sortie/entrée d’un ﬁltre} .
Soit un filtre modélisé par un quadripdle :
i, i
+ +
€ Filtre 8

On peut modéliser le quadripdle comme deux circuits :

€
On définit alors :
L’impédance d’entrée du filtre : La fonction de transfert du filtre a L’impédance de sortie du filtre :
vide (i, = 0) :
z,=% =2 g, = iTfxe
1 € Ls

Le
En dehors de la fonction de transfert, les expressions de Z, et Z, dépendent forcément des composant branché aprés le
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filtre car ils dépendent des courants.

Propriété : Mise en cascade de ﬁltres}

On considére la mise en cascade de deux filtres :

(5 11 Le2 152
—— > > >

1

Filtre 1 81 Filtre 1 82

En définissant les fonctions de transfert H, et H, pour i¢,; = 0 et i, = 0 on obtient la modélisation suivante :

)

|

En observant qu’on a forcément i ,; = i, on obtient alors rapidement :

YA 1
s;,=H, xe =5l X H xe=H, xex —
s =H Hoxe=thxex |7z,

“e2

a Zsl +Ze2

Zsl

Sitg =0, on a également : s, = Hys; Si

< 1. On peut alors obtenir : s, = Hy x H; X e
Le2
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Signaux 5 : Filtres d’ordre 2 et résonance

1 Modéles de filtres d’ordre 2

,_[Deﬁnition : Passe-bas d’ordre 2]

H H
La forme canonique d’un filtre passe-bas d’ordre 2 est : H(w) = - WO — < H(z) = 720 —
1+7Qwo_7w§ 11—z +Jg

/_[Propriété : Diagramme de Bode d’un PB d’ordre 2]

On calcule les asymptotes du diagramme de Bode du filtre :
e w<Kwy:onaGyp~20log(Hpy) et ¢ ~0;
o wy K w:onaGgp~20log(Hy) —40log(z) et p =~ —m.

On trace ensuite le diagramme de Bode et ses asymptotes :

TT T T T T T T T T 1777 T T T T T T T T T T T 17
0
0
= C)
E E
~ =50 < -3
3 £
O S
—100 |-
—7
I T 1 O T O I 11 B A B 1) e At I T 1 T S 111 A R N 1) I e aahi|
0,001 0,01 0,1 1 10 100 1.000 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1.000
X X
2 Passe-bande d’ordre 2
(_[Deﬁnition : Passe-bande d’ordre 2]
H
La forme canonique d’un filtre passe-bande d’ordre 2 est : H(w) = 0
. w W
ol 3)
wo w
H, Hy%%
On peut alors poser z = et on obtient : H(z) = 0 ou H(x) = Q@
— 2 NES
(1 —22+ 0

1
0 0 (x_x>

Propriété : Diagramme de Bode d’un Passe-bande d’ordre 2]

On calcule les asymptotes du diagramme de Bode du filtre :

H
o w<<w010HaGdB%2010g(QO)+2010gwetgom72r;

H,
e Wy <K w:onaGyp~20log (QO> —20logx et p = —z.

2
T T T T T T T T T T T T T T T T 11T T TTTTIT T T T T T T T T T T A e T—TTT]
ol | a Q=0.01 |
2
— Q=10
—20 — @=10
~— E\
g z
= 40| 12 ot
Q =
= ~—
) S
—60 — Q=001
— Q=10
—80 Q=10 N —z |
I 1 A B A Y O W AW} I T A O M A1) B B W AR
0,001 0,01 0,1 1 10 100 1.000 0,001 0,01 0,1 1 10 100  1.000
T xr
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,_[Deﬁnition : Passe-haut d’ordre 2] .

La forme canonique d’un filtre passe-haut d’ordre 2 est :

2
w
(wo) . o —H0132

H(jw) = Hp x 5 = H(jx) = = avec T = —
w LW 1— .%'2 + j—= wWo
1—|— ) +7—= Q
wWo wo®
,_[Propriété : Diagramme de Bode d’un Passe-haut d’ordre 2] .
I‘I()QL‘2

On a alors : |H(x)| = -
(1-a?)?+ &

i:wfarglfx2+j£

et o =arg H = arg —Hyz? —argl —2? + 5
Q Q

En basse fréquence w < wp et r < lona:

H0£L'2

|H ()| ~ — Gap =~ 20log(Hy) + 40log(z) et p ~ 7 —0
N—_——

+40dB/dec

En haute fréquence w > wp et £ > 1 on a :

H0£C2

2 =>Gd3%2010g(H0):C’te et prrT—T=0

On obtient alors le diagramme de Bode suivant :

[ T T 110 T T T mm T T T T T T T T 1111 [ T T T10m T T T T T ITm T T T 0m T T T T 1171
ﬂ' —
0 -
) =
5]
= s0f | £z |
g £
G S
—QQ =0.01 —Q =0.01
—100 — Q=1.0 | — Q=10
Q=10 0H— @=10
Lol L L I || T TTTTr [N T TTTTr T TTTTIr Ll Ll Ll 1 LI
0,001 0,01 0,1 1 10 100  1.000 0,001 0,01 0,1 1 10 100  1.000
x x
[Exemple : Circuits a connaitrej
Circuit passe-bas d’ordre 2 : Circuit passe-haut d’ordre 2 : Circuit passe-bande d’ordre 2 :

eT "’ c::]s eT(E i c}?% . eTé\;C LR .

3 Résonance d’un passe-bande d’ordre 2

Definition : Phénoméne de résonance]

En régime sinusoidal forcé, lorsque ’excitation sinusoidale est d’amplitude constante, si on observe un maximum d’am-
plitude pour une fréquence f,. # 0, on appelle ce phénomeéne la résonance et f,. la fréquence de résonance.

[Exemple : Circuit RLC série]

On étudie un circuit RLC série alimenté par un GBF en régime sinusoidale forcé de f.e.m. e(t) = E,, cos(wt) avec E,
fixé et on fait varier w.
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On souhaite observer I'image de l'intensité du courant dans le circuit, on observe donc la tension ug(t) = Ri(t). On

calcule alors :

up(t) = i e= fie
T RYZitZe Ryjres L
jCw
. w
jRCwe jw0Q§

:1—LCW2+jRCw_1 <w>2

_1—|—jQ<x—1>
x

1 1 /L
Enposantwozﬁ,Q:E 5et$:wioonobtient: 1:%:

[Exemple : Recherche de la fréquence de résonance}

On cherche z, telle que la pulsation de résonance w, = x,wg pour laquelle 'amplitude réelle de I'intensité du courant

est maximale. ’amplitude de l'intensité du courant s’exprime :

. e 1 le] 1 E, 1
fm = =15 0|~ R[, N~ R’ =
+JQ T +7Q == 1+Q2(x_x)
- drl,
On cherche alors xT:w—tel que: —(x=x,)=0<=uzx,.=1
wo

On a résonance en intensité lorsque la fréquence d’excitation est la fréquence propre du systéme. Soit w, = wy.

[Exemple : Amplitude de résonance}

Em

L’amplitude de résonance I,,,(w,.) est donc : I, (w,) = =

[Exemple : Influence de RJ

On trace la courbe de résonance en fonction de f pour différentes valeurs de R :

L=10mH;C=1pF; E,=25V

T T T T T T T T T T - - - -
— R=10Qet Q= 10,0
— R=50Qet Q=20
200 — R=250Qet Q=04
=
g
£ 100 )
0 T 1 | | 1 1 T I

1 I I
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 150
f (Hz)

On constate que plus R diminue, plus @ augmente et plus 'amplitude de résonance augmente.

[Exemple : Influence de Q}

. I . :
On trace la courbe de résonance normalisée ﬁ en fonction de z pour différentes valeurs de @ :
max (I,
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Q=10
Q=20
— Q=04

1

3,5 4

On constate que plus @) augmente, plus la largeur du pic augmente.

,_[Deﬁnition : Acuité d’une résonance]

Si on définit Af = fo — f1 (ou Aw = we — w; ou Az = x9 — x1) comme la plage de fréquence pour lequel 'amplitude

du signal respecte :

max(l,;,) E E

Ip(w) = =" avec I,(wip)=—r
On définit Pacuité d’un résonance par le rapport : i} = Z; = %
1 \ I \
////T‘\\\\\\\ —Q=1
1 0,8 - : u
ROl - :
V2 | L Aw |
i 0,6 |
5 ﬁ i
= 041 : il
0,2 - i N
O | | : | | | | | | |
0 50 100 wWr 150 200 250 300 350 400 450 500

w(rad -s71)

.

N

Propriété : Relation acuité-facteur de qualité}

On cherche a exprimer 'acuité de la résonance en fonction de @, pour cela on cherche 1 et x5 tel que :

Im(mr) o E.,
V2 RV2

Im(951/2) =

)2:1

1
Ce qui revient & calculer : Q2 <x1/2 - —
T1/2

On a alors deux équations du second degrés :

1
Qlz1——
z
1
Q|z2— —
)

~l<=a+

Q

_ Ir Wr

Q_Af:Aw

On obtient la relation :

T Az

Ty

1
zlﬁx%—axl—lz()

1
*ZL’Q—].:O

1 1
Chaque équation posséde une solution positive : T = @ + 5\/5

A= ——

1 1
+4>-—=>0

Q2 Q?

1 1
$2——E+§\/Z
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[Exemple : Déphasage}

jwt
On cherche a regarder la différence de phase entre I'intensité du courant i et la f.e.m e du générateur. Soit e(t) = Emew

et i(t) = Imej(m_w :

—
<.
A}

o

_Im 1
R

, 1
1 =>so=arg1+JQ(w—x)

1 [ 1
Comme Ze (1 + (x — )) =1 > 0 alors on peut exprimer le déphasage : | p(x) = — arctan |Q (x — )}
x

T T T T T T =

SIE

¢p(rad)

SIE

On remarque également que pour w = wy le courant est en phase avec la tension du générateur.

Propriété : Déphasage et pulsation proprej

Lorsque le systéme oscille & w = wq la pulsation propre du systéme. L’intensité du courant et la tension du générateur
sont en phase V(@.

4 Reésonance d’un passe-bas d’ordre 2

[Exemple : Circuit RLC série]

On étudie un circuit RLC' série alimenté par un GBF en régime sinusoidale forcé de f.e.m. e(t) = E,, cos(wt) avec E,,

fixé et on fait varier w.
K
i(t) [ L
R
e(t) T(«S CT

On cherche cette fois & mesurer la tension aux bornes du condensateur uc(t) :

Tuc(t)

1

—¢ R+Zy +Zc R+jlw+sd; 1-LCOw?+jRCw
1 1 /L w e
En posant wg = —, Q@ = =1/ = et t = — on obtient : up,=—"-—
P 0= 75 Q=x\¢ oo c 1—x2+j%

[Exemple : Recherche de la fréquence de résonance}

On cherche la pulsation de résonance w, pour laquelle 'amplitude réelle de la tension aux bornes du condensateur est
maximale. L’amplitude de uc s’exprime :

e |€| Em

1—x2—|—j£ N 1—1‘2+j£ B oo x?
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)
On cherche alors z, = — tel que :
Wo

2

dUcm d((1 —2%)* + &= I 1
P (x =z,) i (z ==x,) Zy ou z, 50° si @ 7
On a résonance en intensité lorsque la fréquence d’excitation est la fréquence propre du systéme. Soit w, = wg4/1 — ﬁ

[Exemple : Amplitude de résonance}

L’amplitude de résonance Ugyy, (w,.) est donc :

E, E, E.Q
U, m \Wyp) = = =
om(wr) 1 T 1

2 15 \/1+— - —
(1-1—%) o 10° T2 208 102

Dans le cas d’un systéme faiblement amorti ot @ > 1, on a Uy, (w,) &= EpnQ

[Exemple : Influence de QJ

On peut alors tracer en fonction de x pour différentes valeurs de @ la fonction Ug,, :

T T T T T T T T T T T T I I

o | Q=05 |
— Q=10

— Q=

1,5 .
g g

SIS :
0,5 | .
0, —

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

[Exemple : Déphasage}

Soit e(t = Emejm) et us(t) = Ucmej(WHW)

rapport a la source de tension :

. On peut également calculer le déphasage de l'intensité du courant par

e j E
7 <:>Ucm€]w=7m‘$:>ip:_argl_$2+j

x
17932+j@ 171’2+]§ Q

u

T

Comme Ze (1 — x? +jQ

) =1 — 22 alors on peut exprimer le déphasage :

— arctan < pour z < 1

aT)

T
—7 —arctan { ——< | pour x > 1

Q1 —=?)

p(z) =
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¢p(rad)
(SIE]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

On remarque également que pour w = wy le courant est en phase avec la tension du générateur.

Propriété : Déphasage et pulsation propre]

Lorsque le systéme oscille & w = wy la pulsation propre du systéme. La tension aux bornes du condensateur et la tension

du générateur sont déphasé de —g vQ.

5 Signaux périodiques

,_[Propriété : Décomposition] N
1
Soit un signal s(t) périodique de période Ty = f— Un théoréme mathématique découvert par Joseph Fourier indique
que : s
—+00
s(t) = Ap + Z Ay, cos(2mnfst + on)
n=1

.

avec A, des constantes positives et ¢, des constantes.

On peut donc décomposer n’importe quel sigqal périodique en son développement en série de Fourier. A,, et ¢, repré-
sentent "amplitude et la phase initiale de la ni®™¢ composante sinusoidale du signal s(t).

Ag est la composante continue du signal, c’est aussi sa valeur moyenne. La composante pour n = 1 est appelée fonda-
mentale. Les composantes n > 1 sont appelées harmoniques de rang n.

,_[Propriété : Spectre] N
On peut caractériser un signal périodique par son spectre, la courbe des amplitudes associée & chaque fréquence :
7 T T T T T T
Zof ]
23l |
S _ |
£ 3 -
a9 |
g |
<3 | I | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
[ (Hz)
,_[Deﬁnition : Valeur moyenne] N

On peut calculer la valeur moyenne d’un signal périodique s(t) de période T :

to4+T
So = (s(t)) = %/ s(t)dt

to
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/_(Propriété : Valeur moyenne d’un signal sinuso'l'dal}

Pour un signal sinusoidal de la forme s(t) = Aj cos(wt + ) on a comme valeur moyenne :

1 to+T
So = (s(t)) = = A cos(wt + p)dt

to

. J

/_[Propriété : Valeur moyenne d’un signal périodique}

Pour un signal périodique quelconque s(t) de période T, on a alors grace a la décomposition en série de Fourier :

1 tOJrT to+T +o0o
So = (s(t)) = T = —/ Ao+ ZA cos(2mnft + ¢, )dt = Ag
to

. J

/_(Deﬁnition : Valeur efﬁcace)

On peut calculer la valeur efficace d’un signal périodique s(t) de période T :

to+T
Serr =/ (s2(t / 82(t)dt

to

. J

Propriété : Valeur efficace d’un signal sinuso'l'dal}

Pour un signal sinusoidal de la forme s(t) = A; cos(wt + ) on a comme valeur moyenne :

s*(t)

Serr = VA
t()—‘rT
/ A3 cos(wt + p)dt

_\/§

(. J

Propriété : Valeur efficace d’un signal périodique}

Pour un signal périodique quelconque s(t) de période T', on a alors grace a la décomposition en série de Fourier :

1 [totT 1 [totT +o0 too A2
Serr = V/(s2(t)) = T/ s?(t)dt = T/ (Ao + ) Ancos2mnft +n))*dt = \ | A5+ 5*
to

to n=1 n=1

. J

/_(Propriété : Linéarité d’un ﬁltre}

N

On définit un filtre linéaire un opérateur qui permet de sélectionner des signaux utiles, sur un critére fréquentiel. Il est
composé d’un circuit électrique recevant un signal d’entre e(t) et délivrant un signal de sortie s(¢) tous deux analogiques.

e(t) s(t)

— > Filtre

On considére un filtre linéaire lorsque la relation entre le signal d’entrée e(t) et le signal de sortie s(t) est une équation
différentielle linéaire de la forme :
O+a® -0 () + 0 L
aos a a e(t
0 L3 292 ~ % 1y

L’ordre de I’équation différentielle est également appelé ordre du filtre.
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Le filtre étant linéaire, comme un signal d’entré peut étre décomposé suivant son spectre, on a pour :
Wn
e(t) = Z E; cos(w;t)
w1
Pour chaque w; on a la réponse s;(t) = Ze (H(w;)e;(t)) = S; cos(w;t + ;). On peut alors calculer :

s(t) = f}% (ﬂ(wi)Eiejwit>

" J

6 Capacité numérique : Filtrage numérique d’un signal périodique

Propriété : Capacité numérique]

N

Simuler, a I'aide de python, I'action d’un filtre sur un signal périodique dont le spectre est fourni. Mettre en évidence
I'influence des carctéristiques du filtre sur I'opération de filtrage.

" J

Definition : Spectre d’un signal périodique]

1
Soit un signal e(t) périodique de période Tg = f— Un théoréme mathématique découvert par Joseph Fourier indique
que : s
400
e(t) =Co + Z Cpcos(2mnfst + op)
n=1

avec (), des constantes positives et ¢,, des constantes.

On peut donc décomposer n’importe quel signal périodique en son développement en série de Fourier. C,, et ¢,, repré-
sentent 'amplitude et la phase initiale de la n'®™¢ composante sinusoidale du signal s(t).

. J

[Exemple : Signal rectangulaire}

E pour t € [0;T/2]

Soit un signal rectangulaire e(t) d’amplitude E et de période T', définit sur [0; T comme :e(t) =
—E pour t € [T/2;T]
def Crenau(t,nmax):
e=np.zeros(len(t))
N=np.array ([n for n in range(l,nmax,2)])
En=np.array ([4/(np.pi*n) for n in NJ])
phin=np.array ([3*np.pi/2 for n in NJ])
for k in range(len(N)):
n=N[k]
e=e+En[k]*np.cos(2xnp. pi*xnxflxt+phin[k])
return e,N,En, phin

O © 00O ULk WwN -

—

N

,_[Deﬁnition : Linéarité d’un ﬁltre]

Si on considére un filtre de fonction de transfert H(f). Si le signal d’entré est périodique de fréquence fi, et de décom-
position qui donne les suites C), et ¢,, alors le signal de sorti sera :

+oo
e(t) = |H(0)| Cp cos(arg H(0)) + Z |H(nf1)|Cy cos(2mnfit + o, — arg H(nf1))

n=1

. J

Propriété : Fonction transfert]

On peut écrire des fonctions pour simuler I’action d’un filtre pour chaque type de filtre :
e Filtre passe-bas d’ordre 1 :

1 def gainPB1(f, fc):
2 return 1/np.sqrt(1+(f/fc)*%2)
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3 def argPB1(f,fc):
return —np.arctan(f/fc)

=~

.

Propriété : Action du ﬁltre}

Pour connatftre la signal de sorti, on utilise la linéarité du filtre, et en utilisant les fonctions définies ci-dessus :

1 def PBI(N,En, phin, t,f, fc):

2 s=np.zeros(len(t))

3 for k in range(len(N)):

4 n=N{[k]

5 s=s+En[k]*gainPB1 (nxfl,fc)xnp.cos(2+np.pi*nkxt+phin[k]+argPBl(nxfl,h fc))
6 return s

7 nmax=100

8 n=10000

9 fl=1

10 dt=2/(flx(n=1))

11 t=np.array ([kxdt for k in range(n)])
12 plt.figure ()

13 e,N,En, phin=Crenau(t,nmax)

14 plt.plot(t,e)

15 fc=0.1%f1

16 s=PB1(N,En, phin,t,fl,fc)

17 plt.plot(t,s)

18 fc=1xf1

19 s=PB1(N,En, phin,t,fl,fc)

20 plt.plot(t,s)

21 fc=10%f1

22 s=PB1(N,En, phin,t,fl,fc)

23 plt.plot(t,s)

24 plt.legend (['e(t)’, s(t)upouryfc=f1/10"," s(t)upouryfc=fl", 's(t)ypouryfc=10f1"])
25 plt.xlabel ([ "$tSuenys’])

26 plt.ylabel ([ '$e$Suetu$sSuensV'])

27 plt.show()
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Signaux 6 : Champ magnétique et ses actions

1 Champ magnétique

N

Definition : Champ magnétique}

Le champ magnétique noté B est défini par la force magnétique s’exercant sur une particule chargée de charge ¢ animée
d’une vitesse ¥ dans le référentiel d’étude :

?m=q7/\§avec§enT

. J

/_(Propriété : Source de champ magnétique}

On retiendra qu'un champ magnétique peut étre produit par :
e Un aimant permanent possédant deux poéles magnétiques.

e Une boucle (circuit électrique fermé) parcourut par un courant.

. J

,_[Deﬁnition : Lignes de champ} N

Les lignes de champ magnétique sont tangentes en chaque point au vecteur champ magnétique en ce point et sont
orientées dans le sens de ce champ.

. J

/_[Deﬁnition : Carte de champ}

Une carte de champ est un ensemble de lignes de champ. On montre par exemple :

Aimant permanent Solénoide

0.2 15

~ 00

-0.2
—0.2
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/_[Propriété : Lecture d’une carte de champ]

En lisant une carte de champ on obtient les informations suivantes :

e Le sens du courant : en utilisant la régle de la main droite, les lignes de champ tournent autour d’une boucle de
courant.

e Le pole nord et le pole sud : sur un aimant permanent, les lignes partent du poéle nord pour aller vers le pole sud.
e Les zones de champ intense/faible : plus les lignes de champs sont proches, plus le champ magnétique est intense.

e Les zones de champ uniforme : lorsque les lignes de champs sont paralléles et équitablement espacées, le champ
dans la zone le champ est uniforme et de direction constante.

. J

,_[Deﬁnition : Moment magnétique]

N

Soit un circuit filiforme plan constitué d’une boucle de courant parcourue par un courant d’intensité I. Le moment
magnétique 7 du circuit (en A - m?) est défini par :

=19

ol ? = S7 est le vecteur surface de norme S (aire du circuit) et 7 le vecteur unitaire :
e orthogonal au plan contenant le circuit,

e orienté par le sens d’orientation du courant et donné par la régle de la main droite (coordonnées cylindriques avec
Wy tangeant au courant).

Dans le cas d’un aimant permanent, comme la carte de champ magnétique ressemble & celle d’'une bobine, on considére
que le moment magnétique est celui d’'une bobine qui produirait le méme champ.

. J

Propriété : Symeétrie des sources de champ magnétique}

Soit un point M de l'espace, on considére :

e si M € & ou & désigne un plan de symmeétrie des courants, alors le champ magnétique créé par les courants au
point M est orthogonal au plan £2.
B(M) L 2

e si M € &' ou & désigne un plan d’antisymétrie des courants passant par M alors le champ magnétique créé par
les courants au point M est contenu dans le plan &7’.

B(M)e &

" J

Propriété : Réalisation d’un champ magnétique uniforme]

On retiendra les dispositifs suivant pour réaliser une zone de champ quasi-uniforme :
e bobine longue (solénoide) : zone de champ uniforme a I'intérieur de la bobine ;

e deux bobines de Helmotz : deux bobines placées face a face, le champ entre les deux est quasi-uniforme;

e Aimant permanent en U : zone de champ uniforme entre les deux pdles.

[Remarque : Ordre de grandeur}

On donne les ordres de grandeurs de champs magné- On donne les ordres de grandeurs de moment magné-
tiques : tique :

e Au voisinage d’un aimant : 0,01 T 41T e Boussole : 1072 A - m?

e Dansun IRM : 1T a4 10T e Aimant permanent : 1 A - m?

e Du champ magnétique terrestre : 5 x 107°T e Terre : 7,5 x 1022 A - m?

2 Actions d’un champ magnétique

Definition : Force de Laplace}

On considére une portion de longueur d! de conducteur parcourut par un courant i(¢). En présence d’un champ magné-

tique extérieur go I’élément de conducteur est soumis & la force linéique de Laplace :

d?L:Z’Ei/\E(;
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ol le vecteur Ei est orienté dans le sens algébrique choisi pour 'intensité du courant.

%
Si le champ By est uniforme et le conducteur rectiligne de longueur L :
_>
F—iL AB;

- . .
ou L est orienté dans le sens algébrique du courant et de norme L.

. J

Propriété : Rail de Laplace}

N

On considére un circuit ouvert composé d’un générateur de tension idéale et d’une résistance. On ferme le circuit a ’aide
d’un conducteur métallique de longueur a posé sur le circuit.

L

0, R

l—»?z ®

. et 7

Le circuit est placé dans un champ magnétique uniforme § = 307Z avec By > 0.

Le conducteur métallique est soumis & la force de Laplace :
F L = -1 Boaﬁm

La force de Laplace met alors en mouvement le conducteur métallique qui se dirige vers le générateur.

La puissance fournie au conducteur métallique de vitesse U = v, vaut alors :

P —F, T = —IByw

(. J

Definition : Couple de Laplace}

N

Soit un circuit rectangulaire de cotés a et b fermé parcourut par un courant i et de moment magnétique m= z? plongé
dans un champ magnétique B, le circuit est soumis au couple de Laplace :

T,=mAB

. J

N

/_(Propriété : Spire carré en rotation}

On considére une spire carrée de coté a parcourue par un courant i(t). La spire est en liaison pivot idéale d’axe (Oz)
qui passe par son centre. Elle est plongée dans un champ magnétique extérieur uniforme B = Boﬁy.

(0z) B
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e A A A A A A A A A A A A e A A A A e e e e e s e

On calcule le couple de Laplace en utilisant la formule :
H
T, =mA B = id®7 A (Boy) = ia*By cos(0) T -

Démonstration : on calcule la force de Laplace exercée sur chaque segment puis le moment scalaire de la force par
rapport a 'axe (Oz)

e Segment AB : ?AB = iaBou, A ’LTZ/) = —iaBy U , soit //ZOZ(?AB) = —l—g cos(6)iaBy
e Segment BC : FBC = iBOB? A u_y> = +iaBy sin(@)ﬁz soit .//ZOZ(?BC) =0
e Segment C'D : FCD = —iaBmT)z A u_>y = —H'aBoﬁm soit %oz(?CD) = +% cos(#)iaBy

e Segment BC : idem qu’en BC' soit %Oz(?DA) =0

On obtient a la fin le méme résultat que précédemment.

.
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Signaux 7 : Circuit fixe dans un champ magnétique variable

1 Lois de 'induction

Definition : Flux d’un champ magnétique}

Soit une spire ¥ fermée dans un champ magnétique extérieur ﬁ Le flux ® du champ ﬁ a travers la spire ¥ est définit

par :
@://Sﬁ-ﬁ

ou (ﬁ' = dST est le vecteur surface élémentaire, 7 le vecteur normal a la
surface orienté en fonction de lorientation de i(t) en utilisant la régle de la
main droite.

Si ? est uniforme :

[Exemple : Calculs de <I>}

e Une spire circulaire : ® = 7R2B,

2R| ® 7 Ai(t)

e Une spire carrée en rotation a la vitesse w : ® = Bya27 - u;, = Boya? sin(wt)

(02) B

=

Loi de Faraday}

Soit un circuit conducteur fermé ¥ de résistance R plongé dans un champ magnétique ﬁ et dont le flux a travers le
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N N N N\
circuit fermé est noté ®. Le circuit voit apparaitre une f.e.m. & ses bornes :
d®
dt

e =

ou e est la f.e.m. d’un générateur équivalent orientée en convention générateur dans le circuit électrique vis & vis du sens
du courant choisi.

" J

,_[Loi de modération de Lenz] |

Les phénomeénes d’induction tendent & s’opposer, par leurs effets, aux causes qui leur ont donné naissance.

" J

Propriété : Courant induit]

Lors d’un phénoméne d’induction dans un circuit fermé, la force électromotrice induite entraine I'apparition d’un courant
induit ayant deux effets :
e création d’un champ magnétique propre qui s’oppose a la variation du flux;

e création d'une force de Laplace dans le circuit qui tend & s’opposer & la variation du flux, dans le cas de circuits
mobiles.

" J

2 Auto-induction

Definition : Flux propre et inductance propre]

Un circuit électrique filiforme parcouru par un courant d’intensité ¢ crée un champ magnétique, dont le flux a travers le

circuit est proportionnel & i :
o, =1Li

Le coefficient L est appelé coefficient d’auto-inductance, ou inductance propre du circuit. Il s’exprime en henry (H).

[Exemple : Inductance propre d’une bobinej

Considérons une bobine d’axe longue de longueur [ et composé de N spires de rayon R. On peut montrer que le
champ magnétique a l'intéreieur de la bobine vaut :

Bt) = o ()7

On note S la surface d’une spire, le flux propre a travers la bobine vaut :

2
®, = NSB(t) = Nsuo%(t) — Li(t) — I = @

avec o = 4r10""H-m™!, R=3cm, [ = 30cm et N = 1000 spires on a : L = 12mH

N

Propriété : Schéma électrique équivalent]

On considére un circuit électrique € de résistance R parcouru par un courant i et de coefficient d’auto—induc_t}on L, le
circuit est alimenté par un générateur de tension de f.e.m. e(t), il produit donc un champ magnétique propre B, et n’est
en présence d’aucun champ magnétique extérieur :

v _R ity B

) | eina = (1 TC) IUL
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En utilisant la loi de farady, on obtient :

v, di

TR

€induit = —

On a alors comme schéma électrique équivalent :

{Remarque : Loi de Lenz}

L’augmentation du courant i dans la bobine génére une force électromotrice qui doit, d’apres la loi de Lenz, s’opposer &
cette augmentation, c’est-a-dire étre négative.

Propriété : Bilan de puissance]

A partir du schéma électrique équivalent on peut réaliser une bilan de puissance en appliquant la loi des mailles :

e(t) = Ri(t) + [N e(t)i(t) = Ri*(t) + z‘(t)Lg
dt dt
o dgmagn
Pa=P;+ 1

1
avec P la puissance fournie par le générateur, &2 la puissance dissipée par effet joule et &agn = §Li2(t) I’énergie

magnétique produite par le circuit.

3 Induction mutuelle

(_[Deﬁnition : Inductance mutuelle]

N

On considére un circuit %) de résistance R; et le coefficient d’auto-induction L, alimenté par un générateur de tension
de f.e.m. e(t).

On place en face un circuit %5 fermé de résistance R, et de coefficient d’auto-induction Ls.
On suppose que les deux circuits 4 et %> sont parcouru respectivement par les courants i; et is. Les deux circuits

électriques créent chacun un champ propre B; et Bs.

- =
On calcul le flux du champ magnétique total § = By + By a travers le
circuit électrique €, :
D)y =Py + Dy

a z
- =
On calcul le flux du champ magnétique total § = B; + By a travers le X T
1
circuit électrique %> : Y
U,

On définit 'inductance mutuelle comme le coefficient qui dépend du

®y1 = Mig et @140 = Miy

Dy =Dpo + P10

[Exemple : Couplage de deux bobines longuesJ

On considére une bobine %7 de rayon ap, de résistance R; et de coefficient d’auto-induction L; alimentée par un
générateur de tension de f.e.m. e(¢) qui délivre un courant i;.

On place en face une bobine %5 de rayon as < a1, de résistance Ry et de coefficient d’auto-induction Ls. On suppose
que la bobine est fermée et parcourut par un courant is.
On calcule alors :

—= = Ny . .
@1*}2 = NgBl . 52 = NQ/,L()Tll’Ll’]Tag = MZ1

2
poN1 Nomas FFAVVRRRIZRRIRRRIRRIRE]

avec M =
Iy

Propriété : Schéma électrique équivalent]

On peut alors modéliser les deux bobines par les circuit électriques suivant :
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- I 7;1 d7/2
ICCOCCCCOCOCOCOCONN Ry Ly g =—M—=
| | ! dt
o I
_— =
ot B o] 1) a
| |
| RRZRVRIIRIRRRRS | ey = — M(T1
' | t
FRERZRRRRVRRIRERIRERE

Propriété : Bilan de puissance}

On peut établir un bilan de puissance sur chaque circuit :

diq . dio
. . —M— = Rais(t) + Lo—
di , di 292 2
e(t) = M2 = Ruin(t) + L dt dt
. o dio . - diy . dig . o dig
€(t)21(t) — M1y (t)a = Rﬂ%(t) + Lllla _MZ2(t>E = Rglg(t) + Lz’tg(t)g

On fait alors la somme et on obtient :
15 1, ..
§L1’Ll + 5[/222 + Mlllz

dt

o
Po=Pj+ P+

[Exemple : Table a induction}

On place un anneau métallique assimilé a une spire de rayon r = 2,5cm et de résistance R = 0,12 dans la bobine que
I’on considérera comme infiniment longue possédant une densité linéique de spires n.

On alimente la bobine par un courant sinusoidal de la forme i(t) = I cos(wt). La bobine et 'anneau ont le méme axe
de révolution (Oz).
Le champ a l'intérieur de la bobine infiniment longue, appelé solénoide, vaut : § = ,uom'(t)ﬁz.
1. Exprimer la puissance dissipée par effet Joule dans ’anneau en fonction du temps. En déduire la puissance dissipée
en moyenne.
2. Sachant que la bobine posséde 200 spires par meétre et que I'on alimente avec une fréquence de 100kHz, calculer
I’amplitude du courant Iy nécessaire pour chauffer avec une puissance de 500 MW dans I'anneau.

On calcule le flux du champ B produit par la bobine a travers 'anneau : ® = B. = poni(t)mr?
do o di

= henmrt = ponmr?wly sin(wt)

. . . . . w .
Comme on néglige ’auto-induction dans 'anneau : €jnquit = Riinduit = %induit = uomﬂzﬁlo sin(wt)

On en déduit la f.e.m. induite dans 'anneau : ejpquit = —

2n22riw? I3
On en déduit alors la puissance dissipée par effet joule dans Panneau : 2; = RiZ ., = % cos®(wt)

pdn2miriw? 2

En moyenne sur une période on a donc : () = By - R — Ip=81A

Propriété : Découplage en RSF}

Sion a e(t) = Eycos(wt) on peut passer en complexe :

On peut alors découpler les équations pour obtenir :
e=(R1+jwli)i; + jMwi,
7 _&

N A L)
0= (R + jwLa)iy + jMwi, Leq = Tt Wt B

[Remarque : Transfert d’énergie sans contactj

L’inductance mutuelle permet de faire un transfert d’énergie sous forme magnétique sans contact. Ce transfert est utile
lors :

e D’un chauffage d’une casserole sur une plaque a induction;

e De l'utilisation d’un transformateur pour adapter ’énergie transportée par le réseau électrique a une utilisation
domestique.
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Signaux 8 : Conversion électromécanique de puissance

1 Rail de Laplace : Conversion mécanique-électrique

Definition : Rail de Laplace}

On considére une tige métallique de masse m conductrice qui glisse sans frottement & la vitesse v = v(t)ﬁm sur deux
rails conducteurs. Le circuit est plongé dans un champ magnétique extérieur ?0 stationnaire orthogonal au circuit :

\ &1

=
%l ®

.

,_[Propriété : Equation électrique}

On calcul le flux du champ magnétique a travers la surface formée par le circuit :
_>
® =By S = Boax(l)

On a alors une f.e.m. induite donnée par la loi de Faraday :

de dx
= —— = Bpa— = Bav(t
e ¥ (e av(t)
On trace le circuit électrique équivalent :
R

d

L’application de la loi des mailles nous donne alors :

o(t) = Ri(t) = i(t) = 730‘;;(’5)

Remarque :

Dans cet exemple on néglige totalement le flux propre qui en pratique est négligeable lorsque 'inductance du circuit est
faible, ce qui est le cas lorsqu’on n’a qu’une seule spire en général.

,_[Propriété : Equation mécanique}

Systéme :{M(m)} tige conductrice assimilée & un point M
Référentiel : Terrestre supposé galiléen de repére Z(0O, Uy, ﬁy, 72)
Bilan :

° ?op = Fopﬁx force constante de l'opérateur qui met la tige en mouvement tout au long de 'expérience.

) ? 1, la force de Laplace qui s’exerce sur la tige lors de I'apparition du courant i dans le circuit.

Fr = i(t)aBo—u, AT, = i(t) Boal s

e Le poids ? = —mgﬁz;
e La réaction normale aux rails ﬁ N

— —
PFD : m@ (M), = Fop+ F + P + Ry
On projette le principe fondamental de la dynamique sur Uy

mi = F,p +i(t)Boa
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/_[Propriété : Découplage des équations électro-mécanique]

Boav(t
Sachant que i(t) = —%() on obtient ’équation du mouvent :
dv (Boa)?
Y t
magy =f— ()

On voit alors que la force de Laplace agit comme une force de frottement fluide qui vient s’opposer au mouvement qui
L la cause. C’est une manifestation de la loi de Lenz.

/_[Propriété : Bilan de puissance]

On fait un bilan de puissance sur deux équations électrique et mécanique :
—Boav(t)i(t) = Ri*(t)
dv .
mav(t) = [+ aBpi(t)v(t)

On obtient alors :
dFE,.

dt
La puissance fournie par 'opérateur est transformée en énergie cinétique et dissipée par effet joule.

+ Ri* = fu(t)

Propriété : Freinage par induction]

On a vu que la force de Laplace s’oppose au mouvement, on retiendra :

Dans tous les dispositifs ol il y a conversion de puissance mécanique en puissance électrique, ’action mécanique de
Laplace est une action de freinage.

" J

2 Rotation autour d’un axe fixe d’une spire carré

,_[Deﬁnition : Alternateur] .

Un alternateur sert a transformer une puissance mécanique de rotation en une puissance électrique. L’alternateur est
modélisé par une spire rectangulaire %, de surface a x b, conductrice de résistance électrique R.

Cette spire est en liaison pivot d’axe (Oy) par rapport a un stator. Elle est en rotation autour de 'axe (Oy) a la vitesse
angulaire w constante. Son moment d’inertie par rapport a I’axe est noté Jo,.

Le circuit est plongée dans un champ magnétique uniforme et stationnaire ? perpendiculaire & (Oy).

SO

®
Kl

,_[Propriété : Equation électrique} .

On calcul le flux du champ magnétique a travers la surface formée par le circuit :

®=B-5 = Bab sin(wt)

On a alors une f.e.m. induite donnée par la loi de Faraday : R
do
e=-3 = —Bab cos(wt)

e T L
On prend en compte le phénoméne d’auto-inductance en considérant que la
spire posséde une inductance propre L, on trace le circuit électrique équivalent. T

L’application de la loi des mailles nous donne alors :

e(t) = Ri(t) + L% = —Babcos(wt) = Ri(t) + L%
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,_[Propriété : Equation mécanique} .

On effectue le bilan des actions mécaniques sur le conducteur en mouvement dans le référentiel terrestre supposé galiléen :
° ?ezt = Femtﬁy couple extérieur qui maintient la rotation constante.

) ? 1 le couple de Laplace qui s’exerce sur la spire lors de ’apparition du courant ¢ dans le circuit.
?L —MAB = z(t)? ANB =iSB cos(wt) T,
On applique la loi scalaire du moment cinétique a la pire suivant 'axe (Oy) :

Joyw = Tegt + 5B cos(wt) =0

" J

3 Conversion de puissance électrique en puissance mécanique

,_[Deﬁnition : Principe du haut parleur]

Un haut-parleur est un appareil électromécanique qui
transforme un signal électrique en signal sonore.

On décide de modéliser le haut-parleur par une tige 2
conductrice posée sur un rail de Laplace de résistance

R et reliée via & une membrane élastique de raideur k

au chassis. Le haut-parleur est plongé dans un champ

membrane

magnétique b = Bﬁy. Un générateur de tension im- e
pose une f.e.m. E(t) au circuit. longueur ,* x(1)
aurepos ,/
x=0
,_[Propriété : Equation mécanique} .

On effectue le bilan des actions mécaniques sur le systéme {Bobine / membrane} en mouvement dans le référentiel
terrestre supposé galiléen :

o« T = —kaU 5 avec z = 0 pour E(t) = 0.
° 7 = —ai W, la force de frottement fluide.

. ? 1, la force de Laplace qui s’exerce sur la bobine lors de I'apparition du courant i dans le circuit.
—_— =
FL=iaB—d, AU, =it)aBd,
On applique le principe fondamental de la dynamique projeté sur 'axe (Oz) :

mi = —kx — ag + aBi(t)

,_[Propriété : Equation électrique} N

On calcul le flux du champ magnétique a travers la surface formée par le circuit :

®=1-38 = Balb+ )

do
On a alors une f.e.m. induite donnée par la loi de Faraday : e = e —Baz
L’application de la loi des mailles nous donne alors : e(t) + E(t) = Ri(t) = —Bad + E(t) = Ri(t)

Propriété : Bilan de puissance]

On fait un bilan de puissance sur deux équations électrique et mécanique :

—Bav(t)i(t) + E(t)i(t) = Ri*(t)
miv = —kav — av? + aBi(t)v(t)
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On obtient alors :
d(E. + Ep)

dt
La puissance fournie par le générateur est transformée en énergie mécanique et dissipée par effet joule et converti en
énergie acoustique par l'intermédiaire de la force de frottement fluide.

+ Ri® 4+ av® = E(t)i(t)(t)

(.

Propriété : Régime sinusoidal forcé}

En régime sinusoidal forcé on peut découpler les équations :

—Bav+E=Ri
mi = —kx —av+ aBi
Qui deviennent :
—Bav+ E = Ri
. k .
Jmwy = ——v —av+aBi
jw
On élimine v et on obtient :
B 2
jmw+ — + «
jw

On peut alors modéliser le couplage électromécanique par une impédance d’origine cinétique Z,
qu’on modélise par l'association en paralléle d’une résistance, d'une bobine et dun condensateur

L _ jCeinw + ! + !
Zcin — Jtin JLcinw Rein R
avec .
m
Coin =
cin Ba)?
EBG;Z E(t) T Rcin :: Ccin %Lcin
Lcin = a
; it
B 2
Rcin = ( a)
[0
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Mécanique 1 : Cinématique du point matériel

1 Relativité du mouvement

On considére un homme qui marche sur un manége en rotatin du centre vers le bord en ligne droite :
e une caméra située sur le plafond du manége filme;

e une caméra située sur un arbre filme

2+ y 2+ y

1 i 1 i

T o | 2 of ,
= =

1} o 1| i

—2 - -~ —2 -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

z(m) z(m)

Question : Quelle figure correspond & quel point de vue 7 On voit alors que le mouvement est relatif & I’observateur.

Definition : Référentiel]

C’est un solide qu’on considére comme fixe et auquel est lié 'observateur du mouvement.
Le référentiel est caractérisé par :
e un repére Z(O, U, 7y, 7z) ;

e une horloge qui définit une origine des temps ¢ = 0 et la mesure des instants suivants t.

Remarque :

e Un instant ¢ ou ¢, qui correspond & une coordonnée temporelle par rapport & son origine.

e Une durée At =ty — t; qui correspond & la variation de temps séparant deux instants ¢; et to.

e Les trois vecteurs 71, 7y, U, peuvent étre quelconques tant qu’ils ne sont pas colinéaires et qu’ils sont fixes dans

X.

e Définir un référentiel est la premiére étape lors d’une étude de mécanique. On ne peut étudier un mouvement si
on ne sait pas dans quel référentiel on se place. Pour le définir, il faut préciser a quel objet le référentiel est lié, et
donner une origine et trois axes.

Definition : Base orthonormeée directe (BOND)}

Une base (U, Uy, ) est orthonormée directe si :

e Vecteurs normés : ||ug| = |luy|| = ||u] =1
e Vecteurs orthogonaux : u_g . u_zj = u_; . u_; = u_y> . u_; =0
e Base directe : w; Ay = u; (régle de la main droite)
A J

Propriété : Produit scalaire}

Pour deux vecteur ? et 6 qu’on exprime dans une BOND (71, 7y, 72) :
PP, + Py + Pt G =Quils+Quy+Q.7-

Le produit scalaire de F et 5 s’écrit :

B.G=0 -P=rQ.+PQ,+P.Q. =BG cosa) avec (P, Q)

" J

Propriété : Hypothéses non-relativistes]

Lors d’une description classique on a :

e les durées At =t — t1 qui ne dépendent pas du référentiel d’étude;
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e les distances entre deux points M7 et My :

|| My Ma|| = My My - My M,

qui ne dépendent pas du référentiel d’étude.

Ces deux propriétés ne sont valables que lorsqu’on peut décrire de maniére classique le mouvement. Si la vitesse des
objets devient non négligeable devant le vitesse de la lumiére ¢, on assiste a une dilatation du temps et de 1’espace en
fonction du référentiel d’observation. C’est la mécanique relativiste d’Einstein.

" J

Propriété : Produit vectoriel]

Pour deux vecteur ? et 6 qu’on exprime dans une BOND (ﬁw, 7y, 72) on définit le produit vectoriel :

Pz Qz PyQZ_PZQy
Prd=-GnP=|p |r|Q |=| PP [=W

avec W qui est orthogonal au plan défini par ? et a On a également

W] = | B|@]|sin(a) avee a(P, @)

[Exemple : Référentiel héliocentrique}

Lié au centre du Soleil et a trois étoiles «fixesy, c’est-a-dire suffisamment lointaines pour nous paraitre fixes sur la durée
du probléme. Le soleil tourne dans le référentiel mais son centre est fixe. Noté Zx .

[Exemple : Référentiel géocentriquej

Lié au centre de la Terre et & trois étoiles «fixesy. En translation par rapport au référentiel héliocentrique. La Terre
tourne dans le référentiel mais son centre est fixe. Noté Z¢.

[Exemple : Référentiel Terrestre}

Lié a la Terre, il peut se présenter en un point quelconque de la planéte. Il est en rotation autour du centre de la Terre
par rapport au référentiel géocentrique. C’est trés souvent le référentiel classique en laboratoire. Noté Zr.

Definition : Trajectoire}

La trajectoire d’un point M, dans un référentiel donné, est ’ensemble des positions de ce point au cours du temps,
rapportées & un repére fixe dans ce référentiel.

2 Repérage d’un point

Definition : Point matériel]

Un point matériel est un solide dont on peut négliger I’extension spatiale et la rotation sur lui-méme. ]

Remarque :

Pour un méme systéme d’étude on pourra en fonction de la situation considérer le systéme comme un point matériel
ou pas. Par exemple dans le cas de la rotation de la Terre autour du Soleil, I’étude de la trajectoire ne nécessite pas de
prendre en compte la rotation de la Terre sur elle-méme ni son rayon qui est trés petit devant la distance Terre-Soleil
(Rt = 6400km < ds7 = 150 x 10%km). En revanche si on souhaite étudier le mouvement de rotation de la Terre on ne
pourra alors plus la considérer comme un point matériel.

Definition : vecteur position}

La position du point M, par rapport au point O fixe dans un référentiel &, a un instant donné, est défini par la vecteur

position :
() = OM(t)
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,_(Deﬁnition : Coordonnées Cartésiennes]

C’est le repére fixe par définition dans le référentiel
d’étude. Il est définit & partir d’une origine O fixe et d’une
BOND (., Wy, U ) fixe également.

Le vecteur position s’exprime dans ce repére en fonction
des coordonnées cartésienne (z,y, z) :

—

OM(t) = () Uy +y(t) Wy + 2() W -

.

Propriété :

.

Pour un vecteur ? quelconque dans le repére cartésien, on peut calculer ses coordonnées (P, Py, P,) en faisant la
projection du vecteur sur chaque axe du repére. Pour ca on utilise le produit scalaire :

P,=P @,P,=P u,P.=P -

,_(Deﬁnition : Coordonnées cylindriques}

On définit une BOND mobile liée au point M tel que :

e On projette le point M dans le plan Oxy pour ob-
tenir le point H ;
OH

e On définit r = ||O?H et U, = o8] ;

e On définit 0 = (U, U,) et Wo = us Ay

On peut alors exprimer le vecteur position en fonction
des coordonnées cylindriques (r, 6, z) :

OM(t) = r() T () + 2(8) T »

.

Propriété : Liens entre coordonnées cylindriques et cartésiennes}

(.

On peut projeter les vecteurs U, et Ug dans la base cartésienne :

= @@ T ot @ T, To= (@0
U, = cos(0) W, + sin(0) L, Uo=—sin(0) U,
sz—]\waT;:rcos(H) y:O—]\>/.f~

Definition : Coordonnées sphériques}

On définit une BOND mobile tel que :
——

OM —
L] ﬁrzjetTZHOMH,
|IOM]|

e langle 0 = (., u,);

o Wy est orthogonal a U, et dans le plan OMH et
orienté dans le sens de 6

° 7@ correspond au We des coordonnées cylin-
driques ;

On peut alors exprimer le vecteur position en fonction
des coordonnées sphériques (r, 0, ) :

OM (1) = r(t) @+ (t)
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/_[Deﬁnition : Déplacement élémentaire]

N

—
On définit E; (ou dOM) tel que entre un instant ¢ et un instant infiniment proche ¢ + dt, le point M s’est déplacé de :

dl = doM = 6?\7[(25 +dt) — W(t) avec atangent a la trajectoire

%
,—[Propriété : Expression de d/ a partir d’un schéma} N

Coordonnées cartésiennes :

On a les coordonnées du point M a Uinstant ¢ : (z,y, 2)
On a les coordonnées du point M & linstant ¢ + dt :
(x +dx,y + dy, 2z + dz)

ou dz, dy et dz correspondent & la variation élémentaire
sur chaque coordonnée entre ¢ et t 4 dt

3 o d;107z + dyﬁy + dzﬁz

Coordonnées cylindriques :

On a les coordonnées du point M a instant ¢ : (r, 0, 2)
On a les coordonnées du point M & linstant ¢ + dt :
(r+dr,0+do,z+ dz)

ou dr, df et dz correspondent & la variation élémentaire
sur chaque coordonnée entre ¢ et t 4 dt

Al ~ dr, +rd0 Ty + de -

Coordonnées sphériques :
On a les coordonnées du point M a linstant ¢ : (r,0, 2)

On a les coordonnées du point M & linstant ¢ + dt :
(r+dr,0+do,z+ dz)

ou dr, df et dz correspondent & la variation élémentaire
sur chaque coordonnée entre ¢ et t 4 dt

df =~ drdd, +rd0d o + rsin(f)dpu,

H() [+ db)

" J

3 Vitesse d’un point

N

Definition : Vitesse expérimentale]

Si on connait la position du point M dans le référentiel Z a un instant ¢; et a un instant ¢ = t; + At alors on peut
approcher expérimentalement la vitesse du point M dans le référentiel Z a l'instant t; tel que :

OM (t, + At) — OM ()
At

V(M) z(t) =

,_[Deﬁnition : Vitesse instantannée] .

Dans la limite ot At — 0 on définit la vitesse instantannée du point M dans le référentiel # par :
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On note généralement v = ||?||

Remarque :

La vitesse, tout comme la position et la trajectoire, dépend du référentiel. C’est pour cela que nous préciserons toujours
dans sa notation ainsi que celle de la dérivée, le référentiel.

Il ne faut pas confondre référentiel et systéme de coordonnée. On peut exprimer un vecteur dans une base mobile
(cylindrique ou sphérique) et le dériver dans une référentiel associé a une base fixe (cartésienne).

,_[Propriété : Expression en coordonnées cartésiennes]

N

Pour obtenir 'expression du vectuer vitesse du point M dans le référentiel Z en coordonnées cartésiennes il existe deux
méthodes :

—
e Dérivation directe : On calcule directement la dérivée de 'expression de OM (t) dans le référentiel donné.

_)
T () =
Q
Cd@®) Wyt Uy +2(0) )
B dt p
_dx dy dz dd dd dd
=T x+d—tﬁy+d—tﬁz+x(t) - %—Fy(t) . %-i-z(t) 7.

On obtient alors : 7(M)/@(t) = iU+ YUy + 27U

e A partir du déplacement élémentaire : On divise simplement le déplacement élémentaire par dt.

—
dOM
T (M) 7(t) = T
%
_ d957m + dyﬁy + dzﬁz
B dt
= iU+ YUy + 2,
La norme de la vitesse en coordonnée cartésienne vaut : v = || || = VU - 0 = /42 + 92 + 22

Par soucis d’allégement des notations, les dérivées des grandeurs scalaires comme x, y, z, r, 6 et ¢ seront notée z, ...

N

Propriété : Expression en coordonnées cylindriques]

Pour obtenir 'expression du vecteur vitesse du point M dans le référentiel Z en coordonnées cylindriques il existe deux
méthodes :

——
e Dérivation directe : On calcule directement la dérivée de 'expression de OM (t) dans le référentiel donné.

—>
T, a(t) = SO
.%
_ AW (1) + ()W)
dt ”
dr dz A, du
=G g e %+Z(t) 7,

On doit alors calculer la dérivée du vecteur par rapport au temps dans le référentiel Z.

dd, d(cos(0(t)) U + sin(0(t)) )

_
5 dt

dt |5 dt (—sin(0(t)) W, + cos(0(t)) U y,) = 07l g

On obtient alors : 7<M)/g(t) =i U, 10U+ U
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e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e A A A A e A e e e e e e e
e A partir du déplacement élémentaire : On divise simplement le déplacement élémentaire par dt.

d0M

|
e, 4 rd0W g+ dz

dt
=7 U, +1r0Ug+ iU,

(. J

T (M))z(t) =

4 Accélération d’un point

Definition : accélération expérimentale}

N

Si on connait la vitesse du point M dans le référentiel Z & un instant ¢; et & un instant to = t; + At alors on peut

approcher expérimentalement ’accélération du point M dans le référentiel # a l'instant ¢; tel que :

U (t + At) — V(L)
At

@ (M)z(t) =
3

. J

,_(Deﬁnition : accélération instantannée]

Dans la limite ot At — 0 on définit I'accélération instantanée du point M dans le référentiel #Z par :

@ (M)(t) = =

a7 dZOM‘
vy _ don
at |, ~ A |

Remarque :

Un mouvement peut étre accéléré méme si la norme de la vitesse reste constante._your savoir si un mouvement est non
accéléré il faut que le vecteur accélération soit nul, autrement dit @ (M) sa(t) = 0.

/_(Propriété : Expression en coordonnées cartésiennes}

On calcule directement la dérivée de I’expression de o /2 (t) dans le référentiel donné.

dv A(Ed . + 9y + 2 2)

< = — =

On obtient alors : E)(M)/g(t) = iU, Uy, + B

(. J

Propriété : Expression en coordonnées cylindriques}

On calcule directement la dérivée de I'expression de o (M) /2 (t) dans le référentiel donné.

dv A(Fd, + 10 g+ 271 ,)

%
d(M)zt)=—| =
/ t |, dt p
_i,+ g s, 4, + 76 A, +2(t) do
dt dt |, at |, .,
i} ¥ . . A . d g
= rﬁr + 7'979 + 10Uy + 35U, +70Ug + 10 T
R
= iU, 4 (200 4+ r6) Wy + 50U - + 16 dZ"
R

On doit alors calculer la dérivée du vecteur par rapport au temps dans le référentiel Z.

dd_7t@ - d(‘sm(e“))ﬁs: cos(B(6)) ) - S (— cos(0(1)) T« — sin(0(1))T,) = 00,

On obtient alors : E)(M)/g(t) = (F— 10Uy + (270 + 10) Wy + 57 .

(. J
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,_[Deﬁnition : Repére de Frenet]

On définit le vecteur tangent a la trajectoire uf par :

_,_ T(M)
ur = —=—
[0(M) 2

™
On définit le vecteur normal 17\/) comme le vecteur orthogonal & u_>T tourné d’un angle +§.

On admet alors que I'expression pour un trajectoire plane de l'accélération d’un point M dans le repére de Frenet

s’exprime :
2, d
v
uy + —uf

v
@ (M) = R dt

. . . . do .
avec R le rayon de courbure de la trajectoire au point M, v la norme du vecteur vitesse et T la dérivée temporelle de

la norme du vecteur vitesse.

Propriété : Degrés de liberté du mouvementj

Lors d’un mouvement & vecteur accélération constant, on a deux situations possibles :

e Le vecteur vitesse initiale 7 est colinéaire au vecteur accélération E)(M )/2> dans ce cas le mouvement est & une
dimension.

e Le vecteur vitesse initiale v§ n’est pas colinéaire au vecteur accélération E)(M )2, dans ce cas le mouvement est
& deux dimension.

"

5 Exemples :

[Exemple : Mouvement de vecteur accélération constant}

Systéme : On étudie le mouvement du point M.

Référentiel :On se place dans le référentiel #Z du laboratoire (Terrestre).

—
On considére que ?(M )sa(t) = O = do. Quel est la base la plus adapté pour étudier le mouvement ?

Si le vecteur accélération est constant au cours du mouvement, alors on peut choisir un vecteur de la base constant et
colinéaire & @ dans Z. On définit donc le repere Z = (O, U, 7y, 72) tel que :

do=apil, et O—]\Zf(t =0) = 6> et 7(t =0) = Vou U a + Vo, U » = vo(cos Q5 + sinaﬁz)

On obtient alors le systéme d’équation différentielle suivant :

=0 T = vog x(t) = vyt x(t) = vt cos a
y=0 =4§ y=0 = y()=0 =4 y()=0
a a .
Z=ag % = apt + Vo, 2(t) = ?Otz + vo,t 2(t) = ?Otz + vot sin a
x
On peut alors obtenir I’équation de la trajectoire parabolique en exprimant ¢t = ———— on obtient :
Vg COS v
anQ

Qo 2 2
z2=—5———+ztana = —5 (1l +tan“ o)r* + rtan «
203 cos? « 211(2)( )

[Exemple : Mouvement circulaire]

Systéme : On étudie le mouvement du point M.
Référentiel :On se place dans le référentiel #Z du laboratoire (Terrestre).

On cherche a étudier le mouvement circulaire du point M. La base la plus adaptée pour exprimer les coordonnées du
point M est la base cylindrique tel que :
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OM(t) = r(t)@r + 2(0)T .

Comme le mouvement est circulaire
on a :

2(t)=C" =z et r(t) = C"** =R
On choisit le base cylindrique tel
que :
0t=0)=0et 2 =0
On obtient alors :
OM = R,

En utilisant v = || 7/|| = R, on peut exprimer 'accélération :

mouvements circulaires :

On a alors le vecteur vitesse :
V(M) q(t) =i, +r0d g = ROU
On a alors le vecteur accélération :

E)(M)/gg(t) = —R927T + R@ﬁg

@(M)z(t) =dn+dr

[\~]

R T

v
Un=——=Uret d

d
= dit)ﬁe On a alors deux types de

dv
e Le mouvement circulaire uniforme si — = 0. Alors v = Rw = C* o0l w est la vitesse de rotation en rad - s—1.

e Le mouvement circulaire non uniforme si

dt
dv

dt

66
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Mécanique 2 : Dynamique du point matériel
Remarque : Contextej

Dans ce chapitre nous allons voir les trois lois fondamentales sur lesquelles reposent toute la théorie classique de la
mécanique Newtonienne ainsi que la liste des forces a connaitre pour le programme.

Le but est d’abord d’illustrer la méthodes de résolution sur des exemples simples vu en terminal mais dont la rédaction
et la rigueur devront étre en cohérence avec la manipulation des vecteurs et des coordonnées cinématique vu au chapitre
précédent.

On verra ensuite l'introduction des forces de frottements et 'impact sur le mouvement d’un point.

1 Principe d’inertie

,_(Deﬁnition : Masse inertielle]

C’est une grandeur caractéristique d’un point matériel qui est :
e positive;
e conservative, elle est constante au cours du mouvement pour un systéme fermé;

e extensive, additive;

e invariante par changement de référentiel en mécanique classique.

Remarque :

Par commodité on appelle masse intertielle : masse

Definition : Quantité de mouvement]

La quantité de mouvement d’un point matériel M de masse m et de vitesse o M/2 Par rapport au référentiel % est :

?M/@ = m?M/gg enkg-m-s~!

.

Definition : Systéme isolé ou pseudo-isolé]

Si aucune action mécanique ne s’énerve sur un systéme on dit qu’il est isolé.

Si toutes les actions mécaniques qui s’exercent sur un systéme se compensent, alors il est pseudo-isolé.

,_[Premiére loi de Newton}

On postule I'existence de référentiels dit galiléens ou inertiels ott un point matériel isolé ou pseudo-isolé est soit au repos,
soit en mouvement rectiligne uniforme.

.

,_[Propriété : Référentiel galiléen]

Un référentiel est galiléen ssi il est en translation rectiligne et uniforme par rapport & un autre référentiel galiléen.

.

[Remarque : Les référentiels supposés galiléens classiques}

Il n’existe pas de référentiel strictement galiléen. En revanche on peut supposer qu’'un référentiel est supposé galiléen si
le temps de I'expérience est petit devant le temps caractéristique du mouvement :

o Le référentiel terrestre Zr (At < Tiour) ;
e Le référentiel géocentrique Z¢ (At < Tannse) ;
e Le référentiel héliocentrique Zs (At < Tyalaxie) ;

2 Principe fondamental de la dynamique

Definition : Force]

Une force est une action mécanique qui modifie le vecteur vitesse d’un point matériel.

Propriété : Modélisation d’une force}

Une force se modélise mathématiquement a ’aide d’un vecteur, noté généralement ? et posséde :
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e Un point d’application qui est l'origine du vecteur;
e Une direction et un sens qui sont décrits dans une BOND ? =F, U, + Fyﬁy + P, ;

e Une intensité H?H exprimée en N.

Une force s’applique forcément d’un point M; sur un point Ms. On note alors :

?Ml —)MQ

Remarque :

Chaque force posséde un point d’application car les objets réels ne sont pas des points matériel mais des solides. Dans
le modéle du point matériel on suppose que toutes les forces s’appliquent sur le point matériel.

Seconde loi de Newton : le principe fondamental de la dynamique (PFD)}

N

Dans un référentiel galiléen Z,, la dérivée temporelle de la quantité de mouvement d’'un point matériel M, de masse m
est égale a la résultante ?extﬁ M des forces extérieures s’appliquant au point matériel.

A7 vy,
T , - ?emt%M

Remarque :

Le PFD est une équation différentielle vectorielle, elle cache donc trois équations différentielles scalaires appelées équa-
tions du mouvements. Les solutions de ces équations du mouvements avec les conditions initiales données sont appelées
équations horaires du mouvement.

Troisiéme loi de Newton : le principe des actions réciproques]

N

Soient deux points matériels My et Ms. Si My exercice une force ? M, — M, sur Mo alors le point Ms exercice une force

M,— M, tel que :
?1—>2 = _?2—&

Les deux forces ont alors :
e Méme direction ;
e Méme intensité;

e Des sens opposés.

. J

/_[ L’Interaction gravitationnelle ]

N

On considére deux points matériels M; et Ms; de masse respectives mi; et mo et de position dans le repére
—_—
%(077x77y77z) OM1 et OM2

On caractérise alors la force gravitationnelle ?2_,1 de M, M, Py
sur M : Y >
\
. mims 7
Expression : ?g_ﬂ = -G 2 72_>1 N

direction : colinéaire & M> M, ;
Sens : Toujours attractive. s My
Y

e mym
Norme : |[Foq || =G :Q 2,

o, T

Point d’application : Le centre de gravité

Type : Force a distance.

avec G = 6,67 x 1071 m3 - kgf1 572 la constante de gravitation universelle, r la distance entre M; et My et Uoyq le
vecteur unitaire qui part de Ms en direction de M.

. J

Le poids .

On considére une masse m soumise au champ de pesanteur terrestre 7 On caractérise alors le poids ? qu’exerce la
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o A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A
Terre sur la masse m :

Expression : = mqg =—-mgi, A
direction : verticale; M
Sens : dirigée vers le sol; I? —mF
Norme : H?H =mg;

Point d’application : Le centre de gravité de la 7
z
masse m;

<V

Type : Force a distance. 0 7y

avec ¢ = 9,81 m - s~ 2 ’accélération de la pesanteur de direction verticale et dirigée vers le bas.

La direction et la norme de 7 dépendent en pratique de l'altitude et des coordonnées du point M & la surface de la
Terre.

/_[La tension d’un ﬁl]

On considére une masse m accrochée a un fil. Un fil inextensible posséde une tension ? constante tout le long du fil.
On caractérise la tension 7 qu’éxerce le fil sur la masse m par :
105054445554455555%:
Expression : T = —||?||7

direction : colinéaire au fil;

Sens : Du support vers le systéme ;
Norme : A calculer;

Point d’application : L’attache du fil;
Type : Force de contact.

" J

Réaction normale du spport]

N

On considére une masse m en contact avec une surface. La surface exerce une force appelée réaction normale et notée
~ sur la masse m. On caractérise alors Ry :

—
Expression : ﬁN =||Rn |7

direction : orthogonale a la surface;

Sens : De la surface vers la masse;
Norme : A calculer;

Pt d’application : Barycentre de la surface de
contact ;

Type : Force de contact.

/_[Les frottements ﬁuides]

N

On considére une masse m en mouvement par rapport a un fluide visqueux, le fluide exercice une action mécanique
appelée frottement fluide ? qu’on peut modéliser suivant deux modéles :

. 7)‘7(M)/fluide
Expression : =
_HII)?(M>/fluide
direction : tangente au mouvement, colinéaire au vecteur vitesse ; 7
Sens : opposé au vecteur vitesse, opposé au mouvement ;
? Av M
Norme : || f | = , = ‘
e U M/ fluide

Point d’application : barycentre de la surface de contact ;

Type : Force de contact.
Ces deux modéles découlent de I’analyse via la mécanique des fluides, le modéle linéaire s’applique pour des vitesse
faibles par rapport au fluide, et le modéle quadratique pour des vitesses plus importantes.

" J

La poussée d’Archiméde]

N

Soit un systéme immergé dans un fluide au repos. La résultante des forces de pression est appelée poussée d’Archiméde
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ﬁ A est égale a 'opposé du poids du fluide déplacé.

On caractérise ﬁ A par :

Expression : ﬁA = —pflm-deV7 ﬁA
direction : verticale;

Sens : vers la surface (vers le haut) ;

Norme : | T4l = Vpjiuied lﬁ
Point d’application : centre de gravité du fluide déplacé; '
Type : Force de contact.

Avec V' le volume de fluide déplacé, et puiqge la masse volumique du fluide déplacé.

Un glagon de forme cylindrique (hauteur h = 3 cm, rayon R = 1cm) flotte a la surface d’une eau a 0°C. Le cylindre est
immergé d’une hauteur z = 2,8 cm. Quelle est la norme de la poussée d’Archiméde ?

On calcule tout d’abord le volume du glacon immergé V; = mR?z. On en déduit alors la norme de la poussée d’Archiméde :

LA || = 7R%zpg = 3,14 x (1 x 1072)2 x 1,00 x 10% x 9,81 ~ 30,1 N

[Méthode : Résoudre un probléme de dynamique du point]

e Faire un schéma en utilisant des couleurs avec en évidence la ou les BOND utiles, les coordonnées du points M,
d’autres parameétres importants.

e Définir le systéme étudié! (Dans certains exercices plusieurs points matériels existent et il faut bien définir le systéme).
e Choisir un référentiel et préciser sa nature (galiléen, supposé galiléen, ou non galiléen).

e Faire le bilan des actions mécaniques extérieur s’appliquant au systéme, dans le bilan exprimer chaque action mécanique
dans la BOND utilisée.

e Appliquer le PFD.

e Faire une projection du PFD dans la BOND choisie.

e Obtenir la ou les équations du mouvement.

e Résoudre la ou les équations du mouvement pour obtenir les équations horaires du mouvement.

e Obtenir I’équation de la trajectoire en éliminant le temps dans les équations horaire.

3 Le mouvement dans un champ de pesanteur uniforme

,_[Deﬁnition : Champ de pesanteur uniforme}

On appelle champ de pesanteur uniforme lorsque la résultante des forces extérieure qui s’applique & un point M de

masse m s’écrit :
_>
F= myg on ¢ =C

Propriété : Mouvement a accélération constantej

Dans un champ de pesanteur uniforme ? le mouvement d’un point M de masse m est & vecteur accélération constante

tel que :
a(M),5 =g
[Exemple : Chute libre]
Soit un point M de masse m, laché sans vitesse initiale ﬁ M ?
d’une hauteur h : o

Systéme :{M(m)} I?
Référentiel : Terrestre supposé galiléen
Bilan des forces : ¢ P = my¢ .

PFD : md(M),z =mg >

Q
sl
wY

70



Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

Coordonnées : Cartésienne et mouvement a un dégrés de liberté.

OM = (1) 0. = V(M) = 40 - = @ (M) 5 = 570

Equation du mouvement : /7,3 : Z=—g
. 1
Equation horaire : Z(t) — 2007 = —gt = 2(t) —h = figtz
Temps de chute : z2(ty) =0=t; =+/2h/g
Vitesse d’impact : |2(tf)| = V2gh
[Exemple : Mouvement parabolique}
Soit un point M de masse m, lancé avec une vitesse o z M 7
en0at=0:
Systéme :{M(m)} P
Reéférentiel : Terrestre supposé galiléen —
. = vo
Bilan des forces : o P = m? Uz o
PFD : md (M) gz =m >
(M), =mg 0. >

Coordonnées : Cartésienne et mouvement a deux dégrés de liberté.

OM = a() Ty + 2(0) T, = V(M))g=0U,+ iU, = d(M))g =5, +:U.,

Equations du mouvements : /. : Z=—g Equations du mouvements : /U, : =0
Equation horaire : Equation horaire :
. . 1 .
(t)—vosin(a) = —gt = z(t)—240] = —59t2+?10 sin(a)t &(t) — vo cos(a) = 0 = z(t) — 2607 = vg cos(a)t
Equation de la trajectoire : soit z(t) = v cos(a)t d’ot t(z) = S pour « # m/2
vgﬁos(a)
1, _
z(t) = —§gt + vg sin(a)t %
(#) = 39—y - tan(o) g
z2(z) = ——g————— + tan(a)z
29113 cos?(c) . N
1 22 9 — >
2(x) = —=g— (1 + tan®(a)) + tan(a)z 0, max

27 vg
2
Portée : soit Tyax 7# 0 tel que z2(Tmax) = 0 = Tmax = % cos(a) sin(a)
g
v sin(«)

Hauteur maximale : instant ¢, tel que 2(tp) = 0= t;, =
g

v3 sin?(a)

H = Z(th) = 2%

[Exemple : Parabole de sureté}

On cherche tous les points M (X, Z) accessible via un tir de vitesse initiale vg fixé et en cherchant un angle initiale « :

1 X2 1 X2 1 X2
Z = —~g— (1 + tan*()) + tan(a) X —g— tan*(a) — X tan(a) + Z — —g—5
27 vg 27 vg 27 g

Il existe une solution a cette équation si : A >0

2 2 2 2 2
A:X2_4X(Z_19X>19X:X2<1_29Z_92X>:>Z<7)0_9X
v

27 vt ) 27 02 3 vE S 29 203
z
a=T7/4
vi  gX?
B vl o
0
o v3/g t
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4 Mouvement avec forces de frottements fluides

[Deﬁnition : Vitesse limite]

Lorsqu’on est en présence de frottement fluide, on suppose que le point M de masse m va suivre un mouvement transitoire
jusqu’a atteindre une vitesse constante ot les forces se compensent et le systéme devient pseudo-isolé. Alors :

H
7(]\/[)/.% = 7lim = Cte

Est une solution particuliére de ’équation du mouvement.

[Deﬁnition : Temps caractéristiquej

Si on lache sans vitesse initiale une masse m dans un champ de pesanteur ? Les frottements sont initialement négligeable
devant les forces de frottement.

On peut alors supposer que la vitesse va évoluer pendant une durée 7 comme : v(t) = gt

On définit alors la durée 7 comme le temps pour atteindre la vitesse limite :

v(T) = gT = Viim

[Exemple : Force de frottement fluide linéaire}

Soit un point M de masse m, lancé avec une vitesse % z M ?
en0at=0:
Systéme :{M(m)} P
Référentiel : Terrestre supposé galiléen v
Bilan des forces : . ao
.?:m?:_mgﬁz; 0. }CC
. 7 = \U
PFD : md(M),z =mgqg —\U
; a7 A
Equations vectorielle du mouvements : a + 2% = 7
m
—i Ao, =
Vitesse limite : on cherche une solution v = m = = 1:11;m =0
o = @
lim )
Temps caractéristique : soit v(t) = gt et v(7) = Viim
m
Vlim = g7 = T=
A
Equation adimensionnée : on pose t = t/7T et = 7/vhm
A7 vim dW dd
dt T di dt :
Temps long : (vitesse limite) ¢ > 7 alors le terme dérivé est négligeable et on obtient : U~ -,
Temps cours : soit ¢t < 7 alors on peut faire un DL de U
. da -
(1) = U (0) + —=(0)(f - 0)
dt
En utilisant ’équation différentielle et 173 = % /vlim on obtient :
U= up— (uh+ L)t
Soit ||ug| < 1 : Soit ||ug]| > 1 :
- ~ t
T — T e T = T — gt 7:@(1_t)<:>7:m(1_>
.
Ce qui revient & considérer un mouvement sans frotte- Ce qui donne un mouvement rectiligne uniformément dé-
ment. céléré.
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[Exemple : Force de frottement fluide quadratique}

Soit un point M de masse m, lancé avec une vitesse o z M 7
en0at=0:
Systéme :{M(m)} P
Reéférentiel : Terrestre supposé galiléen —
. Vo
Bilan des forces : 72 o
« P=mg = -mg.: 0w %
xr
. 7 = kU
PFD : mﬁ(M)/% =myg — kT
} v
Equations vectorielle du mouvements : wr + Ev? = 7
m
i Ao, =
Vitesse limite : on cherche une solution ¥ = m =(C"* = Q;m =0
m m
T S AN [
KRUlim R
Temps caractéristique : soit v(t) = gt et v(7) = Viim
m
Ulim = g7 = T = -
gk
Equation adimensionnée : on pose t = t/T et U = 7/1}11”1
AT v AW dd
dt T dt dt :
Temps long : (vitesse limite) ¢ >> 7 alors le terme dérivé est négligeable et on obtient : U~ -,
Temps cours : soit ¢ < 7 alors on peut faire un DLy de o
. du -
7(2&) = 7(0) + —(0)(t—0)
dt
En utilisant ’équation différentielle et 176 = % /vlim on obtient :
U~ uf — (uozTS + 72)5
Soit [lug| < 1 : Soit [[ug| > 1
~ ~ Vot
VW T, e T = T — gt 7”70(1%@@7@(1 0 >
ViimT
Ce qui revient & considérer un mouvement sans frotte- Ce qui donne un mouvement rectiligne uniformément dé-
ment. céléré.

5 Mouvement circulaire

[Exemple : Pendule simple}

On considére un point matériel M de masse m attaché a un fil inextensible de masse
négligeable et de longueur [. On cherche a étudier le mouvement d’oscillation du
pendule.

Systéme : Point matériel M de masse m.
Référentiel : Terrestre noté Zr supposé galiléen et de repére %7 (O, 795, 7y, 7z)
Bilan des forces : dans la base polaire (U, @g)

o« P = mg =m[(q - -u)U,+(q -up)Ue] = mg(cosOU, —sinfg);

o« T = —T, avec T = ||?||
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Principe fondamental de la dynamique :

4P a7
- M/%r = ?Jr? — m —M/%r :mg(cosﬂﬁrfsinﬂﬁg) —-T,
dt dt @2
RBT ‘T
Comme la longueur [ est constante alors on a :
‘—_) . d?kf/ﬂ,r .2 .
OM =il = Wy, =0 g = — 5| = —10%3, + 107
AT
On projette alors le PFD sur U, et Wy
—mlf%? = —T + mgcosb
mlg = —mg sin 6

On obtient alors ’équation du moment : 6+ %sin&

et I'expression de la norme de la tension du fil : | T' = m[g cos 8 + 16?]

Dans le cas o1 § < 1 on a alors : ) )
sinf = 0 + o(6) =>9+%sin0z0+%9

On obtient alors I’équation du mouvement d’'un OH de solution :

0(t) = g cos(wot + ¢)

avec wg = ﬁ et 0y Yamplitude d’oscillation.

On parle d’Isochronisme car la pulsation de 'OH ne dépend pas de I’amplitude 6.

Remarque :

Ce n’est pas le cas général. La période du pendule peut alors se calculer numériquement ou en faisant un développement
limité d’ordre plus élevé.
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Mécanique 3 : Les oscillateurs mécanique

1 Le systéme masse-ressort

,_[Deﬁnition : Equation différentielle d’un OH]

Un OH a 1 degré de liberté est un systéme dont ’équation du mouvement est de la forme :
X+wiX =0

ol X = z(t) — xeq est écart a la position d’équilibre et wy la pulsation propre.
La solution est donnée par :
X (t) = Acos(wot) + B sin(wot)

ou A et B sont deux constantes d’intégrations a déterminer avec X (0) et X (0).
2m

La période de l'oscillateur est la période propre Ty = —.
Wo

| Loi de Hook .

On considére une masse m accrochée a un ressort de longueur a vide [y et de constante de raideur k. Lorsque le ressort

est déformé et qu’il pﬁsséde une longueur [ il exerce une action mécanique sur la masse m appelée force de rappel Fi..

On caractérise alors F;. :
= 1000040050050550550

Expression : | F. = —k(l — o)W 0 "‘Z_T)
X

direction : colinéaire au ressort; o N

Sens : opposé a ’élongation (I — ty

lO)7 5 lo !
_)

Norme : || F.|| = k|l — lo];

Point d’application : Point d’at- M v

tache d t;

ache du ressort ; y ?

Type : Force de contact. r

[Exemple : Le ressort horizontal non amorti}

On considére un point M de masse m 1ié a un ressort de raideur k et longueur a vide [y qui est fixé & son extrémité en
O. Le ressort et la masse sont posés sur un support horizontal et la masse glisse sans frottement.

Reéférentiel : Terrestre supposé galiléen.
Systéme : {M (m)}

Bilan des actions mécaniques : u
B_ 7 m
° —mgiy ; 7
07
o ﬁ]\r = RNUZ o 7 Y
o F=—k(l— 1)y I

PFD : m7=?+ﬁN+?
/U mi = —k(x —ly)

- . .k k
Equation du mouvement : i+ —x = —I
m m

[k
on pose wp = 4/ —.
m

[Exemple : Le ressort vertical non amorti]

Soit un point M de masse m lié & un ressort vertical dont I'extrémité haute est fixée & un point O.
Systéme : {M (m)}
Bilan des actions mécaniques :

o B =mgi’;

o F=—k(l— 1),

(0]
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///////////////////
///////////////////

2
l
M v
PFD: md(M)z=F+P
/. - mzZ=—k(z—1lg) +mg

Position d’équilibre : On cherche z = z¢q = C'® solution de I’équation précédente avec 2 =2 =0 :

mg

0= —k(zeq — lo) + Mg =>| 26q = lo + -

. k k
Equation du mouvement : i+ —z=— (lo + @)
m m

k

Allongement du ressort : Par commodité on pose Z = z — zgq tel que 2 = Zeti=12
Z+—7Z=0 et on pose wp =4/ —
m m

2 Les oscillateurs amorti

Definition : Rappel]
On considére que le systéme masse-ressort amorti est soumis a une force de frottement fluide linéaire :
7 -

L’équation du mouvement vérifiée par 1’allongement du ressort par rapport & sa position d’équilibre X = x — X4 peut
se mettre sous la forme :

X+%X+w§X:O

Pour résoudre cette équation on doit chercher les racines de I’équation caractéristique :

wo

Q

1 [ 1 1
e Si A>0alors Q < 5 et le régime est apériodique : 7"1:—;% + wo TQQ_l rgz—;%—wo @—1

[ 1
on pose alors Q2 = wy @ — 1 et la solution s’écrit :

wg 4

X(t)=e ° [Ach (Qt) + Bsh (Qt)]

1
P+ Zrdwi=0 = A:w§<Q2—4)

avec (A, B) € R? deux constantes d’intégrations a déterminer avec X (0) et X (0).
wo

20

1
e SiA=0alors Q= 3 et le régime est critique : rL =Ty =

_2‘”70,5
La solution s’écrit :  X(t)=e ° (A+ Bt)
avec (A, B) € R? deux constantes d’intégrations a déterminer avec X (0) et X (0).

1 1
e Si A < 0 alors @ > 3 et le régime est pseudo-périodique : r o= o + jwoy /1 — TQQ ro = _0

- 2Q 2Q
) 1
w =
Jwo 10?
1 . .
on pose alors w = wp4/1 — —= et la solution s’écrit :

1Q?

X(t)=e ™ [Acos(wt)+ Bsin (wt)]

wo 4

avec (A, B) € R? deux constantes d’intégrations a déterminer avec X (0) et X (0).
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[Exemple : Le ressort vertical amorti}

Soit un point M de masse m lié & un ressort vertical dont I'extrémité haute est fixée & un point O.

Le point M est soumis & une force de frottement fluide ? = -\T.
Systéme : {M (m)}
Bilan des actions mécaniques :

o P =mgil;
o = 2T =-\T.
o« F=—k(l—1l)U,;

PFD: md(M)z=F+DP+ [
/U mzZ = —k(z—1ly) +mg— A2

Position d’équilibre : On cher z = z4q = C'® solution de l’équation précédente avec 2 = 2 =0 :

0= —k(zéq—l())+mg—0:> Zeq :l()—‘r-%
. A k k
Equation du mouvement : I+ —Zi+—2z=— (lo + @)
m m m k

Allongement du ressort : Par commodité on pose Z = z — zgq tel que 2 = Zeti=12
. A k
4+ —Z+—Z=0
m m

[k vk
et on pose wy = —ethim
m A

3 Les oscillations forcées

[Deﬁnition : Régime forcéj

Soit un systéme masse-ressort soumis a une force excitatrice : ?(t) = Fjcos(wt) On définit le régime des oscillations
forcées pour un oscillateur linéaire & un degré de liberté, un systéme de masse m dont I’équation du mouvement se met
sous la forme :

()

wo .
—x—l—wgm‘: —
m

Q

ou F(t) est une force excitatrice de la forme : F(t) = F cos(wt).

T+

La solution particuliére z,(t) peut donc se mettre sous la forme :
zp(t) = Xom cos(wt + )

avec X,, 'amplitude d’oscillation et ¢ le déphasage par rapport a l'excitation.

t
On pose alors 'abscisse complexe z(t) = &ew ou X,, est "amplitude complexe tel que z, = Ze (z), X,, = |&’ et
¢ = arg(Xm)-
On obtient aprés calcul :

Fo/m
W(Q) — w2 + ]@

Q

X =

[Exemple : Ressort horizontal accroché a un point oscillant}

On considére un point M de masse m accroché a lextrémité d’un ressort de raideur k et lié en un point O mobile de
position xo(t) = A cos(wt). Le point M est soumis aux forces de frottements fluides 7 = -\7.
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u
m
O
1 M
wo(t) z(t)

4 Capacité numérique

/_[Deﬁnition : Méthode d’Euler appliquée aux équation d’ordre 2}

On considére une équation différentielle d’ordre 2 de la forme :

d2
Ty _ o (dy
de? dt

d
(0.0(0:t)  avec € ot etylte) = o et P t0) =0

On peut appliquer la méthode d’Euler en considérant deux équations différentielle d’ordre 1 couplée :

dy dx
_— g —_— = F
Vy=a) e G = Fa)y(0),0)
On peut alors construire les suites de N nombres suivantes :
ty — 1
ot =tg+kxdtavecke[0;N—1]et (5t:H

® Y1 = Yk + T X 8t avec Yo = Yo
o Ty =x+ F(, ok, Yk, tr) X 6t avec xg = xo

Les N couples (tx,yr) les coordonnées des N points approchés de la courbe y(t).

d
Les N couples (tx,x)) représentent les coordonnées des N points approchés de la courbe d—i’(t)

. J

Propriété : Capacité numérique 3]

N

A l’aide de python, résoudre numériquement une équation différentielle du deuxiéme ordre non linéaire et faire apparaitre
leffet des termes non linéaires.
L

N

/_[Propriété : Créaction fonction Euler2]

On cherche & définir une nouvelle fonction python qui prendra en paramétre ¥y, xo, to, tf, F' les paramétres mathématiques
et N le paramétre numérique.
import numpy as np
def Euler(y0,x0,t0,tf,F,N):
y,x=np.zeros(N) ,np.zeros (N)
dt=(tf-t0)/(N-1)
t=np.array([tO+k*dt for k in range(N)])
y[0]=y0
x[0]=x0
for k in range(1,N):
y [k]=y [k-1]+x [k] *dt
x[k]=x[k-1]+F(y[k-1] ,x[k-1],t [k-1]) *dt
return t,y,x

def F(y,x,t):
return ....... #a compléter en fonction du probléme a résoudre
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Mécanique 4 : Energie, travail, puissance

1 Les grandeurs énergétiques

,_[Deﬁnition : Puissance d’une force}

La puissance d’une force ? appliquée & un point M animé d’une vitesse K vz dans le référentiel # est la grandeur
instantanée :

P = ? . 7 M/ exprimée en watt (W)

. J

Propriété : Force motrice/ résistante}

On dit qu’une force ? est :
e Motrice si & > 0;
e Résistante si & < 0.

" J

,_[Deﬁnition : Travail d’une force] .

Le travail élémentaire, entre t et ¢t + dt, d’une force ? appliquée & un point matériel M se déplacant a la vitesse Ty /%
dans le référentiel Z est défini par :

SW(F) = 2dt = F - Ty pdt = F - dl

avec dl le déplacement élémentaire du point M dans le référentiel Z.

Pour obtenir le travail d’une force ? appliquée & un point matériel M qui se déplace, dans le référentiel Z, de la position
My a linstant t; a la position M a I'instant ¢, est défini en faisant la somme des travaux élémentaires :

W (E o, = [ o= [CF .3

My

La travail d’une force s’exprime en joule (J).

/_[Propriété : Cas d’un point matériel soumis a plusieurs forces]

Soit un point matériel soumis & plusieurs forces extérieures 1?, dont la somme vaut ? = E Fm on montre que :

W Epo = [ F A= [T (SF) A3 R S w T,

On obtient alors la relation :

N

W(?)MlﬁMz = Z W(ﬁ)Mlﬁf\b

=1

" J

Propriété : Cas particulier d’une force vectoriellement constante]

N

Soit un point matériel M soumis & une force extérieure ? de vecteur constant au cours du mouvement du point A
au point B (norme constante, direction constante, sens contant). On calcule alors le travail de la force ? au cours du

W@M:ABﬁ.a:?.ABa:?.<@_m>

mouvement :

On obtient alors la relation :

W(F)a.p=F - AB

Valable uniquement dans le cas d’une force constante vectoriellement, le reste du temps il faut calculer l'intégrale du
travail élémentaire.

Definition : Energie cinétique d’un point matériel}
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L’énergie cinétique dun point matériel M de masse m, animé d’une vitesse o /2 dans le référentiel #, est définie par :

1

L’énergie cinétique s’exprime en joule (J).

Remarque :

Dépend de #

Remarque :

Le travail exprime 1’énergie recue par le point matériel au cours du mouvement de M; vers My. C’est un transfert
d’énergie. Il ne faut pas confondre I’énergie d’un systéme comme son énergie cinétique qui est une variable d’état du
systéme et ne dépend donc que de I’état du systéme.

Tandis qu’'une énergie est calculée & un instant donnée, un transfert d’énergie s’effectue au cours d’un mouvement. Le
travail n’est donc pas une variable d’état du systéme.

2 Le théoréme de I’énergie cinétique

N

/_[Théoréme de la puissance cinétique]

Dans un référentiel galiléen %, la dérivée temporelle de ’énergie cinétique d’un point matériel est égale a la somme des
puissances des forces qui lui sont appliquées :

N

=Y 2(F)

Ry =1

dé
dt

. J

/_[ Démonstration : ]

N

On considére un point matériel M de masse m en mouvement dans le référentiel galiléen %, et soumis & N forces ?1
On applique le principe fondamental de la dynamique au point M :

dﬁM%g al
TTar |, T ; F
d7M@q ol
m N TV nmym, = ;? - wy,
1 AT, al &, N
2" T . - ;'@@) dt |, - ;'@@)

On étudie un pendule pensant, on assimile un solide de masse m & un point matériel
accroché a un fil idéal de masse négligeable et de longueur [ supposée inextensible.

1r07007777

117777777 7
xr

Systéme : Point matériel M de masse m.
Référentiel : Terrestre noté Zr supposé galiléen et de repére %7 (O, 7$, ﬁy, 72)
Bilan des forces : dans la base polaire (U, @g)

« P = mg =m[(q - -u)Uy+ (- -up)Ue] = mg(cosOU, —sinfg);
o« T = —~T, avec T = ||?||

Théoréme de la puissance cinétique : (TPC)
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On exprime la vitesse en coordonnées cylindriques :

—

doM : 1.

Uty = % = 10Uy = & = 5mlzg?
R

On applique le TPC :
dé&,
dt |4,
= —mglfsin(0) + 0

= 2(P)+ 2(T) = mgldw, -+ | T |} - @)

mlff = —mglfsin(h) = |6 + %sin& =0

On retrouve ’équation du mouvement du pendule pesant.

Théoréme de I’énergie cinétiquej

Dans un référentiel galiléen %, la variation de 1'énergie cinétique d’un point matériel M qui se déplace de la position
M; a linstant ¢1 & la position My a Uinstant ¢5 est égale a la somme des travaux des forces qui lui sont appliquées :

N
A& = Eulta) — Eult) = S W(F)aosaty
i=1

,_[Démonstration :]

On considére un point matériel M de masse m en mouvement dans le référentiel galiléen %, et soumis & N forces Fl
On applique le théoréme de la puissance cinétique au point M :

_ iv: @(F) éac(tz) - éDC(t1> = Z/t 2 f@(?i)dt

Ry i=1

to N N
dt = / S 2 (Ft A =S W(E)ar o,
“g =1

/tz dé,
t1 dt 4 t1 ;=1

dé.
dt

A
Soit un pratiquant du saut a ski, il part ans élan du sommet A d’un tremplin. La
vitesse du skieur en B doit étre inférieur & v,,4, = 30m -s~!. On réalise une étude Ee
pour un skieur qui s’élance sans vitesse initiale en négligeant les frottements pour
évaluer la hauteur h,,q, du tremplin et sa longueur €,,qz. h
Systéme : Skieur assimilé & un point matériel M de masse m. 7
z
Référentiel : Terrestre noté %Zp supposé galiléen et de repére Zr (O, U, 7y7 72) e B

Bilan des forces :
o BP=myq = -mg,
—
[ ] ﬁN = ||1%1\[||ﬁ> = }%Nﬁ>

Théoréme de ’énergie cinétique : (TEC) On calcule la variation d’énergie cinétique entre l'instant t4 = 0s et
I'instant tg :

1 1
A8, = 6.(tp) — &lta) = Eultn) = smltaiza, 12(ts) < Smod,,

On calcule les travaux des forces sur le trajet A — B :

B ZB
W(?)A%B:/A ?3:/ —mgdz = mgh
B B
W(Ex)aon= [ Ryl = [|EST =0
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On applique alors le TEC :

2
Umag

29

1 , 1
§m||UM/%T||2(tB) = mgh < 5”“’3%90 = hmaz =

La hauteur maximale est indépendante de la longueur e du tremplin dans ce modéle. Un modéle plus évolué avec prise
en compte du travail des forces de frottements feraient intervenir la longueur e du tremplin.

,_(Deﬁnition : Force conservative}

Une force est dite conservative si son travail ne dépend pas du chemin suivi.

. J

Propriété : Force conservative}

N

—
Il existe alors une fonction @ﬁ,(OM ) de la position du point M telle que le travail élémentaire d’une force conservative
puisse d’écrire :

SW(E) = —d&,

—
De cette maniére le travail ne dépend que des valeurs initiales et finales de la fonction &,(OM)

~

,_(Deﬁnition : Energie potentielle}

s
On définit la fonction énergie potentielle &,(OM) liée & une force conservative l?c qui dépend de la position du point M

telle que définie & une constante prés on a :
Fodl=—dé,

L’énergie potentielle &, d’'un systéme se définit comme la somme des énergies potentielles des forces conservatives
appliquées.

/_(Propriété : Gradient}

Lorsqu’une force est conservative et qu’on peut définir son énergie potentielle, on définit alors I'opérateur vectoriel
gradient :

F,= —gradé&, avec gradé, - di = d&,

L’opérateur gradient d’une fonction de plusieurs variable d’espaces dépend du systéme de coordonnée utilisé. En coor-
donnée cartésienne il s’écrit :

gradf = %ﬁz + %ﬁy + %ﬁz

0 . . . 5}
ou —f correspond & la dérivée partielle de f par rapport a = en considérant y et z comme des constantes, —f correspond

ox 0y

a la dérivée partielle de f par rapport & y en considérant x et z comme des constantes, etc.

(. J

Propriété : Travail d’une force conservative}

N

Si un point M posséde une énergie potentielle &, alors il est soumis & une force extérieure ?C conservative et son travail
entre la position M; et la position My s’exprime :

W= [ Rl [ 4B, = (5,08 - B00) = a4,

(. J

,_(Deﬁnition : Energie mécanique}

N

Dans un référentiel galiléen %, I’énergie mécanique &, d’un systéme est la somme de son énergie cinétique &; et de son
énergie potentielle &}, :
Em =6+ &

. J

,_( Démonstration : J

N

On considére un point matériel M de masse m en mouvement dans le référentiel galiléen %, et soumis a IV forces ?l
dont N, forces conservatives F et N, forces non conservatives F*°. On applique le théoréme de ’énergie cinétique au
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point M entre le point M; a 'instant ¢; et le point Ms a 'instant to :

Z W i) My— Mo

ZW M1—>M2 + ZW F?)Ml—ﬂ\h
=1

Nnc
A&, = _Agp + ZW(F;W)MlﬁMz
=1
Nnc
Agm = Afg)‘: + A(g)p = Z W(W)Ml—ﬂ\b

%
i=1

(. J

Théoréme de 1’énergie mécanique}

N

Dans un référentiel galiléen, la variation A&y, de I’énergie mécanique, entre deux position M; et My, d’'un point matériel
soumis a des forces conservatives de résultante F, vaut :

_>
Aéy = éam(MQ) - gm(Ml) = W(Fnc)M1—>M2

Si toutes les forces qui travaillent sont conservatives alors I’énergie mécanique est une constante du mouvement et le
systéme est qualifié de conservatif.
(.

,_[Propriété : Energie potentielle de pesanteur}

N

Soit un référentiel terrestre de repére Z(0O, 71, 73,, 72) avec U, orienté vers le haut. La force ? d’un point M de

masse m s’exprime :
P= —mgu, = 6W(3) —P.d= —mgdz = —dé&,

On en déduit Pexpression de I'énergie potentielle de pesanteur &, a partir de l'intégrale :

&p(z) = / mgdz = mg(z — zp)
2o

. J

,_[Propriété : Energie potentielle gravitationnelle}

N

Soit un référentiel galiléen de repére %(O,?w,ﬁy,ﬁz) avec un point matériel O de masse mg qui exerce une force
gravitationnelle sur M de masse m :

mimo
2 ’LTT>
r

mmo

?O—)M =-G - 6W(?O—>M FO—)M _; — _déap,G

On en déduit I'expression de I’énergie potentielle gravitationnelle &, ¢ a partir de I'intégrale :

" 1 1
= / Gmn;O dr = —Gmmg (— — —)
o T T T

. J

N

,_[Propriété : Energie potentielle élastique}

_>
Soit un référentiel galiléen de repére Z(0, 7x, 7y, 7z) La force ?,ﬂ de rappel qu’exerce un ressort de longueur [ = I,
_>
et de longueur a vide [ = W, sur un point M s’exprime :

Fro= k(1 —1y) = oW(EF,)=F-dl = k(I — lo)dl = —d&)a

On en déduit 'expression de ’énergie potentielle élastique &} o1 & partir de I'intégrale :

! 1 1
Epar(l) = | k(l —1o)dl = 5(z — 1) - 5(l1 —1p)?

5
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3 Etude qualitative de mouvements & une dimension

Dans cette partie on considére le mouvement conservatif & une dimension d’un point matériel M de masse m dans le
ez . 2 s .. 7 .. — 7
référentiel galiléen Z%,. Le mouvement est selon ’axe Oz de vecteur unitaire /, et de vecteur position OM = z'u , et de

—
résultante des forces F(z) = F. Uy
Definition : Position d’équilibre]

Une position d’équilibre d’un systéme mécanique est une position telle que si on abandonne sans vitesse le systéme dans
cette position, il y reste.

/_[Propriété : Position d’équilibre] N

Soit un point matériel M de masse m en mouvement conservatif dans le référentiel %Z,. Le point M posséde une énergie
potentielle &,(x). A 'équilibre le point M peut alors étre aux positions z., tel que la somme des forces appliquées au

point soit nulle :
dé,

F(x:xeq) :_E

(T =12¢q) =0

"

[ Definition : Stabilité |

La stabilité d’une position d’équilibre se définit en abandonnant le systéme sans vitesse au voisinage de cette position :
e si le systéme se rapproche de sa position d’équilibre, c’est que celle-ci est stable;

e si le systéme s’éloigne de sa position d’équilibre, c’est que celle-ci est instable.

Propriété : Stabilité] .

Soit un point matériel M de masse m en mouvement conservatif dans le référentiel %Z,. Le point M posséde une énergie
potentielle &,(x). On étudie la position d’équilibre x4 en posant = x4 + 0z :
2
_ 4%
dx?

ép

F(xeq+ 0z) = —%(m +dz) = —C}i—x(m = Zeq) (€ = xeq)dx + 0(0x)

On a alors :

e Un équilibre stable si pour dz > 0 on a F(x) < 0 pour que la force rameéne le point vers la gauche donc :

d*&,
dx?

(€ =12eq) >0

La position d’équilibre correspond & un minimum local de &,(x).

e Un équilibre instable si pour dz > 0 on a F(z) > 0 pour que la force raméne le point vers la gauche donc :

a’s,

(x =12eq) <0

La position d’équilibre correspond & un maximum local de &,(x).

On obtiendrait le méme résultat avec dx < 0.

Propriété : Barriére de potentielle] N

Soit un point matériel M soumis & une énergie potentielle &,(x). Si le mouvement est conservatif le point M posséde
une énergie mécanique &y, tel que :

Em = b+ 6p(x) = %ma’:Q + &,(z) = 6x(x)

Sans énergie cinétique, un point matériel ne peut pas accéder aux régions de I'espace ou &, (z) > &p.
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T I I I T I I I
— & (z) = azt + ba? + ¢ — & (z) = azt + bz + ¢
— & = 1500J — ém = 3100J
4.000 4.000 .
= 3.000 = 3.000H
& &
2.000 2.000 |- .
1.000 1.000 | .
1 1 1 1 1 1 1 1
-10 ) 0 ) -10 -5 0 )
(m) (m)

4 Application : Oscillation proche de 1’équilibre
On considére le mouvement conservatif & une dimension d’un point matériel M de masse m dans un référentiel galiléen

Zq. On considére que le point matériel est proche d’une position d’équilibre stable notée z.4. Le systéme posséde alors
une énergie cinétique :

1
éac = §mx2
Il posséde également une énergie potentielle dont on fait le développement limité autour de z., & 'ordre 2 :
dé, 1d%4
é()13(5'3) = gp(xeq) + d; (v = xeq)(x - xeq) + ) dx2p (= xeq)(z - xeq)z +o ((x - xeq)Z)

Or par définition de la position d’équilibre stable on a :

as, 6,
dz dz?

On peut alors appliquer le théoréme de I’énergie mécanique entre ¢t =0 et ¢ :

(x =meq) =0 et (T =12eq) =k >0

1 1
gmiQ + & (Teq) + ik(x — Teg)? = En(t =0)

Si on dérive cette équation on obtient I’équation du mouvement :
ma + kx = kxeq

qui est ’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique correspondant & un systéme masse-ressort.

Au voisinage de I’équilibre on peut donc modéliser tout systéme conservatif par un oscillateur harmonique.

T \ T T T T T 7 T
\ / - — —
\ / é5(8) = mgl(1 — cos )
\ / 02
\ / ---
: , é,(0) = mgl—
\ / ‘)
15 \ I |
\ 1]
\ /
\ /
\ /
\ /
\ !/
/’; \ /
— 10| - ; .
o,
&g \ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
5 [~ \ 7, -
\ /
\g Y/
\ Y
O l |

| | | | |
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Mécanique 5 : Mouvement de particules chargées

1 Force de Lorentz et notions de champs

Definition : Champ électrostatique]

On considére la force coulombienne d’une particule 2 de charge go sur une particule 1 de charge ¢; :

1
?Q—H = gﬁz—u = %EQ(T)

dmwey 1

e 5 le champ électrique créé par la particule 2.

On appelle alors ﬁg (r) = Trer?
TEQ

/_(Propriété : Champ stationnaire}

Un champ stationnaire est un champ dont les caractéristiques sont indépendantes du temps :

E(M,t) = E(M)

.

/_(Propriété : Champ uniforme}

EM, ) =E®)

.

Un champ uniforme est un champ dont les caractéristiques sont les mémes en tout point de I'espace :

/_[Deﬁnition : Champ électrostatique]

Un champ électrostatique est un champ stationnaire.

/_[Deﬁnition : Champ magnétostatique]

Un champ magnétostatique est un champ stationnaire.

,_[Deﬁnition : Force de Lorentz]

ﬁ et magnétostatique uniforme B subit une force, appelée force de Lorentz :

?:qﬁ-l-qu/gg/\B

Une particule de charge ¢, animé d’une vitesse o M/ 2 dans un référentiel, placée dans un champ électrostatique uniforme

N

[Remarque : Ordre de grandeur}

Si on étudie un proton de masse m, = 1,67 x 107?"kg et de charge ¢ = 1,60 x 1071° C plongé dans un champ

électrostatique uniforme de module E = 1,0V - m™! & la surface de la Terre :
o I[\y=mg=1,6x 10725N
o F.~gE=16x10"16N
On a alors toujours F, > Fy.
Ordre de grandeur de champ électrique ou magnétique :
e Antenne mobile £~ 10'V -m~! 4102V -m™!;
e Condensateur £ ~ 102V -m~ ' a4 10*V.-m~!;
e Champ de claquage de l'air £ ~ 10°V -m™!;
e Champ magnétique terrestre B ~ 5 x 107°T;

Aimants puisants de moteurs B ~ 0,3T;

e IRM B~6T;
Si on compare en ordre de grandeur la force électrique et la force magnétique on a :
F. FE
F, B

Pour un champ électrostatique £ ~ 10>V - m~! et un champ magnétostatique B ~ 0,3 T la vitesse pour que les deux
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forces soient équivalentes doit étre de :

v~10"%2m-s7!

On voit donc que la force magnétique est bien plus efficace pour modifier la trajectoire d’une particule chargée.

2 Aspect énergétique

/_[Propriété : Puissance fournie par un champ électrique]

Soit une particule de charge ¢ soumise a un champ électrostatique E, la puissance de la force de Lorentz s’exprime :

P(F) =qE -

Si on applique le théoréme de la puissance cinétique on voit alors que :

dé, N
dr = 9(?) = qﬁ UM/ %
R

Le champ électrique peut alors augmenter ou diminuer ’énergie cinétique de la particule en fonction de son orientation
et du signe de gq.

N

Propriété : Puissance fournie par un champ magnétique]

Soit une particule de charge ¢ soumise & un champ magnétostatique B, la puissance de la force de Lorentz s’exprime :

P(F)=qinaAB - Taya=0

dée
dt
est donc constante, la force de Lorentz magnétique peut donc modifier la trajectoire de la particule sans changer son
énergie cinétique.

" J

Si on applique le théoréme de la puissance cinétique on voit alors que : = 0 L’énergie cinétique de la particule

,_[Propriété : Energie potentielle électrique} N

On peut montrer que la force de Lorentz électrique est une force conservative telle que :
—
? = qﬁ = —gradé} clec

ol &} clec €5t 1’énergie potentielle électrique associée dont I’expression dépend uniquement de la charge de la particule et

de la forme du champ électrique E (voir cours de physique de deuxiéme année).

. J

/_[Deﬁnition : Potentiel électrique]

On définit le potentiel électrique noté V' par la relation :

(fp,clcczqusdvzfgﬁﬁzfﬁﬁ

. J

Propriété : Potentiel électrique d’un champ uniforme]

Soit un champ électrostatique uniforme ﬁ = Fyd s, le potentiel électrique est donné par la relation :

‘V(x) —V(zo) = —Eo(x — o) ‘

" J

3 Mouvement d’une particule chargée dans un champ électrostatique uni-
forme

Propriété : Equation du mouvement}

Pour une particule assimilée & un point M de masse m et de charge g soumise & un champ électrostatique E uniforme
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dans un référentiel galiléen Z. [’équation du mouvement est :

¢F

T =0

On se raméne donc a un vecteur accélération constant, et une résolution identique au champ de pesanteur constant.

. J

/_[Démonstration )

) N

On considére une particule chargée de charge ¢ dans un référentiel Z(O, 7x, 7y, 72) placée dans un champ électrosta-
tique uniforme E = Eoﬁy et dans un champ mangétostatique uniformément nul By = 0.

A Dinstant ¢ = 0 la particule posséde une vitesse 70 = vp(cos aﬁx + sin aﬁy).
Systéme : On étudie la particule de masse m et de charge ¢ assimilée & un point M.
Référentiel : On se place dans le référentiel du laboratoire Z(0, 736, 7y, 7z) supposé galiléen.

Bilan des forces :
° ?:qﬁ:quﬁy;
o B=—mgi, avec | B < | F|;

Principe fondamental de la dynamique : On commence par exprimer la vitesse et 1'accélération en coordonnées
cartésiennes :

OM = 277, F YUy + 20, = Vg = U +§Uy + 50, = A agygp =8 o + 50y + 5,

On applique alors le PFD : ?
d
Paya| _ 2

74
On obtient alors une accélération constante vectoriellement comme dans le cas de la chute libre :

e =L E

On peu alors retrouver ’équation de la trajectoire parabolique vu au chapitre Mécanique 2.

[Exemple : Vitesse initiale paralléle au champ}

Soit un champ électrostatique ﬁ = EoﬁI etat=0: 173 = Uoﬁm et la particule en O.

qEot

_ qEot?

+vg = z(t) o

7M/.% = Qfﬁx = %Eoﬁx - .fII(t) = + vot

[Exemple : Vitesse initiale orthogonale au champ}

Soit un champ électrostatique E = Eoﬁx etat=0: v—S = 007y et la particule en O.

. qut qE0t2

z(t) = x(t) =
Caija = Eo + 0, = - Eyils = W=" ] W=,

y(t) = vo y(t) = vot

N

,_[Propriété : Différence de potentielle entre deux électrodes]

En appliquant une différence de potentiel U entre deux électrodes planes, paralléles et distantes de d, on obtient un
champ électrique perpendiculaire aux grilles, dirigé vers les potentiels décroissants et de norme :

E=—
d

" J

N

Propriété : Accélération d’une particule entre deux électrodes}

Soit une particule unitialement au repos dans un référentiel galiléen & et assimilée a un point M, de masse m et de
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charge ¢ soumise & un champ électrostatique uniforme ﬁ = Ey U, tel qu’on impose une différence de potentiel U entre
deux électrodes distantes de d. La vitesse de la particule aprés avoir parcouru la distance d est :

_/2]qU]
TN T

/_[Démonstration :] N
On considére deux plaques métallique séparées d’une distance d soumise
& une différence de tension U. B
On suppose que le champ électrostatique entre les deux plaques est uni- N
forme :
U - ol . A
E= Eod , done V(z) =V (z=0)— i donc Ey = 7 -
et donc que le potentiel électrique est de la forme :
Ux d
V(z)=v(x=0)+—
d U
H
On étudie une particule chargée de masse m et de charge ¢ sans vitesse /\
initiale & la position z = 0. U

Systéme : On étudie la particule de masse m et de charge ¢ assimilée & un point M.
Référentiel : On se place dans le référentiel du laboratoire Z(0, WI, ﬁy, 72) supposé galiléen.

Bilan des forces :
° ? = qurr/z N ?;

o P = —mg . avec ||?|| < ||?||,
Théoréme de ’énergie cinétique : On applique le TEC entre le point O et le point A :

1
A&, = E.(ta) — (apc(to) = (opc(tA> = amv?

Le travail de la force de Lorentz électrique s’obtient en faisant la différence de potentiel :
A A
W(?)O_,A:—/ dEp:—q/ AV =qV(z=0)—¢V(z=d) =qU
o) o)

D’aprés le TEC on obtient :

1 2qU
2m'l)f q 'Uf m

[Remarque : Limite relativistej

On considére qu’on peut appliquer les résultat issu de la mécanique Newtonienne tant que la vitesse des particules et

inférieure & 0,1c avec ¢ =3 x 108m - s~ 1.

4 Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétostatique uni-
forme

/_[Propriété : Trajectoire circulaire}

N

Soit une particule assimilée & un point M de masse m et de charge ¢ dans un champ magnétostatique uniforme § =By,
perpendiculaire & la trajectoire. A t = 0 la particule est placée au point O avec une vitesse initiale To=v0Us.

On montre que la trajectoire est circulaire de rayon :

muvg
lqBo|
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/_[Démonstration : Rayon de la trajectoire]

Systéme : On étudie la particule de masse m et de charge ¢ assimilée & un point M.
Référentiel : On se place dans le référentiel du laboratoire Z(0, U o, 7y, 72) supposé galiléen.

Bilan des forces :
. ? = qupr/z N E;

° ? = —mgﬁz avec ||?|| < ||F||>

On se place dans un référentiel galiléen # et dans le repére de Frenet (M, ut, m) Le mouvement est uniforme car on
a montré que I'énergie cinétique de la particule était constante. On a alors l'accélération qui vaut :

— df_, v
am/z = tUT+E’uN

On a également ’expression de la vitesse : o M/# = UOu_T> — ? = |qBo|v017\z>

2
v
Principe fondamental de la dynamique : mﬁom = |qBO|v01fv>
. . mu
En projetant sur le vecteur 17\;) on obtient : R = | BO|
qbo

/_[Démonstration : Trajectoire circulaire]

N

On considére le mouvement d’une particule chargée de masse m et de charge g dans un champ magnétostatique uniforme
=Byu.. At=0la particule est placée au point O avec une vitesse initiale To=vUs.

Systéme : On étudie la particule de masse m et de charge g assimilée a un point M.
Référentiel : On se place dans le référentiel du laboratoire Z(O, U, ﬁy, 72) supposé galiléen.

Bilan des forces :
° ?:qE:quﬁy;
« P —mg . avec ||B|| < ||F2||7

Principe fondamental de la dynamique : On commence par exprimer la vitesse et l'accélération en coordonnées
cartésiennes :

OM = 2l o + YUy + 210 = T rgyp = il g + YUy + 570 = @ agyp = il g + iy + 570 -
On peut alors exprimer la force magnétique dans le repére cartésien :
fﬁ=qE@§A§3=qBMiiAii+aniiA%i=qBM97w—$7w
On applique le PFD :
MEW 5 +mijdy = qBo(§ U » — &)
fit, : =900

"B
/7y;y=—%f¢a2:z=z=0
On intégre entre I'instant ¢ = 0 et I'instant ¢ :
(1) — it = 0) = L2 (1) — gt = 0))
i) =5t = 0) =~ o) — (e = 0))

Orat=0onaz(t=0)=y(t=0)=gy(t=0)=0et &(t=0) =1y :
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e R T i e e T i e N e P
On injecte dans les premiéres équations couplées :

B B B\ 2
i:q—o(—ux):i—F(q—O) z=0
m

m m
) By (¢B - (4B’ B
j= 150 (u“vo) :>y+(u) y = —uo 120
m m m m

. . (JBO .
On a alors deux équations du mouvement, on pose wy = |——| et on a les solutions :
m

B
z(t) = Ay cos(wot) + By sin(wot) et y(t) = A, cos(wt) + By sin(wot) — vo q2 .
wgm
On utilise les conditions initiales :
2(t=0) = A, = 0 et @(t = 0) = Bywo = v ety(t=0)=Ay—%=0etg(t=0):Byw0=0
qabo
On obtient alors : — muo g
z(t) = —=— sin(wot) et y(t) = —=— cos(wpt) — ——
2 ¢ By (of) et 32 lgBol (o) aBo
On obtient une trajectoire circulaire de rayon R, = 0ot de centre C(0; —w).
lgBol qBo
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Mécanique 6 : Loi du moment cinétique

1 Moment cinétique d’un point matériel

Definition : Moment cinétique d’un point matériel par rapport a un point}

On définit le moment cinétique du point matériel M par rapport au point O dans le référentiel #Z par :

— s N — N
Lo(M)/@ =0M ANDPmMm/% = mOM A UM/ %

. J

Propriété : N

%
Soit le moment cinétique du point M par rapport au point O : L.

On peut calculer le moment cinétique du point M par rapport au point O :

- - = N
Lo =Lo +OO//\pM/@

. J

/_(Propriété : Mouvement plan}

Si le mouvement de M s’effectue dans un plan & et que O € Z. Alors :

Lo(M) g L 2t

Propriété : Mouvement rectiligne}

Si le point M est en mouvement rectiligne selon une droite Z et que O € 2. Alors :

L—O>(M)/% = Ot

. J

,_(Deﬁnition : Moment cinétique d’un point matériel par rapport a un axe}

N

Soit (A) un axe orienté par le vecteur unitaire U et O un point de cet axe. Le moment cinétique La de M dans #
par rapport a (A) est le projeté orthogonal de 70 sur (A) :

-
La(M) )z =Lo(M),z - ux

. J

Propriété : Paramétre d’impact de M sur O}

Si la quantité de mouvement ?(M)/g 1A= (0, 72), alors on peut calculer
le moment cinétique par rapport & A en utilisant le paramétre d’impact :

La(M)=+m|T| xb avec b= |OM|sin(a)

e b représente le paramétre d’impact de M sur O.

e Le signe de La(M) est déterminé en utilisant la régle de la main droite.

. J

Propriété : Moment cinétique en coordonnées cylindriques suivant (Oz)}

Soit un référentiel Z(0, 71, 73,, 7z) On se place en coordonnées cylindriques :
OM =rd, +2U, et 7(M)/g =7, + 10U+ iU,
Le moment cinétique par rapport a la droite A = (O, 75) vaut :
Lo (M), = mr®0

Pour connaitre le sens positif de rotation autour d’un axe orienté on utilise la régle de la main droite.

(. J
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2 Moment d’une force

Definition : Moment d’une force par rapport a un point}

Le moment par rapport au point O d’une force ? appliquée en un point M est défini par :

Ho(F)=0MAF

. J

/_(Deﬁnition : Moment d’une force par rapport a un axe orienté}

N

Soit (A) un axe orienté par le vecteur unitaire @A et O un point de cet axe. On définit le moment par rapport a (A)
de la force F' comme le projeté orthogonal de %A(?) sur (A) :

MA(F) = e - ik

Propriété : Le bras de levier}

Si la force ? 1L A=(0, 72), alors on peut calculer le moment de la force par
rapport & A en utilisant le bras de levier :

MAF)=+|F| xd avec d=]||OM|sin(a)

e d représente le bras de levier.

e La droite passant par M et dirigée par ? s’appelle la froite d’action de

la force F'.
o Le signe de .#Zx (?) est déterminé en utilisant la régle de la main droite.

,_[Propriété : Cas ou ///A(?) = 0} N

Soit une droite A = (O, 7z) et une force ? appliquée & un point M. On a ///A(?) =0si:
° ? A

e si la droite d’action de F passe par A.

. J

3 Théoréme du moment cinétique

Théoréme du moment cinétique par rapport 4 un point fixe pour un point matériel}

Dans un référentiel galiléen Z, la dérivée temporelle du moment cinétique d’un point matériel M calculé en un point
fixe O est égale au moment résultant en O des forces appliquées :

dfo(M)/gz _ Zo(?)

dt
Z
,_(Démonstration :} N
On applique le principe fondamental de la dynamique & un point M de masse m dans un référentiel supposé galiléen % :
T = df M
4

dO—]>W NV %

N . , = N
1 =Vnm/z \NVM/% +OM/\aM/@ = OM/\aM/@

Sachant que :

— .

dOM Ao

— M =///o(?)
%

(. J

On obtient : m

Propriété : Conservation du moment cinétique}

Lorsque Lo(M),;% = C' on a deux situations possibles :
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- .
° Z ?Z = 0 alors le systéme est pseudo-isolé.
i
—
. Z 1?1 || OM alors la résultante des forces est orientée vers O a tout instant.

(2
\

Propriété : Projection sur un axe]

On peut projeter la relation précédente sur un axe orienté (A) de direction U et passant par O :

dLa(M)/7%
Lalbie _ 7

"

4 Application : le pendule simple

On considére un point matériel M de masse m attaché a un fil inextensible de masse
négligeable et de longueur [. On cherche & étudier le mouvement d’oscillation du
pendule.

Systéme : Point matériel M de masse m.
Référentiel : Terrestre noté Zr supposé galiléen et de repére %1 (O, Uy, ﬁy, 72)
Bilan des forces : dans la base polaire (U, @y)

« P mg =m[(q - -u) U, + (g -ud)Us] = mg(cos 0, —sinfy);

o« T = ~TU, avec T = ||?||

Théoréme du moment cinétique (TMC) :
OM =1, = T ryyp = 16709 = Lo(M) 5 =mOM Ny = 1200
On obtient alors :
leéﬁz = O—]\>4/\?+O—]\>4/\? = 6>Jr771gl<308017T>/\17r>fmglsin9§:/\?g>

On a alors : léﬁz = —gsin 97Z

On fait la projection suivant U . et on retrouve I’équation du mouvement d’un pendule simple :

é—i—%sinH:O
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Mécanique 7 : Champ de force centrale conservatif

1 Champ newtonien

Definition : Champ newtonien]

Un champ de force newtonien est un champ de force centrale de la forme :

Fo_ka

r2

avec k une constante.

Le champ est attractif lorsque k est positive, et répulsif lorsque k est négative.

. J

La force d’interaction gravitationnelle avec ¢ = 6,67 x 10~ m? - kg ™" - s=2 exercée par O(m;) sur M(msg) :
mimes
F——g™2,

La force d’interaction coulombienne exercée par une particule en O de charge ¢; sur une particule en M de charge go
avec € = 8,85 x 10712F - m~! la permittivité du vide :

Fo_ 0%y

4dmey 12

/_[Loi de Kepler des orbites (1609)} .

Dans le référentiel héliocentrique, chaque planéte décrit, dans le sens direct, une trajectoire elliptique, dont le Soleil
occupe 'un des foyers.

/_[Loi de Kepler des aires (1609)} .

Dans le référentiel héliocentrique, I’aire balayée par le rayon vecteur Soleil-planéte est proportionnel au temps mis pour
la décrire.

_..""léoleil

/_[Loi de Kepler des périodes (1618)}

N

Dans le référentiel héliocentrique, le carré de la période de révolution sidérale d’une planéte est proportionnel au cube

du demi-grand axe de 'ellipse qu’elle décrit.
T? x a®

[Remarque : Ordre de grandeurs}

e Le nom et l'ordre des planétes du systéme solaire : «Me Voila Tout Mouillé, J’étais Sous Un Nuage» pour
Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune;

e Pour la Terre on a : Mt = 6,0 x 10>*kg, Ry = 6,4 x 10> km ;
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e Pour le Soleil on a : Mo = 2,0 x 103% kg, Dty = 150 x 10°km = 1ua

2
e Pour le systéme solaire : — = lan?-ua=2 =2,9x 107192 . m=3

a3
Remarque :

Ces lois sont basées sur I'observation expérimentale de Tycho Brahé. Elles sont démontrée par Newton ensuite.

Toutes ces lois découlent des démonstrations suivantes ainsi que de calcul de ’étude des coniques hors programme.

2 Force centrale conservative

Definition : Rappel d’une force conservative]

N

Une force est dite conservative s’il est possible de lui associer une énergie potentielle &, telle que son travail élémentaire
s’exprime

oW =TF.dl = —dé&,

. J

Definition : Force centrale et coordonnées sphériques]

Un point matériel M est soumis & un champ de force centrale de centre O si, tout au long de son mouvement, la force
qui lui est appliquée est colinéaire & OM. La force étant colinéaire au vecteur OM, le systéme de coordonnée préférentiel

est le systéme de coordonnées sphériques.
A

F= F(r,0,0)t,

. J

Propriété : Force centrale conservative]

Une force centrale conservative dérive d’une énergie potentielle &,(r) telle que :

F=riyu, = -2,

La force gravitationnelle créée par un corps de masse Mo en O :

’ITLMO dé; GmMO
F,= -G SO = =S = Gy (1) = —

La force électrostatique créée par une charge Qo en O :

7ol qQO?rz—dé:{’em:éape(r) 1 ¢Qo

4meg T2 d dmey T

Avec a chaque fois I'énergie potentielle prise nulle lorsque r — +o00.

Propriété : Conservation du moment cinétique}

N

Soit un point M de masse m soumis & une force centrale de centre O ? en mouvement dans un référentiel galiléen %.
On applique le théoréme du moment cinétique au point O :

W — Ao(B)=0MAF = FrOMAT, =T = Lo(M) 5 = C*
K74
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On en déduit que le moment cinétique du point M calculé au centre O est une constante du mouvement.

Propriété : Mouvement plan}

D’aprés la définition du moment cinétique :
— —— N
Lo(M)/% =mOM A UM /%

Le vecteur moment cinétique est & chaque instant orthogonal au vecteur position et au vecteur vitesse. Si le moment
cinétique est constant vectoriellement alors le mouvement reste dans le méme plan orthogonal au moment cinétique. On
peut alors définir un repére cylindrique d’axe (Oz) orthogonal au plan du mouvement.

. J

/_[Propriété : Loi des aires}

Comme le mouvement est plan, on se place en coordonnée cylindriques avec z = 0. On obtient :
— . — .
OM = T‘7T - WM/% = 7'“7T + 7“(979 - Lo(M)/@ = mr297z
D’aprés le théoréme du moment cinétique on a vu que Lo (M) 5 = C*¢. On en déduit alors que :

C =r%)=Ct*

ey
Cette loi est appelée loi des aires car ’aire balayée par la vecteur OM est proportionnelle au temps.

. J

3 Aspects énergétiques

Propriété : Application du TEM}

N

Soit un point M de masse m soumis & une force centrale conservative de centre O ? en mouvement dans un référentiel
galiléen Z. La force centrale conservative dérive d’une énergie potentielle &,(r) et on applique le théoréme de 1’énergie
mécanique :

Ep =&+ &, =C"

,_[Propriété : Energie cinétique} .
On calcule alors I’énergie cinétique en coordonnées cylindriques avec z =0 :
b = Lmlomal2 = L2 40260 = 2o (52 &
¢ g IEMIAL Ty 2 r2
On obtient alors :
o — 1 5, 1 ¢? P _ e
m = er + Emr—z +&(r) =
,_[Deﬁnition : Energie potentielle eﬂ'ective} .
On définit alors I’énergie potentielle effective par :
1 C?
Epenrr) = 6(1) + 5m =5
r
1, L S .
Le terme &.cq = Emr est appelé énergie cinétique effective.
,_[Propriété : Etude du mouvement radial} N

On utilise la conservation de ’énergie mécanique pour étudier le mouvement radial, c’est-a-dire les valeurs de 7 accessibles
pour une particule en fonction de son énergie mécanique totale.

On reprend la méthode de I'étude énergétique d’un point en posant :

gm = Geeft T gpeff(r) = éapeﬁ(r)
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,_[Deﬁnition : Ftat lié/Etat de diﬁ'usion}

On cherche a résoudre l'inégalité : Em = Epert(T)

e On définit I'état lié d’un point M si la solution se met sous la forme d’un interval fermé [rq,rs] tel que :
gpeﬁ(rl) - gpeff(TQ) - éam

Dans ce cas 14, la trajectoire du point M est elliptique ou circulaire autour du point O.

e On définit 'état de diffusion d’un point M si la solution se met sous la forme d’un interval semi-ouvert [ry, +o0o]

tel que :
édpeff(rl) == édm

Dans ce cas 14, la trajectoire du point M est hyperbolique ou parabolique et sort du puit de potentiel.

[Exemple : Force d’attraction gravitationnelle}

L’énergie potentielle gravitationnelle d’'une particule M de masse m autour d’un astre O de masse mo est :

mmo

ép(r) =—-%

D’ou I'énergie potentielle effective :

Gpen(r) = gy — 9
Elle posséde un minimum en r = ry ol :
dépesr mC? mmo Cc?
dr (ro) r3 T "= Zmo

L’énergie mécanique minimale pour laquelle on a une trajectoire circulaire vaut donc :

(g)min = _gmom = _éa()
27’0

@f" fF . T
On trace la courbe de —£= en fonction de — :
0 To

) T

|
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
r

To

avec &y I'énergie potentielle effective minimale et 7y le rayon pour une énergie potentielle effective minimale (&pefs(ro) =
&)
On observe alors deux types d’états :
o Les états liés pour lesquels 1'énergie mécanique &, 1ic < 0. La particule est alors confinée entre les positions r; et
72 tel que Epepr(r1/2) = Emlic-
o Les états de diffusions pour lesquels I'énergie mécanique &, diffusion = 0. La particule est alors libre dans tout
Vespace > r3 tel que Epers(rs) = Em, diffusion-
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/_(Propriété : Trajectoires}

On observe plusieurs types de trajectoires :

o Trajectoire circulaire de rayon 7o si &, = —&y = &pesr(r0) 'énergie potentielle effective minimale.

. . L . T2 .
e Trajectoire elliptique de demi grand axe a = % si —&y < &, < 0.

e Trajectoire parabolique si &, = 0.

e Trajectoire hyperbolique si &, > 0.

L’ensemble de ces trajectoire forme la famille des coniques.

(. J

4 Trajectoire circulaire

Propriété : Uniformité du mouvement}

On applique la loi des aires et on obtient :

C=rb— =S —cr
To

Le mouvement est alors circulaire uniforme.
(N

/_[Propriété R Vitesse}

On applique le PFD au point M dans le référentiel géocentrique :

. &
mﬁM/@ = ? — —mrof* U, = — m;)mﬁr
7o
car 6 = C'. On obtient alors :
62 = g'n;o = | Vg = 7"09. = Gmo
7’0 To

avec vg la vitesse du satellite/astre le long de la trajectoire circulaire de centre O et de rayon rq.

(. J

N

,_[Propriété : Energie mécanique minimale}

On a vu que la trajectoire circulaire correspond & un minimum de I’énergie mécanique. On calcule la valeur du minimum

en utilisant les propriétés précédentes :
1 5 Ymom

(9@m = gmin = imvo - o
On utilise alors I’expression de vy :
mom
b = —G -2
2’)”0
Propriété : Période} N
On en déduit la période de révolution de Iastre :
2 2
T = o :—.W:> T = 27ry
o 9 Ymyg
/_(Propriété : Loi de Kepler} N
On retrouve la troisiéme loi de Kepler :
T  Ax?
S Ymo

Propriété : Cas d’une trajectoire elliptique}
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e A A A A A A A A A A A e e e e e e e e e e
Pour une trajectoire elliptique de demi-grand axe a = 71 + o tel que Eper(r1) = Epesi(r2) = &, 00 & :

T  4x?
ad  YImo
& = _gmom

2a

5 Satellites terrestres

[Remarque : Les différents types de satellites terrestres}

La terre posséde plusieurs types de satellites :

e 1 satellite naturel : la Lune. Orbite quasi-circulaire de rayon Dy, = 384 x 10% km et de période T}, ~ 27,3 jour et
de vitesse moyenne vy, ~ 3,7 x 103km - h™".

e Les satellites artificiels en orbite basse (environ 1500). Leurs altitudes sont situées entre 300km (limité par le
freinage de atmospheére) et 2000 km pour des période de révolution entre 1h et 2h. La mise en orbite est moins
coliteuse en énergie. Les communications sont plus facile et plus rapide.

e Les satellites artificiels en orbite moyenne (environ 100 dont le GPS). Leurs altitudes est autour de 20 x 103 km et
leurs période est autour de 12 h.

o Les satellites géostationnaire situé a une altitude de 3,6 x 103 km pour une période de révolution d’environ 24 h.

Definition : Satellite géostationnaire]

Un satellite géostationnaire est un satellite qui reste en permanence a la verticale d’'un méme point de la Terre.

. J

Propriété : Plan d’orbite}

N

Les trajectoires, dans le référentiel géocentrique Z¢, du satellite géostationnaire et du point M de la Terre considéré
doivent étre dans le méme plan. Celle du satellite est dans un plan contenant le centre O de la Terre. Celle du point
M est dans le plan normal a ’axe de rotation de la Terre et contenant la projection orthogonale de M sur cet axe. Ces
deux plans ne sont confondus qu’a I’équateur. Ainsi un satellite géostationnaire est nécessairement équatorial.

" J

Propriété : Altitude}

N

Il n’existe qu'une orbite géostationnaire, elle est donnée par la troisiéme loi de Kepler. La période de révolution du
satellite T' doit étre égale a la période du jour sidéral que met la Terre pour faire un tour complet sur elle-méme
Tsiqa = 86164s. On en déduit :
9 472
T5q =
GMrp

ot My = 6,0 x 10** kg est la masse de la Terre, m la masse du satellite, et 7o = Ry + h oit Ry = 6,4 x 10 km est le
rayon de la Terre, et h I'altitude du satellite géostationnaire.

(Rr + h)?

On obtient alors :
o GMTT;- d
472

. J

,_[Deﬁnition : Vitesse en orbite basse]

1
3
) — Ry =35786km

Une orbite basse est une orbite dont ’altitude A est faible. On calcule la vitesse d’un tel satellite :

GMr
Ri+h

Vo =

On suppose maintenant que h < Ry et on obtient la premiére vitesse cosmique :

GMry

Rr =79km-s7!

v =
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,_[Deﬁnition : Vitesse de libération]

La vitesse de libération est la vitesse minimale permettant de passer de la surface de la Terre & un état de diffusion. On
cherche donc vy tel que &, = 0 a la surface de la Terre :

.

1 GmM
Ep = =mui — T

2 Rr

:O:> Vg =

2

GMr

Rr

=112km- s}

N

6 Capacité numérique

Propriété : Capacité numérique 5}

A Paide de python, obtenir des trajectoires d’un point matériel soumis & un champ de force centrale conservatif.

03O Ui Wi

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

def

def

Fcentrale (X, t):
C=v0x*b
dtheta=C/X[1]*%2
dr=X[2]
ddr=Cxkx*2/X[1]*%3 —G+«MT/X[1]**2
return [dtheta,hdr,ddr]
Cl(v0,b):

rO=b

dr0=0

theta0=0

return [thetaO,r0,dr0]

G=6.67e—11

MT=5.98e24

R=6.4¢6

m=2e3

b=2%R

vlib=np.sqrt (2xGxMT/b)

vcirc=np.sqrt (GxMT/b)

v=np.array ([vcirc,vcirc+0.5%(vlib—vcirc),vlib ,vcirc+0.9%(vlib—vcirc),vlib ,1.1xvlib
10% vlib])

N=1000

plt
plt
for

plt.
plt.

plt.
.show ()

plt

.figure ()
.plot ([0],[0], "ko")

k in range(len(v)):
vO=v[k]
C=bxv0
Em=0.5+*m*v0**x2—G*MT*m/b
if Em<O:
a=—0.5xGxMT*m/Em
T=np.sqrt(a**3x4xnp. pi*x*2/(GxMT))
else:
T=50%b/v0
dt=T/(N—1)
t=np.array ([kxdt for k in range(N)])
sol=odeint(Fcentrale ,Cl(v0,b),t)
r,theta=sol [:,1],sol[:,0]
X,y=r*np.cos(theta),rxnp.sin(theta)
plt.plot(x,y)
axis('scaled ")
xlabel ("$x$,enum”)
ylabel ("$y$,enum”)
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Mécanique 8 : Introduction a la mécanique du solide

1 Cinématique du solide

Definition : Solide indéformable]

Un solide est un systéme matériel dont les points restent a distance constante les uns des autres. J

Remarque :

On oppose les solides aux systémes déformables dont les points peuvent se déplacer les uns par rapport aux autres. Les
déformations ou les ruptures du solide sont exclues de cette étude.

,_[Deﬁnition : Centre de masse d’un solide] .

Soit un solide (S) composé de M; points de masse m;. On définit le centre de masse G du solide par :

OC— 1

m

avec m = E m;.
i

On obtient la relation suivante :

Zmim:ﬁ

,_[Deﬁnition g Translation}

Un solide (S) est en translation lorsque les directions du repére lié au solide sont fixes par rapport au référentiel d’étude.

Si le solide est en translation, tous ses points ont & chaque instant le méme vecteur vitesse. On décide alors d’étudier le
mouvement d’un seul point du solide, celui du centre de masse G :

d0C

o = —
GeS/%# ar
3

[Exemple : Translation rectiligne}

Lors d’une translation rectiligne, tous les points du solide (S) ont une trajectoire rectiligne selon des droites paralléle
entre elles.

[Exemple : Translation circulaire}

Lors d’une translation circulaire, tous les points du solide (S) ont une trajectoire circulaire de méme rayon mais de
centre différents.

(_[Deﬁnition : Rotation autour d’un axe ﬁxe] |

Un solide indéformable (S) est en rotation autour d’'un axe A fixe dans # si tous les points le constituant ont une
trajectoire circulaire dans Z centrée sur un point de A.

Definition : Vitesse angulaire d’un solide]

La vitesse angulaire d’un solide (S) est la dérivée temporelle w = 9 de l'angle repérant sa position. L’accélération
angulaire du solide est la dérivée temporelle de sa vitesse angulaire w = 6.

Propriété : Description cinématique d’un solide en rotation]

N

On se place en coordonnée cylindrique avec le point O du centre du repére appartenant ’axe de rotation A. On pose
U . colinéaire a A et on définit la vitesse d’un point M appartenant (S) dans 2
—
dOM — —
7MES/%: T :Qs/@/\OM:Tw79

avec g/ = W .

. J

105




Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

2 Loi du moment cinétique scalaire

Definition : Moment d’inertie d’un point par rapport 4 un axe orienté]

Le moment cinétique de M de masse m par rapport a axe orienté A = (O, 7z) dans Z en coordonnées cylindriques

H
est la projection de Lo(M) g sur axe A :

—_—> —_— —
LA(M)/% = Lo(M)/% u_; = m(OMAUM/g) . 72

On utilise alors les coordonnées cylindriques :
OM =1, +2U, = Uz =7, +r0Ug+ 27

On obtient alors : . .
La(M);5 =mr?0 = Jo)(M)d

et on appelle Jo.)(M) = mr? le moment d’inertie du point M.

. J

Definition : Moment cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe fixe orie

nté |
)
Le moment cinétique d’un solide (S) en rotation a la vitesse w = @ autour d'un axe fixe A = (O, ) s'écrit :

La(8) = Ja(S)w

avec Ja(S) le moment d’inertie du solide (S) par rapport a 'axe A en kg - m?.

Remarque :

Le moment d’inertie d’un solide par rapport & un axe est toujours positif.

Le moment d’inertie dépend de la répartition des masses. Plus la masse du solide est éloigné de 'axe A, plus le moment
d’inertie augmente.

On vous donnera toujours Ja (5).

Loi scalaire du moment cinétique du solide]

N

Dans un référentiel galiléen #, la dérivée temporelle du moment cinétique par rapport a un axe fixe orienté A = (O, 72)
d’un solide (S) en rotation autour de cet axe est égale au moment résultant par rapport a (A) des forces extérieures :

dLA(S)

—)
dt %A( ezt%S)

En utilisant le moment d’inertie Ja (S) par rapport & A on obtient :

d —)
JA(S)dic: = -%A( ezt%S)

avec w = 0.
A\

Definition : Couple de forces]

L. —_— —
Un couple de forces est un systéme de forces (au minimum 2) dont la résultante Fept— s = 0 est nulle et dont le moment
résultant est non nul et indépendant du point ot on le calcul.

%
Fy

N

/_[Deﬁnition : Liaison pivot]

Une liaison pivot est une liaison entre deux solides en rotation 1'un par rapport a lautre (un rotor en rotation par
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rapport & un stator), sans translation possible. Le moment de Paction du stator sur le rotor est forcément nul :

%(Oz) (?stator%rotor) =0

3 Energie cinétique d’un solide en rotation

,_[Deﬁnition : Energie cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe ﬁxe} .

L’énergie cinétique d’un solide en rotation dans un référentiel Z autour d’un axe fixe A = (O, 7Z) a la vitesse angulaire
w s’écrit : )
EC == 5 JA (S)w2

/_[Deﬁnition : Puissance d’une force appliquée a un solide en rotation]

N

La puissance d’une force ?ea,t_hq appliquée a un point M d’un solide (.5) en rotation dans le référentiel Z autour d’un
axe fixe (A) a la vitesse angulaire w est définie par :

f@(?ext%S) = %A(?ethS)w

. J

Definition : Travail d’une force appliquée a un solide en rotation]

Le travail d’une force ?emt_,s appliquée a un point M entre la position My et My d’un solide (S) en rotation dans le
référentiel #Z autour d’un axe fixe (A) a la vitesse angulaire w est définie par :

Mg M2
W(Femt—%S')M1—>M2 :/ g(ﬁemt—)S)dt = %A(Femt—)S)de

M1 Ml

. J

N

Loi de la puissance cinétique pour un solide]

Dans un référentiel galiléen, la loi de la puissance cinétique appliquée & un solide soumis aux forces extérieures ?emﬁs
A
s’écrit :

dé,
- = ?ex
dt % ( taS)
/_[Loi de ’énergie cinétique pour un solide] N

Dans un référentiel galiléen, la loi de ’énergie cinétique appliquée & un solide soumis aux forces extérieures ?ext_)S
entre t1 et ty s’écrit :
Aéac = W(?ezt—>5>M1—>M2

. J

4 Le pendule pesant

[Exemple : Le pendule pesant}

Considérons une tige homogeéne, de longueur / et masse m, attachée en O par une liaison pivot parfaite de direction ..
Sa position est reprérée par ’angle 6 par rapport a la vecticale. La tige est lachée sans vitesse initiale avec un angle 6.

La tige est caractérisée par son centre de masse G et son moment d’inertie .J o) par rapport a I'axe (Oz), elle est soumise
a laction de la réaction de la liaison pivot, et a 'action du poids qui s’exerce en G.

Le moment des actions de la liaison pivot en O est nul, on ne considére donc que le moment de ’action du poids :
%(Oz)(ﬁ) = —mgdsin6

avec d la distance OG. On applique la régle de la main droite pour connaitre le signe du moment.

Propriété : Equation du mouvement}
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On applique maintenant le théoréme du moment cinétique pour un solide :

mgd

4+ —~——sinf =0
J(Oz)(s)

J(Oz)(S)é = —mgdsin = |

On retrouve I’équation différentielle du pendule simple, mais cette fois on a des propriétés solides!

" J

Propriété : Intégrale premiére du mouvement d’un pendule pesant}

Si on multiplie I’équation du mouvement du pendule pesant par 0 et qu’on intégre entre ¢t = 0 et ¢ on obtient :

1 .
§J(0Z)<S)92 —mgdcosf = C** = E,,, = —mgd cos f

Siw(t=0)=0.

" J

5 Capacité numérique

/_[Deﬁnition : Intégration numérique par la méthode des rectangles]

N

A Taide de python, on peut calculer une valeur approchée d’une intégrale d’une fonction f en séparant un intervalle
[a;b] en N intervalles [x;;x;41] tel que 2,01 — x; = (b — a)/N et ou la fonction f est considérée comme constant sur
Pintervalle [z;; x;41] et dont la valeur vaut f(z;). De cette maniére :

/_[Propriété : Création d’une fonction python]

N

On définit la fonction RectG(a,b,N,f) qui calcule l'intégrale de la fonction f sur Uintervalle [a,b] avec une division en
N intervalles [x;;x;41] :

1 def RectG(a,b,N,f):

2 h = (b—a)/N

3 Il =0

4 for i in range(N):

5 Il =1 + h x f(a+ixh)
6 return |

7

8 def f(x):

9 return

,_[Propriété : Capacité numérique 6]

A Paide de python, mettre en évidence le non isochronisme des oscillations.

. J

[Exemple : Calcul de la période d’un pendule}

Considérons une tige homogeéne, de longueur ! et masse m, attachée en O par une liaison pivot parfaite de direction U,
Sa position est reprérée par I’angle 6 par rapport a la vecticale. La tige est 1achée sans vitesse initiale avec un angle 6.

La tige est caractérisée par son centre de masse G' et son moment d’inertie Jio) par rapport a I'axe (Oz), elle est soumise
a Paction de la réaction de la liaison pivot, et & I’action du poids qui s’exerce en G.

Systéme :{Pendule S (Jo.,m,d)}
Référentiel : Terrestre supposé galiléen Z(O, U, 7y, 7z)
Bilan : .Z0.) (?) = —mgdsin@ et .#(o.)(Pivot) =0

mgd
J02)(S)
On intégre entre t = 0 ou #(0) = Ay et A(t = 0) = 0 et un instant ¢ quelconque, on obtient :

02(t) = 2w?(cos(h) — cos(by)) = % = —wp+/2(cos(0) — cos(fp))

sinf=0/|x0

TMC scalaire : J(Oz)(S)é = —mgdsing = |0 +
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On applique alors la méthode de séparation des variables pour exprimer dt :

T/4 0o
do = / woV/2dt = dé =I(0) = |T = Tov2
) 0 0 cos(#) — cos(fo)

1
W V/2(cos(0) — cos(fy

dt =

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 def f(x):

4 return 1/np.sqrt(np.cos(x)—np.cos(theta0))

5 T0=1

6 N=100000

7 n=10

8 theta=np.array ([kxnp.pi/(2%n) for k in range(1l,n+1)])
9 T=np.zeros(n)

10 for k in range(n):

11 thetaO=theta [k]

12 T[k]=(np.sqrt(2)*T0/np.pi)*RectG(0,thetal ,N,f)
13 plt.plot(theta , T, '+")

14 plt.xlabel($theta en rad$)

15 plt.ylabel ($T$ en s)

16 plt.show()
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Ondes 1 : Lois de 'optique géométrique

1 Sources lumineuses

Definition : Onde monochromatique}

Une onde monochromatique est une onde sinusoidale de fréquence v et de longueur d’onde A. L’onde se propage a la
célérité v dans un milieu, avec la relation :

1

Av=v avec v<ca~3x108m-s 'maximum dans le vide

La lumiére se propage dans ce milieu & la vitesse v et on défini l'indice optique n d’un milieu :

n= < >1
v
On défini alors la longueur d’onde dans le vide Ay et on relie la longueur d’onde A dans le milieu a la longueur d’onde
dans le vide : \
Ao = ¢ N2 _ 20

v v n

Chaque longueur d’onde dans le vide est associée & une couleur du domaine visible :
Ao(nm) < 400 500 550 590 630 > 750
v (Hz) | >7,5x10™ | 6 x 10 | 5,5 x 10" | 51 x 10" | 48 x 10* | < 4,0 x 10*

Couleur | ultra violet bleu vert jaune orangé rouge infra rouge

On appelle milieu dispersif un milieu dont 'indice optique dépend de la longueur d’onde. On peut appliquer la loi de

Cauchy :
B
Ao

On appelle milieu non dispersif un milieu dont I'indice optique ne dépend pas de la longueur d’onde (n = C*).

N

/_[Deﬁnition : Spectre de la lumiére]

On définit le spectre lumineux d’une source de lumiére non-monochromatique comme la courbe qui donne ’éclairement
&y en fonction de A\ la longueur d’onde dans le vide.
A

Propriété : Lampe a incandescence}

N

On appelle lumiére blanche une lumiére composée d’un large gamme de longueur d’onde (dans le visible). Son spectre
lumineux est alors continu et étalé sur toutes les fréquences visibles (4 x 1014 Hz a 8 x 1014 Hz).

Une lumiére blanche est une lumiére dont le spectre est continu et contient toutes les longueurs d’onde du domaine
visible.

A

—

C’est le cas de la lumiére du Soleil, ainsi que de toutes les lampes thermiques qui émettent de la lumiére en chauffant
un corps chaud a haute température.

" J

Propriété : Lampes spectrales}

N

Une lampe spectrale est une lampe dont la lumiére est émise par un élément sous forme de vapeur dans laquelle une
décharge électrique est produite. La décharge électrique fait passer les atomes dans un état excité qui produise des
photons en passant dans un état d’excitations inférieur.
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Une lampe spectrale émet une série de longueurs d’onde caractéristique de I’élément qu’elle contient. Le spectre est
constitué de pics fin appelés raies spectrales. Chaque raie représente une vibration quasi-monochromatique.

. J

Propriété : Source ponctuelle monochromatique]

N

Une source ponctuelle S est une source de dimensions infiniment petites, assimilable a un point. Elle emet de la lumiére
dans toutes les directions.

Une source ponctuelle et monochromatique est une source ponctuelle émettant une onde lumineuse monochromatique.

" J

2 Modéle de 'optique géométrique

,_[Propriété : Notion expérimentale de rayon}

La zone lumineuse issue d’une source primaire S est située a I'indérieur -
d’un coéne qu’on appelle faisceau lumineux. S=<zC
Si on intercale sur la trajet de la lumiére un écran percé d’un trou on ~-.
restreint 'ouverture de la zone éclairée. On a alors une tache lumineuse

réduite. Si on réduit la taille du trou, la tache lumineuse diminue égale- Ecran
ment.

Lorsque le trou est trop petit, la tache lumineuse s’élargit de nouveau,
on assiste alors a la diffraction du faisceau lumineux. S -==zC"_
On défini alors un rayon lumineux comme la trajet parcouru par une
onde lumineuse lors de sa propagation.

" J

Definition : Approximation de 'optique géométrique]

Les lois de l'optique géométrique étudiées dans la suite sont valables tant que les instruments utilisés sont de grande
taille par rapport a la longueur d’onde A de la lumiére.

Definition : Milieu homogéne, isotrope et transparent]

On étudiera toujours le trajet des rayons dans des milieux d’indice n :
e homogeéne : n = C* VM € milieu;
e isotrope : ng =ny =n, = n;
e transparent : permet la propagation de la lumiére.
Vocabulaire :
e Un dioptre comme la surface séparant deux milieux homogénes d’indices différents.
e Un miroir comme une surface réfléchissant la lumiére.

e Un Systéme optique comme un ensemble de milieux transparent, homogéne et isotopes séparés par des dioptres
ou des miroirs.

Milieu 1 | Milieu 2 Milieu 1 ) ( ) ( Milieu N

Miroir Dioptre Sytéme optique
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/_[Propriété : Propagation rectiligne de la lumiére]

On considére un milieu homogeéne, isotrope et transparent, la lumiére se propage alors de maniére rectiligne et les rayons
lumineux sont des droites.
Dans une suite de milieu homogeénes et isotropes. Le trajet d’un rayon lumineux sera formé d’une succession de segment,
de droite.

N

. J

,_[Propriété : Retour inverse de la lumiére}

La trajectoire suivie par la lumiére ne dépend pas du sens de parcours. La lumiére
parcourt la méme trajectoire pour aller de A vers B que pour aller de B vers A.

Propriété : Indépendance des rayons lumineux]

Les rayons lumineux issus des sources S; et So sont la somme des rayons issus de S; et des rayons issus de S5. On reste
dans le cas ou les deux ondes lumineuses n’interférent pas.

" J

3 Changement de milieu

[Remarque : Observation}

Lorsqu’un rayon incident arrive sur un dioptre on observe deux rayons :
e un rayon réfléchi qui reste dans le milieu 1;

e un rayon réfracté qui traverse le dioptre en subissant une déviation ;

Definition : Paramétrage géométrique]

Vocabulaire :
e [ : point d’incidence; milieu 1
|
e 70 : normale a la surface du dioptre; } Tﬁ an
5 . — I
° 3” : plan d’incidence contenant I, 7 et le rayon . &
incident ; 11

e i : angle d’incidence;
dioptre

e iy : angle réfracté;
e 7 : angle réfléchi;

® D.ofra = io — i1 déviation du rayon lors de la réfrac-
tion ;

milieu 2
® Dige = m — i1 + r déviation du rayon lors de la
réfléxion.

Attention, les angles ici sont orientés, c’est-a-dire qu’il y a un sens de rotation arbitrairement pris comme positif, il faut

VAN
indiquer ce sens par un petit symbole +

. J

,_[Lois de Snell-Descartes] N

e Premiére loi : Les rayons réfléchi et réfracté sont situés dans le plan d’incidence.

e Deuxiéme loi : L’angle réfléchi et I’angle d’incidence sont liés
il = —T
e Troisiéme loi : L’angle réfracté et I’angle d’incidence sont liés

nisini; = ngsiniy
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[Remarque : Deux situations possibles de réfraction}

Soit on a la situation ot ny > n; dans ce cas on dit que Soit on a la situation otl ny < n; dans ce cas on dit que
le milieu 2 est plus réfringent que le milieu 1. le milieu 2 est moins réfringent que le milieu 1.
milieu 1 ) milieu 1 )
N ¥ o =
1 Tn i1 ! Tﬁ
l l
| |
dioptre ! dioptre !
X .
i2
milieu 2 milieu 2
/_[Propriété : Réflexion totale]
milieu 1
Si nqy > ng alors d’aprés la deuxiéme loi de Descartes on a io > 1. Si }Tﬁ
on augmente I'angle d’incidence jusqu’a une valeur limite i1 = 4144, On |
. . PN . . . ™ .
obtient alors I'angle réfracté a la valeur maximale i3 = 94, = —. La loi de . 1 0
2 11lim
Descartes nous donne alors : !
|
. . . . [ ne i ‘
N1 SIN 1173m = N2 SN 19mar = 917im = arcsin () dioptre }._I
ni P
|
. 2 2 3 P 2 3 . , , . !
La totalité de I'énergie est alors réfléchie, il ne reste que le rayon réfléchi. L
, . 1 2max
On parle alors de réflexion totale. w
milieu 2

.

Propriété : Dispersion de la lumiére}

Si le milieu 2 est dispersif alors ny = na(Ag) et chaque couleur aura son
propre indice optique. D’aprés la loi de Descartes, chaque couleur aura donc
un angle réfracté io = ia(No) différent.

D’aprés la loi de Cauchy, plus la longueur d’onde dans le vide est grande,
plus lindice optique est faible, plus 'angle réfracté est grand. On a donc
le rayon rouge de grande longueur d’onde qui est moins dévié que le rayon
bleu. milieu 2

dioptre

"

4 Notion d’objet et d’image :

Definition : Axe optique}

Si tous les composants d’un systéme optique ont un axe de symétrie en commun, systéme est dit centré. L’axe de
symétrie est alors appelé axe optique.

Milieu 1 / Sytéme optique \ Milieu n
centré

» axe optique

Definition : Image/Objet }

On considére une source ponctuelle A, si tous les rayons issus de A convergent en A’ aprés avoir traversé (5), on dit que
A’ est 'image de A a travers (5). Les points A et A’ sont conjugués par le systéme.

) ) sytéme ) .
L’espace objet est situé avant . < W L’espace image est situé
la face d’entrée de (.5). - . > apres la face de sortie de (.5).
optique

Pour voir un point image, il faut utiliser un écran a la position de I'image qui va diffuser les rayons dans toutes les
directions.
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N

/_[ Propriété : Objet réel/virtuel }

Si le faisceau entrant dans un systéme optique (5) est divergent depuis un point A situé dans l'espace objet. Alors A est
un objet réel, sinon c’est un objet virtuel.

Objet réel Objet virtuel

I \ i SR
o / ]

Les rayons aprés le premier dioptres sont déviés, on trace donc leurs prolongements en pointillés.
A

/_[ Propriété : Image réelle/virtuelle }

N

Si le faisceau sortant d’un systéme optique est convergent vers un point A’ situé dans ’espace image. Alors A’ est une
image réelle, sinon c’est une image virtuelle.

Image réelle Image virtuelle

| I sl
\ — S

On ne peut pas projeter une image virtuelle sur un écran, mais on peut la voir avec notre ceil (voir fin du chapitre).

(. J

Propriété : Objet /Image a l’inﬁni]

Un objet situé a I'infini émet des rayons qui sont paralléle entre eux.

Une image située a l'infini est formée a partir de rayons paralléles entre eux.
(.

Propriété : Image a travers un miroir}

On consideére un objet réel A situé a une distance d d’un miroir plan. L’objet A est considéré comme une source ponctuelle
de lumiére :

Le faisceau de rayon réfléchi est divergent. Le miroir produit donc une image virtuelle située & l'intersection du

prolongement des rayons réfléchis.

D’aprés la loi de Snell-Descartes de la réfléxion, 'image virtuelle A’ est le symmeétrique de I’objet réel A par rapport au
plan du miroir.

5 La fibre a saut d’indice

,_(Deﬁnition : Présentation] .

La fibre & saut d’indice est constituée d’une coeur cylindrique transparent de rayon r; et d’indice ny entouré par une
gaine coaxiale également transparente, de rayon 7o et d’indice ny. Le but de la fibre optique est de guider les rayons
lumineux tout en minimisant les pertes.

n2

entrée - - - - -fF - "< - T - - - - g~~~ - - - - -T--- ? sortie

Pour une utilisation optimale

e il faut que les rayons a ’entrée de la fibre soit inclu dans un céne d’acceptance;
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e la dispersion intermodale ne brouille pas le signal.

Propriété : Cone d’acceptance]

Le cone d’acceptance est caractérisé par le demi-angle 6 Nna
au sommet tel que tous les rayons qui sont contenu dans 0
ce cone traverse la fibre sans perte. 0 1
ntrée -
entré ny
to
n2

Condition de propagation :

7’11 i
e Y- : |

ng a l'interface gaine-cceur :

. . . na
N1 SN %1]1im = N2 = %1]lim — arcsin ()
ni

1> T n1
%o De cette maniére on obtient la condition sur 7 :
n2
. . . n2
On définit Oy a partir de la condition de réflexion totale 1 > lim = arcsin (m)
Condition sur 0 :
n2 Cherchons d’abord une relation entre 6y et i1 :

|
- | . (T
11 ! Nair $in(6y) = nq sin (5 - Zuim)
|
0 60 ill' 1 : ny
im . . 1 )
0 Tair SIN(0g) = n1 cos(11im)

n2

Tair sin(fy) = n14/1 — sin®(i1lim)

En utilisant la condition de réflexion totale on obtient :

Nair sin(@o) =nN1 1-— (7712

2
) = 0y = arcsin(y/n? — n3)
ni

Et on a alors la condition : 6 < 8y a partir de ¢ > 11jn-

. J

/_[Propriété : Dispersion intermodale}

N

La dispersion intermodale d’une fibre & saut d’indice est définie par la différence de temps de parcours de la fibre entre
le rayon le plus lent et le rayon le plus rapide :

At = tmax — tmin

Le rayon le plus rapide correspond au rayon parcourant la distance le plus courte. C’est le rayon entrant dans la fibre
avec un angle # = 0. Son temps de trajet est tout simplement
L ’I’I,lL

tmin = =
V1 C
Le rayon le plus lent correspond au rayon parcourant la distance la plus longue. C’est le rayon faisant une angle 6y avec

I’axe de la fibre. Son temps de trajet est

l nll
thax = — =
(%1 (&
avec [ la distance parcourut par le rayon. On a
L n L n%L
= = tmax = ——
SN 21 max U») e

On obtient alors I’expression de la dispersion modale :

At:nlL(nl_1>
C o

Si la dispersion modale est trop importante on peut perdre de 'information lors de la transmission de signaux.
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Ondes 2 : Formation des images

1 Notion d’objet et d’image :

Definition : Stigmatisme/Aplanétisme }

On considére un systéme optique (S) centré. On place un objet réel AB tel que A est situé sur axe optique et AB est

orthogonal & ’axe optique.
B B
A
N optique /V/H’

e stigmatique si tous les rayons issus de A passent par A’ aprés avoir été déviés par le systéme optique.

Le systéme optique (S) est dit :

e aplanétique si I'image A’B’ est elle aussi orthogonale & ’axe optique.

De cette maniére pour déterminer la position de A’ on doit déterminer de B’ puis A’ est la projection de B’ sur 'axe
optique.

/_[Propriété : Miroir plan] .

Le miroir plan est le seul systéme optique rigoureusement stigmatique et aplanétique.

/_[ Conditions de Gauss] N

En pratique les systémes ne sont jamais parfaitement stigmatique et aplanétiques. Pour permettre d’avoir un stigmatisme
approchée et un aplanétisme approché on se place dans les conditions de Gauss :

e Les rayons sont proches de I'axe optique;
e L’angle entre les rayons et 1’axe optique est faible.
Dans ces conditions on parle de rayons paraxiaux.

Si un systéme optique est utilisé dans les conditions de Gauss, il peut étre considéré comme stigmatique et aplanétique.

. J

2 Les lentilles minces

,_[Deﬁnition : Lentille mince}

Une lentille sphérique est un milieu transparent, homogéne et isotrope limité par deux dioptres sphériques. Les lentilles
convergentes sont les lentilles a bords fin.

,_[Propriété : Foyers] .
On appelle foyer image F’, 'image a travers (S) d’un On appelle foyer objet F, le point situé sur ’axe optique
objet situé sur 'axe optique a l'infini. Le plan orthogonal dont l'image a travers (S) est située a l'infini sur Paxe
a ’axe passant par I est appelé plan focal image. optique. Le plan orthogonal & ’axe optique passant par

F' est appelé plan focal objet.

- NF M -
plan focal image plan focal objet

" J

Propriété : Centre optiqueJ

On définit le centre optique comme le point par lequel passe tous les rayons qui ressortent de la lentille sans déviation.
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N
VN

. J

/_(Propriété : Modélisation d’une lentille convergente}

On schématise les lentilles convergentes comme ceci, et dans les conditions de
Gauss on suppose que le rayon émergent passant par le centre optique est dans
le prolongement du rayon incident.

La lentille posséde un foyer image F’ et un foyer objet F'. On définit la distance

focale objet f et la distance focale image f’ comme : f;‘ 0 F=’
f=0OF <0m f+f =0m
f'=0F >0m \

/_(Propriété : Modélisation d’une lentille divergente} N

On schématise les lentilles divergentes comme ceci, et dans les conditions de v

Gauss on suppose que le rayon émergent passant par le centre optique est dans

le prolongement du rayon incident.

La lentille posséde un foyer image F’ et un foyer objet F'. On définit la distance

focale objet f et la distance focale image f/ comme : ;/ 1) fp
f=0F>0m f4+f =0m
f/=0F <0m A

Definition : La vergence}

~

La vergence : est définit comme l'inverse de la distance focale image, elle s’exprime en dioptrie notée § homogéne a
Iinverse d’une longueur.

1
V= ?
Formules de conjugaisons} N
On peut retrouver géométriquement les relations :
Formule de Newton : FA-F/A = —f? = — f?
1 1 1
Formule de Descartes : — — — = —
OA” 0OA f

~

,_(Deﬁnition g Grandissement]

Pour un objet étendu AB on définit le grandissement comme le rapport de la mesure algébrique A’B’ de I'image par la
mesure algébrique AB de l'objet : e
_A'B OA" FO F'A
"T"7AB 04 TFA ToO
Si |y] > 1 'image est agrandie, si v > 0 I'image est droite.

[Méthode : Construction graphique des images}

Pour obtenir I'image A’B’ d’un objet AB a travers une lentille (convergente ou divergente), on utilise trois rayons :

e Un rayon incident passant par B et O qui donne un rayon émergent passant par O et B’ paralléle au rayon incident
(pas dévié) ;

e Un rayon incident passant par B et paralléle a I'axe optique qui donne un rayon émergent passant par F’ et B’;
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e Un rayon incident passant par B et F' qui donne un rayon émergent passant par B’ et paralléle & ’axe optique.

Deux rayons suffisent pour tracer B’, mais une infinité de rayons sont émis par B pour former 'image B’. A’ est la
projection de B’ sur I’axe optique car le systéme est aplanétique.

Cas 1 : AB est réel placé avant I’ d’une lentille conver-
gente — A’B’ réelle. Représenté ci-dessus.
Lentille
A

Y

B7

Y

Cas 2 : AB est réel placé aprés F' d’une lentille conver-
gente — A’ B’ virtuelle.

Lentille

B7 ,,,,,,,,,,,,f;);

A F

Y

Cas 3 : AB est virtuel aprés O d’une lentille convergente
— A’ B’ réelle.
Lentille
A

Cas 4 : AB est réel placé avant O d’une lentille diver-
gente — A’ B’ virtuelle.

Lentille
Y

f

\ F

y \
Cas 5 : AB est virtuel placé avant F' d’une lentille di-
vergente — A’ B’ réelle.

Lentille
Y

o A 1:34/

A

Cas 6 : AB est virtuel aprés F' d’une lentille divergente
— A’ B’ virtuelle.

Lentille
Y
B
7
270
s
// !
’ 1
e :
T ¥
A’ F n A
] d
1 ’
I .
7
,,,,,,,,,,,,, -y
B7
A
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3 Llceil

,_[Deﬁnition g Modélisation]

L’ceil est composé de différentes parties :
e L’iris composé d’'une pupille dont le diamétre est variable (de 2mm & 8 mm) <= diaphragme;
e Le cristallin est assimilable a une lentille convergente de distance focale image variable ;
e La rétine est constituée de cellules sensible & la lumiére (cones et batonnets) <= Ecran.

On modélise I'ceil par une lentille mince convergente variable formant une image sur un écran fixe :

A ' variable

F 0 F
d=C'
crigtallin
pupille rétine

Propriété : Plage d’accomodation]

On définit la plage d’accomodation comme la zone de ’espace ou l'oeil peut accomoder pour former une image nette.
La plage d’accomodation est située entre :

e Le Punctum Remotum (PR) le point le plus loin que I'on peut voir net au repos (f' = f, ..);

e Le punctum proximum (PP) le point le plus proche que ’on peut voir net en accomodant (f' = f/ . ).

min
accomoder = faire diminuer la distance focale de 'oeil. au repos = distance focale maximale.

| |
| |

PR PP

. J

\4

Propriété : Limite de résolution angulaire]

La rétine est composée de cellules qui permettent de détecter 'intensité lumineuse ainsi que la couleur. Ces cellules
possédent une taille caractéristique qu’on nomme e. Si deux images se forment sur la méme cellules, elle superpose celles-
ci, donc pour distinguer deux images il faut qu’elles se forment sur deux cellules différentes et qu’elles soient distante de
€ au minimum et donc les rayons arrivant dans I'ceil doivent arriver avec un angle minimum entre eux. Ceci constitue la
limite de résolution angulaire.

A

Gmin 0]

/%;//Ie .

Y

cristallin rétine

[Remarque : Ordre de grandeur}

Pour un oeil normal, le PR est situé a l'infini et le PP & environs 25cm pour un adulte. Dans de bonnes conditions
d’éclairement (ni trop sombre, ni trop lumineux), ceil distingue des détails d’environ 1 minute d’arc, soit 3 x 10~ rad.

Definition : Diamétre apparent}

N

On définit le diamétre apparent d’un objet de diamétre D situé & une distance L comme l'angle « sous lequel on voit
I’objet :

Phl—t T

L
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/_[Propriété : Le grossissement]

On définit le grossissement G' comme :

a/

G=—
«@
avec o' le diamétre apparent de I'image vu par l’ceil & travers un instrument d’optique, et « le diamétre apparent de

I’objet vu directement par 1’ceil.

. J

4 L’appareil photo

,_[Deﬁnition : Modélisation]

Un appareil photo est constitué :
e D’un objectif, modélisé par une lentille convergente de distance focale f’;
e D’un diaphragme, ouverture de forme circulaire de diamétre D réglable situé juste devant la lentille ;
e D’un capteur CCD modélisé par un écran situé a une distance d réglable de la lentille.
Objectif
A f!

Diaphragme Capteur CCD

. J

Propriété : Mise au point]

N

Pour obtenir une image nette d’un point A donné, il faut que I'image A’ soit située sur le capteur. La distance d doit
alors respecter

OA'=d

[Exemple : Mise au point a l’inﬁni}

Pour un appareil photo avec un objectif de focale f’, lors d’une mise au point sur un objet situé a I'infini. La distance d
entre 1'objectif et le capteur doit valoir

d=f

Propriété : Profondeur de champ]

Le capteur d’un appareil photo posséde des cellules de taille € qui renvoie la méme image que l'image formée sur la
cellule soit ponctuelle ou sous forme de tache lumineuse.

On en déduit que pour un réglage donné tel que d = OA’ pour faire la mise au point d’un point objet A. On peut
obseerver un point P plus proche et un point L plus loin tel que les faisceaux lumineux entrant dans ’objectif et
convergeant en P’ et L’ forment une tAche lumineuse sur le capteur de diamétre inférieur a e.

Objectif _
A |
% - L \
L 4 0] _AJAF - p’
Y —
Capteur CCD
Diaphragme aptent

On peut alors voir net sur I'image renvoyée par le capteur I’ensemble des objet situés entre P et L ce qui constitue la
profondeur de champ de 'appareil. Plus le diaphragme est ouvert, plus la profondeur de champ est réduite.
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5 Instrument afocal :

,_[Deﬁnition : Instrument afocal]

Un systéme afocal ne posséde pas de foyer, ceux-ci sont positionné en l'infini. Les instruments afocaux permettent
d’observer des objets situés & 'infini avec un ceil normal sans accomoder.

/_[Propriété : Modélisation}

On cherchera souvent 4 modéliser un instrument afocal comme 1’association de 2 lentilles :
e Un objectif de focale f] qui est la lentille la plus proche de 'objet.

e Un oculaire de focale fi qui est la lentille derriére laquelle on vient positionner notre ceil.

. J

N

,_[Propriété : Image intermédiaire]

L’objectif forme une premiére image d’'un objet AB a observer. L’objet situé a l'infini est noté A, By, et forme une
image & travers l'objectif notée A1 B; appelée image intermédiaire et située dans le plan focal image de 'objectif.
Cette image est 'objet de vis a vis de 'oculaire qui doit former une image a 'infini notée A’ B/ pour étre vue sans
accomoder. [image intermédiaire est donc également dans le plan focal objet de 'oculaire.
AB - A1B - A_B!
T Objectif : Ay = F) Oculaire : A; = F, poTo0

" J

Propriété : Distance entre les lentilles]

N

On désigne par A = 010 la distance entre 'objectif de focale f] et l'occulaire de focale fj. D’apreés la définition de
I'image intermédiaire pour un systéme afocale on a forcément :

A=fi+f

[Exemple : La lunette astronomiquej

La lunette est composée d’une lentille convergente L; de distance focale f; = 60 cm qui sert d’objectif. Ainsi que d’une
lentille divergence Ly de distance focale fi = —5cm qui sert d’oculaire.

Etude de l'oculaire : Pour que A’_B’_ soit situé a l'infini, il faut que A; = F le foyer objet de la lentille L.

Etude de lobjectif :Or si Ay Boo est & Uinfini, alors A; = Fj le foyer image de la lentille L;. On a alors F] = F, = A;
le foyer objet de l'oculaire est confondu avec le foyer objet de 'objectif.

Pour tous les sytémes afocaux on a le foyer image de 'objectif F!, qui est confondu avec le foyer image de 'oculaire Fi,.

!
La grossissement vaut G = fﬁ positif donc image droite.
f/

2
Les rayons incidents de ’objectif sont paralléles avec un diamétre apparent de I'objet «. Ils sont ensuite déviés par L,
et convergent vers B l'image intermédiaire. Avant de converger, ils sont déviés par L, et les rayons émergents sont

paralléles et le diamétre apparent de I'image est o'.

O/

On peut calculer le grossissement angulaire : G = —
o

o' est le diameétre apparent de I'image tan o’ = @ = AlBl.
0244 —f3

Dans les conditions de Gauss : ¢/ < 1 = tana’ ~ o/

AB;  ABy

0144 i

Dans les conditions de Gauss : @« < 1 = tana ~ o/

—fi

f3

« est le diameétre apparent de l'objet tan a =

On a alors : G = = 12 I'image est droite.
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Ondes 3 : Propagation d’un signal

1 Notion d’onde

,_[Deﬁnition : Onde}

Un signal est la variation temporelle et/ou spatiale d’une ou de plusieurs grandeurs physiques.

On appelle onde un phénoméne physique dans lequel une perturbation locale se déplace dans I'espace sans qu’il y ait
de déplacement de matiére en moyenne. Toute grandeur physique, nulle dans I'état de repos et apparaissant avec la
perturbation, est appelée signal physique transporté par ’onde.

(_[Deﬁnition : Célérité d’une onde]

On appelle célérité d’une onde sa vitesse de propagation.

[Remarque : Grandeurs physiquesj

e Onde accoustiques : vitesse-masse volumique ;
e Onde électromagnétique : Champ électrique-Champ magnétique ;

e Onde électrique : tension-intensité du courant.

Definition : Milieu dispersif/non—dispersif}

On définit un milieu non-dispersif comme un milieu ot toutes les ondes se propagent a la méme vitesse.

Par opposition, on définit un milieu dispersif comme un milieu ou la vitesse de propagation des ondes dépend de la
fréquence. De cette maniére une onde composée de plusieurs fréquence va se "disperser".
A

Definition : Onde progressive 1D]

N

On définit une onde progressive comme une onde se propageant sans transport de matiére selon une direction U, dans
un milieu :

e non dispersif : les ondes ne se déforment pas;
e non dissipatif : 'amplitude de ’onde est constante.
On peut alors modéliser ’enveloppe de 'onde par une fonction f ou g tel que :

e Pour une onde s (z,t) se propageant dans le sens des z croissants :

sy(x,t) = f(x —ct) ousy(z,t) =g (t - %)

e Pour une onde s_(z,t) se propageant dans le sens des = décroissants :

s_(x,t)=f(x+ct)ous_(x,t)=g (t+ %)

ou ¢ la célérité de 'onde.

Propriété : retard temporel]

Si on considére un signal émis en O se déplancant dans le

sens des x croissants. On mesure le signal en M et en N on O. M. N. »
trace respectivement :
SO (t
e so(t) =s(x=0,t); s (t) M)

0 p— v —>t
avec Tys et 7y le temps de propagation de 'onde de O vers M puis N. On a alors la relation :

spu(t) =so(t—7am) et sn(t) =so(t—7N) donc s(z,t) = so(t — 7(x))

Comme l'onde se propage dans le sens des x croissants on peut poser :
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Pour une onde qui se propage dans le sens des x décroissants on peut poser :

. J

/_(Propriété : Déplacement spatial}

N

Si on considére un signal émis en O se déplangant dans le sens des x croissants. On prend une "photo" de l'onde a
Iinstant g, puis t1 > tg et to > 1 :

s0(t)
o 50(x) = s(x, t =1tp); 51(6)452(t)
o si1(x) =s(z, t =11);
o so(x) = s(z,t =ts A
0 Lo X0 ""}1\/ X0 +1'62

avec g la position ol le début du signal est regu a l'instant ¢y, d; et d2 les déplacement de 'onde par rapport a 'instant
to aux instant tg, t; et t5. On a alors la relation :

s1(z) =sp(x—381) et so(x) = so(x — ) donc s(z,t) = so(x — 6(t))
Comme l'onde se propage dans le sens des x croissants on peut poser :
5(t) = +c(t —to)
Pour une onde qui se propage dans le sens des x décroissants on peut poser :

5(t) = —c(t — to)

(. J

2 Ondes progressives harmoniques :

Definition : Onde progressive sinuso'l'dale}

N

Une onde progressive sinusoidale de pulsation temporelle w se propageant dans le sens des = croissants avec la vitesse ¢
a pour expression :
s(x,t) = Ag cos(wt — kx + ¢o)

avec k le vecteur d’onde (pulsation spatiale) tel que :

2
k= 777 = 270 o est le nombre d’onde (fréquence spatiale)

. J

Propriété : Vitesse de phase}

La célérité d’une onde progressive harmonique est appelée vitesse de phase et s’exprime en fonction de w et k ou f et A :

avec f la fréquence de 'onde et \ sa longueur d’onde.

Propriété : Déphasage entre les signaux en deux points}

Si on considére une onde émise en O et qui se propage dans le sens des x croissants telle que :
s(x = 0,t) = Ag cos(wt + o) = s(x,t) = Ag cos(wt — kx) = Ag cos(wt + ¢(z))

avec p(x) = —kx + o le déphasage de 'onde en z par rapport a 'onde émise en O a 'instant ¢.

Alors le déphasage entre s1(t) 'onde regue en x1 et s2(t) 'onde regue en x5 vaut :

plar) = plaz) = —k(ar = 73) = — (a1 — 2)
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Propriété : Signaux en phase / en opposition de phase}

e Si le déphasage vaut m x 2w avec m € Z alors les signeux sont en phase;

1
e Si le déphasage vaut (m + 2) avec m € Z alors les signaux sont en opposition de phase.

[Remarque : Ordre de grandeur de fréquences}

e Ondes accoustiques audibles : f = 20Hz & 20 x 10° Hz;

e Ondes électromagnétiques téléphoniques : f = 900 MHz a 2100 MHz ;
e Ondes électromagnétiques wifi : f =2,4GHz a4 5 GHz;

e Ondes électromagnétiques EDF : f = 50Hz;

e Ondes optiques visibles : f ~ 500 THz.

[Exemple : Milieu dispersif}

e La propagation d’ondes élastiques transversales dans un solide lorsque la longueur d’onde est grande devant la

dimension transversale du milieu :
E
vp(k) = aky [ —
Po

e La propagation d’ondes & la surface de I'eau : v, (k) = %
c
e La propagation d’ondes électromagnétiques dans un milieu matériel (verre) : v,(\) = —= < ¢

n(\)

[Exemple : Milieu non dispersif]

1
v/ PoXo

e La propagation des ondes élastiques longitudinales dans un solide : ¢ = 4/ —
Po

e La propagation des ondes électromagnétiques dans la vide : ¢ =299 792458 m - s~

e La propagation d’ondes acoustiques dans un fluide : ¢ =

1

3 Phénoméne d’interférences

,_[Deﬁnition : Interférences]

Lorsque deux ondes de méme nature se propagent dans une zone de I’espace, elles s’additionnent en tout point et a chaque
instant. Lorsque 'onde résultante a une amplitude modulée dans I’espace. On a alors un phénoméne d’interférences.

Les conditions d’interférences sont :
e Ondes de méme nature;
e Ondes harmoniques;;

e Ondes de méme fréquence.

.

Definition : Interférences constructives /destructives}

La superposition de deux ondes harmoniques qui interférent ensemblent est une onde harmonique de méme fréquence et
d’amplitude A(M) qui dépend du point M ot on observe 'onde.

On dit que les interférences sont constructives aux points M ou 'amplitude de 'onde résultante et maximale.
A(M ) = Amax
On dit que les interférences sont déstructives aux points ot 'amplitude de ’onde résultante et minimale.

A(M) = Apin
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/_[Propriété : Somme de deux ondes harmoniques]

On considére deux ondes harmoniques de méme fréquence qu’on note émis en x; et x5 :
s1(z,t) = Ay cos(wt + p1(z)) et sa(x,t) = As cos(wt + pa(x))

On peut montrer que :

s(x,t) = s1(x,t) + sa(x,t) = Acos(wt + () avec A = \/A% + A2 4+ 241 45 cos(p1(x) — pa())

Avec p1(x) = —k(x — x1) et wo(x) = —k(xz — x2), on a alors :

A= \/ A2+ A2+ 24, Ay cos {2“(‘”’3 f””]

. J

Propriété : déphasage et interférences]

On montre alors que pour que les interférences soient :
e constructives : ¢1(z) — w2(x) = m X 27 avec m € Z soit Apax = \/A% + A3+ 24142 = A1 + Ay

° y——
IIQ:)\ M
1
o déstructives : 1 (x) — pa(z) = <m + 2) x m avec m € Z soit Aping = \/A} + A} — 241 Ay = |A; — Ay
S
o> 1
0[ M
.’I: t() T
. o> I
_A M
Tog = 2

4 Interférences lumineuses

Propriété : Ondes cohérentes]

Dans le domaine de 'optique on dit que deux ondes peuvent produire une figure d’interférence elles sont cohérentes.

La particularité des ondes lumineuse est que les récepteurs (capteur ou ceil) sont sensible a I'intensité lumineuse :

I(M) = K(s*(M,t)) = %KAQ(M)

pour une onde harmonique lumineuse.
A

,_[Deﬁnition : Dispositif des trous de Young]

Le dispositif de I’expérience représenté sur la figure suivante comporte :
e Une source ponctuelle S monochromatique émettant une onde de longueur d’onde Ay dans le vide;

e Un écran opaque percé de deux trous Sp et Sp identiques de diamétre trés petit (de lordre de 0,1nm) dont la
distance a = 5155 est de I'ordre du millimétre ;

e Un écran de projection paralléle a S155 placé a une distance D des trous; D est de I'ordre du métre.
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e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e
La lumiére émise par S arrive en un point M de I’écran en passant soit par le trou S, soit par le trou So. Ceci nécessite
une déviation de la lumiére au niveau de chaque trou rendue possible par le phénoméne de diffraction provoqué par
la trés petite taille des trous. Ainsi, les trous de Young se comportent comme des sources ponctuelles appelées sources
secondaires.

A\

1
1 H
= 0
=
-1
—4 —2 0 2 4
x(mm)

/_[Deﬁnition : Chemin optique]

N

On définit le chemin optique (OM) comme la distance parcouru par une onde lumineuse dans le vide pendant la durée
du trajet de 'onde a O & M dans le milieu d’indice n.
On calcule le chemin optique en multipliant la longueur parcouru par une onde depuis sa source multiplié par I'indice n
du milieu traverseé, soit :
c
(OM) = ctoy = —OM =nOM
Yo

. J

Propriété : Différence de marche et interférences]

N

On définit la différence de marche comme la différence de chemin optique entre deux ondes qui interférent au point M.
Sur le dispositif des trous de Young, on compare un rayon provenant de la source S et passant par S7 jusqu’en M & un
rayon provenant de S et passant par S jusqu’en M :

(M) = (SM)1 — (SM)z = [(SS1) + (S1M)] — [(SS2) + (S2M)] = (S1 M) — (S2M)

On a alors la relation avec le déphasage :

On en déduit alors les conditions d’interférence :

e constructive si §(M) =m X Ag;

1
e déstructive si 6(M) = (m + 2) X Ag-

On retient la formule de Fresnel :

2
I =1, + Iy + 2/To ], cos (;6(M)>
0

[Exemple : Application}

Calculons la différence de marche pour le dispositif des trous de Young :

(SlM):n\/(x—;)2+y2+D2 et (SQM):n\/(x+;)2+y2+D2
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En sachant que D >z et D >y :

a\?2 9 a\ 2 9
(“5) ty (“5) ty
(S1M)~nD+n—=2— et (SoM)=nD4+n—=——

2D 2D
nax
Soit §(x) ~ —.
(@) = —
On en déduit alors les positions x,, franges d’interférences constructives :
nax mAgD
0(xm) = T =mx A= T = 0
D na

On peut en déduire l'interfrange, la distance entre deux franges lumineuse de maximum d’intensité.

1= — Ty = —)\OD
— dm+1 m — na
)
1 H
E
=
-1
—4 —2 0 2 4
2(mm)
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Ondes 4 : Introduction a la mécanique quantique

1 Introduction :

[Remarque : Etat des lieux de la physique début du XXe]

Au début du 20° siécle, la physique classique est dominée par deux théories : la mécanique newtonienne et 1’électro-
magnétisme de Maxwell. Ces théories sont déterministes : & partir d’équations dynamique (équations différentielles) et
étant données des conditions initiales, elles permettent de prévoir ’évolution exacte de systémes étudiés.

[Remarque : deux objets d’études dans l’univerSJ

On distinque alors dans 'univers deux catégories d’objets : la matiére et le rayonnement.

e La matiére est faite de corpuscules parfaitement localisables; les lois de la mécanique permettent de prévoir leur

o : . : d
trajectoire, leur vitesse. On utilise notamment la seconde loi de Newton F = ou F est la résultante des forces
appliquées sur la particule et ? =m7 sa quantité de mouvement.

e Le rayonnement suit les lois de Maxwell (énoncées en 1855); ses variables dynamiques sont les composantes en
chaque point de ’espace des champs électrique et magnétique. Il présente un caractére ondulatoire qui se manifeste
par les phénomenes de diffraction et d’interférences (Chapitre 2).

A cette époque, suite aux expériences d’interférences lumineuses de Thomas Young, on est persuadé que la lumiére
est une onde.

[Remarque : Limites des théories classiques}

Il reste cependant un certain nombre d’expériences inexplicables avec les théories classiques. On peut citer 1effet photo-
électrique, le spectre du rayonnement d’un corps noir, ...

La volonté d’expliquer ces observations va bouleverser les concepts et donner naissance entre autre a la mécanique
quantique.

2 Dualité onde-particule :

Definition : Notion de photon]

Le photon est 'objet qui décrit le rayonnement électromagnétique. Il a :

e un aspect ondulatoire, caractérisé par une fréquence v (ou pulsation w) et une longueur d’onde A (ou vecteur
d’onde k) ;

e un aspect corpusculaire, caractérisé par une énergie Ey et une quantité de mouvement (ou impulsion) p.

Les relations qui relient la description corpusculaire a la description ondulatoire sont appelées relations de Planck-
Einstein. En fonction du phénoméne observé, on peut considérer la lumiére comme une onde, ou comme un faisceau de
photon.

,_[Propriété : Energie d’un photonj .

On relie I’énergie d’un photon a la fréquence v (ou pulsation w) du rayonnement électromagnétique associée par la

relation :
o

h
avec h = 6,63 x 10734 J - s est la constante de Planck, et i = o = 1,05 x 10734 J - s est la constante de Planck réduite.
m

" J

Propriété : Quantité de mouvement ou impulsion d’un photon]

On relie la quantité de mouvement (ou impulsion) p d’un photon & sa longueur d’onde A (ou son vecteur d’onde k) par
la relation :

E E
:—V:ﬁ ou p:—vzhk‘

P c A c

h
avec h = 6,63 x 1073*J - s est la constante de Planck, et A = o = 1,05 x 10734 J - s est la constante de Planck réduite.
m

Definition : L’effet photoélectrique]

L’effet photoélectrique est I’émission d’électrons par un métal lorsqu’il est éclairé par un rayonnement du domaine visible
ou ultraviolet.
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e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e e e e e e e e e e
L’expérience de Lenard de 1902 : composée de deux électrodes dans une ampoule sous vide. La cathode est éclairée par

un rayonnement de fréquence v. Si des électrons sont émis par la cathode, ils sont collecté par ’anode et un ampéremétre
mesure 'intensité du courant. Un générateur de tension idéal impose une différence de potentiel U = V, —V, entre 'anode
et la cathode.

Le phénoméne présente deux particularités remarquables :
e il n’apparait qu’au dela du fréquence seuil vg qui dépend de la nature du métal.
e pour v < vg il n’y a pas effet photoélectrique quelque soit 'intensité lumineuse du rayonnement.
e pour v > vg leffet photoélectrique s’annule (le courant s’annule) si on impose U < U, < 0.

Si on considére systéme émetteur et collecteur d’électrons on peut mesurer I’énergie cinétique des électrons émis sous
leffet du rayonnement de fréquence v :

Lumiere incidente s FEc des électrons émis
Ampoule N Anode
sous vide N collectrice.
e —
O — t
Cathode

émetrice. U

—>

/4R > v

NI Vs

/_[Propriété : Interprétation quantique]

N

En 1905, Albert Einstein propose une interprétation de I'effet photoélectrique en reprenant I'idée de Planck et en allant
plus loin : Il suppose que le rayonnement est constitué de particules de lumiére nommées photons. Chaque photon
véhicule une énergie F tel que :

E=hv avec la fréquence du rayonnement : v

L’hypothése d’Einstein pour l'effet photoélectrique est qu’un électron du métal ne peut absorber qu'un seul quantum de
lumieére (un seul photon). Il est alors arraché au métal si ’énergie du photon est supérieure au travail donc si : hv > Weg.

Entre 1905 et 1915 Robert Andrews Millikan réalisa plusieurs expériences qui aboutirent a une mesure de h compatible
avec la valeur du rayonnement thermique.

Prix nobel d’Enstein en 1921 pour son interprétation de l'effet photoélectrique.

" J

,_[Deﬁnition : Onde de matiére}

A une particule de masse m et de quantité de mouvement ?, on associe une onde de matiére de longueur d’onde \ et
de fréquence v.

/_[Propriété : Longueur d’onde de de Broglie (1924)}

Un corps matériel de quantité de mouvement p peut présenter un aspect ondulatoire :

h
App = —
p

" J

Propriété : Fréquence de 1’onde de de Broglie]

Un corps matériel d’énergie totale E peut présenter un aspect ondulatoire :

. _E
DB*h

" J

Propriété : Interférences atomiques expérience de 1992]

On utilise le dispositif décrit sommairement. Il utilise des atomes de Néon piégés et refroidis & une température de
2,5mK. Il sont alors libérés et tombent en chute libre et atteingnent un écran percé de deux fentes avec une vitesse
v=2m- s L

Le piége est situé a une hauteur I = 76 mm au dessus de deux fentes séparées d’une distance a = 6 pm. La longueur d’une
fente est de 2pm. Un écran MPC (microchannel plate detector) est placé a une distance D = 85 cm de la double fente et
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détecte les atomes de Néon avec une résolution de 'ordre de 20 pm. L’ensemble du dispositif est disposé verticalement.

o Atomes de Néon ultra-froids (2,5 mK)
Distance d = 3,5cm

? / / [ Plan horizontal avec deux fentes distantes de a = 6 pm

Distance D = 85cm

" Détecteur plan horizontal

La figure d’interférence obtenue en libérant les atomes du piége, est constituée d’environ 6000 impacts atomiques. Chaque
impact est clairement identifié attestant du caractéére corpusculaire des entités détectées mais I’ensemble des impacts
dessine des franges d’interférences.

Confirmer que cette expérience permet de montrer la nature ondulatoire de 'atome.
Pourquoi faut-il refroidir les atomes 7

Calculer la longueur d’onde de de Broglie et interfrange de la figure d’interférences. Conclure sur la nécessité de
refroidire.

3 Formalisme quantique

[Remarque : Expérience d’interférence photon par photonj

Reprenons 'expérience d’interférences lumineuses dite des fentes de Young évoquées en introduction en utilisant une
source de photon unique. Le détecteur enregistre les impacts des photons qui reconstituent progressivement les franges
d’interférence :

Les constats sont les suivants :

e Le point ou les photon frappe I’écran est aléatoire. On peut juste définir une probabilité p(M) de détection de la
particule en M.

e ’accumulation des impacts reconstitue la figure d’interférences.

[Remarque : Interprétation probabiliste}

Le point M ou le photon frappe I’écran est aléatoire. On peut juste définir une probabilité p(M) de détection de la
particule en M.

La particule peut & priori passer par la fente 1 ou par la fente 2. Le résultat observé peut étre considéré comme la
superposition des deux expériences réalisées avec uniquement la fente 1 ou uniquement la fente 2.

I on appelle p; (M) et pa(M) les probabilités de détecter le photon en M en présence d'une seule fente, on pourrait
s’attendre & ce que les probabilités associées aux deux chemins s’ajoutent lorsque les deux fentes sont ouvertes. Or on
constate que :

p(M) # p1(M) + p2(M)

Plus étonnant encore, il y a des points o la probabilité p(M) est nulle alors que p; (M) et pa(M) ne sont pas nulles.
Les particules semblent guidées par 'onde classique. C’est une manifestation de la dualité onde-corpuscule.

p p

,_[Deﬁnition : Fonction d’onde]

On associe a une particule quantique une fonction mathématique appelée fonction d’onde (M, t) dépendant des coor-
données d’espace et du temps. Cette fonction & valeur complexe contient toutes les informations relatives a ’état de la
particule. On définit alors la probabilité de trouver une particule au point M a linstant ¢ :
2
p(M. 1) = [ (M, )|

133



Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

/_[Propriété : Théoréme de superposition] .

Si on note 1 (M, t) la fonction d’onde de la particule lorsque seule la fente 1 est ouverte et 3(x,t) la fonction d’onde
de la particule lorsque la fente 2 est ouverte.

La fonction d’onde de la particule dans ’expérience des fentes d”Young s’écrit :
%(Mvt) = %I(M’t) +y2(M>t)
La probabilité de détection de la particule est proportionnelle au module au carré de la fonction d’onde :

[B(M,1)|* = W(M, )" (M, ) = (1 + ) (41" + 12") = [¢n]” + [Wol* + rtha™ + 1 "2

Compléments : On ne peut pas savoir par quel trou la particule est passée. Si on essaie de faire la mesure, on perd la
figure d’interférence. La mesure perturbe le systéme et donc on ne peut pas décrire a 100% le systéme. Soit on mesure
la position finale des atomes, soit on mesure leurs trajectoires.

.

Definition : Indétermination quantique}

L’indétermination quantique spatiale Az correspond a la largeur typique (écart-type) de la densité de probabilité de
présence |1 (z,t)|%.

Remarque :

Attention! u(x) # Az, le premier dépend du protocole et des instruments de mesures, 'autre est intrinséque.

Definition : Inégalité de Heisenberg}

Les indéterminations quantiques sur la position z et la quantité de mouvement p, suivant le méme axe (Ozx) vérifient
I'inégalité de Heisenberg :

h
ou h = o est la constante de Planck réduite. Cette relation est appelée principe d’indétermination de Heisenberg.
m
Propriété : Interprétation par la diffraction d’une particule] N

On considére une de quantité de mouvement 7 = pﬁx. La particule passe a travers une fente de largeur a et on place
un détecteur tout de suite derriére la fente.

Le détecteur pourra détecter la particule avec une indétermination spatiale Az ~ a la largeur de la fente.

Apreés la fente, da a la diffraction, la particule peut avoir sa quantité de mouvement J orientation sera aléatoire mais
contenu dans le cone de demi-angle au sommet 6 tel que :

sin(f) = a
a

h
En prenant A = A\gg = — on a alors une indétermination sur la projection ?71 soit Ap,, ~ psin(f) = —
a

—
—_

—_—

On obtient alors : AxzAp, ~ h

"
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4 Quantification de 1’énergie

,_(Deﬁnition : Modéle de Bohrj .

En 1913, Niels Bohr propose le premier modéle quantique de ’atome d’hydrogéne afin d’expliquer 'existence de spectre
de raies atomiques.

Le modéle de Bohr repose sur les hypothéses suivantes :

e hypothése mécanique : quantification du moment cinétique de ’électron qui posséde une trajectoire circulaire
autour du noyau supposé fixe.
Lo, =nh avec n € N*

e hypothése optique : I’électron passe d’une trajectoire circulaire & une autre en absorbant ou en émettant des énergie
électromagnétique.

Expérimentalement, les longueurs d’ondes pour I'atome d’hydrogéne vérifient :

1 1 1
=Ry | — — — ] avec Ry = 1,097 x 10" m~! est la constante de Rydberg
Anm m?  n?

B
. J

/_(Propriété : Rayon de Borh}

L’orbite de I’électron autour du noyau d’hydrogéne est quantifié et peut prendre les valeurs :

dmegh?

rn =nap avecn € N* etap= > = 52,9 x 107?m le rayon de Bohr
e

e
(. J

Démonstration : Rayon de Bohr}

Systéme : {M(m.)} électron ponctuel.
Reéférentiel : Terrestre supposé galiléen.

2
e
Bilan : ? = —hﬁr interaction coulombienne entre un électron et un proton.
TeQT
- . o2 . 02
PFD : m.d (M), = ? en projetant suivant @, = —m.rf% = — = l0=—7
4egr? 4megmers

On peut alors calculer le moment cinétique au centre de force O :

— = . 2
LO(M; =mer?0U, AUy = mer?0d, = Lo = MeC T

47eg
On applique alors 'hypothése mécanique :
2 2
MeET h4
Lo=nh+<=n’m?=——""—|r, =n?x T
47eq mee?

Propriété : Quantification de l’énergie}

L’énergie mécanique de I’électron est alors quantifiée et seules les valeurs suivantes sont permises :

1 e? 1 mee* 13,6eV
ETL = —— X = —— X 3 = —
n? = 8mepan n?  32m2egh? n?

(. J

/_(Démonstration : Niveaux d’énergi }

On calcule I’énergie mécanique de I’électron :

1, e? L% e? e? 1 e?
E,, = -—mev® — = 5 — =_ =—=x
2 dmegr  2mer dmegr 8megr n 8mepap
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/_(Propriété : Le photon comme quantum d’énergie}

En utilisant le modéle du photon comme quantum d’énergie on obtient :

E—E—e2 1_1_hc<:)1_mee4 1_
" ™ 8regap \m2  n2 _/\n,m Anm_863h3c m2

)

On obtient alors Ry ¢, = 1,098 x 10" m~*

.

1

%)

n2
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Chimie 1 : Molécules et solvants

1 Configuration électronique d’un atome

Definition : Composition d’un atome}

L’atome est constitué d’un noyau et de son cortége électronique. On note ’gX :

e 7 le nombre de protons dans le noyau et d’électrons dans 'atome. Z représente le nombre de charges de I’atome.
Il est aussi appelé numéro atomique.

e N le nombre de neutrons dans le noyau.
e A= 7+ N le nombre total de nucléons. A est aussi appelé nombre de masse.
Un atome est électriquement neutre, il contient donc Z électrons.

Un élément chimique est défini par son numéro atomique Z. Il peut étre sous la forme de différents isotopes qui
possédent un nombre de masse A différent.

N

Propriété : Configuration électronique]

Les électrons sont répartis dans des couches électroniques associées & un nombre entier n qui se déclinent en sous-couches
associées a des lettres s, p, d, etc.

On retiendra que pour un atome dans son état fondamental :

e Une sous-couche s contient au maximum deux électrons, une sous-couche p au maximum six électrons et une
sous-couche d au maximum dix électrons;

e Toutes les sous-couches doivent étre pleines avant d’en remplir une nouvelle;
e L’ordre de remplissage des sous-couche est le suivant :
1s — 2s2p — 3s3p — 4s3d4p — 5s4dbp
~~ ——

) —~— N~ ~——
ligne 1 ligne 2 ligne 3 ligne 4 ligne 5

,_[Deﬁnition : Electrons de cceur / électrons de valence}

N

Les énergies des divers électrons présents dans un atome n’évoluent pas de fagon continue. Il est d’usage de séparer les
électrons d’un atome en deux groupes :

e Les électrons de valence qui sont moins liés au noyau ;

e Les électrons de coeur qui sont solidement liés au noyau.

,_[Propriété : Electrons de valence} N

Les électrons de valence d’un atome sont les électrons occupant les orbitales de nombre quantique principal n le plus
élevé et/ou les sous-couches incomplétes.

" J

Definition : Tableau périodique, construction par bloc}

Les éléments sont classés par numéros atomiques Z croissants et rangés en colonnes et lignes appelées périodes de fagon
a ce que les éléments d’une méme colonne présentent des propriétés chimiques analogues.

Des considération de mécanique quantique permettre de définir 4 bloc dans le tableau périodique. A partir de la deuxiéme
période on a :

le bloc s qui constitue les deux premiéres colonnes plus les deux premiers éléments H et He;

le bloc p qui constitue les 6 derniéres colonnes;

le bloc d qui constitue les 10 colonnes entre le bloc s et le bloc p & partir de la 4° ligne ;

le bloc f qui constitue les 14 colonnes entre le bloc s et le bloc d & partir de la 6° ligne.

1 18
1 2 13 14 15 16 17
I1
111 345 6 7 8 9101112

bloc s bloc d bloc p
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Propriété : Nombre d’électrons de valence]

Le nombre d’électrons de valence se déduit de la place d’un élément dans la classification périodique.
e Pour un élément du bloc s c’est son numéro de colonne;

e Pour un élément du bloc p c’est son numéro de colonne -10;

e Le sodium est situé a la période III dans la premiére colonne du bloc s : il posséde un électron de valence et sa
configuration électronique est

Na  1s% 2s%22p° 3st

e L’oxygene est situé a la période II dans la quatriéme colonne du bloc p : il posséde 6 électrons de valence et sa
configuration électronique est
0] 1 2s%2p?
e Le vanadium est & la période IV dans la troisiéme colonne du bloc d : il posséde 5 électrons de valence et sa
configuration électronique est

En vous aidant de la classification périodique indiquer le nombre d’électrons de valence des éléments suivants : carbone,
azote, fluor, phosphore, soufre, chlore.

Vo 1s? 25%2p5  3s23p° 452343

1 18
1 VA 2
Iy 2 X 13 14 15 16 17 | He
0 3 4 5 6 7 8 9 10
Li | Be B C N 0 F | Ne
I 11 12 13 14 15 16 17 18
Na | Mg Al | Si P S Cl | Ar

2 Modéle de la liaison covalente

Definition : Liaison covalente selon Lewis]

Une liaison covalente entre deux atomes résulte de la mise en commun de deux électrons de valence. Les électrons forment
alors un doublet liant entre les deux atomes. La laison est simple si elle est constituée d’un seul doublet liant, elle peut
étre double si elle est constituée de deux doublets liants ou triple.

Les électrons de valences d’un atome ne sont pas partagés, ils forment des doublets non liants qui sont localisés autour
de ’atome.

[Remarque : Ordre de grandeur}

On donne 'ordre de grandeur de I’énergie molaire d’une liaison covalente ainsi que la distance entre deux atomes lié par
liaison covalente :

e Fopp ~ 100kJ - mol™! & 1000kJ - mol !
® deoy ~ 100 pm

Reégle du duet et de l’octetj

Les éléments tendent a former des édifices chimiques (molécules ou ions) dans lesquels ils sont entourés de :
e 2 électrons (1 doublet) pour 'hydrogéne ;
e 8 électrons (4 doublets) pour les périodes n > 2;

afin de saturer leurs couche de valence et gagner en stabilité.

Remarque :

Le modéle de Lewis est restreint aux éléments des bloc s et p.

Les éléments du bloc d nécessitent d’utiliser un modéle basé sur la mécanique quantique pour comprendre les liaisons
formées.
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,_[Deﬁnition : Charge formelle]

Soit un atome X possédant E électrons de valence. Si au sein d’une molécule X est entouré de P doublets non liants et
L doublets liants. Alors X posséde une charge formelle :

CF=FE-2P—-L

/_[Propriété : Charge d’une molécule]

Si la molécule formée posséde une charge q. On peut alors vérifier :

CI:ZCFi

[Méthode : Méthode pour trouver le schéma de Lewis d’une molécule}

Pour une molécule de charge ¢, composée de k atomes X; de nombre d’électrons de valences F; :
k
1. Déterminer le nombre d’électrons de valence de la molécule : N = Z E; —q,;
i=1
N

. Déterminer le nombre de doublets a placer : D = 5 ;

2
3. Relier chaque atome & ses voisins par un doublet liant.

4. Placer les doublets restants de fagon & ce que le plus d’atomes respectent la régle du duet ou de l'octet.
5

. Placer les charges formelles sur chaque atome.

e La molécule d’eau H5O :
H—0—H
L’atome O posséde 6 électrons de valence, 2 doublets non liant et 2 doublet liant : CF =6 —-2x2—-2=0

e La molécule de méthane CHy :

|
H—?—H
H

L’atome C posséde 4 électrons de valence, 0 doublets non liant et 4 doublet liant : CF =4 —-0x2—-4=0
e La molécule de dichlore Cl :
ICI—Cll
L’atome Cl posséde 7 électrons de valence, 3 doublets non liant et 1 doublet liant : CF =7—-3x2—-1=0
e L’ion hypochlorite CIO ™ :
a-or

L’atome O posséde 6 électrons de valence, 3 doublets non liant et 1 doublet liant : CF =6 -3 x2—-1=—1
On a bien la somme des charges formelles qui est égale a la charge de l'ion.
e La molécule de diazote Ny :
IN= NI
L’atome N posséde 5 électrons de valence, 1 doublets non liant et 3 doublet liant : CF =5—-1x2—-3=0

e La molécule de méthanal HoCO :

He o o
c=0
H

L’atome C posséde 4 électrons de valence, 0 doublets non liant et 4 doublet liant : CF =4 —-0x2—-4=0
L’atome O posséde 6 électrons de valence, 2 doublets non liant et 2 doublet liant : CF =6 —-2x2—-2=0
e Le dioxyde de carbone COs :

A e e AN
{o=c=0)

e Le monoxyde de carbone CO :
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Yc=or

L’atome O posséde 6 électrons de valence, 1 doublets non liant et 3 doublet liant : CF =6 —-1x2—-3=1
L’atome C posséde 4 électrons de valences, 1 doublets non liant et 3 doublet liant : CF =4 —-1x2—-3 = -1
On a bien la somme des charges formelles qui est nulle car la molécule n’est pas chargée.
e Le dioxyde d’azote NOy :
0=NZ=0>
L’atome O posséde 6 électrons de valences, 3 doublets non liant et 1 doublet liant : CFF =6 -3 x2—-1= -1
L’atome N posséde 5 électrons de valences, 1 électron célibataire et 3 doublet liant : CF =4—-1x2—-1—-3=—1.

On a bien la somme des charges formelles qui est nulle car la molécule n’est pas chargée.

,_[Deﬁnition : Radicaux] .

Si le nombre d’électrons de valence de la molécule est impair, alors il reste un électron célibataire & la fin. La molécule
est alors extrémement réactive car cet électron célibataire va chercher & étre trés réactif.
A\

Definition : Lacune électronique}

N

Lorsqu’un atome ne peut pas s’entourer d’un octet d’électrons, il est qualifié d’électrodéficient. Il est schématisé avec
une lacune électronique symbolisée par un rectangle vide.

. J

Definition : Hypervalence]

A partir de la troisiéme ligne incluse, certains atomes peuvent avoir une valence plus grande que 4. On dit que ces atomes
sont hypervalent et on ne peut pas prédire ces molécules avec le modéle de Lewis.

e Le trihydrurobore BHj : e Le méthyle CH3 est un composé radical :

" IB—H S

H’ H

) o e Le phosphorane PHj5 est un composé hypervalent :

e Le trichlorure d’aluminium AlICl3 (Z(Al)=13) : H

ICl Ho /

IB—Cll F—H
Cl -,
_7 H \
ICl H

3 Polarité des molécules

Definition : Liaison polaire et électronégativité]

N

Lorsque deux atomes d’éléments chimiques différents sont en liaison covalente, les électrons de valences ne restent pas
répartis équitablement entre les deux atomes. Ils sont plus attirés par I’'un ou par 'autre des deux atomes, ce qui crée
un déséquilibre des charges au niveau de chaque atome. On di;c alors que la liaison est polarisée :

5- +
A—B
L’électronégativité x d’un élément chimique A quantifie sa propension & s’approprier les électrons d’une liaison covalente
qui le lie & B. Ici x4 > xp car le nuage électronique est plus proche de A que de B.

. J

Definition : Moment dipolaire d’une liaison]

On considére une liaison AB polarisée, on définit le vecteur moment dipolaire ﬁ :
5 5+
A—B avecﬁzéexﬁ de norme || 7/ || = dedap

ol 7 est orienté de la charge négative vers la charge positive (ici de A vers B) dap est la longueur de la liaison AB et
de la charge partielle en coulomb.

L’unité S.I. du moment dipolaire est le coulomb.métre (C - m). Cependant, on utilise beaucoup le Debye (D) :

1D=333%x10%C-m

. J

,_[Propriété : Evolution dans le tableau} .

L’électronégativité xy augmente si I'on se déplace dans la classification périodique de la gauche vers la droite ou du bas
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vers le haut. L’élément le plus électronégatif est le fluor F.

Il existe plusieurs échelles pour évaluer 1’électronégativité d’un atome. Ici quelques valeurs tabulée d’électronégativité
avec ’échelle de PAULING.

H|L |Be| B| C|N]|]OI|TF| s | a
Xp || 220 | 0,98 | 1,57 | 2,04 | 2,55 | 3,04 | 3,44 | 3,98 | 2,58 | 3,16

. J

,_[Deﬁnition : Forme d’une molécule]

N

Les doublets d’électrons se repoussent car sont chargés négativement : la géométrie la plus stable est celle ou les doublets
sont lles plus éloignés les un des autres.

Propriété : Méthode VSEPR]

On considére un atome A central lié & n atomes X et porteur de p doublets non liants, on note : AX, E,
On applique alors :

e On calcule la somme de tous les doublets n + p, ce qui permet de savoir comment se répartissent les doublets
autour de A;

e On regarde alors la géométrie de I’ensemble des atomes qui formes la molécule.

. J

,_[Deﬁnition : Polarité d’une molécule]

N

On dit qu’une molécule est polaire si le barycentre des charges positives de la molécule ne coincide pas avec le barycentre
des charges négatives.

N

Propriété : Calcul du moment dipolaire d’une molécule]

En premiére approximation, le moment dipolaire d’une molécule est égal & la somme vectorielle des moments dipolaires
des liaisons covalentes polarisées de la molécules.

Si son moment dipolaire est non nul alors la molécule est dite polaire, sinon elle est apolaire.

. J

/_[Deﬁnition : molécules apolaire]

Une molécule apolaire peut étre polarisée par I’extérieur de maniére transitoire :
e Lorsque la molécule est en présence d’un ion ou d’une molécule polaire, alors elle posséde un moment dipolaire
induit.
e Lorsque sous l'effet de fluctuations elle posséde un moment dipolaire qui est nul en moyenne tout en ayant un

moment dipolaire instantané.

Ces deux effets sont plus important lorsque la molécule est dite polarisable. La polarisabilité d’une molécule est direc-
tement liée & sa taille.

Propriété : Polarisabilité]

N

En présence d’un champ électrique ﬁ (créé par une molécule polaire avoisinante), une molécule posséde alors un moment
dipolaire induit supplémentaire

?ind = aﬁ ou « est la polarisabilité de la molécule

La polarisabilité caractérise 'aptitude du nuage électronique d’'un atome ou d’une molécule & se déformer sous l'effet

d’un champ E. « s’exprime en C-m? - V™! et augmente avec la taille de ’'atome ou de la molécule.

4 Forces intermoléculaires

,_[Deﬁnition : Interactions de van der Waals]

Les interactions de van der Waals sont les interactions électrostatiques attractives qui s’établissent entre les charges
dipolaires de deux édifices chimiques. On distingue les interactions :

e de type Keesom : interaction entre deux dipoles permanents (entre deux molécules polaires) ;

e de type Debye : interaction entre un dipdle permanent et un dipéle induit (entre une molécule polaire et une
molécule apolaire) ;

e de type London : interaction entre un dipole instantané et le dipdle qu’il induit (entre deux molécules apolaires).

. J
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N

/_[Propriété : Additivité des interactions]

Pour une molécule apolaire, on peut lui attribuer un moment dipolaire instantané et un moment dipolaire induit si elle
est en présence d’une molécule ionique ou polarisée. On retiendra que l'interaction entre deux molécules est la somme
des interaction suivantes :

e deux molécules polaires : Keesom + Debye + London;
e deux molécules apolaires : London ;

e une molécules apolaire et une molécule polaire : Debye + London.

. J

/_[Deﬁnition : Liaison hydrogéne]

N

La liaison hydrogéne est I'interaction attractive qui s’établit entre un atome d’hydrogéne lié a un atome trés électronégatif
A et un doublet non liant d’électrons porté par un atOI?e électronégatif B.
+ 5-
A—H--IB—X
A et B étant le plus souvent des atomes de fluor (F), d’oxygéne (O) ou d’azote (N).

. J

{Remarque : Ordre de grandeur}

e Liaison covalente : F.,, = 200kJ - mol ™! & 800kJ - mol™*
e Interaction VAW : Eyqw = 1kJ -mol™! 4 5kJ - mol™!
e Liaison hydrogéne : Ey = 10kJ - mol™' a4 40kJ - mol™*

/_[Deﬁnition : Température de changement d’état]

N

Lors d’un changement d’état, on change la distance moyenne entre les molécules leurs orientations. Pour chaque état de
la matiére on a donc des interactions intermoléculaires de différentes intensités :

Etat de la matiére Intensité des interactions

Solide forte
Liquide Intermédiaire
Gazeux Faible

La température de changement d’état correspond a ’énergie d’agitation thermique nécessaire pour diminuer les inter-
actions de van der Waals. On retiendra qu’entre deux composés, celui dont la température de changement d’état est la
plus élevé est celui dont I'interaction intermoléculaire est la plus intense.

N

Propriété : Influence du moment dipolaire]

L’existence de moment dipolaire permanent favorise la cohesion entre les molécules. Une molécule polaire aura une
température de changement d’état supérieure par rapport a une molécule apolaire semblable.
A

Les deux isomeéres de configuration du 1,2-dichloroéthéne :

Z E
Ia] Il ICl|
N—" ] N—
Ten(Z) = 60°C ICll

Propriété : Influence de la polarisabilité}

Plus les atomes composant la molécule sont gros, plus la molécule est polarisable et plus les interactions de cohésion
seront intense.

On observe donc une augmentation de la température de changement d’état avec la taille des molécules.

[Remarque : Cas particulier :J

Pour des molécules présentant des liaisons hydrogénes comme HF, HyO, NHj, on observe que la température de chan-
gement d’état est plus plus élevée car I'interaction intermoléculaire est plus intense.
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Considérons les molécules de chloroéthane et d’éthanol :
P ai /\OZH
w=206D w=171D
Te, = 12°C Ter, =78°C

Les interactions de van der Waals sont plus intenses pour le chloroéthane (moment dipolaire plus élevé et plus forte
polarisabilité) mais les liaisons hydrogeénes de I’éthanol sont plus intenses.

5 Les solvants moléculaires

,_(Deﬁnition : Solvant] .

Une solution est un mélange homogéne de deux substances au moins, obtenu par la dissolution de I'une dans ’autre.

La substance minoritaire est le soluté et la majoritaire le solvant.

. J

/_(Propriété : Permittivité électrique relative}

N

La permittivité électrique caractérise 'intensité de l'interaction coulombienne entre deux ions de charges opposées
q1492

4—272_,1 donc plus €, est grand, plus les ions seront dissocié car l'interaction coulombienne
TEQEST

q192 < 0 soit F2—>1 =

est moins forte.
(N

Propriété : Le moment dipolaire}

N

Une molécule de solvant de moment dipolaire ? va pouvoir polariser une liaison afin de faciliter la dissociation d’une

espéce dans le solvant sous forme ionique.

_ 5 _
A—B+ P —A—B AT+ B

. J

/_(Propriété : Proticité du solvant}

N

La proticité d’un solvant est la capacité d’un solvant & intervenir dans une liaison hydrogéne. On dit alors que le solvant
est protique.

Propriété : Solubilité}

Un soluté A est soluble dans un solvant S si les interactions A-S sont aussi fortes que les interactions A-A ou S-S.

On en déduit la régle empirique qu’un composé est soluble dans un solvant si les deux molécules possédent des propriétés

similaires (moment dipolaire, proticité).

Propriété : Miscibilité de deux solvants}

Deux solvants S et S’ sont miscibles s’ils présentent des interactions similaires entre eux.

(. J
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Chimie 2 : Transformation de la matiére

1 Description d’un systéme physico-chimique :

Definition : Corps pur]

Les corsp pur sont des systéme composé d’un seul type de particule. Toutes les particules sont identiques.

. J

Definition : Mélanges]

Un mélange contient plusieurs espéces chimiques A;. Pour le décrire, il faut indiquer sa composition en recensant les
espéces présentes avec leurs états physique.

N

/_[Deﬁnition : Solution aqueuses}

Une solution est un mélange monophasique dans lequel HoO(1) est ultra-majoritaire. Cette espéce est appelée solvant.
Les espéces minoritaires sont appelées solutés.

N

/_[Deﬁnition : Variables d’états extensives/ intensivesj

On appelle variables d’état les grandeurs macroscopiques permettant de définir I’état d’un systéme. Elles sont de deux
types :
e Une variable extensive est une variable qui dépend de la taille du systéme.

e Une variable intensive est une variable qui ne dépend pas de la taille du systéme.

Remarque :

Le rapport de deux variables extensives donne une variable intensive. Par exemple : la masse volumique p = 7 le

volume massique v = % ; le volume molaire V,,, = %

[Méthode : Description d’une solution aqueusej

On peut décrire la composition chimique d’une solution, de volume V', composée de N solutés A; a ’aide des variables
suivantes :

e Variable extensive : la quantité de matiére de chaque constituant : n; ;

e Variable intensive : la concentration molaire de chaque constituant : [A;] =

Remarque :

En fonction de la situation on optera pour l'utilisation des variables intensives ou extensives.

T
v

[Méthode : Description d’un mélange gazeux idéal]

On peut décrire la composition chimique d’un mélange idéal de gaz, de volume V', de pression P composée de N solutés
A; a l'aide des variables suivantes :

e On considére le gaz comme parfait, soit ny.t la quantité de matiére totale du gaz tous constituants confondus :
PV = niotRT  avec R=8,314J - K~ - mol™*

et T la température du mélange en kelvin.

e Variable extensive : la quantité de matiére de chaque constituant : n; ;
n
e Variable intensive : la fraction molaire de chaque constituant : x; = —— ;
Ntot
e Variable intensive : on définit la pression partielle du constituant A; comme la pression du systéme de volume V'

a la température T' si A; était seul :

n; RT
|4

P(A;) =

Loi de Dalton]

En combinant la définition de la pression partielle et la loi des gaz parfait appliquée au mélange total :

ng

= =X
P Ntot
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On peut alors calculer la pression partielle d’un constituant et la pression totale :

k
z; P avec ZH =P
i=1

2 Transformation chimique d’un systéme

N

/_(Deﬁnition : Transformation chimique}

Une transformation chimique est une transformation mettant en jeu une modification des espéces chimiques, de leur
nature et de leur quantité de matiére.

. J

/_[Propriété : Réaction chimique}

N

Une réaction chimique est définie par une équation bilan et est caractérisée par une constante thermodynamique K°(T')
appelée constante d’équilibre, dont la valeur dépend de la température T du systéme.

On modélise une réaction chimique faisant intervenir k constituants A; par I’équation de la réaction :

ou v; est le coefficient steechiométrique algébrique de 'espéce A;. On note :
e v; >0 si A; est un produit ;

o 1; < 0si A; est un réactif.

(. J

Exemple :

CHy(g) + H2O(g) = CO(g) + 3 Ha(y)

/_(Deﬁnition : Avancement molaire} .

On définit alors 'avancement molaire & comme :

. J

/_[Propriété : Tableau d’avancement}

N

Un tableau d’avancement consiste a reporter les quantités de matiére (en mol) a I'instant initial, et & un instant quel-
conque pendant la transformation :

CHy(g) + HO(g) = CO(g) + 3Ha(g)
EI ni N2 ns L2
EF ny — & ng — & ng + & ng + &

Avec & la valeur de "avancement & la fin de la réaction qu’on appelle avancement final.

N

,_[Remarque : Avancement volumiques}

Lorsque le volume V' du systéme est constant on peut exprimer le tableau d’avancement en fonction de ’avancement

volumique z = i en divisant toutes les cases du tableau par V. On obtient alors :

CH4(g) + H,0(g) = CO(g) + 3H,gaz
EI o Cy Cs Cy
EF C1y — 2 Cy — x¢ Cs + x¢ Cy+ x¢
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/_(Deﬁnition : Réaction totale} .

Une réaction est totale si elle se poursuit jusqu’a épuisement d’au moins un réactif. On dit alors que le ou les réactifs
manquant sont limitants. ’avancement final est alors égal a 'avancement maximal de la réaction : & = &pax
A\

/_(Deﬁnition : Taux d’avancernent)

N

On définit la taux d’avancement comme la rapport entre 'avancement final de la réaction et son avancement maximal
si la réaction était totale : ¢
£

B gmax

. J

/_(Deﬁnition : Quotient de réaction}

On définit alors le quotient de réaction qui est une grandeur adimensionnelle instantanée définie par :

avec a; activité chimique de 'espéce A; qui dépend de la phase de 1'espéce et de ses variables d’états.

. J

Propriété : Activité chimique}

corps pur mélange
soluté au sein gaz parfait au sein
d’une solution trés d’un mélange de
phase condensée phase gazeuse solvant diluée gaz parfaits
P A; P
ai:]. ai:PO aizl ai:[p;] ai:P—f)

avec ¢® = 1mol - L™ est la concentration de référence appelée concentration standard ; et P° = 1bar est la pression de
référence appelée pression standard.

3 Etat final d’une transformation chimique

N

,_(Deﬁnition : Equilibre thermodynamique}

Un systéme fermé est a ’équilibre thermodynamique quand sa température T, sa pression P et sa composition chimique
n’évoluent plus.

. J

Loi de I’équilibre thermodynamique}

A T’équilibre thermodynamique I’avancement de la réaction vaut &, et on a :

k
Qreq = H agé(Ai) =K° (T)
i=1

ot K°(T) est la constante d’équilibre thermodynamique de la réaction chimique étudiée.

(. J

Propriété : Constante d’équilibre}

Une réaction chimique caractérisée par une constante d’équilibre K° est dite :
e favorisée dans le sens direct si K° > 1;
o défavorisée dans le sens direct si K° < 1 (favorisée dans le sens indirect).

A Téquilibre on peut écrire la constante d’équilibre K§; ... associée au sens direct d’équation de réaction :

k k
Z vidi =0= Kgirect = Haga(Az)
=1 =1

A Déquilibre on peut écrire la constante d’équilibre K ;... @ssociée au sens indirect d’équation de réaction :

k k
s 1
Z VA =0= iondirect = H a’eql/l (Al) = K°
i=1 direct

i=1
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/_[Propriété : Réaction trés peu avancée}

Dans le cas ot K < 1 On parle de réaction trés limitée ou trés peu avancée. On peut effectuer les simplifications suivante
sur le tableau d’avancement :

CH,y(g) + H>0(g) CO(g) + 3Ha(g)
EI ny U») 0 0
EF - geq ~ Ny ng — é.eq ~ N2 §eq feq

N

/_[Propriété : Réaction quantitative}

Dans le cas o‘u K > 1 On parle de réaction quantitative ou trés avancée. On peut effectuer les simplifications suivante
sur le tableau d’avancement :

CH4(g) + Hzo(g) Cogaz + 3 H2gaz
EI no no 0 0
EF no — feq ~ € o — geq € geq ~ No feq ~ No

N

/_[Propriété : Réaction totale]

Une réaction totale est une réaction ou ’état d’équilibre thermodynamique n’est pas atteint.

[Méthode : Déterminer la constante d’équilibre}

e Faire une combinaison linéaire des différentes réactions dont la constante d’équilibre est connue pour obtenir la
réaction cherchée.

e chaque fois que vous ajouter deux réactions, vous multiplier les constantes d’équilibre.

e chaque fois que vous faire la soustraction de deux réactions vous diviser les constantes d’équilibre.

e Vous pouver alors exprimer la constante d’équilibre.

[Exemple : CO4(g) + 4H;(g) = CHa(g)+ 2H0(g) |

Supposons connues les constantes d’équilibre des réactions suivantes a la température T :
CH4(g + HQO

CO¢g )*ﬁfig()

Calculons K1 = 1/(K2K3)

=CO0gg) "

[Méthode : Détermination du sens d’évolution spontanée}

e Calculer le quotient de réaction a ’état initial Q(t =

e Comparer Q(t = 0) avec K :

o Si K > Q(t = 0) I'évolution se fait dans le sens direct;

0);

= COyg) + 3Hz(g) de constante d’équilibre : Ky =

Hs(g) de constante d’équilibre : K3 =

g))

(}i2 g))

e si K = Q(t =0) le systéme est déja a I’équilibre thermodynamique et n’évolue pas;

e si K < Q(t =0) Pévolution se fait dans le sens indirect.

[Méthode : Déterminer 1’état final d’un systémej

e Ecrire I’équation bilan de la réaction et la tableau d’avancement correspondant.

2O(g))

(CH4 g))a(HgO(g )
a(COz2(g))a(Hz(g))
a(CO(g))a(H

e Pour les systémes en phase gazeuse, ajouter une colonne quantité totale de gaz & exprimer en fonction de .

e Exprimer le quotient Q)¢q de la réaction a ’équilibre en fonction de & ;

e Pour les systémes en phase gazeuse, exprimer P(A;) = x; Pio en fonction de &eq.

e Ecrire la loi de I'équilibre Qcq = K° et en déduire 'équation vérifiée par £eq.

e Résoudre I’équation pour déterminer &qq ;

e En déduire la composition du mélange dans 1’état final.
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[Exemple : Sens d’évolution spontanée}

Le chlorure de sulfuryle est une molécule qui permet de chlorer des composés organiques. On considére la réaction de
dissociation du chlorure de sulfuryle dont I’équation est :

SO2Clz(g) = SO2(g) + Cla(g)

La constante d’équilibre thermodynamique vaut K° = 2,0 a T'= 102°C

Dans une enceinte initialement vide, a 102 °C, sous une pression constante Py = P° = 1,00 bar, on introduit désormais
1,00 mol de chlorure de sulfuryle SO5Cls, 5,00 mol de dichlore Cly et 5,00 mol de dioxyde de soufre SO5,. Déterminer la
composition du systéme & ’état final.

Exprimons le quotient de réaction initial :

Qi = Ij;’f(ss%jgf;i) PAS02) = Pi(Ch) = 2Py P(S0Cla) = = P
On obtient alors : @, ; = % > K° la réaction se fait dans le sens indirect.
Déterminons ’état final, pour cela dressons le tableau d’avancement :
SO:Cly(g) = SO:(g) + Cl(g) .

EI ny N N2 2ng +m

EF N1 + &eq Ng — &eq No — &eq 2ng +nq — &eq
On exprime les activités des constituants a I’équilibre :

Peq(Cly) = Py (SO2) = —anni ;fiq > Prot Peq(SO2Cly) = 2n2n41r j;f? €oq

On applique alors la loi de ’équilibre :

o (n2 — feq)2 Prot °
Qreq = K° = -t
r.eq (nl + geq)(QnQ +n— geq) pe
On peut faire apparaitre le taux d’avancement car &£max = N2 S0it Teq = iﬂ :
2
(]_ - Teq)2 _ KO

ni1 ni1 o
- e 2 —— T le
(tma) (4 =)

Cette équation posséde deux solutions : Teq1 = 0,05 < 1 et 7eq2 = 1,05 > 1 on ne garde donc que la solution 7eq;.

4 Capacité numérique

[Deﬁnition : Méthode dichotomique}

Le principe de l'algorithme dichotomique est de partir d’un intervalle [ag, bg] ot 'on sait qu’une fonction f donné s’annule
(fonction monotone sur [ag, b] avec f(a) x f(b) < 0). La méthode est décrite ci-dessous :

: s . aop +b
On teste alors successivement f(m) avec m le milieu de lintervalle : m = 0 5 9.

Si f(m) est du méme signe que f(a) alors on réduit I'intervalle & [aq, by] avec a3 = m.
e Sinon on réduit l'intervalle & [ag, b1] avec by = m.

e On arréte lorsque la taille de 'intervalle est a la bonne précision 2¢ choisie.

Propriété : Fonction de recherche dichotomique]

def Dichot(a,b,f,eps):
g=a
d=b
m=(g+d) /2
while (d-g)/2>eps:
if f(g)*f(m)>0:
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g=m
else:
d=m
m=(g+d) /2
return m

" J

,_[Propriété : Capacité numérique 4] .

Déterminer, a I'aide de python, I’état final d’un systéme, siége d’une transformation, modélisée par une réaction & partir
des conditions initiales et valeur de la constante d’équilibre.

" J

[Exemple : Formation de SO;;(g)}

On considére la réaction : 25042(g) + O2(g) = 2S03(g) de constante d’équilibre en fonction de la température T' :

198000-188x T £3B-9¢
K°=e¢ " dans les proportions stoechiométrique le quotient de réaction s’écrit : Q. = >———

(1-¢)?

On définit alors les fonctions python :
def K(T):

return np.exp((198000-188*T)/(8.31*T))
def Q(ksi):

return (ksix*2)*(3-ksi)/((1-ksi)**3)
def f(ksi):

return Q(ksi)-K(700)
Dichot(£,0.00001)

[Exemple : Formation de NOBr(g)}

On considére la réaction : 2NO(g) + Bra(g) = 2NOBr(g) de constante d’équilibre : K°(330K) = 13,2 dans les proportions
2 2
n(NO) = ni = 4,81 x 103 mol et n(Bra) = 1o = 1,88 x 10~3mol : Q, = ag - ar
(NO) =1 (Brz) =2 N (n1 =222 — &) n2(ma/ne —27)%(1 —7)

On définit alors les fonctions python :

nl = 4.81e-3
n2 = 1.88e-3

a = 0.289
KO = 13.2
def f(x):

return a*x**2/(n2*(n1/n2-2*x)**x2 * (1-x))-KO
print (Dichot (£,0.00001))
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Chimie 3 : Equilibre acido-basique en solution aqueuse

1 Couple acido-basique :

,_[Deﬁnition g Acide}

Un acide est une espéce susceptible de libérer un ou plusieurs protons H'. On parlera de «monoacide» dans le cas d’un
seul proton, une espéce pouvant libérer plusieurs protons est un «polyacide».
Lorsqu'un acide AH libére un proton H' il se transforme en sa base conjugué A . Ils forment un couple acide/base :

AH/A™.

,_[Deﬁnition : Base] .

Une base est une espéce susceptible de capter un ou plusieurs protons H". On parlera de «monobase» dans le cas d’un
seul proton, une espéce pouvant capter plusieurs protons est une «polybase».

Lorsqu’une base A~ capte un proton H' elle se transforme en son acide conjugué AH. Tls forment un couple acide/base :
AH/A .

. J

Propriété : Amphotére]

Une espéce qui est a la fois acide et base de deux couples différents est une espéce amphoteére.

Remarque :

Un proton n’existe pas dans 1’eau de maniére stable, dés qu’il est cédé par un acide, il est immediatement capté par
une base. On appelle alors une réaction acido-basique entre un couple AH.q) /A(aq) et un couple BH,aq/B" (aq) une
réaction acido-basique de la forme :

AH(aq) + B(ag) = Afaq) + BH(aq)

Propriété : Les couples de l’eau]

L’eau est une espéce amphotére :
e (’est la base conjuguée de 'ion oxonium ou hydronium dans le couple Hgo(zq) /H20q) ;

e (C’est I'acide conjuqué de I'ion hydroxyde dans le couple HgO(l)/HO(]).

" J

Propriété : Autoprotolyse de l’eau]

La réaction de I’eau comme acide avec I’eau comme base est appelée autoprotolyse de I'eau d’équation de réaction :

2H,0() = Hgog;q) +HO(,

La constante d’équilibre associée est appelée produit ionique de I'eau K, (T) :

_ a(H30(,q))a(HOGq) _ [H;0*] [HO™]

K.(T) = 2(H;00) = @)
A 25°C le produit ionique de I'eau vaut : K.(T) = 10714,
On définit pour une grandeur adimensionnée X la quantité pX = —log(X).

En particulier, on définit pK,. = —log(K.(T)) = 14 (a 25°C).

Definition : Le pH d’une solution aqueuse]

On définit le pH d’une solution aqueuse par :

H=-1
p Og( Co
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2 Constante d’acidité :

,_(Deﬁnition : Force d’un acidej .

Pour définir la force des acides et les classer entre eux, 'idée est de les faire réagir sur la méme base et d’observer

I’avancement de la réaction & I’équilibre : plus la réaction est avancée, plus ’acide est «forty. On choisit comme base
commune ’eau.

A\

/_(Propriété : Constante d’acidité}

On a alors I’équation caractéristique d’un acide AH,q) :
AH(aq) + H,O(1) = A~ (aq) + H30™ (aq)
On définit la constante d’acidité K4 (T )comme la constante d’équilibre de cette réaction notée K4(T) :

). _ 0(A_(aq))a(H507 (aq)) _ [HsO"] [A7]
47 T a(AH(aq))a(H,0(1)) [AH] ¢

avec pKy = —log(K4).
Un acide est d’autant plus fort que la constante d’acidité K 4 du couple auquel il appartient est élevé. Un acide est donc
d’autant plus fort que son pK 4 est faible.

(. J

,_(Deﬁnition : Force d’une base] .

Pour classer entre elles les bases on les fait réagir avec le méme acide et on fait la méme chose. On choisit également
comme acide commun ’eau.
\

/_(Propriété : Constante de basicité}

On a alors I’équation caractéristique d’une base A~ (aq) :
A~ (aq) + HyO(1) = AH(aq) + HO™ (aq)
On définit la constante de basicité Kp(T)comme la constante d’équilibre de cette réaction notée Kp(T) :

1, — (AH()a(HO™ (aq)) _ [HO"] [AH
oA~ (@q)a(l00)  [AT]C°

avec pKp = —log(Kp).

(. J

N

Propriété : Relation entre acidité et basicité dans un couple}

Une base est d’autant plus forte que la constante d’acidité K 4 du couple auquel elle appartient est faible. Une base est
d’autant plus forte que son pK 4 est élevé.

pKa
A
A” + AH
Base de plus en plus forte Acide de plus en plus fort
B +BH

[Exemple : Exemples a connaitres]
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Nom Formule Nature
Acide sulfurique H,S0,4 Diacide (Fort puis faible)
Acide nitrique HNOj3 Acide fort
Acide chlorhydrique HCl1 Triacide faible
Acide phosphorique H3PO4 Triacide faible
Acide acétique CH3CO;H Acide faible
Soude NaOH Base forte
Ton hydrogénocarbonate HCO4 Acide et base faible
Ammoniac NH; Base faible

Propriété : Les couples de l’eau]

On calcule la constante d’acidité associée a chaque couple de 1'eau.

Pour le couple H30 ™ (aq) /H20O(1) on a la réaction suivante :
H30% (aq) + H2O(1) = HoO(1) + H30T (aq)
La constante d’acidité associé au couple H3O/+aq/ H20(y) est donc :

a *(aq))a(Hs
K 4(H30% (aq) /H20(1)) = f};ingagg((ﬁ(gcg;) -

On calcule alors : pK 4(Hz0™ (aq)/H20(1)) = 0
Pour le couple HoO(1)/HO ™ (aq) on a la réaction suivante :

H20(1) + H20(1) = H30™ (aq) + HO ™ (aq)
C’est I'autoprotolyse de I'eau, dont la constante d’équilibre est K.

On calcule alors : pK4(H2O(1)/HO™ (aq)) = 14

"

,_[Deﬁnition : Acide fort]

On désigne par acide fort une acide qui réagit quasiment totalement avec ’eau. On considére alors que sa réaction avec
I’eau est totale.

Les acides fort n’existent pas dans I’eau, ils réagissent immediatement pour donner un ion H3O " (aq).

,_[Deﬁnition : Base forte]

La base conjuguée d’un acide fort ne réagit pas avec l’eau, on dit qu’elle est indifférente.

De maniére équivalente on désigne par base forte une base qui réagit quasiment totalement avec I'eau. On considére
alors qu sa réaction avec 1’eau est totale.

Les bases fortes n’existent pas dans 'eau, elles réagissent immediatement avec I’eau pour donner un ion HO (aq).

.

Propriété : Nivellement du solvant}

L’ion oxonium est ’acide le plus fort dans ’eau dont on peut mesurer le pK 4.

Un acide plus fort que I'oxonium verra sa réaction avec I’eau totale et donc on aura en solution comme acide le plus fort
I’oxonium. On appelle ¢a le nivellement du solvant.

L’ion hydroxyde est la base la plus forte dans ’eau dont on peut mesurer le pK 4.

Une base plus forte que I’hydroxyde verra sa réaction avec I’eau totale et donc on aura en solution comme base la plus
forte I’hydroxyde.

HCl(aq) + HoO(1)=H30" (aq)+Cl (aq) La réaction est totale et donc & 1’équilibre on a uniquement 'acide H3O™ (aq)
en solution.
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NaOH(aq) + H2O(1)=Na' (aq) +HO (aq) La réaction est totale et donc & 1’équilibre on a uniquement la base HO  (aq)
en solution.

,_[Propriété : Echelle des pK A}

On peut alors borner I’échelle des pK 4 utile en solution aqueuse :

pPKa
A
HO™ + H20
NH;3 + NH,
Base de plus en plus forte Acide de plus en plus fort

CH;3CO; + CH;CO,H

H,O + H;0"

. J

,_[Propriété : Diagramme de prédominance]

N

Lorsque l'acide n’est pas fort et que la base n’est pas faible, on parle d’acide faible-base faible, la réaction avec ’eau
n’est pas totale. On montre alors que pour un couple AHaq)+A ()

e .
pKa = —log(Ka) = —log (W) = pH +log (ﬁ) = pH =pK4 +log (%)

On parle de prédominance si une espéce est plus nombreuse qu'un autre, on en déduit alors que :
e Si pH > pK, alors [A7] > [AH];
e Si pH < pK,4 alors [A7] < [AH];

Maintenant si on cherche les domaines ol une espéce est majoritaire, c’est & dire que sa concentration est 10 fois
supérieure a la concentration de son espéce conjuguée :

e SipH >pK, +1alors [A7] > 10 [AH];

e SipH < pK4 — 1 alors 10 [A7] < [AH];

AH prédomine | A~ prédomine
pKa—1 pKa+1

| f | % > pH
0 AHaq) majoritairei pKa iAan) majoritaire 14

|
" J

Propriété : Courbe de distribution d’un monoacide faible]

Pour un monoacide AH(aq), on a [AH] + [A7] = Cj la concentration initiale de I'espéce introduite dans la solution.

On affiche alors a(AH) = 1AH] et (A7) =

Co

T T T T

1

3 05

0 ____________________________

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pH
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/_[Propriété : Courbe de distribution d’un polyacide faible]

On a la conservation de la matiére qui donne :
Co = [AH,] + [AH, 1 7] + ..+ [A"7] = 3[R0
i=0
On trace alors les a(AH;"~"7) en fonction du pH.

Exemple avec AHj :

10 & — - e —— - -

3 réaction

Propriété : Constante de réaction entre un acide faible / base faible}

Lors d’une réaction acido-basique entre un acide faible et une base faible on peut déterminerla constante d’équilibre a
partir des constante d’acidité des deux couples.

Soit un couple AH.q)/ A(;q) et un couple BH aq/B"™ (aq) qui réagissent lors d’une réaction acido-basique de la forme :

AH(aq) + B( A(;q) + BH(aq)

aq) —
La constante d’équilibre de cette réaction est K° tel que :

_ KA(AH(aq)/A(_aq))
K4(BH,aq/B™ (aq))

ClO (4q) +CH3COOH (4q)=HClO(aq) + CH3COO ) de constante d’équilibre K7 (T')
NH4+(aq)+HCOO(aq):NH3(aq)+HCOOH(aq) de constante d’équilibre K3 (T)

[Méthode : Réaction prépondérante}

Lorsque plusieurs espéces sont en solution, on doit recenser tous les couples présent que 'on place sur une échelle des
pK 4 pour déterminer classe les acides et bases en fonction de leurs forces.

La réaction prépondérante est celle qui posséde la constante d’équilibre la plus élevée. C’est la réaction de la base la plus
forte avec l’acide le plus fort présents en solution.

On utilise la régle du «gammay pour obtenir ’équation de la réaction prépondérante.

On mélange en solution aqueuse les espéces suivantes : ClO,q), HCOOH (aq), NH3(aq)-
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pPK 4
HO™ + HO
NH I I\IH4+

CIO; ] HCIO
Base de plus en plus forte ’ Acide de plus en plus fort

HCOO, ;- HCOOH

3,8
H,O + H;0"
On a alors comme réaction prépondérante :
4 Titrage acide-base
,_[Deﬁnition : Réaction de titrage} .

Doser une espéce signifie déterminer sa quantité de matiére. Un titrage est une méthode de dosage mettant en ceuvre
une réaction chimique entre une espéce & doser appelée espéce titrée et une espéce appelée réactif titrant.

Un réaction de titrage doit étre :
e Totale (K° > 10%);
e Unique (Pas de réaction parasite) ;
e Rapide.

L’espéce a titrer est généralement dans un bécher contenant un volume V, de solution A a titrer. On cherche alors a
déterminer la concentration de la solution A : C,.

L’espéce titrante est généralement dans une burette placée au dessus du bécher, contenant une solution B de l'espéce
titrante a la concentration connue Cj. On note V4 le volume versé par la burette graduée au cours du titrage.

\ Burette graduée remplie de solution titrante B & la concentration Cj,

¥
Ajout goutte a goutte de solution titrante B en faisant varier V4 le volume versé.
Solution titrée A de volume initial V, et agitée
° «~+——— Agitateur magnétique
,_(Deﬁnition 2 Equivalence} .

A Déquivalence, 1'espéce titrante et titrée ont été introduites en proportion steechiométriques.

Pour un titrage de A par B on a la réaction :
aA(aq) + fB(aq) = 7C(aq) + 6D(aq)
Si on introduit ng(A4) et no(B) a I'équivalnce on a

no(4) _ no(B)

a B
On définit alors le volume équivalent V¢, tel que V, = V.4 & I’équivalence. On a alors :
Cava o vaeq
a B
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[Méthode : Suivi du titrage}

Pour illustrer la méthode de suivi du titrage on prend une réaction de titrage simple du type :
A(aq) + B(aq) = Produits

ol on ne s’intéresse pas aux produits ici.

Lors du titrage on étudie ’état final de la réaction de titrage qu’on suppose totale en fonction de I’ajout de solution B
titrante, donc du volume Vg. On a alors trois cas possibles :

o Cas ou V}, < Vg4 : alors le réactif limitant est 'espéce titrante.

A(aq) + B(aq) = Produits
El CoVa oWy
EF Ca Va — Cbe €

e Cas ou Vj, = V4 : d’aprés la définition de I’équivalence, les deux réactifs sont limitants.

A(aq) + B(aq) = Produits
ElI C.V, CoVi
EF CoVy—CyVeq =€ €

e Cas oul V}, > V¢4 : le réactif limitant est I'espéce titrée.

A(aq) + B(aq) = Produits

EI C.V, Co Vs
CoVy — Cyp Vg =

EF € CoVo — CaVa

Comme la réaction est rapide, on s’intéresse uniquement a 1’état final de chaque tableau d’avancement, et on dresse un
tableau d’avancement de titrage qui reprend chaque derniére ligne de chaque tableau d’avancement :

A(aq) + B(aq) = Produits
V=0 CaVa 0
V}, avant équivalence C. V., — CyV, €
Vo=Vig || CuVa—CiVig=e c
V,, apés équivalence € Wy, = CLV,

De cette maniére on obtient la quantité de matiére de chaque espéce en fonction du volume V; versé lors du titrage.

On peut repérer I’équivalence par :
e l'utilisation d’un indicateur coloré;
e un suivi conductimétrique ;
e un suivi pH-métrique;;
e un suivi potentiométrique.

La suite de ce chapitre constitue une suite d’exemple permettant de mettre en application le suivi d’un titrage pour repérer
I’équivalence. Les résultats ne sont pas & connaitre par cceur, il faut connaitre la méthode qui constitue une application
des connaissance et grandeurs introduites dans les chapitres précédents.

5 Titrage acido-basique par suivi conductimétrique

[Deﬁnition : Rappel sur la conductivité d’une solution}

Si la solution étudiée est de composée de IV ions Af"'i avec z; le nombre de charges élémentaires, positives ou négatives,
portées par I'ion Af’ii. Alors la conductivité de la solution est :

g = ZZ’, [Aizii} )\?
i=1
avec A7 la conductivité molaire ionique limite de I'ion Af"i.
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On considere le titrage d’une solution de HCI (acide fort donc dissocié totalement dans I’eau) par une solution de soude
(Na™ + HO, obtenue par dissolution de NaOH(s)). On note :
e C, = 0,10mol - L™! la concentration initiale en H50" dans la solution de HCI et V, = 10mL le volume de la
solution de HCI & titrer.
e C, = 0,10mol - L' la concentration initiale en HO~ dans la solution titrante de soude et V; le volume de la

solution versé.

La constante de la réaction associée est K° = 1 = 10", on peut donc considérer la réaction comme totale.
On dresse alors le tableau d’avancement du titraege :
H50 ) + HO(,, = 2H,0(
V=0 CaVa €
Vi < Veq CoVu — CpVp €
Vi = Veq CoVy — CpVeg =€ €
Vi > Vg € CoViy — CuVa

Propriété : Suivi conductimétrique du titrage]

On effectue un suivi conductimétrique du titrage en plongeant une cellule conductimétrique dans le solution contenue

dans le bécher.
On peut alors exprimer la conductivité o de la solution dans le becher en fonction de V;, le volume de solution titrante

versée : 0 = A°(Nat) [Na*] + A°(HO™) [HO™] + X°(C17) [C17] + A°(H30™) [H50*]
e Avant I’équivalence : V;, < V¢,
o =X°(Na®) [Na®] + X°(C17) [C17] + A°(H50™) [H50™]
On utilise alors les expressions des quantités de matiéres contenue dans le tableau d’avancement :

Ca Va Oa Va - Ob ‘/b

Cy Vs
Vo+ Vs Vo+ W

OH +
Vot Vi AT (H0T)

+X°(C17)

o = \°(Na*)

e Aprés I'équivalence : Vi, > Vg
o =X°(Na*) [Na®] + A°(HO™) [HO™ ] + A°(C17) [C1]
On utilise alors les expressions des quantités de matiéres contenue dans le tableau d’avancement :
OV CyVs — CuVa CuVa

A°(HO™ A°(C1™
Va+%+ ( O) Va+% + (C )Va+Vb

o = A°(Na™)

En sachant que A\°(H30™) et A\°(HO™) sont grands devant les autres A°. On peut alors tracer la courbe o’ = o(V,+V;) =

f(Ve)
e Avant I’équivalence : V3, < Ve, ,
o
o' = X°(Na™)C,V, + \°(C17)C,V, + XN°(H30T)(C,V, — CyV3)
= (A°(C17) + A\°(H301))C,V, + (A°(Nat) — A\°(H301))C,V,,
~ \°(H307)C,V, — A°(H30T)Cy Vp
ai —B1
o Aprés I'équivalence : V, > Vg
o' = X\ (Na™)Cy Vi + A°(HO ™) (Cp Vi — Co Vi) + A°(C17)C,V,
= (A°(C17) = A°(HO7))CyV, + (A°(Na™t) + \°(HO ™))V,
~ —A°(HO™))C,V, + A°(HO)Cy Vg A >V,

Veq

az B2
On a donc une pente 81 < 0 avant I’équivalence et une pente S5 > 0 aprés ’équivalence.

"
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Remarque :

Cet exemple illustre trés bien 'intérét de ce suivi car la rupture de pente lors du titrage est trés grande.

On peut appliquer le méme suivi & d’autres réactions du moment que les porteurs de charges sont différents avant
I’équivalence et aprés, on a alors une rupture de pente.

6 Titrage acido-basique par suivi pH-métrique

[Deﬁnition : Principe du pH-métre}

Un pH-métre est un voltmeétre qui mesure la différence de potentiel entre une électrode de verre (dont le potentiel dépend
du pH de la solution) et une électrode de référence dont le potentiel est fixe (par exemple ’électrode au calomel saturée
ECS) plongeant dans la solution étudiée. Cette tension est convertie en valeur de pH (aprés étalonnage).

Les deux électrodes sont en pratique présente au sein du méme élément qu’on plonge dans la solution.

On considére le titrage d’une solution d’acide éthanoique CH3COOH (acide faible) par une solution de soude (Na™ +
HO™, obtenue par dissolution de NaOH(s)). On note :

e C, =0,10mol - L™! la concentration initiale en CH3;COOH dans la solution d’acide éthanoique et V, = 10mL le
volume de la solution a titrer.

e C, = 0,10mol - L' la concentration initiale en HO~ dans la solution titrante de soude et V; le volume de la

solution versé.

K,
Sachant que le pK,(CH;COOH/CH3COO0™) = 4,8, la constante de la réaction associée est K° = = 10%2, on peut

e
donc considérer la réaction comme totale.

On dresse alors le tableau d’avancement du titrage :

CH3COOH(aq) + HO ™ (aq) = CH3COO (aq) + H,0(1)
Vo =0 CoVa 0 0
Vi < Vg CoVa — CuVjy 0 vV
Vo =Veq || CaVa—CiVeqg =0 0 CyVp = CoVy
Vi > Vg 0 CyVp — CaVy CaVa

Propriété : Suivi pH-métrique du titrage]

On effectue un suivi pH-métrique du titrage en plongeant une électrode de verre reliée & un pH-métre préalablement
étalonné dans le solution contenue dans le bécher.

o Avant I'équivalence : Vi, < Vg,

[CH;COO0] A
H=pK, +1 ————— | =pK, +1 —
PR = PR Og([CchOOH] A VA AYEAT;

e Aprés I'équivalence : Vi, > V¢,

pH = —log <[cho+]> = —log ( [§600]> = pK. +log < [Hg]>

On utilise alors les expressions des quantités de matiéres contenue dans le tableau d’avancement :

Cb% - CaVa

H=pK.+1
p pA. +log (Vo + V,
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e o A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e A A e e e e e e e e
Titrage d’'un acide faible par une base forte
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On peut alors tracer la courbe pH = f(V}) avec les points caractéristiques suivants :
e AV, =0 on obtient le pH on étudiant la réaction de CH3COOH (aq) 4+ HoO(1).
Veq

e AV, = : pH = pK,.
e AV, =V, : on obtient le pH, en étudiant la réaction de CH3COO ™~ (aq) + HoO(1).
o A\/},—>+oo:pHoo:14+log<O ) =13.

b
c°

dpH
Expérimentalement on repére I’équivalence en tragant % = g(V}). L’équivalence correspond au maximum de la dérivée.
b

(. J
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Chimie 4 : Cinétique chimique

1 Vitesse de réaction

,_[Deﬁnition : Cadre]

Beaucoup de systémes chimiques peuvent donner lieu a des études cinétiques, dans ce chapitre on se limitera aux systémes
fermés, homogeénes, effectuant une transformation isotherme.

Dans le chapitre sur la transformation de la matiére on a vu que la thermodynamique permettait de prédire I’état final
d’un systéme. En revanche elle ne nous permet pas de décrire le temps d’évolution du systéme, ni le chemin par lequel
cette transformation s’effectue.

En cinétique chimique on s’intéresse a des équations différentielles qui permettent de décrire ’évolution temporelle des
variables d’état du systéme. Ces équations ont été établies empiriquement, c’est-a-dire & partir de résultats expérimen-
taux.

Durant ce chapitre on considérera uniquement des réaction totale.

. J

[Remarque : Rappel sur les réactionsj

Pour une transformation chimique faisant intervenir N constituants A; d’équation bilan de la forme :

N
Z ViAi =0
i=1

ou v; est le coefficient stoechiométrique algébrique de I'espéce A;. On note :
e v; >0 si A; est un produit ;
e v; < 0si A; est un réactif.

On définit alors 'avancement & comme :

t =
£()
,_[Deﬁnition : Vitesse de réaction] .
On définit la vitesse de la réaction :
1d¢ o dz
r = —— si le volume est constant au cours de la réaction : r = —
V dt dt
avec T = é lavancement volumique de la réaction. L'unité de la vitesse est : mol - L=1 - 57!

Definition : Vitesse de consommation/d’apparition d’un réactif/ produit}

Considérons un systéme fermé dans lequel se produit une transformation chimique & volume constant, caractérisée par

la réaction d’équation bilan :
OzAl + BAQ — ’}/A3 + 6A4

A et B représentent les réactifs, et C et D sont les produits.

On définit la vitesse de disparition des réactifs :

_dfAq] __d[As]
v(Ay) =— ¥ et v(A2) = — &
On définit la vitesse de formation des produits :
d[A d[A
v(Ay) = [As] v(Ay) = Eit‘*]

/_[Propriété : Relation vitesse de réaction]

On peut alors exprimer la vitesse de réaction en fonction des vitesse de formation et de disparition :
1 d[A]
o v; de¢

ou v; est le coefficient stoechiométrique algébrique de I'espéce A;. On note :
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e v; >0 si A; est un produit ;

e 1; <0 si A; est un réactif.

2 Lois de vitesse

(_[Deﬁnition : Loi de vitesse avec ordre de réaction] |

Soit une réaction d’équation de la forme :
aA + B — Produits

Les résultat expérimentaux montre que dans certains domaines de température et de pression, si la réaction admet un
ordre, on peut relier la vitesse de réaction aux concentrations des réactifs de la forme :

r=kx[A]" x [B]"™

On appelle k la constante de vitesse, ne dépendant que de la température.

On appelle ny et ny les ordres partiels par rapport aux réactifs A et B, et n = ny + no 'ordre global de la réaction.

Remarque :

e Les ordres partiels ne sont a priori pas égaux aux coefficients stoechiométriques de I’équation. Il faut partir du
principe qu’ils seront différents.

e toutes les réactions n’admettent pas forcément d’ordre. Certaines réactions possédent des modélisations plus com-
plexes n’intégrant pas le notion d’ordre de réaction.

e La dimension de la constante de vitesse dépend de 'ordre global de la réaction.

Propriété : Réaction sans ordre]

Soit une réaction d’équation de la forme :
aA + B — Produits

Si la réaction n’admet pas d’ordre, on peut toujours exprimer a ¢t =0 :

ot 7(t = 0) est la vitesse de réaction initiale, [A], et [B], les concentrations initiales des réactifs.

On apelle alors n; et ny les ordres partiels initiaux et n = ny + ny U'ordre global initial de la réaction.

/_[Propriété : Ordre global] N

Si pour une réaction de la forme :
aA + B — Produits

On a initiallement les réactifs en proportions steechiométrique, on dresse alors un tableau d’avancement en fonction de
I’avancement volumique :

aA + 5B = Produits
t=0s [A]o [B]O
t quelconque [A], — ax(t) [B], — Bx(t)
Avec % = %. On a alors la relation :
« I} N
[A] (t) = 3 (B] (¢)

On a alors 'expression de la vitesse de réaction :

r=k (g [B]>nl [B]" = r =k [B]" "

ni

Avec k' = a

G k On obtient alors I’équation différentielle d’ordre global n = ny + ns :

~1dB] , om
rffgwfk[B]
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Soit la réaction CH300202H5(aq) +HO(aq)—>CH3002 (aq)+CQH5OH(aq)
On fait un tableau d’avancement avec a t = 0 : [CH3CO2CHs), = [HOf]O =a

CHSCOQCQHE,(aq) -+ HO( — CH3C027(aq) + CQH5OH(aq)

aq)
t=20s a a 0 0
t quelconque a— z(t) a—z(t) x(t) x(t)
t — 400 0 0 a a

On a alors : r = k [CH3CO,CoH5)™ [HO_]n2 = k(a — x(t))™ avec n = n1 + ng Pordre global de la réaction.

Propriété : Dégénérescence de l’ordre]

Si pour une réaction de la forme :
aA + BB — Produits

On a initiallement un des réactif en large excés de maniére a avoir [B] > [A]. On peut faire le tableau d’avancement de
la réaction :

aA + 5B = Produits
t=0s [A], [Blo
t quelconque [A], — ax(t) [B], — Bz(t) ~ [B],

On a alors 'expression de la vitesse de réaction :
r=k[A]" [B]" = r = k[A]"™ [B];"
On obtient alors ’équation différentielle d’ordre partiel nq :

LAl
r=—aa VA

avec k' = k [B];?

(Méthode : Méthode différentielle |

On se place dans les conditions d’une expérience pour déterminer un ordre (soit dans des conditions steechiométrique
pour déterminer Pordre global, soit dans le cas d’un réactif en excés pour déterminer I'ordre partiel). On a une équation
de la forme : L diA
r=— [ ] :k/[A]n
v, dt

On applique le logarithme & I’équation différentielle :
Inr =Ink’ + nin[A]

On calcule r en tracant la tangente en un point expérimental comme expliqué plus haut.

On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de r; et [A], effectuées de type Y = aX +b sur le tableau
de valeurs :

X; Y; Inr
In(ry) | In([A]})
In(r2) | In([A])

In(ry) | In([A]y)

Ink’
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3 Mesures physiques

Propriété : suivi conductimétrique]

Si la réaction étudiée met en jeu des ions en tant que réactifs ou produits tel que ’équation de la réaction peut s’écrire :

N
> wdit =0
i=1

avec z; le nombre de charges élémentaires, positives ou négatives, portées par l'ion Afii. Alors la conductivité de la
solution est :

N
o= Zzi [Aizii] AS
i=1
avec A7 la conductivité molaire ionique limite de I'ion Af"i.

Exemple : Si on reprend I'équation : CH3CO2CoHs (aq) +HO () > CH3CO02  (aq) +C2HsOH(aq)
Les ions HO™ sont introduit & l'aide de la dissolution de la soude NaOH(S)%HO(;q)JrNa(*aq). On a toujours & ¢t = 0 :
[CH3CO,CoHs), = [HO™ | = a et donc [Na+]0 =a
On effectue un suivi conductimétrique et on a :
e at=0:00= Ana+ [Na+]0 + Ago- [HO_]O = (ANa+ + Ago-)a;
e a t quelconque : o(t) = Aya+ [Na®] 4+ Ago- [HO™] + Acm,co,- [CH3CO2 ™| = Ayara + Ago-(a — x(t)) +
AcH;c0,- (1) ;
® At — 400 : 0o = ANat [NaJr]oo + AcH,00,- [CH3CO?7]O<> = (ANat+ + AcH,c0,- )0

On peut alors exprimer les concentrations :

[CH,00,7] = [CaH;0H] = o(t) = a2 =20

00 — Oso

[HO’] = [CH300202H5] —qa— l‘(t) _ am
00 — Oco

Il est trés difficile de mesurer précisément o, car a peine les réactifs mis en solution la réaction démarre. On ’obtient
par extrapolation des mesures. On peut en revanche obtenir 0., en mesurant sur un temps trés long.
A

,_[Propriété : Suivi}

La spectrophotométrie d’absorption dans I'ultra-violet et le visible est une technique trés employée en analyse physico-
chimique.

Différentes situations permettent ’emploi de la spectrophotométrie en cinétique chimique :

e un réactif (ou un produit) présente un spectre d’absorption UV-visible alors que le produit (ou le réactif) n’absorbe
pas.

e réactifs et produits présentent des maxima dans leurs spectres d’absorption ; dans ce cas il est nécessaire de connaitre
les coefficients d’absorptivité molaire des espéces en présence et de procéder & un étalonnage pour effectuer des
mesures cinétiques.

L’absorbance de la lumiére est alors calculée grace a la loi de Beer-Lambert :

1
A= —log <I) =elC
0

Iy I'intensité lumineuse du faisceau incident ;

avec :

I l'intensité lumineuse du faisceau transmis;

€(A) le coefficient d’absorptivité molaire a la la longueur d’onde A ;

C' la concentration de I’espéce absorbante en solution ;

[ la longueur de la cuve.

Cette loi est linéaire pour des solutions diluées, si on a plusieurs espéces absorbante A; on peut alors calculer :

N
A= lZei [Al]
i=1
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[Remarque : Choix de la longueur d’onde}

On choisit la longueur d’onde A pour laquelle 'absorbance est maximum pour diminuer 'incertitude sur la mesure.

4 Meéthode intégrale
/_(Deﬁnition : Principe} .

Pour une réaction admettant un ordre du type :

aA — Produits

La vitesse de réaction s’écrit :

1 d[A] n
————=k[A
o dt (Al
Pour chaque ordre, on pose [A] (t = 0) = [A],, et on utilise pour résoudre cette équation la méthode de séparation des
_ variables. )
Propriété : Ordre 0} N
L’équation différentielle devient alors : On en déduit immédiatement que :
(Al ¢
_1d[A] _ d[A] = —akdt < d[A] = —ak:/ ar
a_dt (Al t=0

On obtient alors : ‘ [A] (t) = [A], — okt ‘

On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t; et [A]; effectuées de type Y = aX +b sur le tableau
de valeurs :

Xi | Y
131 [A]1
to [A]z
i [A]N
o t
a=—ak b=[A], ak

.

/_(Propriété : Ordre 1}

L’équation différentielle devient alors : —l% =kI[A]
et
On en déduit immédiatement que :
1 [A](?) 1 A
—d[A] = —akdt <= ak/ dt/ = In u—— akt
[A] n, Al [Al,

—akt

On obtient alors : | [A] (1) = [A], e

On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t; et [A], effectuées de type Y = a.X + b sur le tableau
de valeurs :

X; Y;

31 ln([A]l)

ta | In([A]y)

tn | In([A]y)
a=—ak b=1In([A],)
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/_(Propriété : Ordre 2}

L’équation différentielle devient alors :

1d[A] 2
————=k[A
a dt [A]
On en déduit immédiatement que :
1 (Al [Al)) 1 Al t 1 1
L _d[A] = —akdt < 4 :_ak/ SRS S S
A A, AP =0 [A]  [A],
(Al

On obtient alors : | [A] (¢)

T 1+ alAl,kt

On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t; et [A]; effectuées de type Y = aX 4 b sur le tableau
de valeurs :

X, | v 1

; —T [A]1

L=

t [Alh

, | —

[A]Q | +ak

N 1

N Ay [Alg > ¢

1
a=—ak b= ——
L [Alq J

~

Definition : Temps de demi-réaction}

On définit pour une réaction donnée le temps de demi-réaction comme le temps nécessaire pour consommer la moitié de
la quantité de matiére initiale du réactif limitant A. On peut alors définir le temps de demi-réaction t% :

J

Propriété : Expression de t1/2}

N

On peut alors exprimer pour chaque ordre le temps de demi-réaction en fonction de la concentration initiale [A],. On
peut alors effectuer plusieurs expériences a partir de plusieurs concentrations initiales différentes, en mesurant ¢ 1en

fonction de [A], on peut alors déterminer I'ordre de la réaction.

Pour l'ordre n =0 : On a

B

[Al(t=t 1 5 1T ok

) = [A]y —akt

1
2

On cherche & effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t1/5; et [A]O’i effectuées de type ¥ = aX sur le
tableau de valeurs :

X; Y; ty Pour n =0
A
tijen | [Algs
tijee | [Algs

ti/2,N [A]O N

_ 1 [A]o
a= ek >0

Pour l'ordre n =1 : On a

In2

[Al(t =t o

Nl

1
2
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e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e e e e e e e e e
On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t1/; et [A], ; effectuées de type Y = aX + b sur le
tableau de valeurs :

X; Y; t1 Pour n =1
A
t1/2,1 [A}OJ
tijpe | [Algs
t1/2,N [A]O,N
a=0 [A]o
Pour l'ordre n =2 :On a
[A [A 1
Alt=t1) = ——"F—— = t1 =
[Al(t=1ty) TvalAlghty 2 |'* 7 ak[A],

On cherche & effectuer une régression linéaire sur les N mesures de t1/5; et [A],
tableau de valeurs :

effectuées de type ¥ = aX sur le

5T

X; Y; ts Pour n =2
1 A
t1/2,1 Al
>

2z | A,

bl
t P
VAN Al 7 ak
1
1 [A,
=— >0 0
\ Tk )

5 Influence de la température

/_[ Loi d’Arrhenius ]

On modélise la dépendance de k avec la température par la loi d’Arrhénius :

avec E, 'énergie d’activation en J-mol ™', R la constante des gaz parfaits, et T' la température en K. Ici A est seulement
un pré-facteur de la méme unité que k.

[Méthode : Mesure de Ea}

On peut mesurer I’énergie d’activation en faisant le suivi cinétique d’une réaction a différentes températures. Pour chaque
suivi on effectue une mesure de k(7)) et on trace en suite :

Eq

In(k) = In(A) — BT

On cherche a effectuer une régression linéaire sur les N mesures de k; et T; effectuées de type Y = aX + b sur le tableau
de valeurs :
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X; Y;

—_— ll’l(kl)
11“1

— | In(k

i n(kz)
1

— | In(k

T (kn)
E,

a = 7§ b = hl(A)

[Remarque : Echelle microscopique]

Ink

InA

A D’échelle microscopique, c’est la collision entre les molécules réactifs qui provoque la formation des molécules produits.
La collision entre les molécules est directement reliée a 'agitation thermique des molécules et donc a la température T'

en K.
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Chimie 5 : Solides cristallins

1 Le modéle du cristal parfait

( Definition : Solide cristallin |

Un solide cristallin est un assemblage d’entités (atomes, molécules ou ions) caractérisé par une structure se répétant
périodiquement dans les trois directions de I'espace. Il est ordonné sur des distances trés grandes par rapport a la distance
interatomique.

[Remarque : Solide amorphe}

Un solide amorphe est un assemblage d’entités (atomes, molécules ou ions) ayant un ordre & courte distance seulement
(quelques nanomeétres) mais par d’ordre a longue distance. Il ne comporte pas de structure périodique.

[Deﬁnition : Maille d’un cristal]

Un cristal parfait est décrit par une maille qui se répéte périodiquement dans les trois directions de ’espace. L’étude
d’une maille permet de connaitre les propriétés de ’ensemble du cristal.

On se limitera a I’étude de mailles en forme de parallélépipéde.

[Exemple : Maille carrée bidimensionnelle}

On considére le réseau représenté ci-dessous de parameétre de maille a :

® ® ® ® ® ®
o ® [ ® ®
® ® ® ® ® ®
o o [ ® ®
® ® ® ® ® ®
a L L [ L L

¢ I ® @ ® o

a

de maille
—

Ici la maille est carré et on peut donc décrire la maille avec un seul paramétre a. Dans le cas général pour une maille &
trois dimensions on a besoin de trois paramétres a, b et c.

{Deﬁnition : Population de la maille]

La population de la maille est le nombre d’entités (atomes, molécules ou ions) par maille. Pour calculer la population
on divise chaque entité par le nombre de maille auquel elle appartient et on fait la somme.

1
Pour la maille ci-dessus a deux dimensions on a la population qui vaut : 1 x 1+ 4 x 1= 2 atomes par mailles.

[Deﬁnition : Coordinence d’un atome]

La coordinence d’un atome est le nombre de ses plus proches voisins.

Remarque :

Les corps pur peuvent posséder plusieurs structure cristallines, ont appelle ces différentes structures des variétés allotro-
piques. Le passage de I'une a ’autre est une transition de phase allotropique.

Les limites du modéle des cristaux parfait sont :
e L’énergie cinétique non nulle des atomes sur le réseau, 'idée d’atomes immobiles est fausse.

e La présence de lacunes ou d’impuretés qui vient perturber la structure localement et modifie les propriétés physiques
du cristal.
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N

/_(Deﬁnition : Modéle des sphéres dures}

On associe chaque atome & une boule de rayon R, indéformable et en contact avec ses plus proches voisins. On peut
alors relier R,; au paramétre de maille a.

. J

,_(Deﬁnition g Compacité}

On définit la compacité d’un cristal comme le rapport du volume occupé par les sphéres dures sur le volume de la maille :

¢ _ P x ‘/sphere

Vmaille

. J

/_(Propriété : masse volumique théorique}

On peut définir la masse volumique du cristal & partir de la masse volumique d’une maille :

_meatome_ PM
p= a3 T AMaad

avec M la masse molaire atomique de ’élément considéré et .44 la constante d’Avogadro.

(. J

,_(Deﬁnition : Site intersticiel) .

Un site interstitiel est un espace de vide situé entre les sphéres non tengentes. La forme du site est donnée en reliant
tous les atomes autours du centre du site intersticiel. Nous verrons deux types de sites :

e les sites octaédriques;

e les sites tétraédriques.

. J

2 La structure CFC

Definition : Structure cubique a faces centrées}

Un atome est présent sur chaque sommet et au centre de chaque face de la maille.

]

9
: o

o o
’e o

. J

/_(Propriété : Coordinence et population}

N

Pour déterminer la coordinence il faut déterminer qui sont les plus proches voisins, les atomes au centre d’une face sont

2
distant des atomes sur les sommets d’une distance d; = a7, ils sont distant des autres atomes au centre d’une face

d’une distance do = d;. Chaque atome posséde alors :
C=12

La population de la maille est 8 atomes partagés par 8 mailles (aux sommets de la maille) et 6 atomes partagés par 2
mailles (aux centres des faces de la mailles) :

1 1
P =8x - 46 x - =4 atomes par mailles
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/

: o e

a

(. J

Propriété : Condition de tangence}

On se place dans le plan d’une face :
A partir du modéle des sphéres dures on peut voir sur une maille CFC que :
a

aw2=dr—=r=—
22

(. J

Propriété : Compacité}

N

On définit la compacité d’un cristal comme le rapport du volume occupé par les sphéres dures sur le volume de la maille :

P o 4Pmr3 1 1\?
¢ = X Vaphere =TT = ¢= —67r — | ~0,74
3 2v/2

Vmaille a3
(N J

Definition : Site octaédrique d’une structure CFC}

e 1 au centre de la maille;

Un site octaédrique est I’emplacement situé au centre d’un octaédre régulier dont les 6 sommets sont des nceuds du
e 1 au centre de chaque arréte.
n

réseau. Les sites octaédriques d’un réseau CFC sont situés :
f s
A
/ ;
] _—

a s a

;/ G

a

a
Les sites octaédriques d’une structure CFC forment une structure CFC décalée de 5 par rapport a la structure de base.

. J

Propriété : Habitabilité d’un site octaédrique}

N

On cherche le rayon ro d’une sphére dure de plus grande taille qu’on peut placer sur un site octaédrique en conservant
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la condition de tangence.
4r
a=2r42r0 = — =2r+2r0 = ro =r(vV2-1)

V2

(.

,_(Deﬁnition : Site tétraédriques d’une structure CFC} N

Un site tétraédrique d’un réseau est un emplacement situé au centre d’un tétraédre régulier dont les 4 sommets sont des
atomes de la structure. Ils sont situés :

e Au centre d’un 8° de cube de la maille.

e -

a a

.

Propriété : Habitabilité d’un site tétraédrique} N

On cherche le rayon rp d’une sphére dure de plus grande taille qu’on peut placer sur un site octaédrique en conservant

la condition de tangence.
/3 3
a\/§=4r—|—4r = — =r+ro=ro=r \/i—l
T \/5 O O < B >

Remarque :

Il existe également les structures cubiques centrées et hexagonales. La structure CFC est & connaitre dans le programme
mais les autres structures classiques peuvent étre étudiée lors d’exercice de TD, de colle, de DS, de concours...

tructure cubique centré
a

3 Les différentes familles de cristaux

Definition : Les cristaux métalliques}

Les propriétés macroscopiques des métaux sont :

e bonne conductivité électrique et thermique;

e ils se déforment facilement (ductible) ;
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e réfléchissent la lumiére ;
On peut faire des alliages en ajoutant d’autres éléments dans la structure.
D’un point de vue microscopique :

e La liaison métallique est forte ;

e clle est non directionnelle ;

e La faible électronégativité des métaux explique la conductivité.

Remarque :

La liaison est une liaison forte et non directionnelle, c’est-a-dire que la liaison d’un atome est aussi forte avec tous ses
voisins.

La force de la liaison implique une température de fusion élevée des métaux : Ty, ~ 500K & 1000 K.
La non directionnalité de la liaison explique la malléabilité des métaux (aptitude & se déformer sans se rompre).

La faible électronégativité des métaux explique la bonne conductivité thermique et électrique.

Definition : Crital ionique]

Ils sont formés de 2 éléments ioniques et donc :

e la condition de tangence est entre un anion et un cation;

e la coordinence d’un ion correspond au nombre de plus proche voisin de charge opposé.
La liaison ionique est forte et non directionnelle.

La force de la liaison implique une température de fusion élevée des métaux : Tr,s ~ 500K & 1000 K.

La solubilité des cristaux dans les solvant polaire s’explique par la nature ionique des cristaux.

.

,_[Deﬁnition : Les critaux covalents]

C’est un cristal ou les atomes sont liés par des liaisons covalentes, celle-ci est :
e forte, ce qui donne des température de changement d’état élevé.

e directionnelle : la liaison ne peut pas se défaire puis se refaire avec un autre atome, ce qui explique la dureté.

e localisée : les électrons ne peuvent pas se déplacer, donc les cristaux sont de mauvais conducteurs.

[Exemple : NaCl(s)}

On considére une maille de chlorure de sodium ot les ions Na’ forment une maille CFC et les ions Cl~ si situent au
centre des sites octaédriques de la maille.

Coordinence des ions :

Condition de tangence :

[Exemple : Le carbone Diamant}

Les atomes de carbones dans le diamant forment un cristal covalent de type CFC avec un site tétraédrique sur deux
occupé. C’est un CFC non compact.

Coordinence :
Condition de tangence :

Compacité :
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Chimie 6 : Dissolution et précipitation

1 Précipitation et dissolution d’un sel

Definition : Equation de réaction de dissolution}

Un solide ionique est un assemblage neutre ordonné de cations C* " et d’anions AY". Au contact d’un solvant (pour nous
l’eau), une partie du solide peut se dissoudre en se dissociant suivant ’équation de la réaction :

CmAn(s) = mCP*(aq) + nA? (aq)

Si on introduit du chlorure de sodium NaCl(s) dans de ’eau, celui-ci se dissout en ses ions constitutifs :

NaCl(s) = Na*(aq) + Cl~ (aq)

,_(Deﬁnition : Equation de réaction de précipitation}

Une réaction de précipitation est une réaction au cours de laquelle des ions CP' et A?" en solution réagissent pour
former un cristal ionique encore appelé sel. On peut modéliser cette réaction par ’équation suivante :

mCPT (aq) + nA? (aq) = CpA,(s)

C’est la réaction inverse a la réaction de dissolution.
A\

On mélange dans un tube a essai quelques millilitres d'une solution de nitrate d’argen (Ag™, NO3 ) et quelques millilitres
d’une solution de chlorure de potassium (K " Cl7). On observe la formation d’un précipité blanc. Ce solide est du chlorure
d’argent AgCl(s). On dit que les ions Ag™ et Cl~ ont précipité en chlorure d’argent :

Ag™(aq) + CI™ (aq) = AgCl(s)

Propriété : Neutralité du solide]

La neutralité du solide impose : mp = nq

" J

_Definition : Produit de solubilité |

Lors d’une réaction de dissolution, on définit la constante d’équilibre K; appelée produit de solubilité du solide C,,, A, (s)

par :
Ks — a(cp+)ma(Ap—)n — [Cp+} [Aq ]

(Co)m+n
On définit également :
pK = —log K
NaCl(s) = Na™ (aq) + Cl~ (aq), K, = 32,98
AgCl(s) = Ag™(aq) + C1™ (aq), K, =178 x 10719
Pbly(s) = Pb?*(aq) + 2™ (aq), K,=98x10"?

Propriété : Condition de précipitation}

Soit une solution contenant des ions C” (aq) a la concentration Cy de volume V; qu’on mélange a une solution contenant
des ions A7 (aq) a la concentration Cy de volume V5. Aprés mélange on obtient une solution contenant des ions aux
concentrations :

i\ CoVs

[Cp+}0: ‘/1_1_‘/2 et [Aqi](): V1+V'2
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On peut alors calculer le quotient de réaction initiale :

e
T = e

On a alors deux situations possibles :

e S5i Q,; < K, : aucun précipité se forme.

e SiQ,;> K, :ily a apparition d’un précipité solide P,,, A, (s).

" J

2 Solubilité

/_[ Definition : Solution saturée/insaturée}

N

On appelle solution saturée, une solution dans laquelle la quantité maximale du sel a été dissoute. A I’état final, le sel
existe dans la solution. Ainsi, I’état final est un état d’équilibre.

Une solution dans laquelle on peut encore dissoudre ce sel est dite insaturée. A I’état final, le sel n’existe pas dans la
solution. Ainsi, I’état final n’est pas un état d’équilibre.

. J

[ Definition : Solubilité |

La solubilité s d’un solide est la quantité maximale de solide pouvant étre dissoute par litre d’eau pure. Elle s’exprime
souvent en mol - L~1.

,_[Propriété : Détermination de la solubilité]

Pour un solide C,, A, (s) qu'on dissout dans l’eau suivant la réaction de dissolution :
CpA,(s) = mCPt(aq) +nA? (aq)

de produit de solubilité K, on ajoute s mole par litre d’eau et on obtient le tableau d’avancement suivant :

CnAn(s) =  mC”"(aq) +  nA? (aq)
t=0s 0 0
t — 400 ms ns

On obtient alors I’expression du produit de solubilité :

K. _ )" (ns)" _( K, )m

(CO )m+n mmnn

On va chercher a calculer la solubilité s,, en g - L~! de Iiodure de plomb Pbly(s) dans de I’eau pure. On donne
pK,(Pbly) = 8,0 et M(Pbly) = 461g - mol .
La réaction de dissolution de Pbls est :

Pbly(s) = Pb?"(aq) + 21 (aq)

On dresse le tableau d’avancement aprés avoir versé s moles de sel par litre d’eau pure :

Pbly(s) =  Pb¥(aq)  + 21 (aq)
t=0s 0 0
t — 400 s 2s

On a saturé la solution et on peut donc calculer la constante d’équilibre K en fonction de s :

Ll A
Ry T ep =" (4)

AN : 5 =1,36 x 1073 mol - L~!. En multipliant la masse molaire, on obtient : s,, = 627mg - L.
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/_[Propriété : Diagramme d’existence}

"

On considére une solution de CP* 4 la concentration Cy. On ajoute a cette solution de concentration [qu. On cherche

la concentration limite [qu Lim tel que :

n

K= (co)™ [AT7],. = pK,; = —mlogco+ npAiim,

lim
On définit alors pA = —log [Aqf] et on peut tracer la diagramme d’existence de C,,A,,(s) en fonction de pA :

Existence de Cy, Ay (s) | Prédominance de CP T

‘ > pA

pAlim

On considére une solution de A?™ a la concentration Cy. On ajoute & cette solution de concentration [Cp ﬂ. On cherche

la concentration limite [Cp +] Lim, b€l que :

K, = (co)™ [CPF] )

lim

= pK, = —nlogco + mpCiim

On définit alors pC = —log [Cp +] et on peut tracer la diagramme d’existence de C,, A, (s) en fonction de pC' :

Existence de Cp,Ar(s) | Prédominance de A"

‘ > pC

pclim

N

3 Facteurs d’influences

/_[Propriété : Influence de la température}

La solubilité dépend de la température car le produit de solubilité est une constante qui ne dépend que de la température

(K4(T)). La plupart du temps la solubilité augmente avec la température sauf pour le carbonate de calcium (le calcaire).

N

J

Propriété : Influence des ions communs}

"

Si un solide C,, A, (s) est versé dans une solution contenant une concentration [A?”] o- Alors on définit la solubilité s’
tel que s’ < s avec s la solubilité de C,, A, (s) dans de ’eau pure.

~

Déterminons la solubilité s’ du carbonate de calcium dans de 1’eau contenant déja des ions carbonate résultant d’une
dissolution de carbonate de magnésium telle que [CO3™ ], =c¢=2,6 x 1073 mol - L~" :

CaCOs3(s) = Ca?" (aq) + CO3 (aq)
t=0s 0 c
t — +o00 s’ s'+c
R (! /! Ks o0\2
A T’équilibre on suppose que s’ < cet ona: K, = (s’ +0) ~ 2 50x107Y = ¢’ = (%)
(c°)2 ()2 c

Propriété : Influence du pH}

Si 'un des ions présente un caractére acido-basique alors le pH de la solution influence la solubilité du solide.

Déterminons les liens entre la solubilité s du carbonate de calcium et le pH de la solution. On considére dans un premier
temps la dissolution du carbonate de calcium dans de 1’eau jusqu’a saturation de la solution :

CaCOs(s) = Ca’" (aq) + CO3 (aq)
EI sV 0 0
EF 0 sV sV

On voit alors que [Ca2+] = s. Pour l'ion carbonate, & I’équilibre sa concentration dépend du pH car c’est une base qui
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dans les réactions :

CcO3~
HCO3™ (aq) + HoO(1) = CO3™ (ag) + H30™" (aq) Kao = [I[{C(;)_]]IO_IDH
3
HCO3™~
H,CO3(aq) + HyO(1) = HCO3 ™ (aq) + H30™ (aq) K = [[HgCég]] 10-PH
On peut alors tracer le diagramme de prédominance :
HgCOg HCO37 CO?:
f \ \ —> pH
0 pKa1 = 6,3 pKa = 10,3 14
A D’équilibre la conservation de la matiére nous donne :
s =[CO3 | + [HCO3™ | + [H2CO3]
de plus :
o] [CO3] _ s [CO%]
KS = =
(c0)? (c0)?
On se place alors dans les différents domaine de prédominance :
e pour pH > pKy +1: [CO37] > [HCO3~] > [HyCO3]
~ [CO2~ syt
s~ [CO5™| = log(co> = 2sz
e pour pKy +1 <pH <pKy —1:
- a2 1 1
s ~ [HCO3 | or [CO3™] = [HCO; | 107 P log (%) = _EPK‘S - i(pH — pKa2)

e pour pH < pK,; — 1 : [H,CO3] > [HCO3 | > [CO3™]

2pH—pKao—pKa1 1 1
s~ [HCOs]  or  [HyCOs) = [COZ™] 107 PP g (Ci) = — 5K, + 5 (pKuz + pKar) - pH

On peut alors tracer avec pK; = 8,3 :
T T T T T T T T T T T T T
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Chimie 7 : Réaction d’oxydo-réduction

1 Oxydants et réducteurs

Definition : Couple Oxydant/ Réducteur}

Un oxydant est une espéce susceptibles de capter un ou plusieurs électrons. Lorsqu’il gagne des électrons, subit une
réduction. Il devient un réducteur.

Un réducteur est une espéce susceptibles de céder un ou plusieurs électrons., lorsqu’il perd des électrons, subit une
oxydation. Il devient un oxydant.

Lors d’une oxydation, un réducteur est transformé en son oxydant conjugué. Ils forment alors un couple Red/Ox.

Lors d’une réduction, un oxydant est transformé en son réducteur conjugué.

,_[Propriété : Démi-équation d’un couple Ox/ Red}

L’oxydant et le réducteur sont relié par une demi-équation du type :
aRed + 6H,0(1) = BOx +yH' (aq) +n e~

La demi-équation doit étre équilibrée en atomes et charges avec des molécules de HoO et des ions hydronium qu’on note
H' par simplicité.

" J

Definition : Nombre d’oxydationj

Le nombre d’oxydation permet de caractériser ’état d’oxydation d’un élément dans une molécule ou un ion. On le définit
en attribuant la charge électrique qu’il porterait si on attribuait les électrons d’une liaison & I’atome le plus électronégatif.
Lors d’une oxydation ou d’une réduction le nombre d’oxydation d’un ou plusieurs éléments varie.

,_[Propriété : Régles de calcul du nombre d’oxydation}

N

Les nombres d’oxydations sont écrits en chiffres romains, pour connaitre le nombre d’oxydation d’un élément on utilise
les régles suivantes :

e Le n.o. d’un élément dans une espéce monoatomique est égal a la charge algébrique de cette espéce.
Exemple : n.o.(Fe(s))=0, n.o.(Fe*" (aq))=+11, n.o.(Fe* " (aq))=-+1II, n.o.(Cl™ (aq))=-I
e Dans un édifice polyatomique, la somme des nombres d’oxydations de chaque élément est égale & la charge de
I’édifice.
Exemple : Dans Oz : n.o(O)=0

e Lors de lattribution des électrons d’une liaison covalente a I’atome le plus électronégatif, le n.o(O)=-II dans les
oxydes de type MO, ou les hydroxydes de type M, (OH),.

Exemple : Dans MnO, : n.o(Mn)+4x n.o(O)=-I soit n.o(Mn)=+VII

e Lors de lattribution des électrons d’une liaison covalente & 'atome le plus électronégatif, le n.o(O)=-I dans les
peroxydes de type R—-O-0O—-R.

Exemple : Dans HyO5 : n.o(H)=+1I, n.o.(0)=-1
e Le plus grand nombre d’oxydation accessible correspond a son nombre d’électron de valence.
Exemple : Mg est posséde deux électrons de valences, son plus grand nombre d’oxydation possible est +I11I

e Le plus petit nombre d’oxydation accessible correspond au nombre d’électrons & ajouter pour obtenir la configu-
ration électronique d’un gaz noble qui le suit.

Exemple : O posséde le nombre d’électrons de valence d’'un gaz noble quand son n.o est -I1

. J

Propriété : nombre d’oxydation lors d’une réduction ou d’une oxydation}

Le nombre d’oxydation d’un élément subissant une oxydation augmente.

Le nombre d’oxydation d’un élément subissant une réduction diminue.

" J

/_[Propriété : Nombre d’oxydation et demi-équation}

Lorsqu’un élément est oxydé, son nombre d’oxydation augmente du nombre d’électron qu’il a cédé. On peut donc déduire
d’une demi-équation électronique une relation entre les n.o. d’un élément pour un couple Ox/Red et le nombre d’électron
échangé.

" J
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,_[Méthode : Ecrire une demi-équation redox a I’aide des nombres d’oxydation}

Placer le réactif et sa forme conjuguée de chaque coté du signe <<=>>.

Assurer la conservation de I’élément commun & 'oxydant et au réducteur.

2Cr*" (aq) = Cro02™ (aq)

Assurer I'équilibrage des atomes d’oxygéne O a 'aide de molécules d’eau HO :
2Cr** (aq) + THo0(1) = Cry02~ (aq)
e Assurer I’équilibrage des atomes d’hydrogéne H & I’aide d’ions H :

2Cr* (aq) 4+ THo0(1) = Cro02~ (aq) + 14HT

Assurer la conservation de la charge avec des électrons e~

2Cr*" (aq) 4+ THoO(1) = Cr02 (aq) + 14H™ + 6e~

On peut calculer le n.o. inconnu a ’aide de la demi-équation :

2n.0(Cr*") = 2n.0(Cr € Cry027) — 6 — n.0(Cr € Cry037) = +V I

,_[Exemple : Exemples a connaitres}

Nom Formule Couple

Ion permanganate MnOy MnOy4~/ Mn?"

Ion hypochlorite ClO~ Clo™/Cl”
Peroxyde d’hydrogeéne H,0, H,05/H,0
Ton thiosulfate S505%" S40627/820327

2 Piles et potentiels

N

_( Definition : Demi-pile |

C’est le lieu ot on peut avoir une réaction soit d’oxydation soit de réduction. Elle est composée d’'un conducteur
meétallique qui peut étre le réducteur du couple (électrode active) ou d’un métal inerte qui ne réagit pas avec les espéces.
L’ensemble des deux espéces du couple sont en contact avec 1’électrode.

. J

Exemple :

Ag(s) Pt(s)

2Fe*" 3503

Ag", NO, Fe? ™ S0%

/_(Deﬁnition : Anode et cathode)

N

L’électrode ou la réaction d’oxydation a lieu est appelée anode tandis que I’électrode ou la réaction de réduction a lieu
est appelée cathode.

Definition : Pile électrochimique}

N

Une pile électrochimique est ’association en série de deux demi-piles reliées par une jonction électrolytique qui peut
étre :
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e une paroi poreuse;

e un pont salin.

[Exemple : La pile Daniell]

[Zn**] =5 x 1073 mol - L~! et [Cu®*] =5 x 10" mol - L™ soit e = 1,16 V.

Zn(s) Cu(s)
Pont salin
contenant Na™
et SO
Zn*" S03" Cu®', SO3~

,_(Deﬁnition : Force électromotricej

La force électromotrice de la pile est la différence de potentiels mesurée par un voltmétre lorsque la pile ne débite aucun
courant :
e = V+ — V_

ol V, est le potentiel de la cathode et V_ est le potentiel de ’anode.

~

/_(Deﬁnition : Capacité d’une pile}

On appelle capacité d’une pile @ la quantité maximale de charge électrique qu’elle peut fournir au cours de sa décharge.

.

,—(Deﬁnition : Electrodes de référence}

On choisit des demi-piles particuliéres dont le potentiel est constant :
Electrode standard a hydrogéne (ESH) :

L’électrode standard & hydrogéne (ESH) fait intervenir le couple H' (aq)/Ha(g). Elle est constituée d'une électrode en
platine plongée dans une solution contenant des ions H30 ", de pH nul, dans laquelle barbote du dihydrogéne a la pression
partielle P° = 1bar. On lui attribue conventionnellement la valeur E°(H"/Hy) = 0V afin qu’elle serve d’origine des
potentiels.

Hy(g) = 2H" (aq) + 2e~

Electrode au calomel saturée (ECS)

L’ESH étant peu pratique d’emploi, on lui privilégie souvent 1’électrode au calomel saturée en KCI(s), de potentiel connu
(par rapport & PESH) et constant. Elle fait intervenir le couple HgaCla(s) /Hg(1) ot HgaCly est le précipité de chlorure
mercureux appelé calomel.

2Hg(1) 4+ 2C1™ (aq) = Hg2Cla(s) + 2e~

On fixe [le] en saturant la solution en KCI.
A 25°C : Egcg = 0,24V

J

,_(Formule de Nernst)

On counsideére le potentiel d’électrode d’une demi-pile associée au couple (Ox/Red) comme la différence de potentiel de
cette demi-pile avec une ESH. Celle-ci est donnée par la formule de Nernst associée a la demi-équation électronique :
aRed + 6H,0(1) = BOx +yH ' (aq) +n e~

le potentiel rédox E(Ox/Red) dépend des activités de oxydant et du réducteur et du potentiel standard E°(Ox/Red)

a la température T :
RT . d?(Oz)a”(H* (aq))
E(Ox/Red) = E°(Ox/Red) + — 1
(Ox/Red) (Ox/Red) + nZ a®(Red)a®(H20(1))
avec .F = Nje = 96,5 x 103 C-mol ' la constante de Faraday et R = 8,314J-K~!-mol ' la constante des gaz parfaits.

On retiendra qu’'a T'=298K on a :

B(Ox/Red) = E(Ox/Red) + " log ( a*(Oz) ) 0059y

aB(Red) n
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Soit le couple C1O~ /Cl™ & T' = 298 K de demi-équation :

Cl™ (aq) + H,O(1) = ClO~ (aq) + 2¢~ + 2H™ (aq)

On écrit la formule de Nernst :

a — 0,2 +
E(CIO™/CI7) = E°(ClI0™ /C17) + % log ( (a(zlc? ((Z;I))))a(l({ljogj)l)))

On obtient alors :

E(CIO™/Cl7) = E°(CIO™ /C17) + 0.031log (W)

Ce qui donne :

E(ClO™/Cl7) = E°(CIO™ /C1™) — 0.06pH + 0.03log ( [[CCIIO_]] >

3 Reéaction d’oxydo-réduction

/_[Deﬁnition : Convention de tracé en oxydo-réduction]

On considére un couple Ox/Red. La demi-équation électronique peut s’écrire :
aRed + 6H,0 = BOx +yH + ne™

On fait intervenir ici, de maniére inhabituelle, les ions HT pour bien mettre en évidence I'influence du pH. Le potentiel
FE de la solution est :

: Ox)? [H*]" . 8 ’
B = B°(Ox/Red) + " log <W> = 5 (On e + 20 10 ( a(Ox) ) 0050y

a(Red)®(c°)7 a(Red)® n

Pour pouvoir étudier la stabilité des espéces du couple (Ox/Red) en fonction du potentiel d’électrode F, il faut fixer la

a(Ox)?
valeur du terme ((Rd))‘)‘ a la frontiére entre les domaines de stabilités. Pour cela, on utilise des conventions de tracé
a(Re

arbitraires, c.a.d. que 'on choisit arbitrairement les activités des espéces pour fixer la valeur de ce terme.

,_[Propriété : Diagramme de stabilité redox]

On considére un couple redox tel que la demi-équation électronique s’écrit :
aRed = vOx 4+ ne™

On calcule alors le potentiel de Nernst de la solution :

= 50/ e + 2% g (20 )

A la frontiére entre les deux domaines de stabilités on utilise la convention de tracé qui fixe la valeur de Ejjn,. On obtient
alors le diagramme de stabilité suivant :

Red prédomine | Ox prédomine
\ > F
Elim

avec Ej;, calculé selon la convention de tracé choisie.

[Exemple : Diagramme de prédominance du couple Fe3" /Fe”}

Soit la demi équation électronique : Fe** (aq) = Fe*"(aq) + e~

[Fe”]

On obtient le diagramme de prédominance suivant :

; 3+ /Fe2+ [Fe™ ]
On obtient alors : E = E°(Fe”™ /Fe“™) + 0.06 log
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F62+ Fle3+
\ > F

Eyim avec By, = E° (Fe3+/Fe2+).

[Exemple : Diagramme de stabilité du couple Fe** / Fej

Soit la demi équation électronique :
Fe(s) = Fe*t (aq) 4 2¢~

On obtient alors :

° 2+ [Fe2+]
E = E°(Fe”" /Fe) +0.03log [ ———
c

On doit ici prendre une convention de tracé, on prend [FeQ+] = ¢, choisi arbitrairement. On obtient le diagramme de
stabilité suivant :

Fe(s) stable | Fe?* stable
1 > B

Eiim avee Biim = E°(Fe™* /Fe) +0.031og ().
C

[Méthode : Equilibrer une réaction d’oxydo—réductionj

On considére une réaction d’oxydo-réduction entre un oxydant Ox1 appartenant a un couple Oxz1/Redl et un réducteur
Red2 appartenant a un couple Oz2/Red2 de demi-équations :

ﬂl Redl = a7 Ox1 +nye et ,62 Red2 = (%) Ox2 +no e

L’équation de la réaction d’oxydo-réduction s’obtient multipliant les deux demi-équations par q; et g2 de maniére a
égaliser les nombres d’électrons tel quel gin; = gans :

q1010x1 4 gofs Red2 = ¢ 51 Redl + o1 Ox2

Soit CroO72~ qui réagit avec CH;CH,OH :
Cry027 (aq) + 14HT (aq) 4 6e~ = 2Cr*t (aq) + 7TH0(1) x 2
CH3CH20H(aq) + HyO(1) = CH3CO,H(aq) + 4H" (aq) + 4e™ x 3
Dans ce cas :

3CH3CH,0H (aq) 4 2Cr,02™ (aq) + 16H™ (aq) = 3CH3CO2H(aq) + 4Cr** (aq) + 11H,0(1)

Soit Cu®" (aq) qui réagit avec Fe(s) :
Cu(s) = Cu®T(aq) + 2e~
Fe(s) = Fe**(aq) 4 2¢~

Dans ce cas :
Cu?* (aq) + Fe(s) = Cu(s) 4+ Fe?*(aq)

Propriété : Constante d’équilibre]

A Péquilibre thermodynamique, les potentiels de tous les couples rédox en solution sont égaux. Dans le cas d’une réaction
entre un oxydant Ozl appartenant & un couple Oz1/Red] et un réducteur Red2 appartenant & un couple Oz2/Red?2 :

E(Ox1/Redl) = E(Ox2/Red2)

On obtient alors : n
+———|AE°|
K° =10 0.059

N
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,_[Propriété : Echelle des potentiels standards}

On peut classer couples red/ox sur une échelle des E° :
EO

A

r Red1

Ox1 -
Oxydants de plus en plus fort 2 Réducteurs de plus en plus forts

Ox2 T Red2

On retiendra que :
e Si E°(Ox) > E°(Red) alors K° > 1 la réaction est thermodynamiquement favorable.
e Si E°(Ox) — E° > 0,2V alors K° > 10? la réaction est quantitative.
e Si E°(Oz) < E°(Red) alors K° < 1 la réaction est thermodynamiquement défavorable.
e Si E°(Ox) — E° > —0,2V alors K° < 1073 la réaction est limitée.

. J

,_(Deﬁnition : Dismutation et médiamutation]

N

Lors d’ue dismutation, une espéce amphotére instable réagit sur elle-méme en jouant le role a la fois d’oxydant et de
réducteur. La réaction inverse est appelée une médiamutation.

. J
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Chimie 8 : Diagramme potentiel-pH

1 Rappel sur les diagrammes

Definition : Convention de tracé lors d’une précipitation]

On considére un sel du type M(OH),,(s), et on considére la réaction de dissolution est la suivante :
M(OH),,(s) = M"* (aq) + nHO" (ag)

On peut alors définir un couple M™* /M(OH),, dont on pourra tracer le diagramme d’existence de M(OH),, en fonction
du pH. Pour cela il faudra fixer la valeur de [M"Jr] arbitrairement.

. J

Propriété : Diagramme d’existence]

Soit la dissolution d’un sel du type M(OH),(s), on cherche a tracer le diagramme d’existence du couple M™* /M(OH),,
en fonction du pH. On cherche le pHy;,,, pour lequel le quotient de réaction est égal au produit de solubilité :

_ [Mn+] [Hoi}ﬁm _ n+ Kc ! o [Mn+] n(pHym—pKe)
Ko=—Gm = [M] Mo, ) = & 10

On impose une convention de tracé : [M’H'] = Cir

1 K,c°
pHnmpKeJrnlOg( C)

Ctr

On obtient alors le diagramme d’existence suivant :
M™t | M(OH),(s)
f f — pH
0 pHyip, 14

[Exemple : Diagramme d’existence de Fe(OH)z(s)j

Soit la réaction de dissolution suivante :

Fe(OH)s(s) = Fe’* (aq) + 2HO™ (aq)

On cherche la valeur pHy;,,, tel que I’équilibre thermodynamique est atteint avec une convetion de tracé : [F62+] = Cy

Fe2t] [HO], 2 24+ o
K, = [ e }(C[O)s le _ [Fe2+] <[H g—i] ) _ [Fe ]102(pH1.m pKe.)
3 lim

2 Cty
On trace alors le diagramme d’existence :

1 Kc°
On obtient alors : pHy;,, = pK. + - log ( c )

Fe?t | Fe(OH)2(s)
f 1 —> pH

0 pHy;p, 14

2 Diagramme potentiel-pH de 'eau

/_[Deﬁnition : Les couples de l’eau]

L’eau H2O(1) intervient dans deux couples oxydant réducteur :
e Le couple O2(g)/H20(1) de demi-équation :

4
2H,0(1) = Oy(g) + 4HT 4 4e~ = E = E°(0q(g)/H20(1)) + ? log (W)

En utilisant la convention de tracé p(Oy = P, = p° on obtient :

E = 1,23 — 0.06pH
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e Le couple HyO(1)/Hy(g) ott 'on considére que HyO est équivalent & H', de demi-équation :

(

0.06

Hale) -+ BOGT — BLO( + 21 + 20 — = E*(Oa(e)/Mo0() + 200 log 1L P

p(Hz)(c)?

)

En utilisant la convention de tracé p(Hs = P, = p° on obtient :

E = —0.06pH

.

Propriété : Diagramme potentiel-pH de l’eau]

On cherche a tracer le diagramme E — pH de toutes les espéces conjuguées & HoO. On impose une convention de tracé

p(Hz) = p(O2) = P,y =p° :
B B s s [ B B

= s B B B

11 .

0,5 } ]
SHE. H0() ]
OF ]
05} 5

i Ha(g) ]

—1 ;\ e e e e e e s e S S S e \;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

pH

"

N

Propriété : Interprétation du diagramme]

Le diagramme se décompose en trois zones :

e La zone au dessus de la courbe du haut
oxydation.

: stabilité de O2(g), l'eau va donc réagir comme réducteur lors d’une

e La zone entre les deux courbes : stabilité de HyO(1).

e La zone en dessous de la courbe du bas
réduction.

: stabilité de Hy(g), 'eau va donc réagir comme oxydant lors d’une

"

3 Diagramme potentiel-pH du fer

,_[Deﬁnition : Diagramme de situation]

On souhaite placer les différentes espéces conjuguées du fer dans un diagramme, on dispose de la liste des espéces
suivantes :

Fe(s), Fe* (aq), Fe(OH)y(s), Fe** (aq), Fe(OH)3(s)
On dispose également des données thermodynamiques suivantes :
o DK, (Fe(OH)s(s)) = 15,0;
o DK, (Fe(OH)s(s)) = 37.2;

Le diagramme de situation consiste a tracer le diagramme d’existence en fonction du pH pour chaque nombre d’oxydation
(n.0.) du fer au sein des espéces. En utilisant comme convention de tracé la concentration ¢y, = 1,0 x 1072 mol - L™1, on
obtient :

e Pour n.0. = 0 on a uniquement Fe(s) ;

e Pour n.o. = +11 on a Fe’" (aq) et Fe(OH)y(s) qui forment un couple via la réaction de dissolution :
Fe(OH)y(s) = Fe** /aq + 2HO™ (aq) = pHy,, = 7.5
e Pour n.0. = +111I on a Fe*" (aq) et Fe(OH)3(s) qui forment un couple via la réaction de dissolution :

Fe(OH)3(s) = Fe’* (aq) + 3HO ™ (aq) = pHyj = 2,3
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T i T T i e e e P
ATL.O.
+ITT| Fe*'(aq) Fe(OH)3(s)
+IT Fe?' (aq) Fe(OH)2(s)
0 Fe(s)
> pH
Une fois ce diagramme obtenu, ajouter les diagramme de prédominance ou d’existence entre des espéces de nombre
d’oxydation différent via la demi-équation électronique.

. J

Propriété : Frontiéres entre espéces de nombre d’oxydation différent}

N

On peut vous demander de justifier ou de retrouver le pente d’une frontiére entre deux domaines d’espéces qui possédent
un n.o. différent. Pour cela on calcule simplement le potentiel de Nernst associé au couple envisagé et on regarde le
coefficient devant le pH.

On pour le diagramme potentiel-pH du fer les données suivantes :
o E°(Fe®T /Fe) = —0,44V ;
o E°(Fe*t /Fe*t) = 0,77V ;

[Exemple : Frontiére entre Fe*' et Fe(OH)g(s)j

Considérons la demi-équation suivante :
Fe?*(aq) + 3H,0(1) = Fe(OH)3(s) + 3H" (aq) + e~ = E = E°(Fe(OH)3(s)/Fe*t) — 0.06 log(ct:) — 0.18pH

On a alors une droite de pente —0,18. Comme on ne nous donne pas le potentiel standard du couple Fe(OH)3(s)/ Fe?",
on utilise la continuité avec la frontiére du couple Fe3™ / Fe?™ qui est égale au potentiel standard du couple.

Propriété : Diagramme potentiel-pH du fer}

On obtient alors le diagramme suivant :

R L L L S L T L S L DL L L L L L T L L L I
1 Fe*" (aq) a
0,5 |- Fe(OH)s(s) .
S Fe?' (aq) ]
o O ]
—0,5 - Fe(OH)a(s) | :
i Fe(s) 1
1k ]

e b e v e b b e b b b e b e b b b b1

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pH

4 Diagramme potentiel-pH du chlore

Definition : Diagramme de situation]

On souhaite placer les différentes espéces conjuguées du chlore dans un diagramme, on dispose de la liste des espéces
suivantes :

Clx(aq), Cl™ (aq), HCIO(aq), ClO™ (aq)
On dispose également des données thermodynamiques suivantes :
e pK,(HCIO/CIO™) =175;
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e T e L T e i T N o e P

Le diagramme de situation consiste a tracer le diagramme d’existence en fonction du pH pour chaque nombre d’oxydation

(n.0.) du fer au sein des espéces. En utilisant comme convention de tracé la concentration ¢y, = 1,0 x 1072 mol - L% on
obtient :

e Pour n.o. = —1I on a uniquement Cl™ (aq) ;
e Pour n.0. = 0 on a uniquement Cly(aq);

e Pour n.o. = +1I on a HC1O(aq) et ClO™ (aq) qui forment un couple acide-base :

HCIO(aq) + H>0(1) = C10™ (aq) + H30™ (aq) = pHy,, = pKa =75

ATL.O

i HCIO(aq) ClO ™ (aq)
0 Cla(g)

—I Cl (aq)

> pH

Une fois ce diagramme obtenu, ajouter les diagramme de prédominance ou d’existence entre des espéces de nombre
d’oxydation différent via la demi-équation électronique.

.

Propriété : Diagramme potentiel-pH du chlore}

On obtient alors le diagramme suivant :
2\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

RS SVENEE SIS SRR SR SR I SRR SIS SV SNSRI SR SR

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pH

[Remarque : Dismutation du chlore}

Pour un pH > 2,5 on a disparition du domaine de Cls. En effet les frontiéres théoriques initiales devaient donner pour
pH < 7,5 le diagramme suivant :

LU LA L AL L O T

O v L S L S LS UL B
0
1,5 (a
i ¥ Cly(aq)
> Cl (a - al (a >
= (aq) - iy, (aq) =
5 S~ fag) &
Choos -~
aq) \\\ - \\\\ 4
7\\\\l\\\\l\H\l\H\l\\\\l\\\\l\\\\l\\r 7\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\\\l\\r
0 1 2 3 4 ) 6 7 0 1 2 3 4 ) 6 7
pH pH

Les deux domaines de Cly sont disjoints. On a alors Cly oxydant dans le coupleCly/Cl™ qui réagit avec Cly réducteur
dans le couple Cly/HCIO. On trace alors une nouvelle frontiére pour le nouveau couple HC1IO/C1™.
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[Remarque : Médiamutation}

Pour pH < 2,5 on a le domaine de stabilité de Cly ou & lieu la réaction de médiamutation :

HC1O(aq) + C1™ (aq) + H' (aq) = Cly(aq) 4+ HoO(1)

5 Utilisation des diagrammes potentiel-pH

[Exemple : Superposition de deux diagrammes potentiel-pH}

On superpose le diagramme du fer et de I'eau :
T I L L L L L L L L L L L L L L L L R L L D L L L L L

R (g
| Fe?(aq)
0’5 j H
— 1 L2 )S(S)
= (4q)
=

e b e v e b b e b b b e b e b b b b1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
pH

—_
=~

Propriété : Stabilité d’une espéce dans l’eau]

Une espéce donnée est stable dans 1’eau si lors de la superposition des deux diagrammes potentiel-pH les domaines se
recoupent. Par exemple dans le diagramme potentiel-pH du fer et de 'eau on voit que le domaine de ’eau recoupe les
domaines de :

o Fe?',
o FeT,
e Fe(OH),,
e Fe(OH)s.

Ces espéces sont donc stable dans I’eau, en revanche on voit que les domaines de Fe et HoO sont disjoints, on a donc
instabilité de Fe dans ’eau.

[Exemple : Superposition de deux diagrammes potentiel-pH}

2
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/_[Propriété : Réaction thermodynamiquement favorisée] .

Les espéces instables sont I'acide hypochloreux HCIO et I'ion hypochlorite C1O . Les réactions entre ’eau et ces deux
espéces sont donc favorisées et on a :

2HCIO(aq) = 2C1~ (aq) + O2(g) + 2H (aq)
2C10™ (aq) = 2C1™ (aq) + O2(g)

[Remarque : Instable mais a4 quelle vitesse ?j

On peut donc observer l'instabilité ou la stabilité d’une espéce dans 1’eau, mais cette observation ne concerne que le
caractére thermodynamiquement favorisé d’un état d’équilibre. On ne sait rien de la transformation pour I'atteindre et
encore moins de la cinétique, certaines espéces peuvent paraitre stable sur une échelle de temps donnée car elles ont une
cinétique d’oxydation trés lente. C’est le cas par exemple de l'ion hypochlorite C10™.
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Cinquiéme partie

Thermodynamique
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Thermodynamique 1 : Introduction a la thermodynamique

1 Systéme thermodynamique

,_[Deﬁnition : Les différentes échelles de la matiére]

On distingue trois échelles de description de la matiére :

e [’échelle microscopique : a I’échelle de I’atome ou de la molécule, la matiére peut étre vue comme un ensemble de
particules d’une taille de 'ordre de 1 x 10~ 1% m. Les particules interagissent ensemble et ces interactions définissent
la structure de la matiére. La matiére n’est pas continue a 1’échelle microscopique.

e [’échelle macroscopique : de notre point de vue, la matiére est continue, cette échelle est de 'ordre du métre.

e [’échelle mésoscopique : échelle intermédiaire, la matiére est considérée comme continue et on peut utiliser les
variables d’état. L’échelle reste suffissamment petite pour qu’on puisse évaluer ’évolution spatiale des variables
d’état (utile en mécanique des fluides).

L~1m

I L intermédiaire

(% L~1x10""m

Echelle macroscopique Echelle mésoscopique Echelle microscopique

Remarque :

Un grand nombre de particules signifie N > N4 le nombre d’Avogadro. On a N4 = 6,02 x 10723 mol .

,_[Deﬁnition : Phase solide]

Aspect macroscopique :matiére qui ne change ni de volume ni de forme.
Aspect microscopique :les particules sont ordonnées suivant un réseau. La distance entre deux particules est de 'ordre
de la taille de la particule.

.

Definition : Phase liquide]

Aspect macroscopique :matiére qui ne change pas de volume mais change de forme.

Aspect microscopique :les particules sont non ordonnées mais trés proches. On a un ordre de courte portée, c’est-a-
dire qu’elles sont ordonnées sur une courte distance. La distance entre deux particules est de I'ordre de la taille de la
particule.

/_[Deﬁnition : Phase gazeuse}

Aspect macroscopique :matiére qui change de volume et de forme.
Aspect microscopique :les particules sont éloignées les unes des autres, leurs positions sont aléatoires. la distance
entre deux particules est plus grande que la taille de la particule.

.

Remarque :

les phases solide et liquide sont 1000 fois plus denses que la phase gazeuse. On a alors piiguide ~ 1000pgaz €t priguide ~
m

Psolide - p = V

Donc :

e la phase solide et la phase liquide sont appelées phases condensées.

e le liquide et le gaz peuvent changer de forme donc peuvent s’écouler.

e la phase liquide et la phase gazeuse sont appelées phases fluides.
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/_[Deﬁnition : Systéme thermodynamique]

On appelle systéme thermodynamique tout systéme constitué d’un trés grand nombre de particules microscopiques.

On appelle choisir un systéme le fait d’étudier un systéme. Le systéme est alors séparé de l'extérieur.

La surface fermée qui délimite le systéme est appelée surface de controle. L’intérieur de la surface de controle faire partie
du systéme. L’extérieur de la surface de controle fait partie de l'extérieur.

e On appelle systéme fermé un systéme qui n’échange pas de matiére avec I’extérieur.
e On appelle systéme isolé un systéme qui n’échange pas d’énergie avec I'extérieur.

e On appelle systéme ouvert un systéme qui échange de la matiére avec I’extérieur.

N

,_[Propriété : Description d’un état macroscopique}

A D’état macroscopique de la matiére, on utilise des variables d’états pour décrire le systéme. Les variables usuelles sont
la quantité de matiére n, le volume V, la pression P, la température 7'

2 Equilibre thermodynamique a ’échelle macroscopique

,_[Deﬁnition : Equilibre thermodynamique} N

Un systéme est dit en équilibre macroscopique si, a la fois :
e toutes les variables d’état sont définies et constantes au cours du temps;

e il n’échange ni énergie ni matiére avec I’extérieur a ’échelle macroscopique.

. J

Definition : La pression]

Considérons un fluide en contact avec une paroi solide de surface S.

¥

Fluide

Paroi solide

Une force ? s’exerce alors du fluide vers la paroi. Elle est orthogonale & la paroi et orientée vers l’extérieur. Elle est
proportionnelle & la surface S de la paroi. On définit la pression P comme :

F=rprsw

ou P est la pression du fluide et 7 le vecteur orthogonal a la paroi dirigée vers le solide.

. J

[Remarque : Unité}

Le pascal noté Pa. On a I’équivalence 1 Pa = 1 N-m~2. On utilise également le bar avec I’équivalence 1 bar = 1 x 10° Pa.

,_[Propriété : Equilibre mécanique} N

On considére un systéme isolé composé de deux chambres. Les deux chambres sont séparées par une paroi mobile. Le
fluide contenu dans la chambre 1 & la pression P; exerce une force Fi sur la partie mobile. Le fluide contenu dans la
chambre 2 & la pression P, exerce une force F5 sur la partie mobile.

P1 ” P2
71—>2

= -
Soit Fy = PiSW 19 et Fy = PySWo_,1. On applique les conditions d’équilibre mécanique sur la partie mobile et on

obtient :
= = - —
Fi+F,=0 <:>P1571%2+P2572H1 =0 <:>

Si ’on choisi cette fois le fluide contenu dans la chambre 1, on a P, = P et le fluide contenu dans la chambre 2 correspond
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a 'extérieur. On a alors P, = P, ;.

L’équilibre mécanique impose :

,_[Deﬁnition : Equilibre thermique}

N

La condition d’équilibre thermique impose 1’égalité de température dans tout le systéme. Elle impose aussi ’égalité entre
la température du systéme et la température extérieure. On a alors :

N

,_[Deﬁnition : Equation d’état}

On appelle équation d’état une relation entre les variables d’état a I’équilibre. Dans le cas d’un corps pur sous une phase
on a :

f(T,V,P,n)=0 ou f,Vy,P)=0

. J

/_(Deﬁnition : Modéle du gaz parfait}

Le gaz parfait est un gaz théorique idéal composé de particules dont on faite les hypothéses suivantes :
e Particules ponctuelles (Vpart =0);
e Pas d’interactions entre particules (pas de collisions, pas de répulsions, pas d’attraction).

Ce modéle correspond a peu prés a la réalité si les molécules du gaz sont trés éloignées les unes des autres, c’est-a-dire
si le volume molaire du gaz V,,, tend vers 'infini.

L’équation d’état du gaz parfait s’écrit : | PV = nRT |avec R = 8,314J - K~! - mol™' la constante des gaz parfaits.

[Remarque : Ordre de grandeur]

On trouve dans les conditions normales de température et pression (CNTP) avec T = 273,15K et P = 1,0133 x 10° Pa :

Vi =22,41 x 1072 m® - mol™! =22,41L - mol™!

Definition : Limite du modéle du gaz parfait}

Le modéle posséde plusieurs limites :

® Voart # 0 don si V — 0 le modéle ne peut pas décrire la réalité.
n
e Les interactions existent (collisions, attraction) donc si v est grand alors on sort du modéle.

On trace des courbes d’isothermes (pour 7' = (') dans le diagramme de Clapeyron (P = f(V)) et le diagramme
d’Amagat (PV = f(P)) avec un modéle de gaz réel :

5 T T T 1 O

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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On voit que le modéle du gaz parfait est valable pour de grandes températures, et pour de faibles pressions.

Definition : Modéle de la phase condensée idéale]

Une phase condensée idéale est supposée incompressible, c’est-a-dire que son volume ne varie pas peu importe la valeur
de la pression du fluide et de la température. On en déduit alors I’équation d’état :

o m=pv

[Remarque : Ordre de grandeur}

On trouve pour 'eau :

Meau — — — —
Vip=—2—-18%x10"°m® mol ' =1,8 x 1072L - mol *

peau

3 Equilibre thermodynamique a I’échelle microscopique

Definition : Agitation thermique]

Les particules microscopiques sont constamment en mouvement, méme lorsque la matiére est immobile & 1’échelle ma-
croscopique. On parle d’agitation thermique.

Pour un solide les particules vibrent autour de leurs positions d’équilibre.

Pour un liquide ou un gaz les particules se déplacent en s’entrechoquant continuellement.

. J

N

Propriété : Libre parcours moyen}

Pour caractérisé 'agitation thermique on calcul le libre parcours moyen soit la distance [ moyenne parcourue par une
particule entre deux chocs.

Y\ /
l choc 2
choc 1

7T T

(. J

Propriété : Ordre de grandeur du libre parcours moyen}

N

Dans un fluide composé de N particules de diameétre d occupant un volume V on calcul le volume moyen occupé par

particule :
\%4 Vi

N
Une particule de diamétre d effectuant une trajectoire rectiligne de longueur [ ne rencontre aucune particule sur cette

trajectoire. Alors le volume du cylindre de rayon d et de hauteur | ne contient en moyenne qu’une seule particule. On
en déduit :

Vpart =

Vin Vin

BPl=Viy = — | =
il =Voar = 250 = U= T

pé,é de chb._c

________________________

Avec d ~ 3 x 1071 m, on a alors :

RT
e pour un gaz Vi, = 523 ~ 25 x 1073 m? - mol " soit I ~ 10~ "m;

M
e pour un liquide (Hy0) Vi, = — ~ 10 x 10~ m? - mol ™" soit I ~ 10~ m.
p
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N

/_[Deﬁnition : La température cinétique]

La température T est une grandeur qui mesure l’énergie cinétique du mouvement d’agitation thermique des particules
microscopiques.

Dans un gaz parfait monoatomique (c’est-a-dire dont les molécules ne comportent qu’'un seul atome) ’énergie cinétique
moyenne d’'une molécule est :

(E) = ngT

ott kg = 1,38066 x 10723 J - K~! est la constante de Boltzmann. La température 7" se mesure en kelvin, de symbole K.

. J

Definition : Distribution des vitesses d’un gaz]

N

On considére un gaz immobile & 1’échelle macroscopique. Le systéme est composé de N molécules chacune possédant
une vitesse ;. On s’intéresse a la distribution des vitesses du gaz, on suppose :

e la distribution homogéne : la probabilité pour une molécule d’avoir une vitesse donnée est indépendante de la
position de la particule.

e la distribution est isotrope : la probabilité est la méme pour deux vitesses de méme norme mais de directions
différentes (il n’y a pas de direction privilégiée).

/_(Propriété : Vitesse moyenne}

En raison de l'isotropie de la distribution on a :

_>
(v) =0
Ce qui implique que toutes les composantes du vecteur vitesse sont en moyenne nulle : (v;) =0, (v,) =0 et (v,) =0
P(vg) P(vy) P(v2)
Vg 'Uy Uz
/_(Propriété : Vitesse quadratique moyenne} N
La vitesse quadratique moyenne w est par définition la P(v)
racine carrée de la valeur moyenne du carré des vitesses,
soit :
u=+/{v3)
Pour un gaz parfait monoatomique on a :
1 1 3 v
E) = —m{?) = =mu® = ZkgT
L < C> 2 < > 2 2 B J

4 Energie interne

,_[Deﬁnition : Energie interne} .

On définit I’énergie interne U d’un systéme thermodynamique comme [’énergie totale des particules qui composent le
systéme.

U=X(Ec;i+ Ep;)

L’énergie interne est une fonction additive (extensive).

. J

Definition : Capacité thermique a volume constant}

On appelle capacité thermique & volume constant, noté Cy, la dérivée partielle de ’énergie interne U par rapport a la
température, en conservant le volume constant :

ou

Cy=|=— Cys’exprime en J - K71
o= (), v

La capacité thermique a volume constant Cy est une grandeur extensive et additive. On définit alors :

Cy

n

e Pour les gaz : la capacité thermique molaire & volume constant | Cy, exprimée en J - K~1 - mol .
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Cv
Cy = —

e Pour les phases condensées : la capacité thermique massique a volume constant exprimée en J-K~1 -kgfl.
m

,_[Propriété : Capacité thermique a volume constant d’un gaz parfait monoatomique]

Pour un gaz parfait monoatomique on admet que :

U= gnRT on a alors dU = %anT

Exemple de gaz monoatomique : H,
v
n

3 3
On a alors Cyy = —nR et Cy,y, = §R. On peut alors définir I’énergie interne molaire :

/_[Premiére loi de J oule] |

Les gaz parfaits vérifient la premiére loi de Joule :

Un =Upn(T) L’énergie interne molaire ne dépend que de la température.

d[/m
1 M m = —_—
On a alors : Cy ar

"

Propriété : Variation d’énergie interne d’un gaz parfait}

On considére un systéme thermodynamique ¥ qui passe d'un état d’équilibre & la température 77 & un autre état
d’équilibre a la température T5. Comme pour un gaz parfait ’énergie interne ne dépend que de T et de m, pour un

N

systéme fermé on a :
T>

Uy=U(T) Ty
U = / CydT = AU = U(Ty) — U(T}) = / CydT

dU = CydT =
U=U(Ty) T Ty

Si on considére maintenant que Cy est indépendant de T alors on obtient : AU = Cy AT.

.

Propriété : Capacité thermique a volume constant d’une phase condensée idéale]

N

L’énergie interne d’une phase condensée incompressible ne dépend que de n et T. On a alors I’énergie interne molaire

qui ne dépend que de T :
Un = Un(T) I’énergie interne molaire.
o . o dUp, . e .
La capacité thermique molaire & volume constant est donc : Cy,,, = a7 On utilise beaucoup ’énergie interne massique
du

u(T) avec cy = T

"

Propriété : Variation d’énergie interne d’une phase condensée idéale]

On considére un systéme thermodynamique ¥ qui passe d’un état d’équilibre a la température 77 a un autre état
d’équilibre a la température 75. Comme pour une phase condensée ’énergie interne ne dépend que de T' et de m, pour

N

un systéme fermé on a :

U, =U(T%) Ty Ty
dU = CydT = dU :/ CydT = AU =U(T,) — U(T1) :/ CydT
Ul :U(Tl) T1 Tl
Si on considére maintenant que Cy est indépendant de T alors on obtient : AU = Cy AT.

200



Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

Thermodynamique 2 : Energie échangées, transformations

1 Transformation thermodynamique :

[Deﬁnition : Transformation thermodynamique}

On appelle transformation thermodynamique le passage d’un systéme thermodynamique d’un état d’équilibre initial
(EI) & un état d’équilibre appelé état final (EF). La transformation est causée par une rupture de 1’équilibre initial en
modifiant une ou des contraintes extérieures (Soit par un changement de la pression extérieure, ou bien de la température

extérieure).

L’état d’équilibre initial est décrit a Paide des variables d’états, elles ont pour valeurs (7, Py, V7).

L’état d’équilibre final est décrit a ’aide des variables d’états, elles ont pour valeurs (Tr, Pr, Vi)

EI EF

T, Pr, Vi _— Tr, Pp, VF

Propriété : Variation d’une fonction d’état au cours d’une transformationj

Lors d’une transformation, la variation d’une fonction d’état X se note AX;_,;. On calcul AX;_,; en faisant la différence
entre Xr et X;. On a alors :

AXi ;=X;— X,

Remarque :

Si les deux état d’équilibres sont infiniment proche, alors on peut considérer une variation élémentaire des variables
d’états tel que :

X = X5 — X;

ol dX est la différentielle de X.

2 Travail des forces

[Deﬁnition : Travail des forces de pression}

On considére un fluide contenu dans un cylindre indéformable fermé par un piston mobile de surface S.

J J

E ‘Pezt Z

Pea:t

O 7.’1,’

Systéme :

‘,‘E X O 7;1: v X —‘r‘ dl' r

{ fluide + piston}

?cxt%piston = *chtS7:v

Soit ﬂ =dz, le déplacement élémentaire du piston. On calcul alors le travail élémentaire de la force :

SW, = Foxtospiston - dl = —PogySdz = —PogedV  car Sdz = dV

On a alors le travail élémentaire regu par la fluide :

‘ oW, = —Pemth‘ exprimé en joules noté J
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Remarque :

Les échanges d’énergies sont toujours exprimés en valeur algébrique : ils sont positifs lorsque le systéme choisi recoit de
I’énergie et négatifs lorsqu’il en céde.

OW # dW : W n’est pas une fonction d’état. Ce n’est pas une caractéristique du fluide, c’est un transfert d’énergie recu
par le fluide. On ne peut pas calculer sa différentielle.

Propriété : Travail des forces de pression lors d’une transformation]

Lors d’une transformation thermodynamique entre un état initial 7 et un état final f on calcul le travail regu par le
systéme :

7 7
W, = — / PryydV W, = / sW,

[Remarque : Différence entre W et dX J

e AX ou dX représente une variation d’une fonction d’état et ne dépend que de I’état initial et de I’état final. Une
fonction d’état X ne dépend que des variables d’états.

e W ou W représente un transfert d’énergie, ce n’est pas une fonction d’état. Il représente le travail regu par le
systéme entre I’état initial et 'état final. W dépend donc de la transformation entre ’état initial et I’état final.

e La pression extérieur est une contrainte externe, elle n’est pas forcément constante et son évolution sera décrite
dans les énoncés des exercices.

Propriété : Représentation dans un diagramme de Clapeyron]

P

Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (P, V) :

e La pression P est 'ordonnée, -

e Le volume V est 'abscisse. Pt--Te
Pour un état initial (EI) de coordonnée (P, V1) et un état final (EF) de :
coordonnée (P, V3). On représente dans le diagramme de Clapeyron : ) =X A E.F
On a AX;_,5 qui ne dépend que des coordonnées de (EI) et (EF). ! |
On a W qui dépend de la trajectoire entre (EI) et (EF). : \

Vi Va Vv

Remarque :

Lors d’une transformation, on appelle le travail W le travail total de I’ensemble des forces qui s’exercent sur . On
appelle W), le travail des forces de pressions, et on définit W, le travail dit utile qui est :

W, =W —W,

le travail des forces autres que les forces de pressions.

3 Transfert thermique :

Definition : Transfert thermique]

Un systéme thermodynamique ¥ peut recevoir de I’énergie sans l'intervention d’une action mécanique mesurable.

Ce transfert d’énergie complémentaire du travail s’appelle transfert thermique noté @) et s’exprime en joule noté J.

Il existe trois mode de transfert thermique :
e La conduction thermique : transfert par collisions.
e La convection thermique : fluide en mouvement.

e Le rayonnement thermique : émission d’ondes.

Remarque :

e Comme W, on calcul @ comme le transfert thermique recu par X :
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/—Q
@\W

e Comme W, le transfert thermique n’est pas une fonction d’état. On note alors 6@ le transfert thermique élémentaire.

e Par convention, on a W et @ qui sont négatif si I’énergie du systéme ¥ est perdue, et positif si I’énergie est regue.

4 Les différents types de transformations :

,_[Deﬁnition : Transformation irréversible] .

Une transformation ot seuls I’état initial et I’état final sont des états d’équilibre est une transformation irréversible.
Causes de l'irréversibilité au choix :
e la présence de frottements,

e la présence de transferts thermique,

I'inhomogénéité de n, P, T,
e la présence de réaction chimiques.

Une transformation irréversible n’est pas invariante par renversement du temps.

. J

Definition : Transformation quasi-statique]

Une transformation quasi-statique est constituée par une suite d’états d’équilibre infiniment voisins. Pratiquement, c’est
une transformation lente.

P
EI

Prt--a
)
| '..

El+ E1-+ E2+ E3+ B4~ -+ Ei> - +EF .

Pop--t--- R

Vi Ve V
,_(Deﬁnition : Transformation réversible] |

Une transformation est réversible si elle est quasi-statique et si, & chaque instant de la transformation, il y a équilibre
entre le systéme étudié et le milieu extérieur avec lequel il interagit. Pour qu'une transformation soit réversible, il ne
faut aucunes causes d’irréversibilité.

P

Pr

Pr

. J

Rappel : Un état d’équilibre thermodynamique est un état dans lequel les variables d’états P et T sont a l’équilibre avec
le milieu extérieur. On a alors T'=T,,; et P = P, ;.

Propriété : Transformation isochore]
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e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

Une transformation est isochore quand le volume du systéme est constant

au cours de la transformation.

On a alors : V7 = V.

Dans le diagramme de Clapeyron une transformation isochore a pour

trajectoire un segment vertical :

On a alors le travail des forces de pression : 6W = —P,,d¥V = 01J

Les transformations sont isochore pour : Prt----- EI
e une phase condensée idéale (incompressible). \

Pppr----- EF

e un gaz dans une enceinte rigide (indéformable).

. J

Propriété : Transformation monobare]

N

Une transformation est monobare lorsque la pression extérieur est constante au cours de la transformation. On a alors
P, = C* = Pp. Une transformation monobare est quelconque, elle peut étre irréversible, quasi-statique ou méme
réversible.

Si la transformation est monobare et irréversible non quasi-statique, on peut trés bien avoir P.,; # Pr. L’état initial
étant un état d’équilibre rompu.

Dans le cas d’une transformation monobare on a :
Wp - — ethV - _PF(VF - VYI)

" J

Propriété : Transformation isobare]

Dans le cas d’une transformation monobare ou la pression est définie a

chaque instant et est en équilibre avec l'extérieur (quasi-statique) on a : P
Pr = P(t) = Pp = P4Vt

Dans ce cas on peut représenter la trajectoire de la transformation dans P _p EI EF

: =Pp|---¢—>——e
le diagramme de Clapeyron : I F

| |

On a toujours : ‘ ‘
W = —P.yt(Vir = Vi) = =Pyt Vi + Peyt Vi = —PrVp + PV = —=A(PV) ! !
Les transformations isobares sont des transformations lentes avec une 1 1

. . Vi Vr 14
paroi mobile.

,_[Propriété : Transformation monotherme]

N

Une transformation est monotherme lorsque la température extérieur est constante au cours de la transformation. On
a alors Ty = O = Tp. Une transformation monotherme est quelconque, elle peut étre irréversible, quasi-statique ou
meéme réversible.

Si la transformation est monotherme et irréversible non quasi-statique, on peut trés bien avoir T,y # T7. L’état initial
étant un état d’équilibre rompu.

. J

,_[Deﬁnition 2 Thermostat]

Lors que la température extérieure est constante au cours de la transformation, on dit alors que le systéme et en contact
avec un thermostat. On définit un thermostat comme un systéme thermodynamique de température constante.

. J

Propriété : Transformation isotherme]

pP

Dans le cas d’une transformation monotherme ot la température est dé-
finie & chaque instant et est en équilibre avec I'extérieur (quasi-statique) P;
on a :

Tr=T(t) =Tp = TeauVt

Dans ce cas on peut représenter la trajectoire de la transformation iso-

therme d’un gaz parfait dans le diagramme de Clapeyron : Pp

Les transformations isothermes sont des transformations lentes avec une
aroi-diathernre:
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Pour une transformation isotherme et quasi-statique d’un gaz parfait on a en permanence P = P,.,;. On peut alors

F
calculer le travail requ par le gaz parfait : W, = / —P dV
I

Ve Ve V; P
W, = —PdV = —nRT/ —dV = —nRTIn £ = nRTIn =~
Vr v, V Vi Py

Propriété : Transformation cyclique]

Lors d’une succession de différentes transformations, si I’état final de la derniére transformation correspond a 1’état
initial de la premiére transformation, on a alors une transformation cyclique.

On a alors pour toutes les variables d’état X du systémes ¥ : AX yce = 0.

On peut avoir une variation des variables d’état au cours du cycle, mais dans I’état final, elles sont égales a leurs valeurs
dans I’état initial.
AXi0+AXo 3+ AXz 1= (Xo—X1)+ (X3 —Xo)+ (X1 —X3)=0

P El

Exemple avec trois transformations : E1— E2 — E3 — E1

E2 E3

Vv

" J

Propriété : transformation adiabatique]

Lors d’une transformation adiabatique le systéme n’échange aucun transfert thermique : @ = 0J.
Une transformation est adiabatique si :
e les parois du systéme sont imperméable aux transferts thermiques (parois calorifugées), alors Q = 0J.

e la transformation est brutale si le temps de la transformation est petit devant le temps caractéristique des échanges
thermiques, alors on peut considérer que Q = 0J.

" J

Propriété : Loi de Laplace]

On peut appliquer la loi de Laplace si et seulement si :
e Le systéme est un gaz parfait.
e La transformation est réversible.
e La transformation est adiabatique.

On a alors la conservation de :

PV =C* <= TVI' = C"* <= TP = C*°

avec v > 1 un coeflicient qu’on suppose indépendant de la température et qui dépend de la nature du gaz.

On peut alors calculer la travail des forces de pressions :

F Ve
W:/ _Pewth: —PdV or PV’Y:P]V}W
1 Vi
Ve pvy Vrog Py
= — R = — i 7d :_# 17’Y_ 1—y
W /v, V= =PV | v 1_V(VF V)
1 nR
= — (PpVp—PV}) = ——(Tp — T,
W ’Y—l( rVi — PrVr) 7_1( r—1Tr)

Si on compare dans le diagramme de Clapeyron une transformation isotherme BC' quasi-statique et une transformation

BA adiabatique réversible on a :
e A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e A A e e e e e
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P
B
PV,
Isotherme quasi-statique : P = ﬁ/ =
C
PV}
A Adiabatique réversible : P = @vB
\%

5 Corps pur diphasé en équilibre thermodynamique

N

/_(Deﬁnition : Corps pur}

Un systéme thermodynamique composé d’un seul type de particule. Ce systéme est décrit par un nombre limité de
paramétre d’état a 1’équilibre :
e T V, et P sous une phase.

e T P, v et x sous deux phases avec x la fraction massique du corps pur sous une phase donnée.

. J

Definition : Changement d’état physique}

N

Lorsque la matiére évolue d’un état physique & un autre, elle existe sous deux phases différentes et on parle de corps pur
diphasé. On dit qu’il y a changement d’état.

sublimation
fusion vaporisation
SOLIDE LIQUIDE . . GAZ
solidification Q liquéfaction
condensation

/_[Deﬁnition : Diagramme de phases (P, T)]

N

Pour chaque corps pur on établit expérimentalement des diagrammes de phases qui indiquent sous quelle phase physique
ce corps se présente suivant les valeurs de certains paramétres d’état. Le diagramme le plus simple est le diagramme
(P,T) sur lequel on a la pression en ordonnée et la température en abscisse.

Py fluide
Py fluide supercritique
supercritique
o e e il
2 2 %8, Liquide i ¢
| Solide |
| e :
Pypeeeeees 1 : |
| | ‘ —— T
1 1 T Tt TC
T; T,
Allure d’un diagramme (P, T') pour le cas particulier de
Allure d’un diagramme (P, T)). Peau.
Sur ce diagramme on peut voir les trois phases.
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(.

/_(Propriété : Condition d’équilibre entre deux phases}

N

Dans le diagramme (P,T') deux phases ne coexistent que sur la courbe qui est & la frontiére entre les deux phases. On
obtient donc la condition d’équilibre suivante :

P=Pr_(T)

(.

/_[Propriété : Changement d’état quasi-statique et monobare}

Lors d’un changement d’état quasi-statique et monobare :

e La pression est constante car ’équilibre mécanique avec la pression extérieur est assuré par la lenteur de la
transformation ;

e La température est constante tant que I’équilibre entre les deux phases est maintenu;

.

Definition : Point triple}

N

Le point triple est le point du diagramme de phase (P, T) de coordonnées (P, T;) ot les phases solide, liquide et gazeuse
coexistent & I’équilibre. Soit
Py = Ps_1(T}) = PL—c(Tt) = Ps—c(Tt)

.

/_(Deﬁnition : Point critique}

N

Le point critique C' est le point du diagramme de phase au dela duquel le changement d’état liquide-gaz n’est plus
observable. On parle alors de fluidre hypercritique ou supercritique.

.

/_(Deﬁnition : Pression de vapeur saturante}

N

Pour une température donnée, la pression de vapeur saturante d’un corps pur est la pression d’équilibre entre une phase
condensée, liquide ou solide et la phase gazeuse.

/_(Deﬁnition : Diagramme de Clapeyron (P, 1/)]

On choisit de représenter 1’équilibre liquide-gaz dans un diagramme de Clapeyron P
massique.

T<T, T="T, T>T.
P\ 'l
\\ C
L L+V

courbe d’ébullition

courbe de rosée

f(v) avec v = L le volume

N

.

>

/_(Deﬁnition : Courbes de saturation]

la courbe ot apparaissent les premiéres bulles.

le courbe oul apparaissent les premiéres gouttes.

Les deux courbes se rejoignent au point critique.

On appelle courbe d’ébullition la frontiére qui sépare le domaine du liquide et celui de ’équilibre liquide + vapeur. C’est

On appelle courbe de rosée la frontiére séparant le domaine de la vapeur et celui de I’équilibre liquide + vapeur. C’est

N
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N

/_(Deﬁnition : Pression de vapeur saturante}

Pour une température donnée, la pression de vapeur saturante d’un corps pur est la pression d’équilibre entre une phase
condensée, liquide ou solide et la phase gazeuse.

. J

/_[Propriété : Déterminer la composition d’un systéme diphasé}

Soit M un point du diagramme de Clapeyron appartenant au domaine des équilibres diphasés d’abscisse v;.

T<T,
Py

Lye, - ,
courbe d’ébullition courbe de rosée
|
|

vy Vm vg

m m
On défini le titre massique en gaz du mélange liquide-gaz : = = “Cetl—z= %
m m

Par conservation du volume on a : V = Vg + Vg,

Par définition du volume massique aux points M, L et G :

On obtient alors I’équation :

\%4 Va+ Vi maglg +mprvy,
— = = =avg+ (1 -z
m m m

Unr =

On en déduit alors :
Unr — VL - LM

v e T IG

Qu’on appelle théoréme des moments.
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Thermodynamique 3 : Le premier principe

1 Premier principe :

,_[Deﬁnition : Energie d’un systéme thermodynamique}

Soit un systéme thermodynamique ¥, son énergie totale se décompose en :
e l'énergie interne U,
e l’énergie cinétique macroscopique F¢,

e ’énergie potentielle d’interaction avec l'extérieur Ep .+ (Par éxemple le champ de pesanteur).

On a alors I'énergie totale E du systéme : | E=U + Ec + Ep et ‘

Remarque :

L’énergie cinétique correspond a ’énergie cinétique du solide, elle peut étre sous forme de translation et/ou de rotation
(voir Mécanique 7).

~

Premier principe de la thermodynamique}

Au cours d’une transformation thermodynamique quelconque d’un systéme fermé ¥, la variation de I’énergie E entre
deux état d’équilibre de ¥ au cours d’une transformation est égale & I’énergie qu’il regoit, somme du travail mécanique

W et du transfert thermique @, soit :
AE=W+Q

Ici W et @Q sont les transferts algébriques, positifs par convention si I’énergie est regue par X.

" J

[Remarque : Systéme thermodynamique au repos macroscopiquement]

Si le systéme est au repos dans le référenciel d’étude on a alors : AEp et = AEc =0J = AU =W + Q.

N

/_[Propriété : Premier principe lors d’une transformation quasi—statique}

Lors d’une transformation quasi-statique ou réversible d’un systéme thermodynamique fermé 3. On peut considérer
deux états d’équilibres voisin tel que :

EI(T,V,P) — EF(T +dT,V +dV, P + dP)

On peut alors appliquer le premier principe tel que :

]dU:&WMQ\

avec W le travail élémentaire regu lors de la transformation infinitésimale et 6Q) le transfert thermique élémentaire regu
lors de la transformation infinitésimale.

,_[Deﬁnition : Travail utile]

On a vu comment calculer le travail des forces de pression W,,. On défini W, le travail utile tel que :

W =W, +W,

Exemple :

e Travail électrique : 6W,, = udq avec dq = idt, u la tension au borne du dipéle, i le courant qui traverse le dipole.

—t Tt

7

u

e Travail mécanique d’un moteur. On vous précisera dans I’énoncé la valeur du travail, ou elle sera a calculer grace
au premier principe (il n’existe pas de formule).

Propriété : Extensivité de ’énergie interne}

Dans le cas d’un systéme thermodynamique ¥ composé de deux sous-systémes X1 et s, on peut utiliser I’extensivité
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de I’énergie interne lors d’une transformation :
AUs, = A = AUyx, + AUy,
Cette décomposition est particuliérement utile si on applique le premier principe & X lors de la transformation :

AUs =W +Q

On utilise souvent cette méthode dans le cas o 3 constitue un systéme isolé de sorte que : W =0 et @ = 0.

" J

Definition : Détente de Joule-Gay Lussac]

N

Soit un gaz contenu dans un volume Vj séparé par une paroi d’un volume V5 vide. Le volume Vi + V5 est adiabatique et
indéformable. A t = 0s on retire la paroi et on attend 1’équilibre :

EI EF
TI?‘/laPI TFa‘/1+V2aPF
. Gaz parfait
Soit ¥ = contenu dans V; + Vo = Ot :
+ vide
On applique la premier principe a ¥ : AUy = AUgp + AUside = W + 7] =0J.

indéformable adiabatique

La transformation conserve ’énergie interne du gaz.

. J

Propriété : Détente de Joule-Gay Lussac d’un gaz parfaitj

Pour un gaz parfait d’aprés la premiére loi de Joule on a U,, = U,,(T) donc si Up = Uy on a alors U(Tr) = U(T7y).

On a alors : Tr = T la transformation se fait & température constante T' = C*¢.

[Méthode : Calcul du transfert thermique pour un gaz parfait au repos}

On considére un systéme thermodynamique ¥ composé d’un gaz parfait et de son enceinte. On suppose que les seules
forces qui travaillent sont les forces de pressions de maniére a avoir W = W),. On considére alors une transformation
entre un état initial I et un état final F'. On cherche alors & calculer le transfert thermique @ lors de la transformation :

e On désigne le systéme thermodynamique ¥ = { Gaz parfait } ;

F
e On calcul le travail des forces de pressions W, = / —P.;+dV au cours de la transformation ;
I
e On applique le premier principe de la thermodynamique :
AUs = AUgp = Wp +Q

e On calcule la variation d’énergie interne du gaz parfait en utilisant la premiére loi de Joule

Tr

AUGP = CvAT ou AUGP = Cv(T)dT

Ty

e Calculer Q@ = AUgp — W,

Propriété : Transformation isochore]

Pour une transformation isochore I’état initial 7 est décrit a ’aide des variables d’état (T, Vo, Pr) et 1état final f est
décrit a I’aide des variables d’état (T, Vo, Pr), on a :

!
W:/ P, dV =07 car V== dV =0

D’aprés le premier principe on a alors : AU;p = Q + W, d’aprés la premiére loi de Joule pour une capacité thermique
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a volume constant indépendante de la température on a AU;_y = nCyp,(Tr — T1) = nCy,, AT. D’ott :

Q = nCVmAT

Propriété : Transformation isobare]

N

Pour une transformation isobare on a P = Py = P.,; = C*, ¥ passe de ’état initial ¢ décrit par les variables d’état (17,
Vi, Py) al’état final f décrit par les variables d’état (T, Vg, Pp), donc le travail des forces de pressions W = / ’ —P, dV
s’exprime comme : i

W =—-Py(Vr —V;) = =R AV et AUi=Q+W = Q =AUi5 — W = AUy + BHIAV
D’aprés la premiére loi de joule pour une capacité thermique & volume constant indépendante de la température on a :

dU = nCyp,dT

En intégrant on obtient :
AUi%f = nCVm(TF — TI) = nCVmAT

donc :
Q =nCy,, AT + PyAV avec PyAV = nRAT

Finalement on a : Q =n(Cym + R)AT

" J

Propriété : Transformation isotherme]

N

Pour une transofrmation isotherme on a T' = Ty = T, = C*, ¥ passe de 1'état initial i décrit par les variables d’état
(To, Vi, Pr) a létat final f décrit par les variables d’état (T, Vr, Pr).
D’aprés la premiére loi de joule U, = U,,(T), donc on a alors : AU,y =W+ Q =0J car Tp =T = Tj.

f
En calculant le travail des forces de pressions W = / —P,,;dV, la transformation étant quasi-statique on a P,,; =
i

nRTg
P= .
%
Ve nRT 1% V)
On a alors W = _n Sqv = —nRTyln £ donc Q =nRIyln -
1%} VI V[

On remarque alors ’équivalence dans le premier principe du travail W et du transfert thermique Q. Toute énergie regue
mécaniquement peut étre perdue thermiquement, on a alors I’énergie interne qui est constante.

" J

,_(Deﬁnition g Thermostat] N

Un thermostat est un systéme thermodynamique dont la température Ty ne varie pas, méme s’il échange de ’énergie
(sous forme de transfert thermique ou de travail).

On retient qu’un systéme thermodynamique fermé peut étre considéré comme un thermostat si sa capacité thermique a
volume constant est grande devant celle des autres systéme en interaction avec lui.

. J

2 La fonction d’état enthalpie :

/_[Deﬁnition : Enthalpie]

On appelle enthalpie d'un systéme thermodynamique la fonction d’état : | H = U + PV

ol U est I’énergie interne, P la pression et V le volume. L’enthalpie s’exprime en Joules noté J.

H est une grandeur extensive. On a Hy, 15, = Hy, + Hy,.

. J

Definition : Capacité thermique a pression constante]

On appelle capacité thermique & pression constante d’un systéme fermé ¥ la grandeur Cp telle :

_ (OH —1
Cp= (8T>P avec Cpen J-K
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On a alors au cours d’une transformation a pression constante lorsque la température varie de d7T :
Tr

dH = CpdT — AH = | Cp(T)dT
Tr

. C . . . .
On défini également Cp,,, = P 1a capacité thermique molaire & pression constante.
n

Cp . . . .
cp = — la capacité thermique massique & pression constante.
m

. J

Premier principe pour une transformation monobare avec P; = Pewt]

f Vr
On a P.,; = P, constante. On a alors W, = / —P, . dV = —PydV = —Py(Vp — V7).
3 Vr

On considére un systéme Y dans V’état initial (P, V7, Tr) qui subit une transformation monobare vers I'état final
(Pp,Vp,Tr). On a alors P = Pp = Py.

Le travail des forces de pression Wp = —Py(Vp — Vi) = —PpVp + PV = —=A(PV)

On a W = Wp + W, donc en appliquant le premier principe & X entre I’état initial et ’état final on a :

AU+ AEc +AFpew =W+ Q=Wp+ W, +Q =W, +Q — A(PV)

Donc AU + A(PV) + AE¢ + AEp et = Wy + Q on a alors \ AH + AEc + AEpps = Wy + Q \

Pour un systéme subissant une transformation monobre, le premier principe peut s’écrire :
AH + AEc + AECP,ewt =W, + Q

avec W, le travail utile des forces autres que les forces de pression.

" J

Seconde loi de Joule : Enthalpie d’un gaz parfait}

N

L’enthalpie molaire d’un gaz parfait est : H,, = U,, + PV,, or d’aprés la loi des gaz parfait on a PV,, = RT donc on a
alors :

H,, = U,, + RT

D’aprés la premiére loi de Joule on a U, = Uy, (T).
On obtient alors la seconde loi de Joule qui dit que I’enthalpie molaire d’un gaz parfait ne dépend que de la température
T :
H,, =U,(T)+ RT = H,(T)
dH,,
dr -

/_[Relation de Mayer]

On a alors Cp,, =

Si on dérive I’enthalpie molaire d'un gaz parfait rapport & T on obtient :

dH,, dU, _ dHn, _ U
diT_diT—FR avecC’pm—diTetCVm—diT

On obtient donc la relation de Mayer :

CPm = CVm +R

C
On définit le coefficient v = Cﬂ

Vm
On a alors : R B
C’PWinpy Cszi
v—1 v—1

[Exemple : Gaz parfait d’un gaz monoatomique}

On a vu que pour un gaz parfait monoatomique on a :

U= gnRT — H = gnRT +nRT = gnRT
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5 5
On obtient alors Ymeno = 3 et Cpmono = K R

,_[Propriété : Enthalpie d’une phase condensée idéale}

Pour les solides et liquides incompressibles on sait que 1’énergie interne molaire U,, = U,,(T') ne dépend que de T.
On a H,, = Uy, (T) + PV, et dH,, = dU,,, + PdVs, + V,,,dP
Or pour les phases condensées idéales on a généralement V,,,dP < dU,,.
Car V,,, = K est trés petit (les phases condensées sont 1000 fois plus dense que les gaz)
n
Donc dU,, ~ dH,, = Cp(T) = Cv(T) = C(T)

On appelle C(T) la capacité thermique d’une phase condensée idéal.

[Remarque : Ordre de grandeur]

A connaitre, la capacité thermique massique de I'eau liquide : ceqy = 4,18 kJ - K1 - kgfl.

3 Enthalpie de changement d’état

Definition : Diagramme enthalpique et enthalpie de changement d’état]

Pour étudier énergétiquement les changements d’état, on trace & partir de valeur tabulées expérimentales dans un
diagramme enthalpique la pression en fonction de ’enthalpie massique pour différentes isothermes :

103 -

Diagramme enthalpique de I'eau
T T ! 1

102

= 10t L Liquider o/ ASOK L b i ] R
E X
= I
n.‘ | I |C
10° :::D
[
(I
[
[
107! Vapedr.
R
LI
LT
10-2 i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
h (kJ-kg™)

On retrouve une courbe d’ébullition et une courbe de rosée comme dans le diagramme de Clapeyron. On observe

également des paliers de changement d’état lors de transformations isothermes et isobares dans une zone d’équilibre
Liquide-Vapeur.

On définit ’enthalpie massique :
e d’un liquide saturante a la température T' comme 'abscisse du point L : hp(T)
e de la vapeur saturante a la température 7' comme ’abscisse du point V' : hy (T')

e 'enthalpie massique de vaporisation (ou chaleur latente de vaporisation) :
Al (T) = by (T) = hi(T)

De la méme maniére on définit :

o Ahgys(T) = h(T) — hg(T') Venthalpie massique de fusion avec hg(T') 'enthalpie massique de solide saturant.
o Ahgu,(T) = hy(T) — hs(T') Penthalpie massique de sublimation.
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Propriété : Théoréme des moments]

m
Si on considére = —% la fraction massique de vapeur dans le cas d’un équilibre liquide-vapeur. On applique le théoréme
mr,
des moments :
_hy —hg

YTy —hy

[Remarque : Ordre de grandeur}

Les enthalpies de transition de phase mettent en jeu des énergies trés importantes, pour ’eau on a les valeurs tabulées :
o Ahpsh(To = 273K) = 335kJ - kg™ = —Ahgo1(Th) ;
o Ahyph(Ty = 373K) = 526kJ - kg™ ' = —Ahygh(Th)

Une poche a glace contient une masse totale m = 500g d’un mélange d’eau liquide et de glace avec une fraction
xr, = 0,200 de liquide. Quelle est la valeur maximale du transfert thermique qu’elle peut recevoir tout en restant a la
température Ty = 273 K, température d’équilibre eau-glace sous la pression ambiante Py = 1,00 bar ?

La poche de glace reste a la température Ty tant qu’on est dans ’équilibre Liquide-Solide de I’eau. Le transfert thermique
est égal a la variation d’enthalpie puisque la transformation est isobare, on a alors :

Q=AH=Hp— H;
=mhr, —mphy — (m —mp)hg
=m(hy —xrhy — (1 —2p)hs)
=m(l —zp)(hy — hg)
=m(l —xp)Ahgs = 134kJ

[Exemple : Mesure calorimétrique d’une capacité thermique massique}

On verse dans le calorimétre me,, = 400g d’eau trés froide et on mesure la température qui se stabilise aprés quelques
instants. On trouve 6y = 2,0°C. On introduit dans le calorimétre I’échantillon de fer, que I'on a préalablement pesé (sa
masse est mp, = 200¢) et qui est initialement & la température d’une étuve thermostatée, ; = 85,0°C. On vérifie que
I’échantillon est bien entiérement couvert d’eau. On attend que la température se stabilise et on mesure la température
finale 0 = 6,4°C.

Données : cpo = 452J - K1 - kg™ ! dans les tables.

[Exemple : Détermination d’une enthalpie de changement d’état}

On verse dans le calorimétre me,y = 50g d’eau chaude et on mesure la température qui se stabilise aprés quelques
instants. On trouve 6y = 74°C. On introduit dans le calorimétre un glacon sortant du congélateur, a la température
61 == —18°C, aprés en avoir déterminé la masse mgiace = 19g). On attend que la température se stabilise et on mesure
la température finale §p = 38 °C.

Données : cg = 2,06kJ - kg™! capacité thermique de la glace.

[Exemple : Mesure de la valeur en eau du calorimétrej

On remplit le calorimétre avec une masse me,, = 50 g d’eau. On place la résistance dans le calorimétre sans la connecter.
On laisse I’équilibre s’établir et on mesure la température : 6y = 21 °C.

On branche la résistance R = 102 sur l'alimentation réglée sur U = 12V et pendant une durée 7 = 2 min.

On attend que I’équilibre soit établi et on lit la température finale 6 = 27°C.

[Méthode : Mesure d’une capacité thermique massique}

Calculer la température idéale d’équilibre thermique (Question 2).

Calculer la capacité thermique du calorimeétre a partir de la mesure de I’équilibre thermique (Question 3).

Calculer la valeur en eau d’un calorimétre (Question 3 mg).

Calculer une capacité thermique inconnue & partir d’une expérience de calorimétrie (Question 4).
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Thermodynamique 4 : Le second principe

1 Irréversibilité et entropie :

Definition : Entropie statistique]

L’entropie d’un systéme thermodynamiquement isolé est donnée par la formule de Boltzmann :
S=kplnQ

ou Q représente le nombre d’état microscopique possibles ou nombre de configurations (positions et vitesses de chaque
particules) compatible avec 1’état macroscopique observé (P, V,T,U).

L’entropie mesure le manque d’information sur le systéme & 1’échelle microscopique, on dit que l’entropie mesure le
désordre moléculaire.

Propriété : Extensivité de l’entropie]

N

Soit un systéme fermé Y composé de deux sous-systéme ¥; et 3. Le nombre de configuration de X est €2, le nombre de
configuration de 3; est €27 et le nombre de configuration de 35 est 25. On a la relation :

Q:Q1X92:522521+SZ2

[Remarque : Insuffisance du premier principe}

Soit une transformation thermodynamique faisant passer le systéme d’un état A & un état B. Le premier principe nous
donne :

UB) — UA) =W +Q
~—~— ~——

état final  état initial

Si maintenant on multiplie la relation par (—1), on envisage la transformation inverse permise par la premier principe.

état final  état initial

Or on sait que pour beaucoup de transformations Iirréversibilité est interdite. Les causes de cette irréversibilité sont :
e frottements mécaniques
e Transfert thermique
e diffusion des particules

On va donc introduire le second principe de la thermodynamique et ’entropie, ce principe aura pour but de définir un
sens d’évolution du systéme.

,_(Deﬁnition : Transformation irréversible]

N

Une transformation est irréversibles si elle ne peut pas revenir de son état final vers son état initial sans changer fortement
les conditions extérieures. Les causes d’irréversibilités sont :

e Pas d’équilibre mécanique initial ;
e Pas d’équilibre thermique initial ;

e Pas d’équilibre de diffusion initial.

,_[Deﬁnition : Entropie]

N

Pour tout systéme thermodynamique, le deuxiéme principe postule 'existance d’une fonction d’état extensive, I’entropie
notée S et s’exprime en J - K—!. On a par ailleurs :

S+, =55, + 55, avec Y1 et Yo deux systémes thermodynamiques

. J

,_[Enoncé du second principe :}

N

Lorsqu’un systéme Y. subit une transformation d’un état initial I a un état final F, la variation AS = Sg — S; de son
entropie est :

AS = Séch + Scr
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e A A A A A A A A A A A A A A e A A A e e e e e e s e
On définit Se., comme 'entropie échangée avec I'extérieur lors de la transformation dont 1’expression est :

F
oQ
Séc = /
h I Text

avec 0(Q) le transfert thermique élémentaire recu par le systéme lors de la transformation.

On définit S, comme 'entropie créée dans le systéme lors de la transformation. On a :

>0J-K~! pour une transformation irréversible.

=0J-K~! pour une transformation réversible

. J

/_(Propriété : Second principe entre deux états voisins}

N

Lorsqu’un systéme fermé X passe d’un état initial (V, P,T) a un état voisin (V + dV, P + dP,T + dT), la variation
d’entropie est :
dS = 0Sech + 65

avec 0Sgcn 'entropie élémentaire échangée au cours de la transformation.

oQ
0Ssch = T

et 0S¢ > 0 Pentropie élémentaire créée au cours de la transformation.
A

/_[Propriété : Cas d’un systéme isolé thermiquement (adiabatique)}

Dans le cas d’un systéme isolé, le transfert thermique Q est nul et on a donc : Seep, = 0J - K1,

Onaalors‘AS:Sa >0J K1

Lors d’une évolution spontanée d’un systéme isolé, évolution nécessairement irréversible, son entropie croit. L’évolution
s’arréte lorsque le systéme isolé a atteint un état dans lequel son entropie est maximale.

(. J

~

Definition : Transformation isentropique}

On définit une transformation isentropique, une transformation oi 'entropie du systéme ne varie pas comme une trans-
formation :

e adiabatique

e réversible.

. J

N

/_(Propriété : Transformation monotherme}

Dans le cas d'un systéme en contact avec un thermostat de température Ty, on a T.,; = Tp = C' tout au long de la
transformation.

PQ _Q
On peut alors calculer 'entropie échangée : Secp, = / ==
I Tewt TO

On obtient le méme résultat pour une transformation isotherme, car une transformation isotherme est forcément mono-
therme.
(N

Propriété : Transformation réversible}

Dans le cas d’une transformation réversible, on a pour chaque instant ’équilibre thermique T = T, ;.

F
1)
On peut alors calculer 'entropie échangée : Secp, = / ?Q
I

F
1)
D’aprés le second principe on obtient alors : AS = / ?Q
I

(. J

2 Entropie d’un corps pur

Propriété : Entropie molaire d’un gaz parfait}
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e o A A A A A A A A A A A A A A A A A A A e A A e e e e e e e e
Par extensivité on calcule I’entropie d’un gaz parfait :

S=nxS,(T,P)=mxs(T,P)
%

Cy

donnée en fonction des variables (T, P) :

Ry (T P

Pour un gaz parfait de coefficient v = indépendant de la température on a ’entropie molaire d’un gaz parfait est

avec Sy,0 'entropie molaire a la température T et la pression P.

On peut mettre également 'expression de ’entropie molaire sous la forme :

R T Vin

RT RT|
avec Vi, = 5 et Vino = ?O le volume molaire & (7', P) et a (Tp, Po).
0

On peut mettre également 'expression de ’entropie molaire sous la forme :

Som () (V) s

v—1 Py v—1 Vino
RT RT,
avec V, = N et Vino = ?0 le volume molaire & (T, P) et a (Tp, Py).
0

Propriété : Transformation isentropique d’un gaz parfait}

Pour une transformation isentropique d’un gaz parfait ou S,, = S;,0 on obtient la loi de Laplace :

PVY = PV

(. J

Propriété : Entropie massique d’une phase condensée indilatable et incompressible}

Par extensivité on a :

S=nxSn(T)=mxs(T)

T
avec $(T) = ¢ln (T) + sg et sg I'entropie massique a la température Tj.
0

. J

/_(Propriété : Entropie d’un systéme diphasé}

Par extensivité d’un systéme fermé > sous deux phases 1 et 2 de masse m; et mo :

S =mys1 +mass =m x (z181 + (1 — 1)$2)

/_(Deﬁnition : Entropie de changement d’état}

N

L’entropie massique de changement d’état As;_,o a la température T est la différence entre les entropies massiques des
phases saturantes 1 et 2 a cette température :

Al_,QS = mAl_)2s = m(82<T) — Sl(T))

. J

/_(Propriété : Changement d’état réversible, isobare et isotherme}

N

Lors d’un changement d’état isobare et isotherme de température Ty et pression d’équilibre Py_o(Tp). Puisqu’il y a
équilibre thermique, mécanique et de diffusion on a :
Q

ASZSéch"F%:,ZT
0

or comme la transformation est isobare sans travail utile, le premier principe nous donne :

AH =¥+ Q — a5 = 21
WMW
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On retiendra que l'entrhalpie de changement d’état et l’entropie de changement d’état massiques ou molaires a la
température T sont liées par la relation :

| Ah1o(T) = TAs15(T) |

3 Application :

[Méthode : Méthode de calcul de I’entropie créée]

Lorsqu’on étudie la transformation d’un systéme thermodynamique entre un état initial 4+ dont les variables d’état sont
connues (17, Pr, Vi) et un état final f dont les variables d’états sont elles aussi connues (T%, Pr, Vg). On peut alors :

e utiliser les formules fournies pour calculer AS;_,;

I
e appliquer le premier principe de la thermodynamique pour calculer Sg, = / TQ ;
7 ext

e appliquer le second principe de la thermodynamique pour calculer S¢, = AS;, ¢ — Sech ;

On peut alors savoir si la transformation est une transformation réversible si S., = 0J - K~! ou si la transformation est
irréversible si Sgp > 0J - K1,

Propriété : Transformation isotherme QS d’un gaz parfait}

N

On considére un gaz parfait passant d’un état initial ¢ (77 = 0, Py, V) a un état final f (Tr = Ty, Pr, VF) de maniére
quasi statique au contact d’'un thermostat de température T.,; = Tp. La transformation est alors isotherme et on a
I’expression de I’entropie molaire qui nous donne :

nR TF V VF
AS;;=nxAS,, = In 1 In
Simp=nx A8 -1 <T1>+ RH<VI) nht (Vl>

On applique le premier principe :

On considére alors la premiére loi de Joule qui donne dU = nCYy,,,dT = 0 car la transformation est isotherme, donc :

%2 Ve V
Q=-W-= PoydV — Q= PdV =nRIyln ( )
Vi Vi Vi
f 5Q
On peut alors calculer Sge, = T 5Q = — avec Texy = Tp la température du thermostat :
i emt '
Vi
Sech = nR1
h=—T"n n < VI )

On applique maintenant le second principe :

ASz—>f = Séch + Scr — Scr = ASz—>f - Séch =0

. J

/_[Propriété : Transformation isochore et monotherme d’un gaz parfait}

N

On considére un gaz parfait passant d’un état initial ¢ (77, Pr, Vi = V) a un état final f (Tr, Pr, VF = Vp) en le mettant
en contact avec un thermostat de température T, = Tr. On a 'expression de I’entropie molaire qui nous donne :

Asi%f =

nR (™ dT  nR 1 e
- n-—=
v—1 T vy—1 17
On applique le premier principe :

f
AUiﬁf:Q—i—WcarW:/ — P dY
R

On considére alors la premiére loi de Joule qui donne dU = nCly,,,dT" avec Cy,, = 1= Cte, donc :
5 —

Q= (Tr —Tr)
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e T et

s 1 f
On peut alors calculer Sgen, = / @ = — / 0Q = Q avec Texy = Tr la température du thermostat :
i Temt TF i TF

- nR T]
SéChW—l(l TF)

On applique maintenant le second principe : T T T T

Aszﬁf = Séch + Scr
Scr = ASz—>f - Séch
nR ! Tr nR <1 B T[>

=1 T -1\ Tx

On a alors :

nRk T[ T]

1 1 1 1
I 0 1 2 3 4 5

avec r = —

TF TI
L’entropie créée est positive pour Tr # Ty, on a donc T
affaire & une transformation irréversible. F

Propriété : Transformation isobare et monotherme d’un gaz parfait]

N

On considére un gaz parfait passant d’un état initial ¢ (T7, P = Py, Vi) & un état final f (Tr, Pr = Py, VF) en le
mettant en contact avec un thermostat de température T,.,; = Tr. On a alors la deuxiéme identité thermodynamique
qui devient :

dH
dH =TdS +VdF — dS = T avec dH = nCp,,dT et Cp,, = LRI
v —
On obtient alors S(Te) .
R dT F R dT R T
as =2 —:>A5Hf=/ ds =2 S LN Tt
y—1T S(T1) y=1Jr, T -1 T
On applique le premier principe :
AHi,;=Q+ W car W, =0J
On considére alors la deuxiéme loi de Joule qui donne dH = nCp,,dT avec Cp,, = LRl = (%, donc :
v —
nyR
= Trp — 1T,
Q= 5 (Tr — 1)

75Q _ @
Text B Text

avec Teyxy = Tr la température du thermostat :

Séch = nPYR (]- - E)
v—1

On peut alors calculer Sge, = /
i

On applique maintenant le second principe :

ASi .y = Ssch + Ser = Ser = ASip — Ssen = P In = —

—1 T[ vy — 1 TF
n’yR T] TI
On a alors : Screee:’yl(ﬂ_l_lnﬂn
L’entropie créée est positive pour Tr # Ty, on a donc affaire a une transformation irréversible.
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Thermodynamique 5 : Machines thermiques

1 Introduction aux machines thermiques

Definition : Machine thermique}

Dispositif dans lequel un systéme fluide subit une succession de transformations qui forment un cycle permettant une

conversion continue d’énergie.

Au cours d’un cycle, le systéme fluide échange de 1’énergie sous forme de travail avec la milieu extérieur et de transferts
thermiques avec des thermostats.

A

Propriété : Machine motrice/réceptrice}

Le systéme fluide échange regoit un travail W mécanique de I'extérieur au cours du cycle :
e W <0 : Le fluide fournit un travail & I'extérieur au cours du cycle, la machine est alors motrice;

e W > 0 : Le fluide recoit un travail de 'extérieur au cours du cycle, la machine est alors réceptrice (machines
frigorifiques, pompes & chaleur).

" J

Propriété : Interprétation graphique du diagramme de Clapeyron}

On peut connaitre le signe du travail & partir du sens de parcourt du cycle dans le diagramme de Clapeyron :

Sens récepteur : Trigonométrique Sens moteur : Horaire
P E1l P E1l
E2 E3 E2 E3
\%4 \%4
,_[Deﬁnition : Machine monotherme] 8

Une machine thermique monotherme est composée d’un fluide en contact avec un unique thermostat de température Tj,

au cours du cycle on représente :
1% Q
e <~

On cherche a connaitre les propriétés d’une telle machine (W > 0 ou W < 0).

. J

Systéme mécanique Thermostat (Tp)

Propriété : Les principes appliqué 4 une machine monotherme]

On applique le premier principe sur le cycle de cette machine :
AUcyete =W +Q=0=W = -Q

On applique le second principe sur le cycle de cette machine :

Q
AScycle = Sech + Scr = ? + Scr - Q = _TOSC’I‘ <0
0
On a alors un transfert thermique du systéme vers le thermostat, ainsi que W > 0.
Une machine monotherme est donc forcément réceptrice, et fournit un transfert thermique vers I'extérieur, ¢’est unique-
ment le cas pour un chauffage...

Si on souhaite obtenir un autre type de machine thermique on a forcément besoin d’au moins deux thermostats.

. J

Propriété : Sens des échanges d’une machine monotherme]

N

En utilisant les deux principes de la thermodynamique on peut alors déduire les signes des termes d’échanges et tracer

le diagramme :
ud <
- > - >

221

Systéme mécanique Thermostat (Tp)




Lycée Jean Bart MPSI 2024-2025

2 Les moteurs dithermes

Definition : Moteur thermique ditherme}

On considére un fluide qui regoit un transfert thermique de la part de 2 thermostats :
e Un thermostat chaud de température T, ;
e Un thermostat froid de température Ty < T¢;
Par définition :
e Le moteur consomme un transfert thermique de la part de la source chaude Q. > 0 (combustion du carburant).

e Le moteur fourni un travail mécanique vers I'extérieur W < 0.

Thermostat froid (T)

iQf<0

>0
Systéme mécanique w<9 <Q_ Thermostat chaud (7},)

. J

/_(Propriété : application du premier principe}

On applique le premier principe au fluide dans la machine thermique durant un cycle :

AUcycle:W+Q:W+Q0+Qf:O:>WZ_(Qf+Qc)<0

(. J

Propriété : application du second principe}

On applique le second principe au fluide dans la machine thermique durant un cycle :

Qc Qf QC Qf
xe 4 xJ = xe 4 x <
T0+Tf+5”" 0=>TC+Tf\O

AScycle = Oech T Scr =
Cette inégalité est appelée inégalité de Clausius. Elle devient une égalité si le cycle est parfaitement réversible, on a alors
Ser = 0.

(. J

N

Propriété : Sens des échanges d’un moteur ditherme}

Comme la machine doit étre motrice on impose que W < 0. Le transfert thermique @ sur le cycle est séparé en deux
étapes (les deux thermostats) et on a :

Q=Qc+Qravec Q. >0et Qf <0

Thermostat froid (')

fal

. Wi Q. >0
Systéme mécanique | «—— <—— | Thermostat chaud (T)

. J

/_(Deﬁnition : Rendement moteur} .

On définit le rendement d’un moteur ditherme par :

W W Qe+

B ‘ Energie utile

Energie couteuse Qe Qc Qe
On obtient alors : n =1+ %
T T¢Ser
En utilisant le second principe on obtient : n =1 — ?f — {Q—
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,_[Théoréme de Carnot]

Si on considére un cycle totalement réversible on a :

Q. Qf Qf Tf
TC + Tf Qc TC
On obtient alors pour le rendement :
Qr Ty
n=1+——=—<1-=+<1
QC TC
) . . . Ty
Dans le cas d’un cycle totalement réversible, le rendement est maximum et vaut le rendement de carnot n, =1 — T
c

/_[Propriété : Cycle moteur de Carnot]

On construit un cycle moteur ditherme réversible & I'aide de :

¢ 2 transformations isothermes QS de températures T et Tt ;

o 2 transformations adiabatiques réversibles pour passer de Ty & T, puis de T & T¥.
On trace dans le diagramme (P, V) :
\ P

0

[Exemple : Modélisation du moteur a explosion]

On considére un gaz parfait au cours d’un cycle de moteur & explosion. On modélise le cycle de la maniére suivante :
P D

A

e ADB admission isobare;

BC compression adiabatique supposée réversible ;

CD explosion isochore ; C

DE détente adiabatique supposée réversible ;

E B échappement isochore ;

BA échappement isobare ;

4 er
Qch Qch

On calcule Qch = AUCD = O\/(TD — Tc) et Qf,« = AUEB = Cv(TB — TE)
On applique la loi de Laplace aux transformations BC' et DE et on obtient :

~—1 -1 y—1
TC:TB (Vmaz) ot TD:TE <Vmax) :>77_1<Vmam>

min min szn

Soit le rendement 1 = d’aprés le premier principe.

[Remarque : Ordres de grandeur}

Moteur & essence : 35%;
Moteur Diesel : 45% ;

Centrale électrique nucléaire : 30% a 40%, environ 10% de la production mondiale d’électricité ;

Centrale a gaz : 60%, environ 20% de la production mondiale d’électriciteé.

Centrale a charbon : 40%, environ 40% de la production mondiale d’électricité.
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Definition : Cogénération}

Dans une centrale électrique, on peut se servir du transfert thermique vers la source froide pour un autre usage, comme
par exemple un systéme de chauffage, la production d’eau chaude, ou un procédé industriel nécessitant un transfert
thermique.

3 Les machines frigorifiques dithermes

,_(Deﬁnition : Machine frigorifique ditherme}

On considére un dispositif dont le fluide parcours un cycle au cours duquel :
e il recoit un travail mécanique W > 0 (récepteur) ;

e il recoit un transfert thermique @y > 0 de la part de la source froide qu’on cherche a refroidir.

Thermostat froid (T)

l,Qf>0

<0
Systéme mécanique w>9 <Q_ Thermostat chaud (7},)

. J

/_[Propriété : Sens des échanges d’une machine frigorifique ditherme}

N

Comme la machine doit étre réceptrice on impose que W > 0. Le transfert thermique @ sur le cycle est séparé en deux
étapes (les deux thermostats). Le but est de refroidir la source froide donc Q; > 0 :

Q=Qc+Qravec Q. <0et Qf >0

Thermostat froid (7')

i‘Qf>0

Q
Systéme mécanique M M) Thermostat chaud (T)

(. J

Definition : Efficacité d’une machine frigoriﬁque}

Le but d’une machine frigorifique est de produire du froid. On définit alors 'efficacité de la machine par :

Energie utile Qy Qy
Cfrigo = | = N = Txr — A . A
Energie couteuse W Qf + Q.
. 1
On obtient alors : efpigo = — = %
f
1
En utilisant le second principe on obtient : efrigo = 77— —
e __ 1 + cPer
Ty Qs
,_(Théoréme de Carnot} .
T

Si on considére un cycle totalement réversible on a : & + @ =0= & =1

T Tf Qc T

. 1 Ty , L
On obtient alors pour le rendement : €frigo = — o) < Dans le cas d’un cycle totalement réversible,
1+ge  Te—Ty
! T
Pefficacité est maximale et vaut 'efficacité de carnot efrigo,c = T ! T
c— 4f

4 Les pompes a chaleur dithermes

Definition : Pompe a chaleur ditherme}

On considére une machine parcourut par un fluide qui subit un cycle thermodynamique au cours duquel :
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e le fluide regoit un travail W > 0 (récepteur) ;

e le fluide fournit un transfert thermique vers la source chaude Q. < 0 pour réchauffer la source chaude.

Thermostat froid (7')

i‘Qf>O

<0
Systéme mécanique W_>9 <Qc_ Thermostat chaud (T)

. J

Propriété : Sens des échanges d’une pompe a chaleur ditherme}

N

Comme la machine doit étre réceptrice on impose que W > 0. Le transfert thermique @ sur le cycle est séparé en deux
étapes (les deux thermostats). On souhaite réchauffer la source chaude donc Q. < 0 :

Q=Qc.+Qravec Q. <0et Qf >0

Thermostat froid (T)

l,Qf>0

Qe
Systéme mécanique W_>9 u) Thermostat chaud (7.)

. J

/_(Deﬁnition : Efficacité d’une pompe a chaleur}

Le but d’une pompe & chaleur est de produire du chaud. On définit alors I'efficacité de la machine par :

Rl @ Q.

Energie utile

€pac = ‘

Energie couteuse W W Qr+Q.
. 1
On obtient alors : ey = T
. - . ) B 1
En utilisant le second principe on obtient : epq. = T, 15,
- TC - QC
,_(Théoréme de Carnot) N
Si on considére un cycle totalement réversible on a :
T
Qe @y _ @ __Tr
Tc Tf Qc Tc
On obtient alors pour le rendement :
1 < T,
Epac = <
pac 1 + %L Tc _ Tf
, ) . , " . , . T
Dans le cas d'un cycle totalement réversible, l'efficacité est maximale et vaut 'efficacité de carnot epge.c = T T,
c— 4f

/_(Remarque : Ordres de grandeur}

e Congélateur domestique : e = 2;

Réfrigérateur domestique : e = 8;

Pompe & chaleur : e =3 a 5;

e Norme pompe a chaleur classe A : e > 3,65
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