Lycée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 18 — DL ET EQUIVALENTS — CORRIGE

EXERCICE 1. — Déterminer le développement limité & l'ordre n en a des expressions suivantes :
1/ f(x) =2e™" (avec a =0 et n = 4).

On commence par écrire le DL a lordre 4 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :

22 23 gt
—1+x+—+f+f+xs() avec lim e(z) =0
2' 4' x—0
Puis on effectue le changement de variable X = —z pour obtenir *
2 3 4
x x x .
—I*IJra*erIer&() avecili%s(x)fo
ot
Pour finir : ze™* =z — 2% + = — = + 2'¢(2) avec lim e(z) =0
2' 3' x—0

2/ f(z) =e*" (avec a =0 et n = 8).

On commence par écrire le DL a I'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
72
—1+x+—+§+x5() avecgg%e(x)zo
Puis on effectue le changement de variable X = 2 pour obtenir ' :
3 JUG 8 .
e’ =143+ = + 2%(x) avec lim e(z) =0
21 z—0

3/ f(z)=(1+2)%? (avec a = 0 et n = 2).

Il suffit d’écrire le DL a lordre 2 en 0 de la fonction  — (1 + z)* (formulaire), avec o = 3/2 :

()
22 1)
(42 =14 204 222

1+ 2% + + 2%¢(x) avec lim e(z) =0

2 x—0

Soit : (14 x)3/2 =1+ §m + §x2 + z?e(z) avec lim e(z) =0
2 4 z—0

4/f(x):ln<1+z2> (avec a =0 et n = 3).

1+x
Ona: f(z) =In(1+2?) —In(l+ ).

Le DL a l'ordre 3 en 0 de In(1 + z) est donné par le formulaire :

2 a3 3
ln(l—&-x):x—?—i—?—i—xa(x) avecili%s(a?):()
Pour obtenir le DL & Pordre 3 en 0 de In(1 + 22), on effectue le changement de variable X = 22 dans le précédent, pour
obtenir ¥ :
In(1+ 22) = 22 + 23¢(x) avec lim e(z) =0
z—0
1 2 3 2 3
On en déduit que : In < 1—:_3; ) =—x+ % - % + 2e(z) avec }1_%5(@ =0
In (1
5/f(a:):w (avec a =0 et n = 3).
On écrit d’abord : f (z) =In(1 + z) x
D’aprés le formulaire, on a :
z? 23 -
In(l+2)=20— "+ % + 23 avec lim e(z) =0
2 3 x—0
et
1
—— =1+ax+2?+ 2%+ 2%(2) avec lim e(z) =0
1—= z—0

*. Légitimement car lim (—z) = 0.
x—0

t. Légitimement car lim z° = 0.
x—0

1. Légitimement car lim 2 = 0.
z—0
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Puis on applique la régle permettant d’obtenir le DL d’un produit de fonctions : on effectue le produit des parties réguliéres,
en tronquant a U'ordre 3, cad en ne tenant pas compte des puissances de x supérieures ou égales & 4, ce qui donne la ligne
ci-dessous.

2 3
_ 2 3 x z 3 . -
In(1+2)x — =(l4+z+az +x)<x—2+3)+x€(x) avec}rli%e(x)—()
D’ou :
1 2 a3 , a° 3 3 .
1n(1+x)x1_m7177+§+x ,7+x + z°e(x) avec:ll_r)%e(x)—()
2 xd
Soit finalement : In (1 + x) x T, =% + 5 + 5 + z’e(x) avec aljli%e(x) = 0.

1/ f(z)= el=? (avec a =0 et n = 6).
Attention : on ne peut pas directement poser X = 1 — 22 dans le DL de 'exponentielle, puisque lir% 1—22#0.
xr—

2 2
Pour contourner le probléme, on observe que : e! ™% =e x e

Puis on écrit le DL a 'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
2 3

—1+x—|—£—|—£—|—xe() avec lim e(z) =0
3! z—0
On effectue ensuite le changement de variable X = —2 pour obtenir® :
R
=1 a2 +§—§+x5() avecilg%)s(a:):O
. |2 ext exf )
Finalement : e'=%" = e —ex? + — — —— + 2%(x) avec lim e(z) =0
2' 3' x—0

7/ f(x)=(1—1z)e®* (avec a =0 et n = 3).

On écrit le DL a l'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
2 3
—1+x—|—$——|———|—x5() avec lim e(z) =0

3' r—0

On effectue ensuite le changement de variable X = 2z pour obtenir ¥ :

423 .
T =1+2r+22%+ — 3 + 23¢(z) avec lim e(z) =0

x—0

Puis on multiplie la partie réguliére de ce DL par (1 — ), en ne tenant pas compte des puissances de x supérieures ou
égales & 4 :
4 3
(1 —z)e*® =142z + 222 + % —x — 2% — 223 + 23¢(x) avec lin}) e(x)=0

Tr—r

2 3
Finalement : (1 —2)e*® =1+ 2 — % + z%¢(2) avec lirr%) e(x) =0
—

8/ f(x) =e"? (avec a =0 et n = 4).
D’aprés le formulaire :
3

— T - —
sh () =2+ 5 + ze(x) avec 01311%5(:1:)—0
et
22 3 gt
—1+x+?+?+ﬂ+x€() aveclljii%a(x)zo

3
par des “x + E " (partie réguliére du DL de sh (x)). Alors :

23\ ? 23\ ° 23\*
e o 5) 2 F) 5) .
S =14+ (z+ < + + + + z%e(x) avec lim e(z) =0

“ ”

Puis, dans le DL de e*, on remplace tous les

2 6 24 z—0

§. Légitimement cette fois-ci car lim —z2 = 0.
z—0

q. Légitimement car lim 2z = 0.
z—0
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Donc :
23 2 4 3 4
bh(””)—l—i—ac—&—?—&—%—&—%—i—%—i—ﬁ—i—x e(x) avecalcii%e(m):()
z? 23 bt
Finalement : e“h(’”)—l—l—x—&-?—&—?—&—ﬂ—i—x e(x) avec iig%)s(x):O

9/ f(x) =eVTH (avec a = 0 et n = 2).

2
D’apres le formulaire : V1 +xz =1+ g T z%e(x) avec lir% e(x) =0.

8 z—

2 2
Dot : eV = exp (1 + g - % + x%(w)) =e X exp <§ - % + :E25(x))

Or :

D’ot :
2
exp (g —x8+a325(a:)> = 1+g—

Finalement : eV1t% =1 + g +a%e(z)  avec lim e(z) =0

x—0

10/ f(x) =vV1+ V142 (avec a =0 et n = 2).

2
On a (formulaire) : V1 +2z =1+ g -2 z%e(2) avec lim e(z) = 0.

8 z—0

2
Ainsi : \/1+V1+2 1+x:\/2+m—x+x25(m) avec lim e(z) =0

x—0
V1+V1+x 1+x—f\/1++x5() aveclir%s(:z:):O
T—

r oz

Arrivé a cet endroit, on effectue un nouveau changement de variable, en posant X = 1 16
X X2 2
Puisque : vV14+ X =1+ 5 3 + X%e(X) et que lin%)z - % =0, on en déduit :
T—

r oz’ fﬁﬁ ’
4 16 4 16 9 .
VIitVitor=v2[1+ 5 + z7e(x) avec lim e(x) =0

8 x—0

2 2
Donc:\/1+\/1+x—ﬂ[1+§§2f2ég] + x%e(z) aveciii%s(z)zo

Finalement : /1 + 1—|—m—\[{ —&—x—}—i—x e(x) avec lim e(z) =0

x—0

EXERCICE 2. — (DL, équivalents et limites). On peut lever des indéterminations en effectuant un DL en 0 & un
ordre judicieusement choisi.

: . B 1
Exemples : lim sin(x) =1 (DL alordre 1 en 0 de sin); lim sin(@) -« = —— (DL a lordre 3 en 0 de sin)
z—0 z—0 3 6
arctan (z)
VT e

_arctan (z)

t 1
On a : arctan (z) ~¢ . D’ou arctan (z)

1 . .
~g —. Par suite : lim ——= = —.
3x 3 z—0 3x 3
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In ((1+ ) (1 + 2z))

2,
Pour tout réel z >0, ona: In((1+z)(1+2z)) =In(1+ z) + In(1 + 2x).
Dot :In((1+x) (14 2x)) =+ o(z) + 2z + o(x) soit In((1+2)(142x)) =3z+o(x)

In((1+ ) (1+ 2z))

En particulier : In ((1 + z) (1 + 2x)) ~o 3z. D’ou : ~0 3.
x
In ((1 1+2
Par suite : lim n(@+o) (1 +2)) =3.
z—0 xT
. sin(x)
3/ 1
/ zglo 2 4+ 22
i 1 i 1
D’une part : sin(z) ~¢ z, et d’autre part : 22 + 2z ~q 2. D’oil : ;eria;)m ~o 5 Par suite : 3ll_r)% % =35
1 1
4/ lim —- — —5—
/ +0 72 tan?(z)
Ecrivons un DL & Pordre 4 en 0 de tan?(x).
s . ® 4 : 2 o, 227 4
D’aprés le formulaire : tan(x) = x + 3 + o(z"). Par suite : tan®(x) = 2% + =3 + o(z*)
1 1 1 1 1 1
On en déduit que : — — —5— = — — 1 == |l-—F (W)
2 tan®(z) a? 2 4 X2 2z 5
I2+T+0(Z‘) 1+T+0(x)
. . . 1
Par ailleurs, d’aprés le formulaire encore : Trx 1-X+o(X).
L. 1 222 9 . 1 222 9
On en déduit que : 52 =1—T+0(1‘).D’0u:1—22—:T+0(m) ().
x x
1+ = +o(z?) 14+ 2 +o(z?)
3 3
1 1 1 222 1 1 2
D’apré |- ——|~ = x—. Donc: lim - —s— ==
aprés (@) et (db) Lz tanQ(x)} 03 X3 onc : lim — (@ 3

1
5/ mgr-{-loo (22 — 2+ 1) sin (71- x2>

1
D’une part, puisque sin(X) ~¢g X et lim —— =0,ona:
T—+o0 T T

. 1 1
sin 2 | Yx—=+4oo o
XX X

D’autre part : 222 — x4+ 1 ~ o, 222

‘ -

1
On en déduit que : (222 — z 4 1) sin < > ~ oo 287 X —.
T

T x?

1 2
D’ou : zglfoo (2x2 —x+ 1) sin <7r3:2) =
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lim 3Vn+ Yn+n

n—+oo 2¢/n+In(n+ 1) +e™

Puisque /n = 0400(n), on a: /n 4+ /N ~jo0 I/n.

Et comme : ¢/n =045 (v/n),0n a: 3y/n+ Y/n+n~i 3/n (W).

Par ailleurs, puisque : In(n+ 1)+ e ™ =010 (v/n),ona: 2y/n+In(n+1)+e " ~ 1 2¢/n ().
3

Doapres (#) ct (&) : 3vVn+ n++/n 3vn

6/

"2yn+In(n+1)+en e 2\/n’
3vVn+ yn++/n 3

Ainsi : 1i =_.
et e 2yn+In(n+1)+e ™ 2

7/ lim wavec0<a<:
z—a  sin(x —a) 2

Le premier réflexe ici est de faire un retour a 1’origine, cad un changement de variable permettant de se ramener a
un calcul de limite en 0. On pose donc :

X=z—-a (donc x = X + a)

Moyennant ce changement de variable, I’énoncé de ’exo se réécrit :

i ST (x) — sin (a) — iy B (X + a) — sin (a)
e—a  sin(z — a) X0 sin (X)

On a déja : sin (X) ~¢ X (&)
Par ailleurs :

sin (X + a) — sin (a) = sin(X) cos(a) + sin(a) cos(X) — sin(a) = sin(X) cos(a) + sin(a) (cos(X) — 1)

On en déduit que : sin (X + a) — sin (a) ~g sin(X) cos(a).
Dot : sin (X + a) — sin (a) ~o X cos(a) (&)

sin (X + a) — sin (a)
sin (X)

sin (x) — sin (a)

D’aprés (M) et () : ~p cos(a). Par suite : wlgna Sin (2 — a) = cos(a)

% — a®

a
8/ lim ————— ol a est un réel > 0 arbitraire
z—ra 8in (z — a)

Comme dans la question précédente, on effectue un retour a 1’origine, en posant :

X=z—-a (donc z = X +a)

Moyennant ce changement de variable, I’énoncé de ’exo se réécrit :

. x*—a” . (X +a) —aXte
lim —_— = lim .
e—asin (z —a) X—0 sin (X)

On a déja : sin (X) ~o X (#)
Par ailleurs, en prévoyant quelques aspirines pour la route :
(X +a)? — aX+a = ealn(X+a) _ o(X+a)In(a)

— ot In(a(1+%)) _ oX In(a) galn(a)

— ot In(a)+aln(1+X) _ oX In(a) galn(a)

_ ealn(a) e In(1+X) oX In(a) galn(a)

— ealn(a) |:ea 11’1(1+%) — X ln(a)i|
— g0 In(a) [ea%—o—oo(X) — X ln(a):|

=@ [1 + X +09(X) — 1 — X In(a) — og(x)]
= ¢*10() [X (1 — In(a)) + oo(z)]
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Ainsi : (X 4+a)® —aXT® ~g a®X (1 — In(a)) ()

a _  X+a
Diapres (&) ct (&) : 50 %5l

x

~p a®(1 —1n(a)).

Par suite : wlg}na % =a“(1 —1In(a))

EXERCICE 3. — (Tangentes et positions relatives) Soit f une fonction définie au voisinage de 0, ayant comme
DL: f(z) =ao+aiz+---+ a2z +o(z™). Alors € admet une tangente T au point d’abscisse 0 d’équation y = ag + a1 .
La position relative de ¢ et de T est donnée au voisinage de 0 par le signe du premier terme non nul de degré > 2
A vous de jouer : dans chacun des cas suivants, déterminer ’équation de la tangente T' & € au point d’abcisse 0, et
préciser la position relative de € et de 1" au voisinage de 0 :

1/ f(2) = (2 + 1)e”

2
Soit z un réel. On a : f(x) = 2z + 1) (1 +z+ % + 0(962)).

2 2

5
D’oﬂ:f(ac):2m+1+2x2+x+%+0(:r2):1+3x+%+0(x2).

On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = 1+ 3z; au
voisinage de 0, € est située au-dessus de cette tangente (signe de 5z2/2).

sin(z)
2 =
/) = T
Soit = un réel tel que |z| < 1. On a: f(z) = sin(z) x 1_’1_ .
x

Ainsi : f(z) = (z+ o(2?)) x (1 — 2+ 2? + o(z?)). Donc : f(x) = x — 2% + o(x?).

On en déduit que la courbe représentative ¢ admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = x; au voisinage
de 0, 6 est située en-dessous de cette tangente (signe de —z?).

3/ fl)=In(1+z+a?)VI+2z
Soit z un réel tel que |z| < 1/2.

2
D’une part : /1 + 2z = (1—1—21‘)1/2 =1+x-— % + o(z?)

(o +22)° 2

D’autre part : In (14 2 + 2?) = (z + 2?) — 5 +o(z?) =2+ 5 + o(z?)

2

Donc : f(z) = <1+xm22> <x+$;>+o(m2)—x+m2+x2+o(x2)

2
Soit : f(z) =ax+ 3% + o(2?)

On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = x; au voisinage
de 0, € est située au-dessus de cette tangente (signe de 3z2/2).

EXERCICE 4. — (DL et asymptotes) Par le biais du changement de variable “X = 1/2” dans les DL usuels, on
peut obtenir des “DL en +o0”, appelés développements asymptotiques, permettant d’obtenir entre autres des équations
d’asymptotes et des positions relatives au voisinage de +oo.

1 3 1
Par exemple : Vo c R}, Va2 + oz +1=2+ 3 + % +o0 () On en déduit que la courbe représentant x — vx2 + x + 1
x x

admet en +o0o une asymptote d’équation y = = + 1/2, et que 6 est au-dessus de celle-ci au voisinage de +oc.

A vous de jouer ; dans chacun des cas suivants, déterminer I’équation de I'asymptote a € en 400, et préciser la position
relative de € et de son asymptote :
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1/ f(z) =22l <1+i>

Soit x un réel strictement positif.

1 1 1 1 1
Ona:In(l+-)==-—-—+-— o | =
na n< +x> x 2x2+3x3+0+ (x?’)

1 1 1 1
Dou:a?In(1+~-)=2— =+ —+0100 | —
o n( x) Ty T T <x>

1
On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une asymptote en +o0o d’équation y = x — 3 ; au voisinage de

1
+00, € est située au-dessus de cette asymptote (signe de 3—)
x

2/ f(z)=va2+2z+2

Soit x un réel strictement positif.

2 2
Ona:vz2+2x+2=2xa I+ —-+—.
V T
2 2 <2+2 ’
[T 2 2 e o a2 1

—1r2e 2ot Lo Ly :
x  x2 22 x Otoo 2

2 2 1 1 1
=1+ -+ 5 =1+-F+ 5 +04x | 3
T x x x x

On en déduit que :

1 1
\/x2+2x—|—2:m+1—|—2—+0+m <>
T 2x

Subséquemment, la courbe représentative 6y admet une asymptote en +o0o d’équation y = = + 1; au voisinage de

1
+00, € est située au-dessus de cette asymptote (signe de 2—)
x

1 1
EXERCICE 5. — 1/ Soit a un réel > 0. Justifier que : /™ =1+ = In(a) + o ()
n n
Pour tout entier naturel n non nul, on a : a!/™ = ew In(@),
. . 1 o 1 1 1
Puisque lim —In(a), on en déduit que : a*/™ =1+ — In(a) +o | = ).
n—4oo n n n

n 8
2/ (x) Etablir que : ngl-lﬁ-loo (3 V22 %) =3

Soit n un entier naturel non nul.
On a: (3(”/5— 2C/§)n = e"n(un) en ayant posé : u, = 32— 21/3.

D’aprés la question précédente :

un:?)(l—%—;ln(2)+0<i)>_2(1+;1n(3)+0<;>>

soit 1 =14 31n(2) ~2m(3) o (1) =1+ T (§) +o ()

n



8 MPSI — Développements limités et équivalents

1 8 1
On en déduit que : In(u,) =In (1 +—1In () +o <)>
n 9 n
1 8 1
p ite : In(u,) =—In|{ = = .
ar suite : In(uy,) . n<9>—|—o<n)
1
Donc : In(uy) ~ioo —
n

8 8
Donc : nln(uy,) ~4oo In (9) En particulier : lim nln(u,)=1In (9> Dot : lim e™n(un) — oin(3

n—-+o0o n—-+o0o

Finalement : lim (3 V2 -2 {L/g) f o §
n—r-+oo 9

EXERCICE 6. — (%) Soit n un entier naturel quelconque, et f la fonction définie sur | — 1;1[ par :
1
frx—1n ( + x)
11—z

Déterminer le développement limité a 'ordre 2n 4+ 2 en 0 de f.
Soit n un entier naturel quelconque, et 2 un réel de | —1;17[.

1+ 1
Ona.ln( 1_x> = §(ln(1—|—x)—ln(1—x)).
2n+2 2k 2n+2 ok
D’apres le formulaire : In(1 + z) = Z (71)’”1? + o0 (2*"?) et In(l —z)=— - + o (z°"2).
k=1 k=1

1 1
On en déduit que : In ( + x) =5

2n+2 . 1.I‘k 2n+2 $k ) )
(Z(—l) - = T ; k:) +o (2"

N 2n+2 k
Dot : In ( ! —HL) -1 Z (=D +1) % + o (22*?)

1—=x

1 n 2k+1
Donc : In < + x) x
1—2x

)
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EXERCICE 7. —

7) f($)=?+§x—\l/—8§x2+o(x2)

8) f(ac):1+ga:+2172+0(x2)

1 2 17
9) f(@)=a+ -2+ -2+ — 2" +0(a")

3 15 315
1
1 =2+ —x— — 2° 2
0) f(x) —|—12x 528 % + o (z?)
1
11) f(x)——x+gx2—§x3+o(x3)
1 5
12) f(x):x+§x2+6m3+o(x3)
e

14)f(x):1+x—3x3+o(x3)
15) f(x):e2+ezx—§x3—%x4+o(x4)
16) f(x):1+:c+%x2+%x3+%x4+0(x4)
17) f(x):e—i—gx—i—o(xQ)

2
18) f(x):ln2+a;ﬁx+(agﬂ) x2+0(9:2)
19) f(x):\/i—l—gx—%gﬂ—f—o(aﬁz)
20)f(:c):é —|—%x2—|—0(m2)
21) f(x) = =222 — T2 + o (2°)
22) f(m):x—%m2+%x3+o(x3)
23) f(x)——%x—l—%xQ—l—o(xB)
24)f(x)*é+%x2 + o0 (2%)
25) f(x):—é z® + o (z%)

31) f(x):7+§—7x Tk + o0 (2?)
32)f(x):\g§(1+x 5902 éx3+214x4> + o (z*)
33)f(x):1+%x4+0(x7)

34) f(x)zl—%x2+%x4+o(m5)

37) f(z) =142+ 2% +a* + 225 + 22° 4+ 327 + 0 (27)

39 1 (0) = v (1- 15 4*) +o (o)
3, 7, 6l

_1_° a4 6 7
39) f(z)=1 58 Tt g + o (z")
5 32 173
_ .2 2 a4 6 8 9
40) f(x) == 637 —&——4595 —25230 —|—0(ac)

41) f(x):l+%x4+o(x5)

1 11

42) f(x):e(1—2w+24x2)+0(x2)

43) f(x)ze(1+<x—1)+; (m—1)2> to((@—1?)

M) f@ =13 @-1+; @-1+o(w-1)°)

3
45) f(x)zl—i—% (x—l)—% (x—1)2+0<(x—1)2)
46) f@:):ui (;«-4)—& (9 +o((z—4?)
47) f(ac):—(x—w)—i—% (x—7r)3+0<(x—7r)4)

1) F@) =15 (@—n/2* +o((@—n/2°)
49) f(z) = —(x —7/2) —é ($—7T/2)3+0((.T—7T/2)4)

171 1
52) f (z) = w2+90$4+o<$5)
5) f0) = T4y @-w/3) - % (@ —7/3)* +
1% (@ —7/3)* + o ((z — 7/3)")

54) () = 1 +2(x —1/4) + 2 (x — 1/4)° +§($—7r/4)3 +
o((mfw/él)?’)
55) f(z)=1+(x— 7r/4)+% (z —7/4)% +o ((x 77r/4)2)
11 1 , 1
56) fl(x) = 3 Z($*2)+§(‘T*2) T
5(:0—2)4—&—0((13—2)4)

57) f(z) =z — 2%+ 2° + o (aF)

(x—2)° +



