MPSI — Avril 2025
CHAPITRE 22 — “L’ESSENTIEL” SUR LA DIMENSION
DES ESPACES VECTORIELS

PREAMBULE. Ce chapitre est le second volet du cours d’algebre linéaire de cette année : on y introduit
la notion cruciale de dimension d’un espace vectoriel, dont on étudie quelques propriétés.
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Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel, avec K =R ou C. Dorénavant, on pourra noter v au
liew de ¥ un élément de E.

1. FAMILLES LIBRES ET BASES D’UN ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 1 - Deux vecteurs u et v d’'un K-espace vectoriel E sont colinéaires s’il existe un
scalaire A tel que u = Av, ou s’il existe un scalaire A tel que v = Au.

PROPRIETE 1 - Deux vecteurs u et v non nuls d’un K-espace vectoriel F sont colinéaires SSI il existe
(o, B) € K2, avec (o, B) # (0,0) tels que au + fv = 0.

Remarque. A l'opposé, u et v sont non colinéaires si et seulement si la relation au + fv = O implique
a=0et §=0.

DEFINITION 2 - Soit n un entier naturel non nul.

n vecteurs vq,..., v, d'un K-ev E sont linéairement indépendants si :

[Z Aiv; = OE] = Vie[Lin], \i =0] (avec (A1,...,A\n) € K™)
i=1

Remarque. La définition fournit une méthode pour prouver que n vecteurs vy,..., v, d'un K-ev E sont
linéairement indépendants. Explicitement, on suppose qu’il existe n scalaires A1,..., A, tels que A\jv; +
<+ \v, = 0g, et on établit que cette égalité n’est satisfaite que lorsque tous les \; sont nuls.

Exemples. Deux vecteurs sont linéairement indépendants SSI ils sont non colinéaires.

Si n (avec n > 3) vecteurs sont linéairement indépendants alors ils sont deux & deux non colinéaires.
ATTENTION : la réciproque de cette derniére affirmation est FAUSSE. Dans R?, les trois vecteurs u (1, 0),
v(0,1) et w(1,1) sont deux a deux non colinéaires ; mais u, v et w ne sont pas linéairement indépendants
puisque w = u + v.
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DEFINITION 3 - Soient vq,..., v, n vecteurs d'un K-ev E.

La famille .# = (v;) ie[in] €St libre si les vecteurs vyq,..., v, sont linéairement indépendants; dans le
cas contraire on dit que .# est liée.

PROPRIETE 2 - Soient vq,..., v, n vecteurs d’'un K-ev F.
La famille # = (v;)

ic[1:n] €5t liée SSLil existe un entier i € [ 1,n | tel que : v; € Vect (v1, ..., 0;,...,0n).

Exemples :

» soit v un vecteur de E. La famille .# = (v) est libre SSI v # Op.
» dans R?, la famille .# = (vy,v9) est libre SSI det (vy, v2) # 0.

» dans R? : la famille .7 = (u(1,2,3),v(4,5,6),w(7,8,9)) est liée puisque w = 2v —u. Et la famille
. —
G = (v1,vy) est libre SST v; Avg # 0

» dans Ky [X], la famille # = (1, X, X?) est (trés clairement) libre.
La famille ¥ = (X —1)(X —2),X (X —2),X (X —1)) est (un peu moins clairement) libre,
puisque les 3 polynomes qui la constituent sont (a des constantes multiplicatives prés) les polynémes
d’interpolation de Lagrange de degré 2 associés aux valeurs 0, 1 et 2.

» dans K[X], on considére n polynémes P,..., P, non nuls.

On suppose que : deg (P;) < deg (P,) < --- < deg (P,). Alors la famille # = (Py,--- , P,) est libre
(toute famille échelonnée de polyndmes est libre).

10 0 1 0 0 0 0
. B :
» dans M, (K), la famille .7 = ( 00 ), ( 00 ),( 10 ), < 01 ) est libre.

. ~ . .
g g g g

FE11 FEi2 FEo1 Eao

» dans ¢° (R,R), la famille .# = (ch, sh, exp) est liée puisque exp = ch + sh; mais la famille 4 =
(ch,sh) est libre.

’DEFINITION 4 - Une base d'un espace vectoriel E est une famille génératrice et libre de E.

Exemples :

» la famille .# = (e1(1,0); e2(0,1)) est une base de R?, appelée base canonique de R?. Définitions
analogues pour les bases canoniques de R3, R" et K",

» la famille # = (F11, E1a, Ea1, Ea2) est la base canonique de M, (K).

» la famille . = (1, X, X?) est une base de K,[X], appelée base canonique de K,[X]; plus
généralement, la famille (1, X, ..., X™) est la base canonique de K, [X].

La famille ¥ = (X — 1) (X —2), X (X —2),X (X — 1)) est une autre base de Ky[X].
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2. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

2.1. Dimension.

DEFINITION 5 - On appelle K-espace vectoriel de dimension finie un K-espace vectoriel E
ayant une famille génératrice finie.

Exemples : R, R? R", K", M, (K), K, [X] sont des espaces vectoriels de dimension finie.
En revanche, K[X] et €° (R, R) (entre autres exemples) ne sont pas des espaces vectoriels de dimension
finie.

La notion de dimension repose essentiellement sur les deux lemmes suivants.

LEMME 1 - Soit F un K-ev.

1/ Toute famille de vecteurs de E contenue dans une famille libre est libre.

2/ Toute famille de vecteurs de E contenant une famille génératrice est génératrice.

LEMME 2 - Dans un espace vectoriel £ engendré par n vecteurs, le cardinal d’une famille libre est
majoré par n.

Remarque. Une formulation équivalente de ce lemme est : dans un espace vectoriel £ engendré par n
vecteurs, toute famille de cardinal strictement plus grand que n est liée.

THEOREME 1 - Dans un espace vectoriel (non nul) de dimension finie, toutes les bases ont le méme
cardinal.

Le théoréeme rend légitime la définition suivante :

DEFINITION 6 - Soit £ un K-espace vectoriel (non nul) de dimension finie.

On appelle dimension de E le cardinal d’une quelconque de ses bases (par convention, la dimension
de 'espace vectoriel nul est zéro).

Notation. La dimension du K-ev est notée dimg F, ou dim F s’il n’y a pas d’ambiguité sur K.

Exemples :

» dimR® =3; dimg K" =n; dimR,[X] =n+1; dimM,, (R) =n xp;...

n(n+1)
2

n(n—1)

» dim M, (R) =n?; dim.%, (R) = 5

; dim o7, (R) =

» Un exemple “plus torturé” : dime¢ C = 1 mais dimg C = 2. En effet, une base du C-ev C est (1),
mais une base du R-ev C est (1,7). “Dans le méme style” : dimc C3[X] = 4 mais dimg C3[X]| = 8.
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2.2. Théoréme de la base extraite.

THEOREME 2 - (“De la base extraite”). De toute famille génératrice on peut extraire une base.

Plus explicitement : si (vy, - -+ ,v,) est une famille génératrice d'un K-espace vectoriel non nul £, alors
il existe un entier p € 1;n | tel que (vy, - -+ ,v,) soit une base de £ (quitte & renuméroter les vecteurs).

COROLLAIRE 1 - Tout espace vectoriel (non nul) de dimension finie admet une base.

COROLLAIRE 2 - Soit £ un K-ev non nul de dimension finie n.

1/ Toute famille génératrice de E posséde au moins n éléments.

2/ Toute famille génératrice de E de cardinal n est une base.

2.3. Théoréme de la base incompléte.

THEOREME 3 - (De la base incompléte). Soit F un K-ev non nul de dimension finie n. Soient
encore :

> F = (v1, -+ ,v,) (avec p < n) une famille libre de E';

> et B = (wy, - ,w,) une base de E.

Alors il existe (n — p) vecteurs wy,. . ., wy,—, (quitte & renumeéroter les vecteurs) de # tels que la famille
F = (V1,...,0p,V1,...,0,_p) est une base de E.

Interprétation. C’est le théoréme de la base extraite “a I'envers”; I’énoncé ci-dessus signifie que toute
famille libre .# peut-étre complétée en une base de E. Encore plus précisément, les vecteurs que l'on
adjoint & .# pour obtenir une base peuvent étre pris (avec précaution, cf exemple suivant la preuve du
théoréme) dans une base choisie a 'avance.

Exemples. Dans F = R?| la famille # = (u(1,1,1),v(1,2,3)) est libre. On peut obtenir une base de R?
en rajoutant & . un vecteur de la base canonique. Dans ce cas particulier, la famille Z = (u, v, w) est
une base avec w = e; ou ey ou es.

MAIS pour la famille %’ = (v (1,1,0),v'(1,2,0)) (qui est libre aussi), la famille ' = (u/,v', W) n’est
une base que pour w’ = es.

COROLLAIRE 3 - Soit £ un K-ev non nul de dimension finie n.

1) Toute famille libre de E posséde au plus n éléments.

2) Toute famille libre de E de cardinal n est une base.

Application (tellement classique). Soit n € N* et (Py,. .., P,) une famille échelonnée de polynomes
de K[X] non nuls, cad une famille de polynémes non nuls tels que : deg(P;) < deg(Pz) ... < deg(P,).
Alors la famille (P, ..., P,) est libre.

Autrement dit : toute famille échelonnée de polynémes non nuls est libre.
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Application. Soit o € R arbitraire. Dans R, [X], la famille .# = ((X — oz)k>k o] est libre (car échelon-
c[on
née) et de cardinal (n + 1) = dim R, [X]. C’est donc une base de R, [X].

PROPRIETE 3 - Soit £ un K-ev non nul de dimension finie n, et F' un sev de E. Alors :
1)dimF <n 2)dimF =nSSI F=F

Exemples d’illustration. Les sev de R? sont { 0 } (dimension 0), les droites vectorielles Vect (v) (avec
v € R? non nul; dimension 1) et R? (dimension 2).

%
Dans R?, les sev sont { 0 } (dimension 0), les droites vectorielles Vect (v) (avec v € R? non nul ; dimension

1), les plans vectoriels Vect (u,v) (avec u et v € R? non colinéaires ; dimension 2) et R*® (dimension 3).

Exemple d’application. soit n un entier naturel. L’application linéaire ¢ : P € K,[X] — (P — P') €
K, [X] est un automorphisme de K, [X] (autrement écrit, ¢ € GL (K,[X]).

3. DIMENSION D’UNE SOMME DE SEV

PROPRIETE 4 - Soient F un K-ev de dimension finie, et F' et G deux sev supplémentaires dans F
(ie E=F@G). On a: dim F = dim F + dim G.

L’énoncé ci-dessous est une conséquence du théoréeme de la base incompléte.

THEOREME 4 - (Existence d’un supplémentaire en dimension finie). Soient £ un K-ev de
dimension finie, et F' un sev de F.

Il existe un sev G de F tel que : E = FPG.

THEOREME 5 - (Des 4 dimensions ou relation de Grafimann). Soient £ un K-ev de dimension
finie, et F' et G deux sev de F. Alors :

dim (F' 4+ G) = dim F + dim G — dim (F N G)

Exemple d’application. Dans E = R?, on consideére les sous-espaces vectoriels

F={(z,y,2) eR* /z+y+2=0} et G=Vect((1,1,1)). Il est aisé de prouver que dim F = 2, et il est
immeédiat que dim G = 1. D’apres le théoréme ci-dessus, il suffit alors de prouver que F NG = {6)} pour
conclure que R?* = F @ G (gain de temps important).

DEFINITION 7 - Soit £ un K-ev de dimension n. On appelle hyperplan de E un sev de E de
dimension n — 1.

PROPRIETE 5 - Soient E un K-ev de dimension n, H un hyperplan de E et v un vecteur de F tel
que v ¢ H. Alors :

E = H@Vect (v)

Exemples d’application.

1/ Dans K™ (avec n > 2), on considére H = {(x1,...,z,), 1+ -+ x, =0} et D = Vect ((1,...,1)).
Ona:K'=HeeD.

2/ Dans M (R), on considére H = {A € My (R) /tr(A) =0}. H est 'hyperplan des matrices de trace
nulle, et on a : My (R) = H € Vect (M) pour toute matrice M € M, (R) de trace non nulle.
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3/ Dans un K-ev E de dimension n > 2, I'intersection de deux hyperplans distincts est de dimension n — 2.
En effet, d’aprés la formule des quatre dimensions : dim (H; + Hs) = dim H; + dim Hy — dim (H; N Hy).
Ona: H  C(H +Hy) CE.Dou:n—1<dim(H, + Hy) <n.

Supposons que dim (H; + Hy) = n — 1. Alors : Hy = Hy + Hs (puisqu’alors Hy C (Hy + Hs) et dim Hy =
dim (H; + H,)). Or par hypothése, H; et H, sont distincts, donc il existe hy € Hy\Hi, et donc H; #
H, + H,.

Il s’ensuit que : dim (H; + Hy) = n. Par conséquent : n = 2(n — 1) +dim(H; N Hy), d’ou : dim(H; N Hy) =
n—2.

4. COORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UNE BASE, MATRICE DE PASSAGE

4.1. Coordonnées.

THEOREME 6 - Soit F un K-ev de dimension n, et soit # = (vy,...,v,) une base de E. Alors :

VVeE 3 (u,...,00) €K, V=) aw

i=1

DEFINITION 8 - Les scalaires (ay,...,a,) du théoréme ci-dessus sont appelés coordonnées du
vecteur V dans la base #.

Remarque : le point crucial est de remarquer que les coordonnées d'un vecteur sont relatives a la base
choisie.

Exemple. Dans R,[X], les coordonnées du polynéme P = aX?+bX +c sont (c, b, a) dans la base canonique
% = (1,X,X?). Les coordonnées de P sont (P (0),P(1),P(2)) dans la base &' = (Lg, L1, Ly) des
polyndémes de Lagrange de degré 2 associés aux valeurs 0, 1 et 2. Enfin, d’aprés la formule de Taylor pour les
polynomes, les coordonnées de P sont (P (a), P’ (), P” () /2) dans la base 8" = (1, X — o, (X — oz)2)
(pour tout réel ).

4.2. Changement de base et matrice de passage.

DEFINITION 9 - Soit F un K-ev de dimension n (n # 0), soient Z = (vy,...,v,) et B' = (wq, ..., wy,)
deux bases de E.

La matrice de passage de la base % a la base %’ notée P4y (ou PZ') est la matrice de M, (K)

Paa = ()1 cicm, 1<j<n

les scalaires o;; étant caractérisés par :

Vje[[l,n], wj:ZOéijUi
i=1

Traduction : P44 est la matrice obtenue en mettant en colonnes les coordonnées des vecteurs de %’
dans la base # (attention a 'ordre!).
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PROPRIETE 6 - (Effet d’un changement de base sur les coordonnées). Soit £ un K-ev de
dimension n (n # 0), soient & et A’ deux bases de E.

Pour tout vecteur V' de E, notons X4 et X4 les n-uplets de ses coordonnées dans les bases % et %’
respectivement. On a :

Xz =PaapXap

Exemple d’application. Soit F = Ry[X]. On considére la famille ' = (X? — 1, X + 1, X).
1/ Montrer que %’ est une base de E.

2/ A Daide d’une matrice de passage, déterminer les coordonnées de P = aX? + bX + ¢ dans la base %4'.

[’énoncé suivant a une importance plus théorique que pratique (on vous demandera souvent de faire un
changement de base dans un probléme, rarement deux) :

PROPRIETE 7 - Soit £ un K-ev de dimension n (n # 0), solent %, %’ et %" trois bases de E. On
a:

Pgar = PyaP gz

La conséquence spectaculaire de cet énoncé étant la propriété (plus pratique que théorique) ci-dessous :

PROPRIETE 8 - Soit F un K-ev de dimension n (n # 0), soient A et A’ deux bases de E.
Alors Py € GL, (K), et [ng%@/]_l =Pyps.

Pour enfoncer le clou : toute matrice de passage est inversible

5. CLASSIFICATION DES EV DE DIMENSION FINIE

PROPRIETE 9 - Soient F et F' deux K-ev, avec E de dimensionn > 1; £ = (F;)ie[[l,n]] une base de
E;et fe Z(EF).

Enfin on note .7 = (f (Uf?))ie[p’n]]. Alors :

1/ |f est injective] <= |-F est libre|

2/ |f est surjective] <= [.Z est génératrice de F|

3/ |f est un isomorphisme| <= [.% est une base de F|

COROLLAIRE 4 - Soient F et F deux K-ev de dimension finie.

Si E et F' sont isomorphes, alors dim £ = dim F

La réciproque est vraie, dans le sens rendu plus précis par ’énoncé ci-dessous :

THEOREME 7 - (Classification des ev de dimension finie).

Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™,
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Interprétation. A isomorphisme pres, K" est le seul K-ev de dimension n.

Remarque. Dans le théoréeme de classification, il est surtout important de retenir I'idée de la preuve. Si E

est un ev de dimension n, il admet une base & = (vy,...,v,). Un isomorphisme ¢ : K" — E peut alors
n

étre défini en posant : ¢ (aq,...,q,) = E a;v; ; Visomorphisme réciproque ¢! associe a tout vecteur v

i=1
de E le n-uplet de ses coordonnées dans la base Z.

COROLLAIRE 5 - Deux K-ev de méme dimension sont isomorphes. ‘

Exemple. S3(R) (le sev des matrices symétriques de Mj (R)), Mo (R) et R5[X] sont des R-espaces
vectoriels deux & deux isomorphes, tous trois étant isomorphes a R®.



