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PROBLEME 1 — | (ARITHMETIQUE ET PROBABILITES, MERCI MONSIEUR LEMAIRE!).

Notations et rappels de vocabulaire.

On appelle espace probabilisé (€2, P) la donnée d’un ensemble ) (appelé univers) et d’une probabilité P sur
Z (). Les éléments de € sont appelés issues, et les parties de € événements.

Un événement A étant donné, on note Q\ A (plutét que A) I'événement contraire de A.

Deux événements A et B sont dits indépendants lorsque : P (AN B) = P(A) x P(B). Cette définition admet
la généralisation suivante.

DEFINITION. Soit n un entier > 2, et soit Ay,..., A, une famille de n événements.

Les événements Aj,..., A, sont mutuellement indépendants si pour tout entier j
compris entre 2 et n, et pour toute famille d’indices deux & deux distincts iy,. .., 7; dans
[1,n] ona:

Partie | — Probabilités

Soit (€2, P) un espace probabilisé.
1. Soient A et B deux événements (deux parties de Q).

a. Etablir que : AN (Q\B) = A\ (AN B).
b. Etablir que A et B sont indépendants si et seulement si A et 2\ B sont indépendants.

c. En déduire que A et B sont indépendants si et seulement si Q\ A et Q\B sont indépendants.

2. Soit (4;) j une famille de n événements (avec n € N, n > 2) mutuellement indépendants.

i€l,n

a. Etablir que les événements Q\ Ay, A,,..., A, sont mutuellement indépendants.

b. En déduire que les événements Q\ Ay, Q\ As, ..., Q\ A, sont mutuellement indépendants.
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Partie Il — Indicatrice d'Euler
Soit n > 2 un entier naturel. On choisit de maniére équiprobable un entier compris entre 1 et n.

Soient p un diviseur positif de n, et A, I'’événement : “I’entier choisi est divisible par p”.

3. Calculer P (4,).*

4. On note py,. .., p. les diviseurs premiers de n.
a. Soit m un entier naturel. Etablir que Vi €[ 1,7 ], p;/m | < [(le> Im ]
i=1

b. Etablir que les événements A, ,..., A, sont mutuellement indépendants.

5. On note ¢(n) (I'indicatrice d’Euler) le nombre d’entiers compris entre 1 et (n — 1) qui sont premiers avec
n:

o(n)=Card{ke[l,n—1],kAn=1}
On note désormais A 1’événement “I’entier choisi est premier avec n”.

- 1

Calculer P(A), et en déduire que : p(n) =n | | (1 — —)
; Di
i=1

6. Dans cette ultime question, n et m désignent deux entiers > 2.

Etablir que : [n Am = 1] = [p(nm) = ¢(n)p(m)]

x. C’est a dire calculer la probabilité qu’un entier choisi au hasard entre 1 et n soit multiple de p.



