Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE LA SEMAINE 1 (CORRIGE : 6/09/25)

EXERCICE 1 — | (LOGIQUE)

Soient P et () deux assertions logiques. A P’aide d’une table de vérité, démontrer que :
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EXERCICE 2 — | (QUANTIFICATEURS)

Dans cet exercice, on considére une fonction f : R — R. Cette notation signifie que f est une fonction
définie sur R, et & valeurs réelles.

1/ Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes (uniquement a titre indicatif, la traduction de
chaque assertion est écrite entre parenthéses).

a/ Ve e R, f(z)#0 (la fonction f ne s’annule pas sur R)
b/ M e Ry, Vz e R, |f(x)| <M (la fonction f est bornée sur R)
¢/ VBER], Jae Ry, V(x,y) € R (ly—2| <a)= (|f(y) - fx)| < B)

(la fonction f est uniformément continue sur R)

2/ Dans cette question, = et y désignent deux nombres réels. Ecrire la réciproque, la contraposée, et la
négation de I'implication

ly > a] = [f(x) < f(y)]

EXERCICE 3 — | (RECURRENCE)

n—+1
n+2

Soit (u,) la suite définie par ug = 1, u; = 1 et la relation de récurrence suivante : V.n € N, u, 9 = Up,.-
(2n)!

Etablir que :  Vn € N, uy, = 22n ()2
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EXERCICE 4 — | (A PROPOS D’ENSEMBLES)

> Notations et rappels. Dans cet exercice, on considére un ensemble E quelconque.

On rappelle que, pour A et B deux parties de E, la différence de A par B est la partie de E définie par :

AB={zc€ E, (r€ A)N(z ¢ B)}

Il revient au méme d’écrire : A\B=ANB.

> Question. Soient A, B et C trois parties de E. Démontrer que :

A\(BNC) = (A\B) U (A\C)

EXERCICE 5 — | (UNE EQUATION FONCTIONNELLE)

L’objectif de cet exercice est de déterminer I’ensemble des fonctions f : N — R définies sur N et a valeurs

réelles telles que :
V (n,m) € N2, f(n+m)=f(n)+ f(m) (0)

Pour y parvenir, on se propose de faire un raisonnement par analyse-syntheése.

1/ Analyse. Tout au long de cette question, on suppose qu’il existe une solution au probléme, c’est a dire
qu’il existe une fonction f satisfaisant la condition () énoncée ci-dessus.

a/ Etablir que f(0) = 0.
b/ Etablir que f(2) =2 x f(1). Puis exprimer f(3) en fonction de f(1), en justifiant votre réponse.
c/ Etablir qu’il existe un réel \ tel que :

Vne N, f(n)=n

2/ Synthése. A l'aide de ce qui préceéde, déterminer I’ensemble des fonctions f : N — R satisfaisant la
condition (OJ).



