Lycée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 1 — LOGIQUE ET ENSEMBLES

CORRIGES DES EXERCICES 11 A 13
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EXERCICE 11. — (Somme des carrés). Etablir que : Vn € N, Z k? =
k=0

n(n+1)(2n—|—1).

Pour tout entier naturel n, notons P(n) I'assertion : Z k= 6
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6
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» Initialisation (n = 0). D’une part : Z k* = 0. D’autre part :
k=0

= 0... Donc P(0) est

vraie.

» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :
n+1
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On déduit de (#) et (&) que : Zk = (n+1)( "E ) (2n + 3)

k=0
établit ’hérédité de la propriété.

Par ailleurs :

. Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie, et

- 1) (2n+1
CONCLUSION. Vn € N, ZkQZn(n+ )@n+1)

k=0
EXERCICE 12. — (Somme des cubes). Etablir que : Vn € N, Zk?’ _r\nry (n4+ )
k=0
2 1 2
Pour tout n entier naturel, notons P(n) 'assertion : Z =T (n4+ ) .
k=0
- 0% (0 + 1)

= 0. Donc P(0) est

» Initialisation : pour n = 0, on a d’une part Z k* = 0, et d’autre part

. k=0
vrale.

» Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothése de récurrence). Alors :

nt1 2 2 2 2 3 2 2
3 _ 3 (n+1) s n2(n+1)2+4n+1)°  (n+1)° (n®+4n+4)
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Soit finalement : Z K3 = (n+1) 4(n +2) . Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie, et établit ’hérédité de la
k=0
propriété.
. n?(n+ 1)
CONCLUSION. Vn e N, = —
ne N ), ]

k=0



2 MPSI — Eléments de logique et de théorie des ensembles

EXERCICE 13. — Soit (u,) la suite réelle définie par ug = 2, u; = 3 et la relation de récurrence suivante :
VneN, u,r90=3uUpi1 — 2u,. Montrer que : Vn € N, u, =2" + 1.

Pour tout n entier naturel, notons P(n) 'assertion : u, = 2" 4 1.
» Initialisation (n =0et n =1). On a : up = 2 (énoncé) et 2° + 1 = 2. Donc P(0) est vraie.

D’une part : u; = 3 (énoncé) et d’autre part 2! + 1 = 3. Donc P(1) est vraie.
» Hérédité. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. On a alors :

Upyo = Upy1 — 2Uy, (selon I’énoncé)

= Upyr =3(2"T + 1) —2(2"+ 1) (hypothése de récurrence)
= Uy =6x2"4+3 -2 x2" =2

= Uy =4 X 2" 4 1

= Uy = 272 4 1

Ce qui signifie que P(n + 2) est vraie, et établit 'hérédité de la propriéteé.
CONCLUSION. Vne N, u, =2"+1



