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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N1 — 13 SEPTEMBRE 2025 I

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DU COURS).

Les questions de cet exercice sont indépendantes, et absolument in-ra-ta-bles!*

1/ Soit n € N, avec n > 3. Calculer la somme :
Sy = zn:ln 1-— =
o k=3 &

Soit n € N, avecn > 3. On a :

n

Sy = kzi;m (1 . %) - kéln (%) = " n(k — 1) — In(k)]

k=3

On reconnait alors dans ’allégresse une somme télescopique, d’ou : S; = In(2) — In(n)

= 1 2
CONCLUSION. n € N, n > 3, E In (1 — E) =1In <—)
n
k=3

2/ Soit n € N, et soit z € R. Etablir que :

Selon le binome de Newton, on en déduit que : Sy = (e** +1)" (M)

Or :

' +1=e" (e¥ +e727) = 2e*"ch(2z) () (technique de l’angle moitié)

On déduit de (M) et (&) que : Sy = (2e*ch(2z))"

CONCLUSION. Y (n,z) € N x R, Z (Z) ethe — gneZnachn (97)

k=0

*. Sans vouloir vous mettre la pression, naturellement.
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3/ Soient x un réel, et soit n un entier naturel. Etablir que :

k L n+l L
— [ p—
1—1—3:4 Z ) 1+t

Soient x un réel et n un entier naturel. On a :

La somme S3 est géométrique de raison (—x?) (donc différente de 1, puisque z est réel). Selon le cours :

1— (_$4)n+1 1 — (_1)n+1<x4)n+1 1— (_1)n+1x4n+4

S pu— p— pu—
° 1 —(—a%) 1+ a4 1+ a2t
On a ainsi établi que :
i(_l)klAk _ 1 B (_1)n+1x4n+4
— 1+t 1+ a2t

La conclusion s’ensuit immédiatemment.

1 - k, .4k (_1)n+1$4n+4
CONCLUSION. Y (z,n) € R x N| = (D)%™ 4 ———7—
1+ 2t — 1+ zt
EXERCICE 2 — | (UNE CERTAINE SUITE).

On considére la suite réelle (u,,) définie par up = 1, et la relation de récurrence :

2n +1
Vne N il = ——— Uy

TET e T e

1/ Etablir que :

2n)!
Vn e N, un:%

227 (nl)
(2n)!

Pour tout entier naturel n, notons P(n) l'assertion : u, = ——
227 (n!)

L’assertion P(0) est vraie d’aprés 1’énoncé.
Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

2n+1 2n+1 (2n)! 2042 2n+1 (2n)! (2n 4 2)!

Up4+1 = 2—un - 2 X 2 = 2
n+2 Fonv29mm)? 20427 204222 () 22042 ((n 4+ 1))

Ce qui assure que 'assertion P(n + 1) est vraie.

)
_ ()

CONCLUSION. Vn € N, Uy =
92n (nl)
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2/

3/

N
EXERCICE 3 — | (CALCUL DE Y k%).

En déduire que :

VneN Un+1:2n+1
’ Up 2n + 2

Soit n un entier naturel. D’aprés la question précédente :

Unpr  (2n+2)! 22" (n!)? (2n+2)2n+1) 2n+1)2n+1) 2n+1

un 202 (1))’ (20) 2+ 1) dn+1)?2 20+ 1)

Up+1 _2n+1
u,  2n+2

CONCLUSION. Vn € N,

En déduire que la suite (u,) est convergente.

Il résulte de la question 1 que la suite (u,) est (strictement) positive, et de la question 2 que la suite
(uy,) est décroissante.

En d’autres termes, la suite (u,) est décroissante et minorée (par 0). D’aprés le théoréme de la limite
monotone, elle converge.

CONCLUSION. La suite (u,) est convergente.

k=0

Dans cet exercice, N désigne un entier naturel non nul.

Par ailleurs, pour tout entier naturel p, on note .S, la somme suivante :

1/

N
Sp = Z kP c’est-a-dire “avec des petits points” : S, = 1P +2P 4 ... 4 NP
k=1

Donner sans justification les valeurs de Sy, Sp, Sg et S3 en fonction de N.

N N
Ona:VN e N 502214:0:21 d’ot, selon le cours : |V N € N¥, SozN‘.
k=1

k=1

N(N +1)
2

N N
Ona:VN e N, 5 = Zkl = Zk‘ d’ot, selon le cours : |[VN € N* S =
k=1

k=1

N
N(N+1)(2N +1
Ona:VNe N*, ngZk:2 d’ou, selon le cours : |[VN € N*, S = (N+1) N+ )
k=1
N 2
N2(N +1
Ona:VN e N, S3= Zk3 d’ot, selon le cours : |[VN € N*, S5 = —( 4+ ) :
k=1
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2/ Calcul de S;.

On pose a présent : Un

Z [(k+1)° — k]

k=1

a/ En reconnaissant une somme remarquable, donner I'expression de Uy en fonction de N.

N

Soit N € N*. La somme Uy = Z [(k: + 1)5 — kﬂ est une superbe somme télescopique; le cours

k=1
permet de la calculer.

CONCLUSION. VYN € N* Uy = (N 4+1)° - 1
b/ A Paide du binome de Newton, développer (k +1)°.
D’aprés le binéme de Newton : Vk e N, (k+1)° = k° + 5k* + 10k + 10k + 5k + 1
¢/ A Taide de la question précédente, exprimer Uy en fonction de Sy, Sy, Sz, S5 et Sy.
Soit N € N*. D’aprés ’énoncé :

N N
Uv =Y [(k+1)" = k] =) [k +5k* + 10k* + 10k> + 5k + 1 — £]

k=1 k=1

N N N N N N
= [5k* + 10K +10k* + 5k +1] =5 k' +10> K +10Y K +5) k+ > 1
k= k=1 k=1 k=1

1 k=1 k=1

CONCLUSION. D’aprés les calculs précédents : VN € N*, Uy = 55, + 1055 + 105, + 557 + 5
d/ Déduire des questions précédentes 'expression de Sy en fonction de Sy, Sy, So, S3 et N.

Soit N € N*. D’apreés les deux questions précédentes, on a : 55,+1053+10554+551+Sy = (N + 1)5—1.

CONCLUSION. On en déduit que :

N +1)° —1—58, —10S5 — 105, — 5S; — Sp
5

N
VN e N, 54:Zk4:(
k=1

Remarque : ce procédé fournit donc une méthode pour calculer itérativement les valeurs des sommes
N

Z kP en fonction de N. Le tout est de s’armer de patience, et d’aimer les développements et facto-
k=1
risations. A titre indicatif, la formule ci-dessus donne (une fois simplifiée) :

N
N(N+1)(6N3+9N2 4+ N —1
Eh:: § k4:: ( )( 30 )
k=1
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EXERCICE 4 — | (MINIMUM ET MAXIMUM).

Pour tout couple de nombres réels (a, b), on note min(a, b) le plus petit des deux nombres a et b, et on note
max(a, b) le plus grand des deux nombres a et b.

Notons que dans le cas particulier ot @ = b, on a : min(a,b) = max(a,b) = a = b.

Tout au long de cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1/

2/

3/

Soit k un entier appartenant a [ 0,2n |. Etablir que :
min(k,n) + max(k,n) =n+k

Soit k& un entier appartenant a [ 0,2n .
Dans le cas ot k < n, on a : min(k,n) = k et max(k,n) = n.
Sinon, k > n et alors : min(k,n) = n et max(k,n) = k.
Dans les deux cas : min(k,n) + max(k,n) =n+k
CONCLUSION. Vk €[0,2n ], min(k,n)+ max(k,n) =n-+k
Etablir que :

2n

Z [min(k,n) + max(k,n)] = 2n (2n + 1)

k=0
Soit n € N*. Pour tout entier k € [ 0,2n |, on a : min(k,n) + max(k,n) = k + n.

Par suite :
2n 2n 2n 2n
2n(2n + 1)

i = = =— 2 1) =2n(2 1
Z[nnn(k,n)+max(k‘,n)] Z(k‘+n) Zk‘+2n 5 +n2n+1) =2n2n+1)
k=0 k=0 k=0 k=0

2n
CONCLUSION. Vn € N*, ) "[min(k, n) + max(k, n)] = 2n (2n + 1)
k=0
Etablir que :
3 1
me (k,n) ( n+l)
2
Remarque : on peut déduire des 2 questwns précédentes, mais on ne demande pas de le faire ici,
2n
lexpression de la somme Zmax(k:, n) en fonction de n.
k=0

Soit n € N*. D’aprés la relation de Chasles pour les sommes, on a :

m n 2n
Zmin(k,n)zZmin(k,n)—i— Z min(k,n) Zk—i— Z n=" )—|—n2:n(3712+1)
k=0 k=0

k=n+1 k=n+1

n G ) n




