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COLLE 5 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Dérivée n-éme de cos.

Vne N, Vz e R, cos(™ (x) = cos (m + %)

Pour tout n € N, notons P(n) 'assertion : V& € R, cos(™(z) = cos (x + %T)

0 x
» Initialisation (n = 0). Pour tout réel x : cos(?) () = cos(z) = cos (1; + W). P(0) est donc vraie.
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N. Alors : Vx € R, cos(™ (z) = cos (x + %)

On en déduit que cos™ est dérivable sur R et :

1
Ve R, [cos(”)}/(x) = —sin (x—i— n—ﬂ) = cos <x+ = I) =cos |z + (ntlm
2 2 2 2
n+ 1w

Par suite : Vo e R, cos(™ ) (z) = cos <x + ( 5 > Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Vn € N, Vz € R, cos™ (z) = cos (x + %)

QUESTION DE COURS N2 — Soit f la fonction définie sur I = ] 1,400 [ en posant : Vz > 1, f(z) =1/(1 — x).

|
La fonction f est de classe € sur [ et : Vz € I, Vn € N, f(n)(z) _ ﬁ
-
|
Pour tout n € N, notons P(n) Passertion : Vo € I, f(")(z) = ﬁ
-

L’initialisation (vérification de P(0)) consiste & observer que f est continue (de classe €°) sur I, et a effectuer une
vérification immédiate ; passons & I’hérédité.

n!

Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors : Vo € I, f(™(z) = W En particulier f(*)
-
est dérivable sur I et on a : ( e o ( "
—ni(n + —x n+1)!
Vee I, fotD(z) = (F™) (z) = — AR —

Ce qui assure que P(n + 1) est vraie, établit ’hérédité, achéve cette récurrence et fournit la propriété désirée.

QUESTION DE COURS N’3 — Soit N un entier naturel, et soit f la fonction définie sur R en posant : Vo € R, f(z) = 2.

N!
ﬁﬁﬂNﬁn SlnE[[O,N]]
La fonction f est de classe € sur I et : Vn € N, f("(z) = (N —n)!
0 sin>N
Preuve par récurrence finie * pour la partie non-triviale.
N!
Pour tout n € N, notons P(n) Passertion : Vo € I, f(")(z) = mxl\]*"
—n)!
N! N—0
»Initialisation. Pour n = 0, et pour tout réel z on a : f(O(z) = f(z) = 2V = Wm -

On déduit de cette remarquable observation que P(0) est vraie.
»Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un entier n € [0, N —1].
N! Nen

Sous cette hypothése : Vo € R, f(")(z) = mx
—n)!

Donc f(™ est dérivablesur Ret: Vo € R, f+D(2) = (f("))/ () = ——(N—n)zN "1 =

Ce qui assure que P(n + 1) est vraie.

»Conclusion. On a établi que P(0) est vraie, et : Vn €[ 0,N —1], P(n) = P(n+1)
N! N—n

(N — n)!x

En particulier, f") est constante égale & N!. Il s’ensuit que f(V+1) est nulle, et plus généralement toutes les
dérivées f(P) avec p strictement supérieur a N le sont.

On en déduit que : Vn € [0,N ], Yz € R, f"(z) =

x. Une rareté!
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QUESTION DE COURS N’4 — Théoréme (formule de Leibniz) : Si f et g sont de classe €™ sur I, alors (fg) l'est

également et :
n

G0 =3 (1) e (g = 3 ()50

k=0 k=0

Prouvons le théoréme par récurrence sur l’entier naturel n.
n

Posons P(n) : (fg)(") = Z (Z) f(k)g("_k) (ot f et g désignent deux fonctions de classe €™ sur I).
k=0

0
»Initialisation : pour n =0, on a (fg) (O) = fg et Z ( ) ) g(0=k) — <0> f@¢O = rg.P(0) est vraie.

»Hérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Soient f et g deux fonctions de classe ¢!
sur I. Alors :

(fg) "+ = ((fg)(n))/ _ i (Z) (f(k>g<n—k))’ _ i (Z) FAD g(n=k) | i (:) FU) gnt1=k)
k=0

k=0 k=0

n+1 n n
_ n (k) (n+1—k) n (k) (n+1—k) _ (n+1) (0) n (k) (n+1—k) (n+l)
L 3 1 A 1 (R ) el I

n+1
1
D’otl, en appliquant la relation de Pascal : (fg)" ) = Z <TL<]: >f(k)g("+1k)
k=0

Cette relation assure que la propriété P(n + 1) est vraie, ce qui établit 'héréditeé.

CONCLUSION. Pour tout entier naturel n, et pour tout couple de fonctions (f, g) de classe €™ sur I, fg est de
classe €" sur [ et :

(fo)™) = Z( >f<k>g(n—k>

k=0

QUESTION DE COURS N°5 — Croissances comparées.

X 1 axT
lim e—:—i—oo; lim n(z) =0; V(P € (Rj‘r)z, lim < = 400

r—+o00 I r—+o0 X r—+o0 xﬁ

2
Pour tout € Ry, posons : f(z) =€ —1—1x — % La fonction f est de classe € sur R (selon les TG).

Pour tout réel © > 0, on a : f'(z) = ¢ — 1 — z. On en déduit que f’ est positive sur Ry, puisque la fonction
exponentielle est convexe sur Ry (et méme sur R).

Donc f est croissante sur R;. Comme en outre f(0) = 0, on en déduit que f est positive sur R.

x? e’ 1

Dou:Vze Ry, > 1+x+7. En particulier : Vo € R}, — > *—i-l—i—g
r
On en déduit par comparaison que : liril — =400 (W)
r—+oo I
Par le biais du changement de variable X = In(z), on obtient : lim n( = lim —.
x—+00 x X—+oc0 e
In(x)

On en déduit avec (#) que : zgrfoo pa— 0 (%)

Enfin, soient o > 0 et § > 0. Pour tout réel z > 0, on a :

(e %9 T

(§] e In(x)
_ eazfﬁ In(z) _ ez(ozf,BT)

2B ofln(z)

D’aprés (&), ona: lim a— 5M

Tr——+00 X r—+o0

=a>0. Dou: lim =z (a — 5ln(x)> = +00.
x
eaz

On en déduit que : V (o, 8) € (Ri)Q ll)rf —5 = +o0

t. Vne N, Vke[0,n], (kil)’L(Z):(nZl)
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1. — Calculer la dérivée n-itme de f, définie sur R en posant : Vz € R, f(z) = (22 — 1) e®*+®
) v 1o . (20) 1208
EXERCICE 2. — Résoudre dans R I'équation : z = (V)
2025%
EXERCICE 3. — Déterminer lim 025

2= fo00 12025

EXERCICE 4. — Etudier la fonction f : z — 2!/®

variations, limites aux bornes).

(ensemble de définition, dérivabilité, dérivée, tableau de

EXERCICE 5. — (Racines carrées dans C, méthode 1). Déterminer les racines carrées de wy = 4 + 4i.
EXERCICE 6. — (Racines carrées dans C, méthode 2). Déterminer les racines carrées de wy = 2 + 4i.
EXERCICE 7. — (Somme des racines n-émes de ’unité, trés classique).

Soit n un entier naturel, n > 2. On a :

Z w=20

we Uy,

UN MOT SUR LES THEOREMES GENERAUX

THEOREME GENERAL 1.
Soit e € NU {+o0}.

Les fonctions usuelles sont de classe €’® partout ou il est raisonnable qu’elles le soient.

THEOREME GENERAL 2.
Soit e € NU {+o0}.

Tout cocktail (somme, produit, quotient, composée, combinaison linéaire) de fonctions de classe €* est
de classe ¥’* partout ou cela est raisonnable.

Exemples d’application.
sin (e”) + (z — 1) In (1 + 2?)

3 . Selon les théorémes
ch”(x) +1

1/ Soit f la fonction définie sur R en posant : Vo € R, f(z) =

généraux, f est de classe > sur R.

200 —
2/ Soit f la fonction définie sur R\ {1} en posant : Vo € Ri\ {1}, f(z) = w. Selon les théorémes

z—1
généraux, f est de classe €°° sur R* \ {1}.



4 MPSI — Questions de cours de la colle 5 — 9/10/24

BANQUE D’EXERCICES — CORRIGES

EXERCICE 1. — Calculer la dérivée n-iéme de f, définie sur R en posant : Vz € R, f(x) = (22 — 1) e®@*?
Selon les TG, les fonctions g : & — 22 — 1 et h :  — e TP sont de classe € sur R. Il s’ensuit que f = gh est
de classe €°°, et que pour tout n € N on a :

n

) ghm)Z() B (n—k)

k=0

2

En observant que ¢*) est nulle dés que k > 2, on peut écrire : f(") = Z <Z)g(k)h(”k)
k=0

D’ou, pour tout réel x :

f(z) = <:)L> (22 — 1)a"e®+ 4 <71L> 20" te®+t — (22 — 1)a"e™*t 4 2na" " 1e®tt = [a(22 — 1) 4 2n] @™ Te®®F?

EXERCICE 2. — Résoudre dans R’ 1'équation : 2(2%) = (Vz) s

Soit = un réel strictement positif. On a :
L(22%) — (\/5)12sz
— o2e In(z) _ o(122-8) In(v/z)
— e27° In(z) _ o(6z—4)In(z)
< (22 =6z +4)In(z) =0
> (2? =3z +2)In(z) =0
< 22-32+2=0 ou In(z)=0

Or P'équation x2 — 3z + 2 = 0 posséde exactement deux solutions : 1 et 2. Et 'équation In(x) = 0 posséde une
unique solution, qui est 1.

Conclusion. {x(hz) = (\/5)1%_8 = [r=1ouz=2]

) . 2025%
EXERCICE 3. — Déterminer lim
x—>+o0 .,1/.2025

Soit = un réel strictement positif. On a :
2025% e® In(2025)

= = e
22025 e20251In(z)

«1n(2025)—2025 In(z) (In(2025) 202520

=e

1 1
Selon le cours :  lim n(x) = 0 (croissances comparées). Il s’ensuit que : lim « (1n(2025) — 2025 n(x)) = +o0.
x—+o0 I x—+00 x
2025"
Conclusion. lim 025 =400

= too 12025

EXERCICE 4. — Etudier la fonction f : 2 —— /% (ensemble de définition, dérivabilité, dérivée, tableau de
variations, limites aux bornes).

La fonction f est définie sur R par : Vo € R, zl/r = en(@)/z

Selon les théorémes généraux, la fonction f est dérivable sur R* et pour tout réel x > 0 :

) = Lo (my(;:))

2
T
Il s’ensuit que f’ est du signe de 1 —In(x) sur R¥.
On en déduit que f’ est positive ou nulle sur |0, e], négative ou nulle sur [e, +o00].
On en déduit que f est croissante sur ]0, e], décroissante sur [e, +00[.
1l s’ensuit que f admet un maximum en e, égal a f(e) = el/°.

En outre : lim f(x) =0 (propriétés usuelles des limites) et hm f(z) =1 (croissances comparées)
r—0+ T—+00
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EXERCICE 5. — (Racines carrées dans C, méthode 1). Déterminer les racines carrées de wy = 4 + 4i.
Selon le cours : |wy| = V42 4 42 = /32 = 2°/2

Il est par ailleurs immédiat que : arg(wy) = % [27] (un petit dessin suffira)

On en déduit que : wy = 2°/2e17/4,

Conclusion. Les deux racines carrées de wy sont +25/4¢i7/8

EXERCICE 6. — (Racines carrées dans C, méthode 2). Déterminer les racines carrées de wy = 2 + 4i.

Soit z = a + ib un complexe (avec a et b réels). On a :

a?—b*> =2 (identification des parties réelles)
22 =244di<=a’>—b?+2iab=2+4i<= < 2ab=4 (identification des parties imaginaires)
a4+ b =25 (identification des modules)

On déduit des premiére et troisiéme lignes que a = £1/1 ++/5 et b = £1/1/5 — 1. La seconde (2ab = 4) signifie
que a et b sont de méme signe, et permettent de conclure.

Conclusion. Les racines carrées de 2 + 4i sont \/1 ++5+ 1\/\/5 —1et ,\/1 +5 — 1\/\/5 —1.

EXERCICE 7. — (Somme des racines n-émes de ’unité, trés classique).

Soit n un entier naturel, n > 2. On a :

> w=0
we U,
Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 2. On a :
n—1 n—1 ) 2im /n\™
: o \E 1= (e2T/m) 1-1
_ 2ikm/n __ 2i7/n _ _ _
Zw_ze _Z<e ) - _ Q2im/n T 1 _ 2i7r/n_0
1—e 1—e
w€eUn k=0 k=0

Conclusion. ¥n € N\ {0,1}, Z w=0
we Uy



