Chapitre 9

Equations différentielles linéaires

Convention : dans ce chapitre, [ est un intervalle non-vide de R, et K=R ou C.

9.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

9.1.1 Généralités

DEFINITION 1 - Soient a, b et ¢ trois fonctions de ¢° (I,K). Une fonction f € €' (I,K) est dite
solution sur / de I’équation différentielle a(x)y' + b(z)y = c(z) si :

Ve a(z)f'(z) + b(x) f(z) = c(z)

Terminologie. (E) a(z)y'+b(x)y = c(x) est appelée équation différentielle linéaire d’ordre 1 (ou EDL1)
avec second membre; et (H) a(z)y’ + b(x)y = 0 est appelée équation (différentielle linéaire d’ordre
1) homogéne (ou sans second membre) associée a (E).

Par ailleurs, on note parfois simplement ay’ 4+ by = ¢ I’équation différentielle E.

Exemples. La fonction exponentielle est solution sur R de PTEDL1 homogéne iy — y = 0. La fonction sin
est solution sur R de PEDLI avec second membre cos(z)y’ + sin(z)y = 1.

THEOREME 1 - (Structure de ’ensemble des solutions d’une EDL1). Soient a, b et c trois
fonctions de €° (I, K).

On note (£) 'EDL1 : a(z)y + b(z)y = c(x), et (H) : a(x)y + b(x)y = 0 'équation homogéne associée
a (E).

On suppose qu’il existe une solution ¢ de (E) sur I.

Alors, pour toute fonction f € €*(I,K) :

[f est solution de (F)] <= [(f — ¢) est solution de (H)]
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PREUVE. Soit f une fonction de classe ¢! sur I & valeurs dans K. Avec les notations et hypothéses de
I’énoncé :

f est solution de (E)

= Vzrel, a(x)f'(x) + b(z) f(x) = c(z)

—=Veel  a@)f(z)+bx)f(z) = alx)e(z) + blz)e(z)

—=Vzel  a@)(f'(z)—¢ () +bz)(flz) - () =0

<= Vrel, a(x) (f —¢) (x) +b(z) (f — ) (x) =0 (linéarité de la dérivation)

<= (f — ¢) est solution de (H) &

En d’autres termes, et avec les notations précédemment introduites, toute solution f de (F) s’écrit fy+ fp
ou fy (resp. fp) désigne une solution quelconque de I’équation homogeéne associée a (E) (resp. une solution
particuliére de (E)).

Ce résultat fournit donc une méthode (et le plan de ce paragraphe consacré aux EDL1) de résolution, que
voici :

METHODE “UNIVERSELLE”’ DE RESOLUTION DES EDL

1) Choix de I'intervalle de résolution (s’il n’est pas imposé dans I’énoncé).

3) Recherche d’une solution particuliére de I'équation compléte (avec second membre).

)

2) Résolution de I’équation homogéne (ou sans second membre) associée. ’
)
)

4) Solutions de 'EDL compléte obtenues en “faisant la somme des deux étapes précédentes”.

9.1.2 Reésolution d’une EDL 1 homogéne

THEOREME 2 - (Solution générale d’une EDL1 homogéne). Soient a et b deux fonctions de
¢° (I,K).

On note (H) PEDL1 : a(z)y’ + b(x)y = 0.

On suppose que a ne s’annule pas sur [ : Vz € I, a(z) # 0.

Alors, pour toute fonction f € €*(I,K) :

[f est solution de (H)] <= [3K € K, Vz € I, f(z)=Ke A@]

ou A désigne une primitive sur I de —.
a

Terminologie. Le théoréme ci-dessus se traduit aussi en écrivant que la solution générale de H est :

VK e K, Ve l, flr) = Ke 4@

Entre nous, et si personne ne nous écoute, nous pourrons parfois commettre ’abus d’écrire que la solution
générale de F est : f(z) = KeJ(t@)/a(@)dz
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PREUVE. Sous les hypothéses de 'énoncé, la fonction b/a est continue sur I, en tant que quotient de
fonctions continues sur I dont le dénominateur ne s’annule pas sur I. A ce titre, b/a admet des primitives
sur I ; notons A 'une d’entre elles.

Soit ¢ une solution de (E). Introduisons une fonction auxiliaire g en posant : Vo € I, g(z) = ¢(x)ed® 1

La fonction g est dérivable (et méme de classe €') sur I, et :
Vo e I, ¢(z) = ¢ (1)@ + A'(x) p(z)et®
b(x)
a(z)
= Vrel, ¢(z)=e® <g0’(x) + Zgi go(x))

La fonction a ne s’annulant pas sur [, cette derniére assertion est encore équivalente a la suivante :

Voe I, alx)gd(z) = e*@ (a(x)y(z) + b(x)gp(m))j

(.

Vo e I, ¢(z) = ¢'(2)ed® + —— p(z)e™®

=0
la nullité de la parenthése du terme de droite provenant de ce que ¢ est solution de (E).
Par suite : Vo € I, a(z)g'(x) =0 d’ou : Vo € I, ¢'(x) =0 (puisque a ne...).
Il s’ensuit que g est constante sur /, explicitement :
JKeK, gz) =K += 3K c K, p)e?® =K+ IFK c K, p(x)=Ke 4@

On vient donc d’établir que toute solution de (E) est “de la forme Ke 4@,

La réciproque (toute fonction “de la forme ke=4@®?” est solution de (E)) est une vérification aisée (et laissée
en exercice) qui permet de conclure :

La solution générale de 'EDL a(z)y’ + b(z)y = O est : Vo € I, fx(r) = Ke @ (K € K), o A

désigne une primitive sur / de la fonction —. &
a

Exemple 1 (Désintégration radioactive). Dans un tissu radioactif, les lois de la Physique permettent
d’affirmer que la vitesse de désintégration des noyaux radioactifs (& l'instant t) est proportionnelle au
nombre N(t) de noyaux radioactifs présents dans le tissu a l'instant ¢. >

Ce phénoméne, appelé désintégration radioactive, peut étre modélisé par le probléme de Cauchy 3 suivant :

dN (t
Vite 0400, dt()Jr)\N(t):O w

Np/2 4 = = - -

ou Ny est le nombre de noyaux radioactifs présents
a linstant t = 0, et A désigne une constante stric-
tement positive.

1
1
1
1
1
1
1
+

demi-vie t

1. Dans un certain sens, la fonction g “mesure I’écart” séparant une solution de (H) de la fonction z € I — e~ 4 Au
regard de I’énoncé, ’objectif est de prouver que g est constante sur I.

2. Pour plus de précisions a ce sujet, consulter M Roveillo!

3. On appelle probléme de Cauchy (d’ordre 1) la donnée d’'une EDL1 et d’une condition initiale. Ce type de probléme est
d’usage fréquent en Physique et en Chimie.
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Déterminons Pexpression de N(t) pour tout réel ¢ > 0. Avec les notations introduites depuis le début de
ce chapitre, ceci revient & résoudre sur I = [0; 400 [ PEDL1 homogeéne : (H) y' + Ay = 0.
Dans la présente situation, on a pour tout réel t > 0 :

b(t)
t)=1; b(t) = A; At) = —=dt =M\t
o) =1 w0 =xs o Aw = [
D’aprés le théoréme 2, la solution générale de (H) est : V¢ >0, y(t) = Ke ™ (avec K € R).*
La condition initiale permet de déterminer la valeur de K :

y(O) = Ny < Ke M0 = No<— K =N,

On en déduit, en revenant aux notations initiales, que le nombre N(¢) de noyaux radioactifs présents dans
le tissu & l'instant ¢ est donné par : |Vt >0, N(t) = Nge ™|

Remarque. Dans ce contexte, on appelle période de demi-vie de I’élément radioactif la valeur de T telle
que : N(T) = Ny/2. D’aprés ce qui précéde, on a dong :

No - 1 In(2)
Npe T = 2 AT — T =
0e 5 e 5 = )

Exemple 2. Résolution dans R de (H): cos(z)y’ + sin(x)y = 0.
Dans la présente situation, on a : a(x) = cos(z); b(x) = sin(z) et ¢(x) = 1. Les trois fonctions a, b et ¢

. . ™ .. .
sont continues sur R, mais a s’annule en — + km (avec k € Z). On peut donc choisir comme intervalle

de résolution tout intervalle I, = | — g + km; g + km [ (avec k € Z). Pour fixer les idées, choisissons de
résoudre (H) sur Iy = | — g; g [.

Calculons une primitive de b/a sur I :

sin(x)

de = /taﬂ(fﬂ) dz = —In (Jeos(x)|) = m( : )

cos(x)

Vae Iy, Az) :/

cos(x)

la disparition des valeurs absolue étant rendue légitime par la positivité de la fonction cos sur l'intervalle
1.

On en déduit, d’aprés le théoréme 2, que la solution générale de (H) sur [j est :

Vo € Iy, f(r)=Ke 4@ = Ko@) goit : \Va € Iy, f(r) = K cos(z) (avec K € R) |

Exemple 3. Résolution dans Rde (H): zy’'+ (z— 1)y =0.

Commencons par choisir 'intervalle de résolution. Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais

a s’annule en 0. On peut choisir de résoudre (H) sur |0; 400 [ ou sur | — 00;0[. Posons dans un premier
temps [ = |0;+00[. On a :
b —1 1 b
VreRy, ﬁ: ‘ =1— —; une primitive de — sur R* est donc A: 2 € R} +—— x — In(z).
a(x) x x a

D’aprés le théoréme 2, la solution générale de (H) est fx : x € R} — K@= goit

frk 2z € R} — Kze™ (K €R)|.

4. Dans le contexte, la fonction recherchée est évidemment & valeurs dans R.
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9.1.3 Recherche d’une solution particuliére d’une EDL1 avec second membre

On présente ci-dessous deux méthodes générales pour déterminer une solution particuliére de ay’ + by = c.

9.1.3.1 Le flair!

Dans certaines situations, il est facile de deviner la forme d’une solution particuliére.
Par exemple, il est immeédiat qu'une solution de PEDL1 cos(x)y’ + sin(x)y = 1 est la fonction sinus.

Par ailleurs, en Physique, les coefficients de 'EDL (les fonctions “a, b et ¢”) sont souvent des constantes ;
dans ce cas, on pourra chercher (et trouver!) une solution particuliére fp constante elle aussi. On donne
ci-dessous un exemple d’illustration.

Exemple (Charge d’un condensateur).

On peut étudier 1'évolution de la tension u(t) lors de la charge u(t)

d’un condensateur a travers un résistor, sous une tension F.

La tension u(t) est dans ce cas régie par le probléme de Cauchy £ Femmmmmmmmmmmm e
suivant :

du (t u(t E
Vite[0,+0], dz(f>+R(C)_RC

g
u (0) = ug (up € Ry)
t -
Déterminons 'expression de u(t) pour tout réel ¢ > 0.
, S \ y du(t) | u(t)
On commence par résoudre 1'équation homogene associée : (H) 7 + RO 0
b(t) 1 b(t) t
O :Vt >0, — = — dou:Vte Ry, A(t) = | —=5dt = —.
na a(t) ~ RC o + Al) / at) " T RC

La solution générale de (H) est donc : Vt € R, u(t) = Ke /B (avec K réel).

Puisque les coefficients de ’équation avec second membre sont constants, on peut trouver une solution
particuliére up constante elle aussi. Explicitement, un calcul immédiat assure que la fonction constante
égale a E est solution de I’équation compléte.

du(t) wu(t) FE

a T RC T RO SY

D’aprés le théoréme 1, la solution générale de

Vte Ry, u(t) = E+ Ke /R (K € R)|.

Pour achever les calculs et déterminer la valeur de K, on exploite la condition initiale :

u(0) =ug <= E+ Ke "¢ =g <= K =uy— E

Finalement : |Vt € Ry, u(t) = E+ (uo — E) e "/%C| (remarque : lim u(t) = E).

t——+o00
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9.1.3.2 Méthode de variation de la constante
Présentons le principe de cette méthode sur un exemple. Considérons 'EDL1 (£) : zy'+(x—1)y = 2.

On a déja résolu (voir exemple 3, page 4) 'équation homogéne associée, et obtenu :
Vee RY, fu(r)=Cre™™ (C € R)

La méthode de variation de la constante consiste a chercher une solution particuliére fp de I’équation avec
second membre sous la forme :

VeeR:, fp(z)=C(x)ze ™ ou C est de classe €' sur RY

Sous cette forme, fp est dérivable sur RY et : Vx e RY, f'p(z) = C'(x)re™ + C(x) (67" — we™™)
Clest-a-dire : V2o € RY, f'p(z) = C'(x)ze ™ + C(z)e™™ (1 — )
Par suite : Vo e RY, af'p(x) + (x — 1) fp(z) = C'(x)2*e ™ + C(z)e "z (1 — z) + C(z)e "z (x — 1)

~~
=0

Dot : Vo e R, zf' p(z) + (x — 1) fp(z) = C'(x)z%e™"
On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si : V z € R%, C'(x)ze™® = 2?, soit : V = €

R%, C'(z) = ze®. 1l reste donc & déterminer une primitive sur RY de z — xe®, via une intégration par
parties :

/xexdx:xex—/exdx:xem—ex:e””(x—1) donc: Vo e RY, C(x) =e" (x —1)

Une solution particuliére de (£) est donc fp:2z € Ry — z(z — 1),

On déduit des calculs précédents et du théoréme 1 que la solution générale de (E) est :

Vee RY, f(x)=x(x—1)+Cze™ (C € R) soit : | Vo € Ry, f(r)=a(x—1+Ce™) (C €R)|

Remarque : trés peu de modifications sont nécessaires pour résoudre cette EDL sur R*... De fait, la
solution générale de (E) sur R* est g:z € R* —— 2 (z — 1+ Ce™™) (C € R).

Remarquons encore qu’au cours des calculs précédents, un “petit miracle” s’est produit dans la recherche
d’une solution particuliére de I'équation avec second membre : la “disparition” des termes en C(z), qui
nous a permis de d’achever nos calculs.

La propriété suivante assure que ce “miracle” n’en est pas un, et que la méthode de variation de la constante

marche “a tous les coups”. ®

5. Ce qui ne signifie pas qu’il faut ’utiliser & tous les coups, voir paragraphe précédent.
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THEOREME 3 - (Existence d’une solution pour une EDL1 avec second membre). Soient
a, b et c trois fonctions de €° (I, K).

On note (E) V’EDL1 : a(z)y’ + b(z)y = c(x).

On suppose que @ ne s’annule pas sur [ : Vo € I, a(z) # 0.

Alors il existe une fonction fp de classe €' sur I solution de (E).

Plus précisément, il existe une fonction K € ¢! (I,K) telle que la fonction f, définie par

b
Vo e I, fr(r) = K(x)e 4@ (ot A est une primitive de — sur I)
a

est solution de I’équation différentielle (£).

PREUVE. Soit K € € (I,K). Posons : Vo € I, fp(x) = K(x)e™*®. La fonction fp est de classe €' sur
I (théorémes généraux). A ce titre, elle est dérivable sur I et :

Vo e I, fp(z) =e 4@ (K'(z) — A(2)K (7)) = 4@ (K’(m) - — K(az))

On en déduit que :
fp est solution de (F)
Ve I, a(@)f (@) + b(z) fo(z) = (@)

= Vrel, a(x)e 4@ (K’(x) -

—=Vrel, az)e @K (z) —b(z)K (z)e @ 4+ b(2) K (z)e 4 = ¢(z)

N J/

=0

= Vrel, alx)e*@K'(z) = c(x)
c(x)
= Vel K(r)=——+%e'®
el K= 50 (@)
Les hypothéses du théoréme et les théorémes généraux sur la continuité assure que la fonction z ——

%eA(l) est continue sur [; elle admet donc une primitive sur /. En d’autres termes, il existe une
a(x

fonction K de classe €' sur I satisfaisant I'identité (#).

On en déduit que la fonction fp:x € I =A@ / Az) eA@ dz | est solution de (E). &

a(z)

=K(x)

9.1.4 Conclusion - Probléme de Cauchy

Il résulte du théoréme 3 que toute EDL1 admet des solutions. On sait alors décrire complétement ’ensemble
des solutions de (E), grace aux théorémes 1 (décrivant I’ensemble des solutions) et 2 (donnant la solution
générale de I’équation homogéne associée). Un petit dessin valant mieux qu’un long discours, on illustre
par quelques graphiques la méthode mise en ceuvre précédemment pour résoudre (E) : xy’+(z—1)y = 23

(page 6).
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» Le premier graphique (“rouge”) montre quelques courbes représentatives de I’équation homogeéne,
c’est-a-dire des fonctions fo : x € Ri —— Cxe™® (pour plusieurs valeurs de C).

» Le second correspond a la courbe représentative d’une solution particuliére de ’équation avec second
membre, la fonction fp:2 € R} — z(z —1).

» Sur le dernier graphique sont tracées les courbes de quelques solutions de 1’équation avec second
membre, c’est-a-dire quelques fonctions go 1 € R} —— x (z — 1) + Cxe™™.

Solution générale de ’équation ho- -+ Une solution particuliére de ’équa-
mogeéne tion compléte

— Solution générale de I’équation compléte
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Le dernier graphique de la page précédente suggére que les courbes représentatives des solutions de (F)
“recouvrent le plan, et ne se coupent pas”. Cette intuition est précisée par I’énoncé ci-dessous.

THEOREME 4 - (Existence et unicité d’une solution pour un probléme de Cauchy d’ordre 1).
Soient a, b et ¢ trois fonctions de €° (I, K).

On note (F) 'EDL1 : a(z)y’ + b(z)y = ¢(x).
On suppose que a ne s’annule pas sur [ : Vz € I, a(x) # 0.

Pour tout couple (zg,y0) € I x K, il existe une unique fonction ¢ € ¢* (I,K) telle que :
Vze I, a(z)¢'(z)+b(z)e(z) = c(z)

© (z0) = Yo

Intuitivement : par tout point du plan, passe la courbe représentative d’une unique solution de (FE).
PREUVE. Avec les notations de ’énoncé, le théoréme 3 assure qu'il existe une solution fp de (E).
Soit, ¢ une solution arbitraire de (E). Il existe un scalaire K tel que : YV € I, ¢(x) = fp(x) + Ke 4@,

Considérons a présent un couple (zg,yo) € I x K arbitraire. On a :
o(rg) = yo <= fp(mo) + Ke A0 = yy = K = (yo — fp(mp)) eA@0)
On en déduit que la fonction ¢ définie en posant :

Vo e I, () = fp(x) + (yo — fp(x)) eA@)=A@)

est 'unique solution de (F) telle que ¢(xg) = yo. &

9.2 EDL2 A coefficients constants

9.2.1 Généralités

DEFINITION 2 - Soient a, b, ¢ et d quatre fonctions de ¢° (I, K). Une fonction f € € (I,K) est dite
solution sur / de ’équation différentielle a(x)y” + b(z)y’ + c(x)y(z) = d(z) si :

veel,  a(@)f"(x) +b(z)f (z) + c(x) f(x) = d(z)

Terminologie. (E) a(z)y” +b(z)y + c(x)y = d(z) est appelée équation différentielle linéaire d’ordre 2
(ou EDL2) avec second membre; et (H) a(z)y"+b(x)y'+c(x)y = 0 est appelée équation (différentielle
linéaire d’ordre 2) homogéne (ou sans second membre) associée a (E).

Par ailleurs, on note parfois simplement ay” + by’ + cy = d 1’équation différentielle ().

Exemples. La fonction cos est solution sur R de 'EDL2 homogéne y” 4+ y = 0. La fonction exponentielle
R de 'EDL2 avec second membre y” + 4" — y = e”.
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Remarque. Tout au long de ce paragraphe, nous nous restreindrons au cas particulier des EDL2 &
coeflicients constants, c’est a dire de la forme

' +ay +by=c(zr) avecaetbdans K, et c € ¢°(I,K)

Cette remarque faite, on peut conjecturer assez facilement que les propriétés relatives aux EDL1 s’étendent
aux EDL2. Commengons par le commencement :

THEOREME 5 - (Structure de I’ensemble des solutions d’une EDL2). Soient a et b deux
scalaires, et c € €° (I,K).

On note (E) 'EDL2 : ¢ + ay’ + by = c¢(z), et (H) : y" + ay’ + by = 0 équation homogene associée a
(E).

On suppose qu’il existe une solution ¢ de (E) sur I.

Alors, pour toute fonction f € €*(I,K) :

[f est solution de (F)] <= [(f — ¢) est solution de (H)]

PREUVE. ¢ Soit f une fonction de classe €2 sur I a valeurs dans K. Avec les notations et hypothéses de
I’énoncé :

f est solution de (F)
—=Veel,  fr)+af(z)+b0f(z)=c(z)

() + af'(x) +bf(x) = ¢"(x) + ag'(x) + bp(x)
—=Vveel,  fz)=¢"(z)+a(f(z) —¢'@)+0(f(x) —p(z) =0

= Vzel, (f—9)" (@) +a(f—9) (@) +b(f—9)(x)=0 (linéarité de la dérivation)

<= (f — ¢) est solution de (H) &

—Vrel, 1

'(z)
+b

En d’autres termes, et avec les notations précédemment introduites, toute solution f de (E) s’écrit fy+ fp
ou fy (resp. fp) désigne une solution quelconque de I’équation homogeéne associée a (E) (resp. une solution
particuliére de (F)).

La méthode (et le plan de ce paragraphe consacré aux EDL2) de résolution des EDL2 sera donc rigoureu-
sement analogue a celui des EDLI.

9.2.2 Reésolution d’une EDL 2 homogéne

La petite difficulté dans ce paragraphe provient de ce que la solution générale d’'une EDL2 pourra étre
différent selon que 'on cherche des solutions & valeurs réelles ou valeurs complexes d’une EDL2.

6. Les mémes causes produisant les mémes effets, la démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théoréme
analogue pour les EDLI.
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THEOREME 6 - (Solution générale d’'une EDL2 homogéne - Cas COMPLEXE). Soient a
et b deux complexes.

On note (H) 'EDL2 : ¢ 4+ ay’ + by = 0.
On note encore (EC) : X? 4+ aX + b = 0 ’équation caractéristique associée a (H).
Enfin, on note A = a® — 4b le discriminant de ’équation caractéristique.

» Premier cas : A # 0. L’équation (EC') posséde deux racines complexes distinctes «v et . Les solutions
de (H) sont alors les fonctions définies par

Vre R, f(z)=Ce + Coel”

ot (] et Cy désignent deux complexes arbitraires.

» Second cas : A = 0. L’équation (EC') posséde une racine double «. Les solutions de (H) sont alors
les fonctions définies par

Vre R, f(z)=(C)+ Cyx)el?

ot (] et Cy désignent deux complexes arbitraires.

PREUVE. Notons « et [ les racines de I’équation caractéristique (méme si éventuellement on peut avoir

a=pf).
Posons : |Vz € R, ¢(z) = g(x)e®®, ol g est de classe €2 sur R () |.

La fonction ¢ est de classe €2 sur R (en tant que produit de fonctions qui le sont) ; il est donc légitime de

la dériver deux fois. On a :
Ve R, ¢(x) =e(¢(z) + ag(x)) et Vo € R, ¢"(x) = e (¢"(z) + 2ag'(z) + a?g(z))
Par suite :
‘go est solution de (H) ‘
= VreR, ¢"(z)+ay'(z) +bp(x) =0
< VreR, e (¢"(x) +2ag (z) + a®g(z) + ag' (z) + aag(x) + bg(x)) =0

= VzeR, e | ¢ (z)+ (2a+a)g(z)+ (¢ +aa+b)g(z) | =07
T
On note alors que : 2a +a = a — (3.8 L’assertion précédente est donc encore équivalente a la suivante :
Vo € R, ¢ (¢"(z) + (a — §) ¢'(2)) = 0
<= VreR, ¢"(z)+ (a—B)¢'(x) =0°

<= | ¢ est solution de 'équation différentielle : Y’ + (a« — )Y =0 (M)

7. On a &® 4+ acr + b = 0 puisque « est racine de I'équation caractéristique.

8. Lorsque les racines sont distinctes, cela provient de 1’égalité o+ 3 = —a (relation coefficients racines pour un polynome
de degré 2). Lorsque a est racine double de I’équation caractéristique, on a : 2a = —a donc 2a + a = 0; et d’autre part dans

ce cas f—a=a—a=0. En résumé, dans les deux situations, on a : 2aa +a = a — 5.
9. Puisque la fonction = — €** ne s’annule pas sur R.
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On distingue alors deux cas :
> Premier cas — Si o # [ : alors on déduit de (M) que :

INEC, Ve e R, ¢(z) = helB-ae

A
b —«

En exploitant alors la relation (&), on peut affirmer que :

<3 (\peC* VeeR, g(x)= S L)

A
b —«

@ est solution de (H) <=3 (\,u) € C*, Vo € R, p(x) = ( elfmole u) e*”

A
3 (\p) eC? Vre R, go(x)zﬁ_aeﬁuue‘“

On en déduit donc que, dans le cas oit A # 0, toute solution est “de la forme C;e”* + Che®®” : la réciproque
est une vérification pas trés rapide, mais aisée.

> Second cas — Si o = 3 : alors on déduit de (#) que :
INeC, VzeR, ¢x)=2A
3 \p)eC® VreR, gx) =z +pu

En exploitant alors la relation (&), on peut affirmer que :
¢ est solution de (H) <=3 (\,u) € C?, Vz € R, ¢(z) = (A\x + p) e

On en déduit donc que, dans le cas ot A = 0, toute solution est “de la forme (Cyz + Cy) e**”; la réciproque

est, comme précédemment, aisée. Ce qui achéve la preuve du théoréme.

Exemple 1. Résolution dans C de (E) :  y" + 4y’ + 13y = 0.

[équation caractéristique (EC') a pour discriminant A = —36, et donc pour racines —2 £ 3i. D’aprés le
théoréme 6, la solution générale de (E) est : Vo € R, fy(z) = C1e(72302 4 Che=2-302 (O} C5 complexes).

Exemple 2. Résolution dans C de (E) :  y" + 4y’ +4y = 0.

L’équation caractéristique (FC) est (X +2)? = 0. Elle a donc une racine double : —2. D’aprés le théoréme
6, la solution générale de (E) est : Vo € R, fy(z) = (Cy + Cyz) e ** (C}, Cy complexes).

On passe a présent au cas réel, c’est a dire que I'on déterminer les fonctions f € €*(R,R) (a valeurs réelles
donc) solution de 'EDL2 4" + ay’ + by = 0.
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THEOREME 7 - (Solution générale d’'une EDL2 homogéne - Cas REEL). Soient a et b deux
réels.

On note (H) 'EDL2 : ¢ 4+ ay’ + by = 0.
On note encore (EC) : X? 4+ aX + b = 0 I’équation caractéristique associée a (H).
Enfin, on note A = a? — 4b le discriminant de I’équation caractéristique.

» Premier cas : A > 0. L’équation (EC') posséde deux racines réelles distinctes « et /3. Les solutions
de (H) a valeurs réelles sont alors les fonctions définies par

Vre R, f(z)=Ce™ + Coel”

ot (] et Cy désignent deux réels arbitraires.

» Second cas : A = 0. L’équation (EC') posséde une racine double a. Les solutions de (H) a valeurs
réelles sont alors les fonctions définies par

Vre R, f(z)=(C)+ Cyx)ef?

ot (] et Cy désignent deux réels arbitraires.

» Troisiéme cas : A < 0. L’équation (EC') posséde deux racines complexes (non réelles) conjuguées
u £ iv. Les solutions de (H) a valeurs réelles sont alors les fonctions définies par

Vee R, f(z)=(Cicos(ux)+ Cysin(ux)) e’

ot (] et Cy désignent deux réels arbitraires.

PREUVE. Mutatis mutandis, la preuve des deux premiers cas se déduit de la preuve du théoréme 6.

Reste donc & traiter le cas ou A < 0. On note alors u + iv les deux racines de I’équation caractéristique
associée a (H).

Soit p € €?(R,R) une solution de (H). Alors ¢ est en particulier une solution & valeurs complexes de
(H) (puisque R C C), et il existe donc deux nombres complexes C; et Cy tels que :
Vo e R, (p(%) — Cle(u—i—iv)x =+ C«Ze(u—jv)m

Il reste & déterminer a quelle(s) condition(s) sur C; et Cy la fonction ¢ est a valeurs réelles. D’apreés ce qui
précéde, on a :

Vo€ R, o(z) = Creltivr 4 Cheluive
< Ve R, p(x)=Cre" (cos(vr) +isin(ve)) + Cae™ (cos(vr) — isin(vz))
<= Vre R, px)=e""[(Cy+ Cy)cos(vr) +i(Cy — Cq) sin(vz)]

p(0) e R (Cy+Cy) € R
En particulier, on a : . =
(P(g)GR 1(01—02>€R
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En posant K7 = (C} + C3) et Ky =1(Cy — Cy), on a établi 'implication :
o € €*(R,R) est solution de (H)| = [ (K, K>) € R* Vr € R, ¢(z) = (K, cos(ux) + Ky sin(uz)) e’
L’implication réciproque est une vérification immeédiate qui achéve la preuve de ce théoréme.&

Exemple 1. Résolution dans R de (E) :  ¢" + 4y’ + 13y = 0.

L’équation caractéristique (EC') a pour discriminant A = —36, et donc pour racines —2 4 3i. D’aprés le
théoréme 7, la solution générale de (E) (a valeurs réelles) est :

Vre R, fu(x)=(C)cos(3z) + Cysin(3z)) e > (Cy, Cy réels).

Exemple 2. Résolution dans R de (E) :  ¢" + 4y’ + 4y = 0.

L’équation caractéristique (EC) est (X + 2)? = 0. Elle a donc une racine double : —2.
D’aprés le théoréme 7, la solution générale de (E) est :

Ve R, fu(xr)=(Cy+ Cox)e 2 (Cy, Cy réels).

9.2.3 Recherche d’une solution particuliére

PROPRIETE 1 - Soient a et b deux réels, et o un scalaire.
On note (F) PEDL2 : ¢ + ay’ + by = e**.
On note encore (EC) : X? 4+ aX + b = 0 I'équation caractéristique associée a (F).

» Premier cas : a n’est pas racine de (EC). L’équation (E) posséde une solution particuliére fp avec :
Ve R, fp(x) = Ke*, pour un certain K € C.

» Second cas : « est racine simple de (EC). L’équation (E) posséde une solution particuliére fp avec :
Vre R, fp(x) = Kze*, pour un certain K € C.

» Troisiéme cas : « est racine double de (EC). L’équation (£) posséde une solution particuliére fp
avec : Vo € R, fp(x) = Kz?e®®, pour un certain K € C.

PREUVE. » Premier cas : a n’est pas racine de (EC). Alors : a? + aa + b # 0.

Soit K un complexe. Posons : Vz € R, fp(x) = Ke®®. La fonction fp est de classe ¢ sur R et pour tout
réel z on a : fp'(z) = aKe* et fp'(x) = a?Ke*.
Ainsi, pour tout réel z on a : fp"(z) 4+ afp'(z) + bfp(z) = Ke* (a® + aa + b).

Puisque e** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

1
[fp est solution de (E)] <= [K (& +aa+b) =1] <= |K = 2+ aa+b

La derniére égalité étant rendue légitime par le fait que « n’est pas racine de (EC).

1 ax

——— e est
a?4+aa+b

On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vo € R, fp(z) =
solution de (E).
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» Second cas : « est racine simple de (EC). Alors : o + aa+ b =0, et 2 + a # 0. 19

Soit K un complexe. Posons : Vo € R, fp(z) = Kze®®. La fonction fp est de classe €2 sur R et pour
tout réel x on a : fp'(z) = Ke® (ax + 1) et fp"(z) = Ke** (a®z + 2a).

Ainsi, pour tout réel z on a : fp"(z) + afp’(z) + bfp(x) = Ke™ (a*x + 20 + aax + a + bx).

Puisque e** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

1
[fp est solution de (E)] <= |K | (®+aa+b)z+2a+a| =1 <:>[K:2 +}
N——’ a-—T+a

=0
La derniére égalité étant rendue légitime par le fait que « est racine simple de (EC).
1
 2a+a

On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vz € R, fp(z) xe™, est solution

de (F).
» Troisiéme cas : « est racine double de (EC). Alors : o? + aa +b =0, et 2a + a = 0.

Soit K un complexe. Posons : Vx € R, fp(x) = Kz%e*®. La fonction fp est de classe €2 sur R et pour
tout réel x on a : fp'(z) = Ke® (ax?® + 2x) et fp"(x) = Ke® (@®2? + dax + 2).

Ainsi, pour tout réel z on a : fp"(z) + afp’(z) + bfp(z) = Ke* (a*2? + 4ax + 2 + aax? + 2az + bx?).

Puisque e** est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

[fp est solution de (E)] <= |K | (¢® +aa+b)2? + (2a+4a)z+2 | =1| < {K = 11
——

—_———
=0 =0

1
On peut alors conclure que la fonction fp définie en posant : Vo € R, fp(x) = 5 2%e™* | est solution de

(E); ce qui achéve la preuve de la propriété.&

Exemple 1. ‘Considérons I'équation (E) : 3" — by + 6y = el”,

L’équation caractéristique (X2 —5X + 6 = 0) a pour racines 2 et 3.
Puisque i n’est pas racine de I’équation caractéristique, (F) admet une solution particuliére de la forme
Ke'” (avec K complexe).
Posons donc : Vz € R, ¢(z) = Ke'*. La fonction ¢ est de classe €2 sur R (et méme de classe ).
Pour tout réel x, on a : ¢/(z) = iKe'” et ¢’(x) = —Ke'®. Il s’ensuit que ¢ est solution de (E) si et
seulement si :
Vo € R, —Ke'* — 5iKe” + 6Kel® = e «= YV € R, (=1 —5i + 6) Ke* = ¢ <= K (5 —5i) = 1

1

1 1
— K = — K = — 4 —ji
5 — 5i 10 10!

10

10. En effet, si « était racine double de (EC), on aurait a = —a/2, et donc 2a+ a = 0.

1 1 .
On en déduit que la fonction ¢ :x € R+— (— + 0 i) e'” est solution de (E) |.
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Exemple 2. | Considérons 'équation (F) : y” — 3y + 2y = e”.

Puisque 1 est racine simple de 1’équation caractéristique, (£) admet une solution particuliére de la forme
Kxe® (avec K complexe).

Posons donc : Vz € R, ¢(z) = Kze®. La fonction ¢ est de classe €2 sur R.
Pour tout réel z, on a : ¢'(x) = Ke* (z + 1) et ¢""(z) = Ke® (x + 2). Il s’ensuit que ¢ est solution de (F)
si et seulement si :

Ve eR, Ke*(x+2—-3x—3+2z)=¢"<—= K =-1

On en déduit que la fonction : | : x € R — —xe” est solution de (E) |

Exemple 3. | Considérons 'équation (F) : ¢y — 2y +y = €”.

Puisque 1 est racine double de I’équation caractéristique, (F) admet une solution particuliére de la forme
Kz%e® (avec K complexe).

Posons donc : Vo € R, p(x) = Kx?e®. La fonction ¢ est de classe €2 sur R.

Pour tout réel z, on a : ¢'(z) = Ke® (22 + 2z) et ¢"(z) = Ke® (2? + 42 + 2). 1l s’ensuit que ¢ est solution
de (E) si et seulement si :

1
Vz e R, Kew(a:2+4x+2—2x2—4x—|—:c2):ex<:>K:§

1
On en déduit que la fonction : ¢ : 2z € R+— 5 z%e” est solution de (E)|.

La propriété 1 peut sembler restrictive, dans le sens ou elle ne s’applique qu’a un cas trés particulier de

L arn

second membre (“e*™”). Une extension de ce résultat est fourni par I’énoncé suivant, qui repose sur la
linéarité de 'application

A6 (RK) —=%° (R, K)
f———/f"+af +0bf

PROPRIETE 2 - (Principe de superposition des solutions, v1). Soient a et b deux scalaires
c1 et ¢y deux fonctions continues sur R & valeurs dans K.

On suppose que fi (resp. fo) est solution de y” + ay’ + by = ¢1 (resp. y" + ay’ + by = ca).
Alors pour tout couple de scalaires (\, ) € K2, la fonction (Af; + puf2) est solution de 'équation
différentielle y” + ay’ + by = Acy + pcs.

PREUVE. On renvoie a la preuve de la version générale, propriété 3 page 17 &

Exemple. | Considérons équation (E) : 3" — 3y’ + 2y = 2ch(z).

Pour tout réel z, on a : 2ch(z) = e*4+e~*. D’aprés le principe de superposition, une solution particuliére de
(E) peut étre obtenue en faisant la somme d’une solution particuliére de (E1) et d’une solution particuliére
de (E2), en ayant posé :

(B iy =3y +2y=e7" et (Es) :y" — 3y +2y =¢€"
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x

> Recherche d’une solution particuliére de (F7). On introduit I'équation (Ey) : y" — 3y’ + 2y = e 7.
Puisque —1 n’est pas racine de 1'équation caractéristique, (E;) admet une solution particuliére de la forme
Ke™® (avec K scalaire). Posons donc : Vo € R, fi(z) = Ke . La fonction f; est de classe €2 sur R (et
méme de classe €°°), et on peut donc calculer ses dérivées successives.

Pour tout réel x, on a clairement : f;'(x) = —Ke ™ et f;"(z) = Ke™®. Il s’ensuit que f; est solution de
(E1) si et seulement si :
1
Vo R, Ke (14342 =e " <> K=

1
On en déduit que la fonction f; : 2z € R +— 6 e * est solution de (E7) ().

> Recherche d’une solution particuliére de (Fs). On a déja établi page 16 qu’une solution de (E3) est la
fonction fo: 2z € R+— —ze® ().

> D’aprés (&), (W) et le principe de superposition, on peut affirmer que la fonction :

T — xe” est solution de (F)

1
frxe ]R'—>6e_

On énonce a présent le principe de superposition dans sa version générale.

PROPRIETE 3 - (Principe de superposition des solutions, v2). Soient a et b deux scalaires,
et n € N*.

Soient c1,..., ¢, n fonctions continues sur R & valeurs dans K.

Soient fi,..., f, n fonctions de €2 (R, K) telles que :

Vie[1l,n], fi est solution de (E;) : ¢’ + ay’ + by = ¢;.
Alors pour tout (Aq,...,A\,) € K",

la fonction Z Aifi est solution de I'équation différentielle vy + ay’ + by = Z AiG;.
i=1 i=1

PREUVE. Sous les hypothéses de I’énoncé, on a :

n " n / n n n n
(z m-) ‘o (z m-) Y A = S A S AR 53
=1 =1 =1 =1 =1 =1

= Z )\Z (fi” + lei/ + bfz) = Z )\ici
i=1 =1

la premiére égalité provenant de la linéarité de la dérivation, la seconde de la linéarité de la somme, et la

derniére de I'hypothése suivant laquelle f; est solution de y” 4+ ay’ + by = ¢; pour tout i €[ 1,n |.

Le principe de superposition permet donc d’élargir la classe de seconds membres pour lesquels on peut
déterminer une solution particuliére. On peut en particulier I'appliquer lorsque le second membre est un
cosinus hyperbolique ou un sinus hyperbolique.

On pourrait aussi 'appliquer lorsque le second membre est un cosinus ou un sinus; mais il y a dans ce cas
mieux a faire, comme le précise I’énoncé suivant.
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LEMME 1 - (“Pont R <— C” pour les EDL). Soient a et b deux réels.
Soient ¢ € €°(R,C) et p € €*(R,C). Alors :

Re (@) est solution de y” + ay’ + by = Re(c)
[ est solution de ¢y’ + ay’ + by = ¢| <=
Im () est solution de y" + ay’ + by = Im(c)

PREUVE. Sous les hypothéses de I’énoncé, on a :
[¢ est solution de vy’ + ay’ + by = ]
= Vre R, ¢"(z) +ap'(z) + bp(x) = c(z)
= VzeR, (Re(¢"(z)) +aRe (¢'(z)) + bRe (¢(2))) +1(Im (¢"(z)) + alm (¢'(z)) + blm (p(x)))
= Re(c(x)) +iIm(c(x))

«—Vze R, ((Rep)" (z) + a(Rep) (z) + b(Rep) (z)) +1((Imp)” (z) + a (Imp)' (z) + b (Imyp) (z))
= (Rec) (z) +1 (Imc) (x)
Vz € R, (Rep)” (z) +a(Rep) (z) +b(Rey) (z) = (Rec) ()
Vo e R, (Imp)” (z) +a(Ime) (z) 4+ b(Ime) (z) = (Imc) (v)

Re () est solution de y” + ay’ + by = Re(c)
< &

Im () est solution de y" + ay’ + by = Im(c)

Exemple. | Considérons 'équation (E) : " — 5y’ + 6y = cos(z).

On introduit I'équation (E') : y" — 5y + 6y = el®.

1 1 .
On a déja établi (voir exemple 1, page 15) que la fonction ¢ : x € R — (E + 10 i) e'” est solution de
(E").

En vertu du lemme, il ne reste plus qu’a en déterminer la partie réelle pour avoir une solution de (E).

1
Explicitement, la fonction ¢ : x € R+— 10 (cos (z) — sin(x)) | est une solution particuliére de (E).

Remarques. Pour conclure ce paragraphe, indiquons que 1’énoncé de la propriété 1 peut étre généralisé aux
seconds membres de la forme P(x)e®”, ou P désigne un polynéome. Explicitement, 'équation y”+ay’+by =
P(z)e**admet une solution de la forme Q(z)e™” ou @ est un polyndme, avec :

» deg(Q) = deg(P) lorsque « n’est pas racine de (EC);
» deg(Q) = deg(P) + 1 lorsque « est racine simple de (EC);
» deg(Q) = deg(P) + 2 lorsque « est racine double de (EC).

Autre astuce : lorsque le second membre est un “cos” ou un “sin”, on peut chercher une solution particuliére
sous la forme A cos+pusin avec A et p deux scalaires.
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9.2.4 Conclusion

On donne ci-dessous un exemple de résolution compléte d’un probléme de Cauchy, pour faire le point sur
la méthode générale et sur les résultats précédents.

Soient A, w et yo trois réels strictement positifs, et a un réel strictement supérieur a 1.

Résoudre dans R (c’est-a-dire déterminer les solutions dans €*(R,R)) le probléme de Cauchy suivant :

(B) : Y + w?y = Asin (ax)

Commencons par résoudre (E) (EDL d’ordre 2 a coefficients constants).

» Résolution de I’équation homogéne associée. Notons (H) 3’ + w?y = 0 I'équation homogéne
associée a (E). L’équation caractéristique associée est X* + w? = 0, et elle a donc deux racines complexes
conjuguées : £iw. On en déduit que la solution générale de (H) est

fix e R Ccos(wx) + Cysin (wzx) (avec Cy et Cy réels)

» Recherche d’une solution particuliére de ’équation compléte. On peut penser a déterminer une
solution particuliére de I’équation auxiliaire

(E’) y//+wy:Aeiax

Mais il faut alors distinguer deux cas suivant que o = w (car alors i« est racine de I’équation caractéristique)
ou a # w. !

> Cas a # w. Ici, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant : Vo € R, fp(z) = Ke*®. On

en déduit que : Vo € R, f"p(z) = —a?Kel®®. 1l s’ensuit que fp est solution de (E’) si et seulement si :
% 2 2 % A
Vre R, Ke (w —a):Ae = K=—F-
w? —«
Ainsi la fonction © € R — ———— ¢l®” est solution de (E’). On en déduit que sa partie imaginaire, la

w2 — a2

A
fonction : fp: 2 € R+—— ———— sin(ax) est une solution particuliére de (E).
w? — «

Conclusion. Dans le cas a # w, la solution générale de (E) sur R est

y:zx € Rr— sin (a ) + C cos (wz) + Cy sin (wz) (Cy et Cy réels)

w2 — a2

11. Remarquons quand méme, pour se remonter le moral, que ’on ne peut avoir &« = —w, puisque ces deux réels sont
supposés strictement positifs dans I’énoncé.
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> Cas o = w. Dans cette situation, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant : Va €
R, fp(z) = Kze®®. On en déduit que : Vo € R, f'p(z) = (1 +iaz) Kel®®, puis : Vo € R, f"5(z) =
(2ic — a? ) Kel*® 11 s’ensuit que fp est solution de (E’) si et seulement si :

. . . . A
Vre R, Ke" ((2ia — o ) + w?z) = Ae'? <= Vz € R, Ke*” (2ia) = Ae'*? <= K = —2—i
oY

Ainsi la fonction z € R — —2—izveiw est solution de (E’). On en déduit que sa partie imaginaire, la
o

fonction : fp:2z € R+— ~5g L oS (avx) est une solution particuliére de (E).
a

Conclusion. Dans le cas a = w, la solution générale de (E) sur R est

y:v€ Rr— —; zcos (ax) 4+ Cy cos () + Cysin (ax) (Cy et Cy réels)
o

Il ne reste “plus qu’a” résoudre le probléme de Cauchy dans chaque cas :

» Dans le cas a # w, la solution générale de (F) sur R est :

y:x€ R+— sin (a ) + C} cos (wz) + Cysin (wz) (Cy et Cy réels)

w2 — 2

Les conditions de Cauchy y(0) = yo et ¥'(0) = 0 imposent :

C1 =1 Ci = o

d’ou :

A A
a + CUCQ =0 02 - a

w? —a? w(a? — w?)

Conclusion. Dans le cas a # w, la solution du probléme de Cauchy constitué de (E) et des conditions

y(0) = yo et ¥'(0) =0 est A Aw

y:rx€ R— sin (a ) + yo cos (wx) + sin (wz)

w? — a? w (@ — w?)

» Dans le cas a = w, la solution générale de (F) sur R est

A
y:r€ R+— ~ 5 L Cos (ax) + Cy cos (ax) + Cysin (ax) (Cy et Cy réels)

a

C1 = yo C1 =Y

Les conditions de Cauchy y(0) = yo et ¥'(0) = 0 imposent : A d’ou : A
-+ OéCQ =0 02 = >
200 202

Conclusion. Dans le cas @ = w, la solution du probléme de Cauchy constitué de (E) et des conditions

y(0) = yo et y'(0) = 0 est
A A
y:ze€ R— —Q—xcos(a:c)—i-yocos(ax)%—ﬁ sin (o)
a o




Cours MPSI 21

9.3 Compléments sur les équations différentielles

9.3.1 EDL?2 et oscillateur harmonique

En Physique, le comportement d'un oscillateur harmonique '2 est régi par une EDL2 de la forme
Y’ + 2my’ + Wiy = c(t) avec m > 0 et wy > 0.

Plus précisément, on parle d’oscillateur harmonique libre lorsque ¢ = 0; et d’oscillateur harmonique forcé
sinon.

Enfin, lorsque m = 0, on parle d’oscillateur harmonique sans frottements lorsque m = 0, et avec frottements
sinon.

On étudie ci-dessous les différents cas.

Cas N°1 — Etude de loscillateur harmonique libre, sans frottements (résolution de y” + wiy = 0).
Solution g€ peut s’écrire fr ,(t) = K cos (wot — @)

On suppose que wy € R*, et on note (H) Péquation différentielle linéaire du second ordre : 3" + wiy = 0.
[’équation caractéristique associée posséde deux racines complexes conjuguées iwg. '3
On en déduit que la solution générale '* est : |V (¢, A\, u) € R3, f ,(t) = X cos(wot) + psin(wot).

Fixons a présent les réels t, \ et p, avec (A, 1) # (0,0). On écrit :

CcoS wot

f,\’u(t) = \/)\2 +,u2 (

g o)

A Iz
Puisonpose: X = ——et Y = ——
p /)\2_|_Iu2 /)\2+M2

Le couple de réels (X,Y) vérifie clairement la relation X2+ Y? = 1. Par suite, le complexe X +iY est un
élément de U, et il existe donc un unique réel ¢ € [0,27 [ tel que X = cosy et Y = sin . Par suite :

Fau(t) = /A2 4 1 (cos pcos(wot) + sinpsin(wet))  d’ot: fru(t) = /A2 + p? cos (wot — ¢)
Le cas (A, u) = (0,0) est trivial (prendre K = 0 et ¢ arbitraire).

Conclusion. La solution générale de (H) est : V (¢, K, ¢) € R?, fr,(t) = K cos (wot — ¢)

(régime périodique)

12. Pour plus de renseignements sur 'oscillateur harmonique, consulter M Roveillo !
13. Qui sont effectivement distinctes puisque wp est non nul par hypothése.
14. Cad ’ensemble des fonctions solutions de (H) & valeurs réelles.
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CAs N°2 — Etude de l'oscillateur harmonique libre, avec frottements (résolution de y” + 2my’ +wiy = 0
avec m > 0). Solution générale dans les trois cas.

On considére 'EDL2 : (H) 3" +2my’ +wiy = 0 avec m et wy strictement positifs. L’équation caractéristique
associée est : (EC) X? 4+ 2mX + w? = 0, dont le discriminant est A = 4 (m? — wg).

On distingue alors trois cas :

» Si A <0 (cad si: m <wp) : 'équation (EC) posséde deux racines complexes conjuguées

—m £ iy/wi — m?

Dans ce cas (“frottements faibles”), la solution générale de (H) est :

V(A ) € R frut) = ()\ cos ((\/W) t) + psin (( w2 — m2) t>> ot

(régime pseudo-périodique)

» Si A =0 (cad si: m = wyp) : équation (EC) posséde une racine double (réelle) : —m. Dans ce cas, la
solution générale de (H) est :

V(t, A\ p) € R fru(t) = (At + u)e ™ (régime critique)

» Si A >0 (cad si : m > wp) : 'équation (EC) posséde deux racines réelles X5 = —m=£+/m? — wi. Dans
ce cas (“frottements importants”), la solution générale de (H) est :

YV (t, A p) € R, fru(t) = AeXtt + pe®2t (régime apériodique
i

CAs N?3 — Exemple d’étude de Doscillateur harmonique forcé, sans frottements :

résolution de y” + wiy = A cos (wt).

Soient A, wg et w trois réels strictement positifs. Notons :
(E): v+ wiy = Acos(wt)

La résolution de I’équation homogéne associée a déja été faite précédemment : la solution générale de cette
derniére est

V(LK. @) € B, fr () = Kcos(wot —¢) (@)

Déterminons a présent une solution particuliére de (F). En utilisant la méthode détaillée dans le paragraphe
précédent, on s’intéresse en premier lieu a la résolution de

(E/) . y// —I—W(Q]y — Aeiwt
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L’équation caractéristique associée posséde deux racines complexes conjuguées +iwy. On doit donc distin-
guer deux cas suivant que w = wy ou W # wy.

> Premier cas : w # wp. Dans ce cas, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant

Vo e R, fp(x) = Kelw®
On en déduit que : Vo € R, f/p(x) = —w?Ke*?. D’olt fp est solution de (E’) si et seulement si :

Vo € R, Ke“" (wg — w?) = A" <= K =

Ainsi la fonction r € R — — e est solution de (E’). On en déduit que sa partie réelle, la fonction :

2

cos (w ) est une solution particuliére de (E).

Conclusion. Dans le cas w # wy, la solution générale de (E) sur R est

A cos (wx) + C cos (wox) + Cysin (woz)  (Cy et Cy réels)

> Second cas : w = wy. Dans cette situation, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant :

Vo e R, fp(x) = Kyelo®

On en déduit que : Vz € R, f/p(x) = (1 +iwg ) Ke*o% puis : Vo € R, f"p(z) = (2iwy — w z) Kel*o2.

Donc fp est solution de (E’) si et seulement si :

: : . : A
Ve R, Ke“° ((2iwg — wi ) + w?x) = Ae*? <=V € R, Ke“"% (2iwy) = Ae0® < K = —2—1
Wo

iwp x

A
Ainsi la fonction x € R — o ire est solution de (E’). On en déduit que sa partie réelle, la fonction

wWo

A
frpixze Rr— o xsin (wy ) est une solution particuliére de (E).
)

Conclusion. Dans le cas wy = w, la solution générale de (E) sur R est

A
y:v e Rr— S zsin (wo x) + Cy cos (wox) + Casin (woz)  (Cy et Cy réels)
0

Remarque : dans cette derniére situation, on parle alors de phénoméne de résonance.

Les graphiques qui suivent font la synthése des différents cas d’étude de 1'oscillateur harmonique.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE, SANS FROTTEMENTS

Régime périodique

OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE, AVEC FROTTEMENTS (FAIBLES)

/ N\
N2 Y%

Régime pseudo-périodique

OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE, AVEC FROTTEMENTS (“INTERMEDIAIRES”

Régime critique

OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE, AVEC FROTTEMENTS (IMPORTANTS)

Régime apériodique
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OSCILLATEUR HARMONIQUE FORCE, SANS FROTTEMENTS, CAS GENERAL

\/A\/\/\ /\\/“\//\/\\/”v/\vm\

OSCILLATEUR HARMONIQUE FORCE, SANS FROTTEMENTS, RESONANCE

n

A
an

9.3.2 Géométrie des équations différentielles

Soit @ un vecteur non nul du plan réel. L’ensemble des multiples de u
RY={\d/\e R}

est une droite qui passe par lorigine du plan (on parle alors de droite vectorielle).

Considérons un second vecteur 7, non colinéaire a . L’image de R par la translation de vecteur o
est une droite :

T+RU={V + AU /e R}

qui bien évidemment ne passe plus par l'origine du plan (on parle alors de droite affine).

Ces considérations sont illustrées par le graphique de la page suivante.
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cl
I~

Fin du premier acte.

Sous les hypothéses a présent usuelles, 'ensemble des solutions d’'une EDL1 homogéne (ay’ + by = 0) est
'ensemble des multiples de e=*, oi A désigne une primitive de b/a. On peut donc noter cet ensemble :

Re™ ={Xe /X e R}

Par analogie avec la situation précédente, on dira que ¢’est une droite vectorielle (dans I'espace ¢ (I, R)).

Considérons a présent une solution particuliére fp de 'EDLI ay’ + by = ¢ (avec ¢ non nulle). La fonction
fp est non colinéaire a4 e~ (sinon elle serait solution de 1’équation homogéne). I’image de Re ™ par la
translation de “vecteur” fp

fp+Re A ={fp+re*/Xec R}

est une droite affine (dans l'espace ¢ (I, R)).

Ces considérations sont illustrées par le graphique ci-dessous. ..

fr+Re 4

Remarque : de facon analogue, ’ensemble des solutions d’'une EDL2 sans second membre est un plan
vectoriel, et I’ensemble des solutions d’une EDL2 avec second membre est un plan affine.
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9.3.3 Un exemple non linéaire : équation de Bernoulli

Une équation de Bernoulli!® est une équation différentielle de la forme

(E) ¥ +a(z)y = blx)y”

oll « est un réel quelconque '®; et a et b sont deux fonctions continues sur un certain intervalle de R. Une
telle équation est appelée une équation différentielle ordinaire du premier ordre. Elle n’est évidemment
plus linéaire; tout ce qui a été vu en cours sur les équas diffs (linéaires) ne s’applique donc plus.

Le principe de résolution est de se ramener & une équation différentielle linéaire via un changement de
fonction inconnue, explicitement en posant : z = y'~®. On présente ci-dessous un exemple.

Exemple. |Résolution de (E) v + zy = xy?|.

/
1
Supposant dans un premier temps que y ne s’annule pas, on réécrit (E) : y_2 + - ==
Yy Yy

1
Le changement de fonction inconnue Y = — conduit a résoudre : =Y’ + zY = x.
Y

Des calculs sans difficulté permettent d’en déduire que : Y = 1+ Ke*'/? (avec K € R).

1

On en déduit qu’une solution de (F) est définie par une expression de la forme : | p(z) = TS Ko
e.f

9.3.4 Un probléme : résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 3

L objectif de ce probléeme est la résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 3 (y" —y = 0).
Cette résolution se fait essentiellement dans la partie C. Pour y parvenir, on introduit dans la partie B
des fonctions dont les dérivées possédent des propriétés particuliéres, et qui seront utilisées dans la derniére
partie.

» PARTIE A- Cadeaux. Les deux questions de cette partie sont indépendantes.

1) On considére 'application :
A: € (R,R)—— %> (R,R)

fi f

qui a toute fonction de classe € sur R associe sa dérivée. L’application A est-elle injective ?

2) Résoudre dans C l'équation 2® — 1 = 0. On précisera les formes exponentielles et algébriques des
solutions.

» PARTIE B - Calculs de dérivées

On considére les trois fonctions définies sur R suivantes :

15. Ainsi nommeées en référence a Jakob Bernoulli (1654-1705), mathématicien suisse, que I'on ne confondra pas avec son
frere Jean Bernoulli (1667-1748), également mathématicien suisse, ni avec ses neveux Nicolas Bernoulli (1695-1726), Daniel
Bernoulli (1700-1782) et Jean Bernoulli dit Jean II (1710-1790), tous mathématiciens suisses.

16. On supposera quand méme que « est différent de 0 et 1, puisque dans ces deux cas I’équation (E) est une équation
différentielle linéaire.
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w3

2

gr:xreER+—e”; gz:xERr—>egsm< 5

v 3
> et ggiiUERI—)e?COS(M)

no17

3
4
3
6

Calculer gy
Calculer go'. Vérifier qu’il existe deux réels a et b (que on précisera) tels que g’ = ags + bgs.

Calculer gs'. Vérifier qu’il existe deux réels c et d (que I'on précisera) tels que g3’ = cga + dgs.

)
)
)
) Calculer g5 et g5”.

» PARTIE C - Une équation différentielle

Dans cette partie, on note (£7) I’équation différentielle :

(B1) ¥ =y
ou iy désigne la dérivée troisiéme de y. On note S ’ensemble des fonctions de classe € sur R et & valeurs
réelles solutions de (E}).

Remarques : Observez que comme [’équation différentielle (E1) est linéaire d’ordre 3, les propriétés vues
en cours ne vous permettent pas de la résoudre directement; les questions ci-dessous donnent donc une
méthode pour y parvenir.

Par ailleurs dans cette partie, lorsque ’on demande de “résoudre ’équation différentielle...”, on entend

“déterminer les solutions a valeurs réelles de ’équation différentielle. . .”.

7) Montrer que les fonctions g1, go et g3 définies au début de la partie B sont solutions de (E).
8) On pose F = {ag; + bgs + cg3 / (a,b,c) € R*}.'8 Etablir que F C S.

9) Le but des questions suivantes est de montrer l'inclusion réciproque de celle établie dans la question
précédente.

a) Soit f un élément de S. On pose : g = f” + f' + f. Montrer que g est solution de I’équation
différentielle

(E) y—y=0

b) Donner la solution générale de 'équation différentielle (Esy) (il n’est pas indispensable de détailler
cette question).

¢) Résoudre I'équation différentielle : (Es) y' +y +y=0.
d) Soit A un nombre réel. Résoudre 'équation différentielle : (Ej) y'+y 4y = de”.

e) En déduire que S C F. Conclure.

17. On peut bien entendu noter gig) en lieu et place et de g;””.

18. En d’autres termes, l’ensemble F est ’ensemble de ce que ’on appelle les combinaisons linéaires de g1, g2 et g3, cad
des fonctions f s’écrivant sous la forme f = ag; + bgs + cg3 avec a, b et ¢ réels.
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CORRIGE.

» PARTIE A - Cadeaux

1) On a : A(cos) = A(1g + cos) = —sin. Conclusion. A n’est pas injective ‘

= {1’e2iw/3767217r/3}

3 3 . .9 ou encore

2)[-1=0<=[*=1] < [z € U] = [z € {1,j,i°}] = ) { —111\/3}
z y T

2

» PARTIE B - Calculs de dérivées

3) Clairement : .

4) La fonction gs est de classe €°° sur R (théorémes généraux sur la dérivabilité) et : | go' = —= g2 +

5) La fonction g5 est de classe €>° sur R (théorémes généraux sur la dérivabilité) et :| g3’ = —= g5 —

6) On dérive la relation de la question 4 pour obtenir la dérivée seconde de g5 :

1 V3 L1 V3 V3 [ 1 3
" =59+ 5 g == (—5924'793)4‘7 <——g3——92

Et on redérive :

" 1 1 \/g \/g
g =—=z | —59+—F5 93 —5 T

g3 —

DO | —

2 2 2

Calculs analogues pour établir que | g3’ = g3 |.

SOLUTION ALTERNATIVE — On peut calculer ¢, a 'aide de la formule de Leibniz. On obtient alors :

v YRS Ra g,//Q(x) =

[—e_; sin (%\/g> + 3v/3¢72 cos (%\/g) + 9e” 2 sin (%\/g) — 3v/3e”2 cos (m—\/g)]

2

o =

z 3
< VzeR, ¢")(xr) =e 2sin (%) —J"5 = go.

» PARTIE C - Une équation différentielle

7) D’aprés les questions 3 et 6, on a: |Vie[1,3], ¢ = g |
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8) Soit f € F. Il existe trois réels a, b et ¢ tels que : f = agy + bga + cgs. On a alors (essentiellement par
linéarité de la dérivation) :

" = (ag, + bgs + cg3)"” = ag" + bgy" + cgs" = agy + bgs + cg3 = f. Il s’ensuit que f € 8.
En résumé : [f € F] = [f € S]. Par conséquent : |F C S|.
9) a) Avec les hypothéses de 1'énoncé : ¢’ = f"” + f” + f' et comme f est solution de (E;), on a f” = f,
dou: g = f"+ f'+ f,soit : ¢ = g. Ainsi | g est solution de I’équation (Fs): ' —y =0/

b) | La solution générale sur R de (Ey) est fy:x € R—— Ae® (A€ R)|

c¢) L’équation caractéristique associée a 'équation (Fj3) est : 72 +r + 1 = 0. Cette équation posséde deux

1+ iV3

solutions complexes conjuguées : .19 Les solutions définies sur R et & valeurs réelles de I’équation

différentielle y” + v + y = 0 sont donc les fonctions :

fapiz€R—s e /2 <)\ cos (?) + psin <IT\/§>> = A\g3(x) + pga(x) (A, p réels) |

A
d) On observe que = g; est une solution particuliére de (F4) pour obtenir directement que les solutions

définies sur R et a valeurs réelles de I'équation différentielle v’ + ' + vy = Ae” sont les fonctions :

2 3

A 3 3 A
fop:z €ER+— 3 e” +e /2 (a cos (%) + psin (M)) = Z g1(2) + ags(z) + pga(z) (o, p véels) |

e) D’aprés les questions précédentes, si f est solution de (E}), alors il existe trois réels (A, o, 1) tels que :

A
f= 3 g1 + ags + pgo. Donc : f € F. On vient donc de prouver 'inclusion : .

On déduit de cette inclusion et de celle établie dans la question 8) que : F = S.

Conclusion : les solutions sur R de I"équation différentielle ¥’ = y sont les fonctions fa, as.a5 avec :

for.an.05 = Q191 + Q292 + Q393 (o, g et ag réels)

19. Vous avez évidemment reconnu j = e27/3 et j2 = e=2i7/3,



Index

Bernoulli
Daniel, 27
Jakob, 27
Jean, 27
Jean II, 27
Nicolas, 27

demi-vie, 4

EDL1, 1
avec second membre, 1
charge d’un condensateur, 5
désintégration radioactive, 3
homogéne, 1
associée, 1
sans second membre, 1
EDL2, 9
avec second membre, 9
homogeéne, 9
associée, 9
sans second membre, 9

intervalle
de résolution d’une EDL, 2

oscillateur harmonique, 21

pont R «— C
pour les EDL, 18

principe de superposition des solutions, 16

version générale, 17
probléme
de Cauchy, 3

régime
apériodique, 22
critique, 22
pseudo-périodique, 22
périodique, 21

résonance, 23

théoréme
existence d’une solution pour une EDL1 avec se-
cond membre, 7
existence et unicité d’une solution pour un pro-
bléme de Cauchy d’ordre 1, 9
solution générale
d’une EDL1 homogéne, 2
d’une EDL2 homogéne (cas complexe), 11
d’une EDL2 homogéne (cas réel), 13
structure de ’ensemble des solutions d’une EDLI,
1
structure de ’ensemble des solutions d’une EDL2,
10

équation
caractéristique
d’une EDL2, 11
de Bernoulli, 27
différentielle
ordinaire, 27
équation différentielle
linéaire
d’ordre 1, 1
d’ordre 2, 9



