MPSI — décembre 2025

CHAPITRE 12 — “L’ESSENTIEL” SUR LES GROUPES ET
ANNEAUX

PREAMBULE. Ce chapitre a pour principal objet la définition de nouvelles structures, qui sont sous-jacentes
a la plupart des ensembles dans lesquels vous étes habitués a faire des maths (les ensembles de nombres entiers,
réels ou complexes, de suites, de fonctions, de polynémes notamment).

Au-dela des définitions (qui sont comme toujours a connaitre), le plus important est surtout de bien avoir en
téte les nombreux exemples de groupes et d’anneaux présentés dans ce chapitre ; ce seront les acteurs principaux
de l'algebre linéaire (étudiée au second semestre, et en Spé).

Quant aux propriétés de ce cours (binéme de Newton, propriétés des éléments inversibles, propriétés des élé-

ments nilpotents), elles seront surtout utilisées dans le cadre des matrices : dés le chapitre portant sur le calcul
matriciel, et encore une fois, en algébre linéaire.
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1. LOIS DE COMPOSITION INTERNE

1.1. Généralités. Une loi de composition interne sur un ensemble E est un moyen d’associer & 2 éléments x
et y de E un nouvel élément de E noté x * y. Formellement :

Définition. Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne (/ci) dans E une application
p:ExFE—FE.

Par la suite, on convient de noter x * y 'image ¢(z,y).

Exemples.

1/ L’addition (ou la multiplication) des entiers, des rationnels, des réels, des complexes, des polynomes a
coefficients réels ou complexes, des fonctions continues sur R, ou des suites réelles est une fci dans Z, dans Q,
dans R, dans C, dans K[X], I dans ©° (R,R) ou dans RN respectivement.

2/ La soustraction est une fci dans Z, mais pas dans N.
3/ La multiplication est une fci dans R ; mais pas dans R* .

4/ L’union (ou l'intersection) donne lieu a une 4ci dans & (E).

1. La notation K[X] désigne l’ensemble des polynomes a coefficients dans K, cad pour faire court I’ensemble des écritures
formelles : an X" + apn_1 X" '+ +a1 X +aog oun désigne un entier naturel et les a; des éléments de K.
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5/ Pour n un entier naturel, on note K,,[X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n. L’addition
donne lieu a une fci dans K,,[X] (le degré d’une somme de polynémes de K,,[X] étant au plus égal a n). Mais
pas la multiplication : X2 et X sont dans Ky[X], pas X3!

6/ Soit E un ensemble. La composition usuelle des applications est une fci sur E¥.

7/ (S2i) Dans R3, le produit vectoriel est une fci (le produit vectoriel de deux vecteurs étant un vecteur).
Mais le produit scalaire n’en est pas une (le produit scalaire de deux vecteurs étant un nombre réel, et pas un
vecteur).

8/ Une matrice carrée de taille 2 a coefficients réels est un tableau de réels a 2 lignes et 2 colonnes :

A= < Ccl b . L’ensemble des matrices carrées de taille 2 est noté My (R). Pour deux éléments

d
[ a b , [ d Y
A_(Cd> ot A_<c, d,)
on définit I’addition et la multiplication en posant :
At A — a+a b+ aa’ +bcd  ab + bd'
"\ cet+d d+d ca' +dc b +dd

L’addition et la multiplication donnent encore lieu & des fci dans Ms (R).

et AXA/:<

Définition. Soit F un ensemble, muni d’une fci notée *.
La fci * est :

» associative si: V (1,y,2) € E3, (zxy)*x z=x%(y* 2).

» commutative si: V (z,y) € E?, zx y=yxx

Exemples.

1/ L’addition (ou la multiplication) des entiers, des rationnels, des réels, des complexes, des polynomes a
coefficients réels ou complexes, des fonctions continues sur R, ou des suites réelles sont des fci associatives et
commutatives.

2/ L’union (ou l'intersection) de deux parties de E est une fci (dans &?(F)) associative et commutative.

3/ L’addition des polynémes dans K,[X] est une fci associative et commutative. La multiplication des poly-
nomes dans K[X] est une fci associative et commutative.

4/ L’addition des matrices dans Ms (R) est une fci associative et commutative.

5/ Soit E un ensemble. La composition usuelle des applications est une fci associative mais NON-commutative
sur EF. Plus généralement, la composition des applications est associative, mais non commutative.

6/ La multiplication des matrices dans Ms (R) est une fci associative mais NON-commutative. Par exemple :
0 1Y (20Y_(0 1Y), . (20 (01)_(02
0 0 01)"\oo)% (o1 00)"\00

1.2. Elément neutre pour une /ci.

Définition - Propriété. Soit F un ensemble, muni d’une fci notée *.

Un élément x de F est neutre si : Vye E, xx y=yx* x.

Lorsque la loi  est associative, 1’élément neutre est unique (dés qu’il existe), et est souvent noté e.

Exemples.

1/ Dans Z, D, Q, R, C le neutre pour I'addition (resp. la multiplication) est 0 (resp. 1).
2/ Dans Z(FE), le neutre pour 'union (resp. l'intersection) est () (resp.E).

3/ Dans K[X], le neutre pour I'addition est le polynéme nul, noté Ogx] ou 0.

4/ Dans € (R, R), le neutre pour I'addition est la fonction identiquement nulle sur R.
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5/ Dans M3 (R), le neutre pour I'addition est la matrice nulle Oy, gy = < 8 8 ) Le neutre pour la multipli-

cation est la matrice I = < (1) (1) >

6/ Dans RY, le neutre pour 'addition est la suite nulle.
7/ Dans EF, I’élément neutre pour la composition des applications est idg (I'identité de E).

1.3. Eléments inversibles pour une /(ci.

Définition - Propriété. Soit (E,x) un ensemble muni d’'une fci associative, pour laquelle il existe un
élément neutre e.

Un élément « de F est dit inversible s’il existe un élément y de E tel que :
Tk Y=¢e ET Yyx xr=e.

Lorsque la loi * est associative, y est unique (dés qu'il existe) : il est alors appelé inverse de = et est noté
-1
T

Exemples.

1/ Dans Z, I'inverse de n pour l'addition est son opposé —n. Il en serait de méme dans D, Q, R ou C (toujours
pour la somme).

2/ Dans R, tout réel non nul est inversible pour la multiplication. Il n’en est pas de méme dans Z : par exemple
2 n’est pas inversible pour la multiplication.

3/ Dans K[X], tout polynome est inversible pour l’addition, et a pour inverse —P. En revanche, X n’est pas
inversible pour la multiplication dans K[X] (de fait, seuls les polynémes constants non nuls le sont).

4/ Dans RY, I'inverse d’une suite u pour 'addition est son opposée —u (et son inverse pour la multiplication
existe SSI tous ses termes sont non nuls).

5/ Dans E¥, une application f est inversible pour la composition SSI elle est bijective.

a b

d —c —d
En outre, nous verrons dans le prochain chapitre que A est inversible pour la multiplication SSI son déterminant
est non nul (ad — be # 0). Dans ce cas, son inverse est :

d b
At ( adde Tadwe | 1 d —b
—ad e adb ad—be \ —¢ a

(Propriétés de l’inverse). Soit E un ensemble muni d’une fci associative %, qui admet un élément neutre
e.

6/ Dans My (R), l'inverse d’une matrice A = pour 'addition est son opposée : —A = < —a b >

-1

1y

1/ Si x et y sont deux éléments inversibles de FE, alors = x y est inversible et (z * y)fl =y

2/ Si x est un élément inversible de E, alors ! est inversible et (:v_l)_l =x.

Remarque. On utilisera essentiellement cette propriété :

» dans le cadre des matrices, pour affirmer que le produit de deux matrices inversibles A et B dans M,, (K)
est inversible, et que :

(AxB) '=B1x Al

» dans le cadre des applications, pour affirmer que la composée de deux bijections (de E dans E) f et g
est bijective, et que :
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2. GROUPES ET SOUS-GROUPES

2.1. Groupes : définitions et exemples.

Définition. (G, x*) est un groupe si :
(G1) x* est une fci sur G
(G2) la fei * est associative ;
(G3) la lci * admet un élément neutre (noté e ou e);
(G4) tout élément g de G est inversible (pour ).

Si de plus la fci * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe abélien.

Exemples.

Z,+), (D, +), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes abéliens.
Q*, x), (R*, x), (R%, x), (C*, x) sont des groupes abéliens.

N, 4+) n’est pas un groupe. Dans N, I’addition est une fci, associative, commutative, avec un élément neutre
0) ; mais un entier naturel n’est pas inversible (sauf s’il est nul) dans N.

2/
3/

4/
5/
6/

Z, x) n’est pas un groupe (3 n’est pas inversible dans Z pour la loi x).
K[X],+), (Kn[X],+), (KN, +), (M2 (R),+), (¢° (R,R),+) sont des groupes abéliens.
U, x) est un groupe abélien. Et pour tout entier naturel n > 2, (U, X) est un groupe abélien.

/ (
(
(
(
(
(
(

7/ (EE , o) n’est pas un groupe (toute application de E' dans F n’est pas bijective). En revanche, ’ensemble des
bijections de E dans F (également appelées permutations de E), noté og, est un groupe (non abélien)
pour la composition.

8/ (Sim™ (C), o) est un groupe (Sim™ (C) désignant I’ensemble des similitudes directes du plan complexe) non
abélien.

9/ (K[X], %), (Kp[X], x), (KN, x) ne sont pas des groupes.
10/ (Z(F),N) n'est pas un groupe, sauf si £ = () (auquel cas on a un groupe a un élément). Idem pour
(Z(E),V).
11/ Un groupe (G, %) est un groupe fini lorsque G a un nombre fini d’éléments.
Le groupe a un élément ({e}, ) est appelé groupe trivial.
On montre que tout groupe fini de cardinal < 4 est abélien (en écrivant les différentes tables de multiplication
de ces groupes).

I1 est encore vrai que tout groupe de cardinal 5 est abélien (en utilisant un théoréme de Lagrange sur les
groupes au programme de MP).

En revanche, il existe au moins un groupe de cardinal 6 non-abélien : voir 'exemple présenté dans le
paragraphe suivant.

2.2. Un exemple-clef : le groupe des bijections de [ 1,3 ] dans [ 1,3].

Notons S3 I'ensemble des bijections de E = {1,2,3} dans lui-méme 2.

» Loi de composition interne : c’est ici la composition usuelle des applications. En effet, si f et g sont deux
bijections de E dans E, alors go f est encore une bijection de E dans F, puisque la composée de deux bijections
est encore une bijection (voir chapitre “Applications”).

En outre, cette loi est associative, puisque la composition usuelle des applications l'est : V (f, g, h) € Sg’, fo
(go h)=(fog)o h.

2. Une bijection de FF dans E est appelée une permutation de FE.
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» Elément neutre : I'identité de E (notée idg) est I’élément neutre pour la composition puisque pour toute
f€ Ssona: foidg=idgo f=f.

» Tout élément de S5 est inversible : car si f est une bijection de E dans F, alors f admet une bijection
réciproque f~! qui est encore une bijection de E dans E.

L’ensemble S3 est muni d’une loi de composition interne associative (la composition usuelle des applications),
pour laquelle il existe un élément neutre (idg), et ou tout élément est inversible. Ainsi, (S3,0) est un groupe,
appelé groupe des permutations d’un ensemble a 3 éléments.

De plus, il existe exactement six bijections de E dans E : en effet, pour définir une bijection de E dans E, on
peut commencer par choisir I'image de 1 (trois choix possibles), puis celle de 2 (plus que deux choix) et enfin
celle de 3 qui ne peut étre que le dernier élément de E restant. Explicitement, ces six bijections sont :

idp:E—~FE (123):E—FE (132):E—~FE (12):E—FE (13):E—E (23):E—E

l——1 1——2 1—3 1—2 1——3 1——1
22— 2 22— 3 21 2———1 22— 2 2——3
3———3 3——1 32 3—3 3——1 3—>2

‘Le groupe (.S3,0) est un groupe a 6 éléments. ‘

Pour finir, avec les notations précédemment introduites :

(12)0(13): E——F tandis que (13)0o(12): E——F d’ou ’ (12) o (13) # (13) o (12) ‘

I3 2
2————1 2——>3
3————>2 JF———>1

‘Conclusion. Le groupe (S3,0) est un groupe a 6 éléments, et n’est pas abélien. ‘

2.3. Sous-groupes.

Soit (G, *) un groupe. Un sous-groupe de G est un groupe (H, x), ou H est une partie de G. Cette définition
formelle est assez peu utile en pratique, et on utilise plutot la propriété ci-dessous pour caractériser les sous-

groupes.

Caractérisation des sous-groupes. Soit (G, *) un groupe. (H,*) est un sous-groupe de G si :

(SG1) HC G

(SG2)ec H

(SG3) V (h,h') € H?, hxh' € H (H est stable pour *)

(SG4) Vh € H, h=' € H (H est stable par passage a I'inverse).

Exemples :

1/ (Z,4+) est un sous-groupe de (D, +) qui est un sous-groupe de (Q, +) qui est un sous-groupe de (R, +) qui
est un sous-groupe de (C,+).

2/ Pour n € N, (K, [X],+) est un sous-groupe de (K[X],+).
3/ Pour tout entier naturel n > 2, (U,, X) est un sous-groupe de (U, x) qui est un sous-groupe de (C*, x).

4/ Lorsque (G, *) est un groupe, ({eg},*) est un sous-groupe (sous-groupe trivial).
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5/ Dans (S3,0) (défini plus haut), il existe trois sous-groupes a deux éléments : ({id, (12)},0), ({id, (13)},0) et
({id, (23)},0). 1l existe également un sous-groupe a 3 éléments ({id, (123),(132)},0); ce dernier est appelé
sous-groupe des permutations paires de Ss3, et il est noté As.

Remarque. Tout sous-groupe d’'un groupe abélien est lui-méme abélien. On ne peut rien dire en général d’'un
sous-groupe non-abélien.

2.4. Morphismes de groupes.

Définition. Un morphisme de groupes de (G, x) dans (H,f) est une application f: G — H telle que :
V(g9.9') € G*, flgxg) = fl9)tf(d)

Exemples.
1/ L’application € R — e® € R’ est un morphisme de groupes.

2/ L’application z € Uy — 2% € Us est un morphisme de groupes.

Propriétés. Soit f un morphisme de groupes de (G, ) dans (H,f). On a :
1/ fleq)=en et 2/ Vged, f(g7") =1[f(g)"

Définitions. Soit f un morphisme de groupes de (G, *) dans (H, ).

1/ Le noyau de f est la partie de G notée ker f définie par :
ker f={g€ G, f(g)=en}
2/ L’image de f est la partie de H notée imf définie par :

imf =f(G) cad imf={f(g9), g€ G}

Propriétés. Soit f un morphisme de groupes de (G, ) dans (H,§). Alors :

1/ ker f est un sous-groupe de G.
2/ imf est un sous-groupe de H.
3/ f est injective SSI ker f = {eq}
4/ f est surjective SSI imf = H
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3. ANNEAUX

3.1. Anneaux : définitions et exemples.

Définition. Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux fci associatives telles que :
1/ (A,+) est un groupe abélien (de neutre 04);

2/ 314€ A, Va€e A, 14 xa=ax 1y =a (14 neutre pour la multiplication) ;

3/ Vae A, 04 xa=ax04 =a (04 élément absorbant) ;

4/ ¥ (a,b,c) € A3 ax (b+c)=a x b+ a x c (distributivité de x par rapport & +).

De plus, anneau (A, +, x) est dit commutatif si la loi x est commutative.

Exemples :

1/ (Z,+, x), (]D +, %), (Q,4, %), (R,+, x) et (C,+, x) sont des anneaux commutatifs.
(‘51 R,R), ) est un anneau commutatif : ’anneau des fonctions de classe €' sur R et a valeurs réelles.
(R +, ><) est un anneau commutatif : Panneau des suites réelles.

4/ (K[X],+, x) est un anneau commutatif : 'anneau des polynémes a coefficients dans K.

5/ (Ma (R),+, x) est un anneau NON commutatif : celui des matrices carrées de taille 2 & coefficients réels.

3.2. Quelques propriétés des anneaux.

Remarque. En général, dans un anneau (non commutatif), les identités remarquables “de votre enfance” ne
sont plus valables. Par exemple, pour tout couple (a,b) d’éléments de A, on a :

(a+b*=a2+axb+bxa+b?
Mais attention! Il se peut trés bien que :

a?+axb+bxa+b®#a®+2a xb+b?

Néanmoins, sous réserve que 'on choisisse des éléments de 'anneau qui commutent (cad des éléments a et b
tels que ab = ba), on aura toujours le droit d’utiliser les indetités remarquables bien connues, comme le justifie
la propriété ci-dessous.

Formule du bindme de Newton dans un anneau. Soient a et b deux éléments de A, tels que a x b =
b x a (on dit que a et b commutent). On a :

VneN, (at+b)" = (Z)ak x b=y (Z)bk x "k

k=0 k=0

Remarque. La nouvelle application de cette formule sera le calcul de AV pour une matrice carrée A € M, (K).

Propriétés. Soient a et b deux éléments de A, tels que a x b =0 x a. On a :
n—1 n—
1/Vne N* a" —b" = (a—b) x Zak x bR = (a—b) x Zbk x a1k
k=0 =
n—1
2/Vne N 14—a"=(1a4—a) XZak cad:1g—a"=(1a—a)(la+a+a®+-- +a"})
k=0




8 MPSI — Groupes, anneaux et corps

Remarque. La seconde proriété, qui est un corollaire immeédiat de la premiére, est celle dont on se sert
pratiquement pour :

» Justifier que les racines du polynéme 1+ X + --- + X" sont exactement les éléments de Up41\ {1} ;
» Calculer I'inverse d’une matrice A, dans des cas particuliers.

3.3. Vilains petits canards : diviseurs de zéro et éléments nilpotents.

Les notions présentées ici seront presque exclusivement utilisées dans I'anneau des matrices carrées (chapitre
suivant et futurs chapitres d’algébre linéaire).

Définition. Soit (A, +, x) un anneau. On appelle diviseur de zéro un élément a de A tel que :
I)CL#OA 2)dbe A, b#04, axb=04

Exemples :

1/ Dans (Z,+, x), (D, +, x), (Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x), (K[X],+, x) il n’existe pas de diviseur de zéro
(c’est pourquoi vous avez pu appliquer jusqu’ici la régle : “un produit de facteurs est nul SSI I'un au moins
de ses facteurs est nul”).

2/ Dans (RN, +, ><)7 la suite de terme général 1 + (—1)" est un diviseur de zéro.

0

3/ Dans (M3 (R),+, x), la matrice A = < 0 0

) est un diviseur de zéro.

4/ Dans (CKO (R,R), +, x), la fonction f nulle sur R_ et égale a 'identité sur R est un diviseur de zéro.

‘ Définition. Un anneau (A, 4+, x) est intégre s’il ne contient aucun diviseur de zéro.

Exemples :
1/ (Z,+, x), (D, 4, x), (Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x), (K[X],+, x) sont des anneaux intégres.

2/ Les anneaux (RN, +, ><), (]RR, +, ><)7 (‘50 (R,R), +, ><), (Ms (R), +, x) ne sont pas intégres.

Définition. Soit (A, 4+, x) un anneau. On appelle élément nilpotent un élément a de A tel que :
dn e N* a" =04

Exemples :

1/ Dans (Z,+, x), (D, +, x), (Q,+, x), (R, 4+, x), (C,+, x), (K[X],+, x), 0 est I'unique diviseur de 0.

+
> est nilpotente (un calcul rapide permet de se convaincre que

2/ Dans Mz (R), la matrice A = ( 8
A2 == OMQ(R))

O N

3/ Dans M3 (R), la matrice A = est nilpotente (un calcul un peu moins rapide permet de se

S O O
S O N
S =

convaincre que A% = OM,(R))-
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Remarques. Les éléments nilpotents possédent les propriétés suivantes, dont les démos sont des petits exer-
cices d’application de la définition.

1/ Dans un anneau intégre, 0 est 'unique élément nilpotent.

2/ Si a et b sont nilpotents, et commutent (cad sont tels que ab = ba), alors (a + b) et (a x b) sont nilpotents.

‘Propriété. Si a est nilpotent, alors (1 — a) est inversible.

0 21
Exemple d’application. La matrice A= [ 0 0 4 | est nilpotente (car A% = Oy (R))-
0 00
1 -2 -1
On déduit alors de la propriété ci-dessus que la matrice : I3 — A = 0o 1 —4 est inversible, et que
0 0 1

(13 —A)_l 213+A+A2.

3.4. Courte présentation des corps.

Propriété. Soit (A, +, xX) un anneau (non nul). On note A* 'ensemble des éléments inversibles de A.

Alors : (A*, x) est un groupe. En outre, c’est un groupe abélien dés que A est commutatif.

Exemples :

1/Q" = Q\{0}; R* = R\ {0}; C* = C\{0}.

2/ Z* ={1,—1}; ainsi Z" C Z\ {0}

3/ K[X]* = K*; ainsi K[X] € K[X]\ {0}

4/ (¢°(R,R))" est I'ensemble des fonctions continues sur R qui ne s’annulent pas. Ainsi : (¢° (R,R))" C
(¢° (R,R))\ {0}

5/ Mg (R)" = GLg (R); ainsi My (R)" ¢ My (R)\ {0}

6/ Qlil" = Qli\ {0}: Q [v2]" = QlvZ\ {0}

7/ Z[i" = {£1; £+i}; ainsi Z[i]* € Z[i]\ {0}

Définition. Un anneau commutatif (A, +, x) est un corps si A* = A\ {04}.

Il revient au méme dire qu’un corps est un anneau commutatif (non nul) ou tout élément non nul est inversible.

Exemples. Grace aux exemples précédents, on peut affirmer que :

1/ R est un corps (le corps des réels); C est un corps (le corps des complexes); Q est un corps (le corps des
rationnels).

2/ L’anneau des entiers Z n’est pas un corps.

3/ L’anneau des entiers de Gauss Z [i] n’est pas un corps.

4/ L’anneau K[X] des polynéomes a coefficients dans K n’est pas un corps.

5/ L’anneau €° (R, R) des fonctions continues sur R et & valeurs réelles n’est pas un corps.
6/ L’anneau CN des suites complexes n’est pas un corps.

7/ L’anneau My (R) n’est pas un corps.
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4. SYNTHESE - A SAVOIR, A SAVOIR FAIRE

En résumé, voici la liste des connaissances et des savoir-faire & acquérir dans la premiére partie ce chapitre :

» Connaitre TOUS les énoncés du chapitre présentés dans ce résumé.

» Bien avoir compris les exemples de groupes et d’anneaux présentés, et étre capable d’en citer une
majorité.

» Savoir montrer que “quelquechose” est un groupe, en prouvant que c’est un sous-groupe d’un groupe

usuel.

» Connaitre les propriétés spécifiques a ’anneau des matrices carrées Ma (R) : 'anneau Ms (R) n’est ni
commutatif, ni intégre, il posséde des éléments nilpotents, on peut y utiliser la formule du binéme de
Newton (avec I'hypothése de commutativité).

» Bien avoir compris ’exemple-clef du groupe S3 (qui sera au cceur du chapitre consacré aux ensembles
finis, et qui permettra en fin d’année de définir la notion de déterminant).



