MPSI — CoOLLE 12 (15 AU 19 DECEMBRE 2025) : SUITES REELLES ET COMPLEXES

Chapitre 11 : Suites réelles et complexes

1 - Généralités sur les suites réelles
Catalogue de définitions : suite majorée, minorée, bornée, croissante, dé-
croissante, monotone, constante, stationnaire, périodique.

Lemme : u est bornée SSIIM € Ry, Vn e N, |u,| < M.

2 - Limite d’une suite réelle
Définition : soient u une suite et £ un réel. u converge vers ¢ (ou a pour limite
£)si:Ve>0,3ng € N,Vne N, (n=nyg= |u, — | <e).

La suite u diverge si elle n’est pas convergente, c’est-a-dire si elle n’a pas de limite
finie.

Lemme : u converge vers ¢ SSI (u — £) converge vers 0.

Propriété (unicité de la limite) : si u est une suite convergente, alors sa limite
est unique.

Propriété : toute suite convergente est bornée (réciproque fausse : la suite de
terme général (—1)" est bornée, mais ne converge pas)

Propriétés (algébriques des limites) : soient u et v deux suites, de limites
respectives £ et .

1/ u+ v converge vers £+ ¢’

2/ ww converge vers £¢/

3/ 1/v converge vers 1/¢' (sous réserve que ¢ # 0)

4/ u/v converge vers £/¢ (sous réserve que ¢ # 0)

Corollaire : toute combinaison linéaire de suites convergentes est convergente.
Propriété : si u est bornée, et v converge vers 0, alors uv converge vers 0.

Définition : soit u une suite. © diverge vers +oo (ou a pour limite +o0) si :
VM > 0,3dng € NVn € N, (n >ng = u, > M). Et de maniére analogue, u
diverge vers —cosi: VM < 0,3ng € N,Vne N, (n > ny = u, < M).
Exemples : la suite de terme général n? diverge vers +oo.

Lemme : si u diverge vers +oo, alors 1/u existe a partir d'un certain rang et

converge vers 0.
3 - Suites REELLES et inégalités

Propriété : soient u et v deux suites convergentes, de limites respectives £ et £'.
Si u < v a partir d’un certain rang, alors ¢ < ¢'.

Théoréme (de comparaison) : soient u et v deux suites telles que :
» A partir d’un certain rang : u < v (resp. u > v)
» limu =400 (resp. —o0)
Alors limv = 400 (resp. —o0).
Théoréme (d’encadrement ou “des gendarmes”) : soient u, v et w trois suites
telles que :
» & partir d’un certain rang : u < v < w
» u et w sont convergentes
» limu = limw
Alors v converge et limv = limu = lim w.
4 - Suites REELLES et monotonie

Théoréme (de la limite monotone) : toute suite croissante et majorée

converge. Toute suite décroissante et minorée converge.

Définition : deux suites u et v sont adjacentes si :

» u et v sont monotones, de monotonies opposées

» lim(v—u)=0

Théoréme (des suites adjacentes) : deux suites adjacentes convergent et ont
la méme limite.

5 - Suites extraites

Définition : soit (u,), une suite. Une suite (vy), est une suite extraite de
(un),, s'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que :
Vne N, v, = Uip(n)-

Lemme : si p : N — N est strictement croissante, alors : Vn € N, ¢(n) > n.

Propriété fondamentale des suites extraites. Soit £ € R = R U {£oco}. Si
(uy,) a pour limite ¢, alors toute suite extraite de (u,) a pour limite .

Théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite réelle bornée on peut ex-

traire une suite convergente.

Remarque : si 1'énoncé est clair pour la suite de terme général (—1)", elle Iest

nettement moins pour celle de terme général cos(n). ..

Application (par anticipation) : toute fonction continue sur un segment a valeurs

réelles est bornée et atteint ses bornes (théoreme des bornes atteintes).
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6 - Suites complexes
Définition : une suite complexe u est bornée si: IM € R, Vn e N, |u,| < M.
Définition : une suite complexe u converge vers £ € C si :
Ve>0,dngeN, Vne N, (n>ng= |u, —{| <e)
Propriété : toute suite complexe convergente est bornée.

Propriété (“pont R +— C”) : soient w une suite complexe, et £ un nombre
complexe.
u converge vers £ SSI Rew converge vers Re/ et Im u converge vers Im /¢

Application : la suite de terme général ¢! converge SSI § = 0 [27].

7 - Suites particuliéres

7.1 - Suites arithmétiques

7.2 - Suites géométriques

7.3 - Suites arithmético-géométriques

Définition : une suite u est arithmético-géomeétrique (SAG) s'il existe deux
complexes a et b tels que Vn € N, uy41 = au, +b.

Théoréme : avec les notations de la définition ci-dessus, avec a # 1 et ug # £.

Si |a|] < 1, alors la suite u converge et a pour limite ¢, en ayant posé : £ = —
Si |a| > 1, la suite u diverge.

Remarque : le point-clef du théoréme ci-dessus est I’énoncé suivant.

Lemme : toujours avec les mémes hypothéses et notations. La suite (u — ¢) est

géométrique de raison a. Par suite : Vn € N, u,, =+ (ug — £) x a™.

7.4 - Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 (SRL2)
Définition : une suite u est récurrente linéaire d’ordre 2, si :
3 (a,b) € CxC*, Vn €N, upio = alpt1 + dbuy, ()
Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (SRL2) est donc entiérement déterminée
par les complexes a et b, et ses deux premiers termes (ug et uq).

Définition :

caractéristique associée & la relation (x) I’équation (EC) X% —aX —b=0.

avec les notations de la définition ci-dessus, on appelle équation

Remarque-clef : soit ¢ € C*. La suite (¢"),, vérifie (x) SSI g est racine de (EC) (ou

g=0).

Théoréme (terme général d’une SRL2, cas COMPLEXE) : soit (a,b) €
C x C*. On note (%) lassertion V n € N, upi2 = auyy1 + bu,; E Uensemble
des suites complexes vérifiant (x); (EC) l'équation X2 —aX —b = 0 et A le
discriminant de (EC).

» Si A#0: (EC) a deux racines distinctes r1 et rq, et u € E SSI :
3 (Cla 02) € (sz
» Si A=0:(FEC) aune racine double rg, et w € E SSI:

VneN, u, =Cirf + Caord

3(01,02)6@2, VTLEN, un:(C1 -l—an)r(’)L

Théoréme (expression du terme général d’une SRL2, cas REEL) : soit
(a,b) € R x R*. Pour le reste, mémes notations que ci-dessus.

» SiA>0: (EC) a deux racines réelles distinctes r1 et ro, et u € E SSI :
3(Cy,C) €R2, VneN, u, =Cyr + Cor?

» Si A =0:(EC) a une racine réelle double rq, et u € E SSI:
3(C1,C) €R?, VneN, u, =(C1 +nCy)ry

» Si A <0:(E) a deux racines complexes conjuguées re*? et u € E SSI :

3(C1,C2) €R? VneN, u, =r"(C cos (n) + Cy sin (nf))

Application : terme général de la suite de Fibonacci, définie par ses deux premiers

termes ug = 0, up = 1, et la relation de récurrence Vn € N, u,10 = tUpy1 + Up.

QUESTIONS DE COURS
» Théoréme de comparaison
» Propriété - Stabilité des inégalités larges par passage a la limite

» Théoréme de la limite monotone

» Théoréme d’encadrement ou ‘“des gendarmes”
» Propriété fondamentale des suites extraites

» Théoréme de Bolzano-Weierstrass (sur le principe du “volonta-
riat”)



