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COLLE 15 — QUESTIONS DE COURS

Remarque. En cours, on a affirmé “vite fait” que les propriétés usuelles concernant les limites de fonctions se dédui-
satent aisément des propriétés analogues sur les limites de suites. Les trois premiéres questions de cours illustrent cette
affirmation, en donnant les preuves dans le cadre des fonctions des théorémes de comparaison, de la limite monotone, et
des gendarmes.

QUESTION DE COURS 1. — Théoréme de comparaison. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage 1
de 4+00. On suppose que :
Vee I, f(x)=g(x) et lim g(z) =+
Tr— 400

Alors :
lim f(z) =+o0

r—+00
PREUVE. On se place dans les hypothéses de I’énoncé. Soit M un réel. Puisque 1113 g(x) = +o0:
Tr—r+00

Jzoe I,Vxe I, z>2x0=g(x) 2 M (W)
Or selon I'énoncé : Va € I, f(x) > g(x) (&)
On déduit de (#) et (&) que :Vz e I, x 229 = f(z) 2 M
En résumé, on a établique: VM e R, Jage I, Vae I, x 2 x0 = f(x) > M

Ce qui signifie que lim f(z) = 400, et achéve la preuve.
r—+o0

QUESTION DE COURS 2. — Théoréme (de la limite monotone) : soit f une fonction définie sur R. Si f est
croissante et majorée (ou décroissante et minorée) alors : 3¢ € R, liril f(z) =12
Tr—r+00

PREUVE. Soit f une fonction définie sur R, * croissante et majorée : IM € R, Vo € R, f(x) < M.
Notons E = {f(z), x € R} 'ensemble des valeurs de la fonction f. L’ensemble E est une partie de R, non vide (par
définition) et majorée (par hypothése). D’aprés la propriété de la borne supérieure dans R, E' admet une borne supérieure :
notons S =sup E.
Soit € > 0.
Par définition de borne supérieure, il existe un réel xg tel que : S —e < f(xg) < S.
La fonction f étant croissante (par hypothése) et majorée par S, on en déduit que :

Vo >z, S—e< f(zg) < flx) < S, dou:Va >z, S—e< f(x)<S cequiimplique : YV > g, |f(x) -S| <e
En résumé, on a prouvé que : Ve > 0, 9 € R, (z > zg = |f(z) — S| < &). Donc la fonction f a pour limite S en +oo.
Conclusion. Si f est croissante et majorée, alors f admet une limite finie en +o0. ‘

Dans Pautre situation (celle ot f est décroissante et minorée), il suffit d’observer que la fonction (—f) est croissante
et majorée pour se ramener au cas précédent, et conclure en observant que (—f) admet une limite finie en 400 si et
seulement si il en va de méme pour f.

QUESTION DE COURS 3. — Théoréme des gendarmes (ou d’encadrement). Soit ¢ un réel, et soient f, g et h
trois fonctions définies sur un voisinage I de +o0o. On suppose que :

Vee I, f(zx) <g(z) <h(z) et lim f(z)=¢= lim h(z)

T—+00 T—+00

Alors :
PREUVE. On se place dans les hypothéses de ’énoncé. Soit € > 0.
Puisque lir+n f(z) = £ par hypothése : Jag € I,V e I, z2ag=—=/l—c < f(z)<l+e¢ (W)
xr—r+00
Puisque lir+n h(z) = ¢ par hypothése : Ja; € [Vex e I, 2 a1 =Ll —c<h(z)<l+¢ ()
xr—r+00
Enfin, par hypothése : Vo € I, f(x) < g(x) < h(z) Q)
Posons 2 = max(xg,z1). On déduit de (), (&) et (V) que: Ve e I, 2>z =/ —c < f(z) < g(z) < h(z)<l+e
On a ainsi établi que : Ve >0, Jag € I[Vax e I, x 2ay=—=/(—ec<g(x)<l+e

Ce qui signifie que lim f(z) =/, et achéve la preuve.
r—+o0

x. Il suffit en fait de supposer que f est définie au voisinage de +oo.
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QUESTION DE COURS 4. — Propriété (de limite séquentielle) : soient (x,), une suite réelle de limite +oo,
et f une fonction définie au voisinage de 4+o0o. On suppose que E}E flx) = ¢ (avec £ € R ou £ = +00). Alors :
xr o0

PREUVE. A noter qu’il y a ici deux preuves a effectuer, suivant que £ € R ou £ = +o0.

» Cas N1 : /€ R. On suppose donc  lim z, = +ooet lim f(x) = ¢ (avec £ réel). Fixons ¢ > 0.
n—r+o0 z—>+400

(z) = ¢, on peut affirmer que : Jxg € R, & >z = |f(z) — ¥4 <e (M).

Pui !
uisque : _1)11100 f

Comme par ailleurs : gI_I& Zp = 400, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, > xo ().
n o0

D’apreés (#) et (&), et puisque € est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

(zn) =1

Ve>0,3noeN, n=2ny = |f(zn) — ] <eg, cest-a-dire: lim f
n—r+oo

» CAs N2 : / = 4o00. On suppose donc  lim z, = +oo et lim f(x) = +oc. Fixons M € R.
n—r-+oo r—>+o00

Puisque : (x) = 400, on peut affirmer que : Izg € R, z >z = f(x) > M (M).

lim
z—>+00 f

Comme par ailleurs : gIE Zpn = 400, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, > xo ().
n o0

D’aprés (#) et (db), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

VMe R, dngeN, n>ng = f(x,) > M, c'est-a-dire : | lim f(z,)= 400
n—r+oo
QUESTION DE COURS 5. — Propriété : la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo.

PREUVE. Commengons par observer que la fonction sinus étant bornée sur R, elle ne peut pas avoir de limite infinie en
+00.
Montrons qu’elle n’a pas de limite finie en +00. A cette fin, on raisonne par I’absurde et on suppose que :
Il e R, IEIEOO sin(z) = ¢ (®)
Considérons les suites (x,,) et (y,) définies en posant :
™

VneN, z,=2nm et yn:2n7r—|—§

Il est immédiat que lim z, = +oo et lim y, = +oo. De ce fait, de 'hypothése (#) et de la propriété de limite
n—-+oo n—-+o0o

séquentielle on déduit que :

ngrfoo sin(z,) =4¢ et ngrfoo sin(y,) = ¢
Or, pour tout n € N on a sin(z,,) = 0 et sin(y,) = 1.
Il s’ensuit que £ =0 et £ =1 : c’est absurde!

On peut donc conclure que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oc.
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1. — Soient A,..., A, n scalaires distincts. Le commutant de D = diag (A1,...,A,) est Pensemble des
matrices diagonales de M, (K).

EXERCICE 2. — Montrer que deux matrices de M,, (K) semblables ont méme trace. Puis donner un exemple de
matrices ayant méme trace, qui ne sont pas semblables.

2

EXERCICE 3. — Soit f définie sur R* par f () = T Calculer : %iH(l) f(®).
—

et —

EXERCICE 4. — Soient p et ¢ deux réels strictement positifs, et f : [0;1] — R une fonction continue. Montrer qu’il
existe un réel zg € [0;1] tel que : pf (0) + qf (1) = (p+ q) f (zo).

1 1
EXERCICE 5. — Calculer lim z?sin | — | et lim z?sin| — |.
x—0 xS xr——+00 1’3
EXERCICE 6. — Soient fi,..., f4 les fonctions définies sur | — 1, 1] en posant :
In(l+x sin(x arcsin(x tan(x
fl(x):¥;f2($):#;f3(m):%;f4($): x( )

Etablir que :
Vke[1,4], lim fi(z) =1



4 MPSI — Questions de cours de la colle n®15 — 22/01/26

BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1. — Soient Aj,..., A\, n scalaires distincts. Le commutant de D = diag (A1,...,A,) est Pensemble des
matrices diagonales de M, (K).
Soient Ai,..., A, n scalaires distincts. Notons D = diag (A1, ..., \,).

Une matrice M = (m;), ; ;<,, est dans le commutant de D si et seulement si MD = DM.
Or: MD =DM <=V (i,j) €[ 1,n]*, (MD),, = (DM),;

=V (i,j) €[ 1,n ]?, D makdiy =Y dixmi;
k=1 k=1

=V (i,5) €[ 1,n ], midj; = digmi;

=V (i.4) €ElLn ], myh; = A

=V (i,5) e[ 1,n]? (\j—X)mij =0
D’ot, puisque l'on a supposé les \; distinets : V (i,5) €[ 1,n ]]27 i#j=m;; =0
On en déduit que les matrices M commutant avec D sont exactement celles dont tous les coefficients situés en dehors de
la diagonale (i # j) sont nuls; en d’autres termes, ce sont exactement les matrices diagonales de M,, (K).

Conclusion. Le commutant de D est ’ensemble des matrices diagonales de M,, (K)

EXERCICE 2. — Montrer que deux matrices de M,, (K) semblables ont méme trace. Puis donner un exemple de
matrices ayant méme trace, qui ne sont pas semblables.
Soient A et B deux matrices de M, (K) semblables :
JPe GL, (K), B= P AP
On a:
tr(B) =tr (P7'AP) =tr ((P7'A) x P) =tr (P x (P7'A)) = tr (PP7'A) = tr(A)
Finalement : [ A et B semblables | = tr(A) = tr(B)

L’implication réciproque est fausse : dans My (R), les matrices Oy, (r) et E12 ont méme trace, mais ne sont pas semblables
(la matrice nulle n’étant semblable qu’a elle-méme).

2

EXERCICE 3. — Soit f définie sur R* par f (t) = T Calculer : }ir% f(2).
—

el —

Pour tout réel ¢, on a : €' = 1+t + te(t) avec }111(1) e(t) =0.
—

1l s’ensuit que pour tout réel ¢ # 0, on a :

[P
Cttte(t)  1+e(t)
P ite : lim f(t) =
ar suite : lim ft)=0
EXERCICE 4. — Soient p et ¢ deux réels strictement positifs, et f : [0;1] — R une fonction continue. Montrer qu’il

existe un réel xo € [0;1] tel que : pf (0) +qf (1) = (p+ q) f (zo)-
Pour tout réel = € [0, 1], posons : g(x) =pf (0)+qf (1) — (p+q) f ().
La fonction g est continue sur [0,1] (H+TG).
En outre :
G0 =q(f ()= F(0) et g)=p(f©O)—F(1) = —p(f (1)~ [(0))
1 s’ensuit que : g(0)g(1) = —pq (f (1) — £ (0))*.

En résumé :
ge €°([0,1],R) et g(0)g(1) <O
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Selon le théoréme des valeurs intermédiaires : 3z € [0,1], g(xo) = 0.

Conclusion. 11 existe un réel xy € [0;1] tel que : pf (0) + qf (1) = (p+ q) f (x0).

1 1
EXERCICE 5. — Calculer lim z? sin () et lim z%sin <3>
T

z—0 3 z—+00

1 1
e La fonction & — 22 tend vers 0 en 0, et la fonction & — sin <3) est bornée. Il s’ensuit que : lirrb z? sin (3) =0.
x z— T

(1Y 1 1 (1 i 1Yy
sin E 7F+Es E avec.wirfms el
9 . 1 1+15 1
xrosimm | — = — — —

3 r oz \ad

1 1 1
Puisque : lim — =0et lim ¢ () =0, on en déduit que : lim z%sin (3> =0.
T+ x

T—+00 I r—+00 3 00

e Au voisinage de +oo, on a :

Ainsi, pour x suffisamment grand on a :

EXERCICE 6. — Soient fi,..., f4 les fonctions définies sur | — 1, 1] en posant :
fiw) = ) gy = ) gy - WO, ) D),
Etablir que : ! ! ! !
Vke[1,4], a{ig})fk(m) =1

Selon le formulaire des DL1 en 0 usuels, on a pour tout réel  dans | —1,1] :

In(l142) =a + xe1(x) avec ill;% e1(z) =0

sin(x) = x + xea(z) avec Ihg}) ga(x) =0

arcsin(z) = x + xez(x) avec ilg% ez(x) =0

tan(x) = x + xeq(z) avec Ihi% eq(x) =0
Il s’ensuit que :

Vke[1,4], fr(z)= “+Ek(x) =1+e¢ex(z) avec ii_r%sk(:v) =0

Par suite : Vke[1,4], lin%)fk(x):l
z—



