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COLLE 20 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1 — f=0,(9) < lim= =0
a

Q [

f

PREUVE. f =0,(9) < f =ge avec lime =0 <= = =¢ avec lime =0<=lim= =0
a g a a

Q [

Conclusion. f =0,(9) < lim= =0

Q [~

Remarque. Il n’est pas indispensable d’inclure dans cette démo (ni dans les deux suivantes) des “x”, des quantifica-
teurs, et des hypothéses. .. du moment que l’on sait de quoi il est question!

Ezxplicitement, on suppose ici que :
= q est un nombre réel ;

= f et g sont 2 fonctions définies sur un méme voisinage V de a, et sont & valeurs dans K (avec K =R ou C);

f(x)
g9(z)

= ¢ est une fonction définie sur V, o valeurs dans K, et vérifie : lim e(x) =0 (avec K=R ou C)
r—ra

= g ne s’annule pas sur V', pour que le quotient soit défini lorsque v € 'V ;

QUESTION DE COURS 2 — fr~,g<=lim==1
a

Q [~

PREUVE. f ~, g <= f =gp avec limp =1 <= lim =1
a

a

Q [~
Q [

= p avec limp =1 <= lim
a a

Conclusion. f ~, g <= lim i =1
a g

QUESTION DE COURS 3 — [~y g<= f=g+o0.(9)
PREUVE. f ~, g <= f =gypavec limp=1<= f=¢g(l+¢—1) avec limyp =1
a a

— f=g+(p—1)gavec limp=1<= f=g+egavec lime =0<= f =g+ 04(9)
a a

‘ Conclusion. f ~, g <= f =g+ 04(9) ‘

QUESTION DE COURS 4 — Si f ~, galors: f = 0,(g) (et g = O, (f))

Comme f ~a g, 0Nl a: f = g+0a(g)' Or 9= Oa(g) et Oa(g) = Oa(g)‘ D’ou f = Oa(g) + Oa(g)a donc : f = Oa(Q)- La
relation g = O,(f) résulte par exemple du fait que la relation d’équivalence au voisinage de a est symétrique.

QUESTION DE COURS 5 — Si f ~, g et g =o04(h) alors f = 0,(h)

Comme f ~, g,ona: f =g+ 04(g). Or g = 04(h). D’ott f = 04(h) 4+ 04(04(h)), donc : f = 04(h) + 04(h) d'ou :
f=o0aq(h).

QUESTION DE COURS 6 — Si f ~, g et g =0,(h) alors f = O,(h)

Comme f ~g g,ona: f=g+04(g9). Or g = Og(h). Dot f = Oy(h) 4+ 04(Oq(h)), donc : f = Oy(h) + 04(h) d’ot :
f= Oa(h)

QUESTION DE COURS 7 — Si f =04(g) et g ~ h alors f = o,(h)

Comme g ~q h,on a: g=h+04(h). Or f =0,(g). D’ott f = 04(h) + 04(04(h)), d0u : f = 04(h).

QUESTION DE COURS 8 — Si f = O,(g) et g ~, h alors f = O,(h)

Comme g ~4 h,ona: g=h+o04(h). Or f = O0,(g). Dot f = Oy(h) 4+ Ou(04(h)), donc f = Oy(h) + 0,(h) d’ou :
f = Oa(h)
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1 — On note g la fonction définie sur [1,2] en posant :
% -2
1,2 —z—
vee L gl =z
, 1
1/ Montrer que : Vee [1,2], |¢(x)< 3
2/ Montrer que l'intervalle [1, 2] est stable par g.
EXERCICE 2 — Soit g € €([1,2],R), et o € [1,2]. On suppose que :
1
g(t.2) ct.2)s Vae [L2, |g@)<g et gla)=a

On définit une suite (u,) en posant :
ug =1 et Vne N, upp1 = g(un)

1/ Etablir que : VneN, wu,€]l2]
1
2/ Etablir que : VneN, |upt1—a|< 3 lun, — af
EXERCICE 3 — Soit f une fonction de classe ¢! sur [a, b] & valeurs réelles, et soit zg € [a, b] tel que f’(zg) # 0.

Déterminer I’abscisse du point d’intersection de 1’axe des abscisses et de la tangente & € en xo.
EXERCICE 4 — Soit g € ¢*([a,b],R), soit £ € [a,b], et soit A un réel appartenant a ]0, 1].
On suppose que g(£) = £ et ¢g'(¢) = 0.
1/ Justifier qu’il existe un réel h > 0 tel que :
Vee [l —hl+h], |¢(x) <A
2/ On note I lintervalle [¢ — h, ¢+ h] . Montrer que :
Veel, glx)ye I

1 )
EXERCICE 5 — En utilisant un équivalent simple, déterminer lin}r n® arctan <> en fonction du paramétre
n—-s—4o00 n
réel a.
EXERCICE 6 — Le code ci-dessous est celui d’une fonction qui regoit comme paramétre une liste de flottants L,

et qui retourne la moyenne des éléments de L.

def Moyenne(L):
SommeVal =0
for k in range(len(L)):
SommeVal =SommeVal +L[K]
return SommeVal / len(L)

1/ Estimer la complexité algorithmique C'(n) de cette fonction (n désignant la longueur de la liste L).

2/ Cette complexité est-elle linéaire ? Quadratique ? Logarithmique ?
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1 — On note g la fonction définie sur [1,2] en posant :
x? =2
v 1,2 =x—
z € [1,2], glx)=x 5
, 1
1/ Montrer que : Vee [1,2], |¢(x)< 3
: -2 1
Pour tout réel z € [1,2], on a: g(z) =z — ]J:/((Z)) - 5y = g + e
L. . i , 1 1
On en déduit que g est dérivable sur [1,2], et que pour tout réel x € [1,2] on a: ¢'(x) = 3 2
Il est immédiat que ¢’ est croissante sur [1, 2], donc :
1 1
Vre [1,2], ¢(1)<g(x)<g(2) ainsi: Vze [1,2], -3 <J(z) < 1
, 1
CONCLUSION. Vz € [1,2], |¢'(z)]| < 5
2/ Montrer que l'intervalle [1, 2] est stable par g.
Soit  un réel de [1,2]. On a :
1 1
g’($)>0<:>§f—2>0<:>x2\/§
x
x 1 V2 2
On en déduit le tableau de variation ci-contre de la J(z) — ¢ +
fonction g. 3/2 3/2
En particulier : ¢ ([1,2]) = [v/2,3/2] C [1,2] g(x) \ /
V2
CONCLUSION. Le segment [1, 2] est stable par g (¢ ([1,2]) C [1,2]).
EXERCICE 2 — Soit g € €1([1,2],R), et a € [1,2]. On suppose que :
1
9([1,2]) C [1,2]; Vee [1,2], |¢(x)]< 3 et gla) =«

On définit une suite (u,) en posant :
ug =1 et Vne N, upr1 = gup)
1/ Etablir que : Vne N, wu,e€ [l,2]
Pour tout entier naturel n, notons P(n) l'assertion : u,, € [1,2].
L’assertion P(0) est vraie puisque ug = 1 selon ’énoncé.
Supposons a présent que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n.

Sous cette hypotheése, u,, € [1,2]; et puisque g([1,2]) C [1,2] selon ’énoncé, on a : up+1 = g(u,) € [1,2]. Ce qui
prouve I'héréditeé.

Conclusion. Vn € N,  u, € [1,2]
. 1
2/ Etablir que : VneN, |upt1—al< 3 lun, — af

Soit n un entier naturel. Les réels u,, et a sont dans [1, 2] selon la question précédente et I’énoncé.
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1
En outre, toujours selon I’énoncé, ona:Va € [1,2], [¢'(z)] < 5 On en déduit, avec I'inégalité des accroissements

finis que :

1
l9(un) — g(a)] < B un — af

On conclut en observant que g(u,) = un41 et g(a) = a.

1
CONCLUSION. Vn € N, |u,t1 — | < 3 (et
EXERCICE 3 — Soit f une fonction de classe ¢! sur [a, b] a valeurs réelles, et soit x¢ € [a,b] tel que f'(zg) # 0.

Déterminer I’abscisse du point d’intersection de l’axe des abscisses et de la tangente & €5 en xo.

L’équation de la tangente & €y en xg est : y = f(x0)(x — o) + f(x0). L’abscisse recherchée est donc le réel z tel que :

. f(zo)
f(xo)(x—x0) + flro) =0 soit: z=ux9— aenk
CONCLUSION. L’abscisse du point d’intersection de I’axe des abscisses et de la tangente & ¢y en ¢ est
o f/(QTO)
f'(@o)
EXERCICE 4 — Soit g € €1([a,b],R), soit £ € [a,b], et soit A un réel appartenant a ]0, 1].

On suppose que g(¢) = £ et ¢’'(£) = 0.
1/ Justifier qu’il existe un réel h > 0 tel que :
Vee [l —hL+h], |¢x)] <A
On a: ¢'(¢) =0, et g’ est continue en £. Par suite : xli_n)leg’(x) =0.
On conclut grace a la définition de limite.
CONCLUSION. VA €]0,1[, 3he R%, Vo € [ —h, L+ h], |¢(x)] <A
2/ On note I lintervalle [¢ — h, ¢+ h] . Montrer que :
Veel, gla)e I
Soit A un réel quelconque de 0, 1], et soit z € I. On a : |z — ¢| < h.
Par ailleurs, il résulte de la question précédente que g est A-lipschitzienne sur I. Par suite :
l9(z) — g(O)] < Afz — ¢
Puisque £ est un point fixe de g (énoncé), et que |z — £] < h, on en déduit que :
9(z) =L <K AR <h
Ce qui signifie que g(z) € I.
CONCLUSION. g(I) C I (I est stable par g).

1
EXERCICE 5 — En utilisant un équivalent simple, déterminer lini n® arctan () en fonction du paramétre
n——+0o n

réel a.

, . 1 1
Selon le cours, arctan (x) ~o x. Il s’ensuit que : arctan [ — | ~4o0 —
n n

. 1 _
Par suite : n® arctan (n ~ oo N

1 +o0o sia>1

Conclusion. lim n%arctan (> = 1 sia=1
n—-+oo .

0 sia<1
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EXERCICE 6 — Le code ci-dessous est celui d’une fonction qui regoit comme paramétre une liste de flottants L,
et qui retourne la moyenne des éléments de L.

def Moyenne(L):
SommeVal =0
for k in range(len(L)):
SommeVal =SommeVal +L[K]
return SommeVal / len(L)

1/ Estimer la complexité algorithmique C'(n) de cette fonction (n désignant la longueur de la liste L).

# On note 'oe' une opération élémentaire
def Moyenne(L):
SommeVal =0 # 1 oe (affectation)
for k in range(len(L)): # boucle parcourue n fois
SommeVal =SommeVal +L[k] # 3 oe (affectation, somme, extraction)
return SommeVal / len(L) # 20e (quotient, appel de la fonction len)

Conclusion. La complexité algorithmique de cette fonction C'(n) = 3n + 3

2/ Cette complexité est-elle linéaire ? Quadratique ? Logarithmique ?
D’aprés la question précédente : C'(n) = O4oo(n). Il s’agit donc d’une complexité linéaire.
Juste pour info :

> Ezemple de fonction ayant une complerité quadratique (Oyoo(n?)) : fonction calculant la somme de deus
matrices carrées de M, (R) ;

> Exemple de fonction ayant une complexité logarithmique (Oyoo(In(n)) : fonction recherchant une valeur
approchée d’une solution de f(x) = 0 par Ualgorithme de dichotomie.



