MPSI — COLLE 24 (27 AU 30 AVRIL 2026) : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Chapitre 20 : Espaces vectoriels et applications linéaires
1 — Espaces vectoriels

2 — Sous-espaces vectoriels

3 — Combinaisons linéaires (finies), familles génératrices

4 — Applications linéaires

Définition : une application f : E — F' entre deux K-ev est li-
néaire si :

V(A €K V(W V) € B2 fONT +p) =\ (U) + pf (V)
Un endomorphisme de F est une application linéaire de F dans

lui-méme (“F = E”).

Propriétés gdl*s. Z(E, F) et Z(E) sont des K-ev; (Z(E),+,0) est
un anneau (non-commutatif et non-intégre en général). A titre culturel
en Sup : (Z(F),+,.,0) est une K-algebre.

5 — Ker et Im : noyau et image d’une application linéaire

Définition : soit f € Z (F, F). On appelle noyau de f et on note
ker f le sous-ensemble de E suivant :

kerf:{?EE, f(?):ﬁF}

L’image de f, notée Im f, est la partie de F' suivante :

Imf={WeF,IVeE, f(V)=u}

Propriété. ker f est un sev de E et Im f est un sev de F'.
Propriété : soient E et F' deux K-ev, et f € £ (E, F'). On suppose qu’il
existe une famille (71) ie[1,n) Sénératrice de E, c’est-a-dire une famille

de vecteurs de E tels que E = Vect ((71)1.6[[1’@). Alors :

tnf = Veet ((/ (7:))ieqia)

Théoréme : soit f € £ (E, F). Alors :
{6)}3} ; et f est surjective SSI Im f = F.
6 — Isomorphismes et automorphismes

Définition : soient E et F deux K-ev. On appelle isomorphisme
entre F et F' (resp. automorphisme de E) une application linéaire
f : E — F bijective (resp. un endomorphisme de E bijectif). Les ev E
et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre F et F.

f est injective SSI ker f =

Notation : GL(E) est 'ensemble des automorphismes de E.

Propriétés : la composée de deux iso(auto)morphismes est un iso(au-
to)morphisme. Si f est un isomorphisme entre £ et F, alors f~! est un
isomorphisme entre F' et E.

Corollaire : (GL(E), o) est un groupe, appelé groupe linéaire de E.

7 — Sommes de sev et sev supplémentaires
a — Sommes de sev

Définition : soient F' et G deux sev d’'un méme K-ev F. La somme
de I’ et GG, notée F'+ G est :

F+G={7€ E, 3(7,7) EF x G, 7:7+7}
Propriété. F' 4+ G est un sev de E.
b — Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition : deux sev F' et G d’'un méme K-ev F sont supplémen-
taires (dans FE) lorsque tout vecteur de E s’écrit de maniére unique
(a lordre prés) comme somme d'un vecteur de F' et d’un vecteur de G,

soit :
VT ek, m@%mean T=F+7.

Dans ce cas, on note : £ = FEPG, et on dit que E est la somme

directe de F et de G.

Propriété (caractérisation des sev supplémentaires) : deux sev
. —

F et G de E sont supplémentaires SSI F NG = { 0 } et B =F+(@.
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QUESTIONS DE COURS
. . . . — — P .
» Propriété :si f: E — F est linéaire, alors f ( 0 E) =0 p. » Propriété : soient E et F deux K-ev, et f € Z(E, F). On sup-
pose qu’il existe une famille (71) ie[1,n) &énératrice de E, c’est-a-

> Propriété : si f €.Z (B, F), alors k ¢ de E et T
ropriété : si f ( ), alors ker f est un sev de £ et Im f dire une famille de vecteurs de E tels que E = Vect <(7i)ie[[1,n]]>'

est un sev de F'.
» Théoréme : soit f € £ (E, F). f est injective SSI ker f = {6)} Alors : Imf = Vect <(f (7i))i€[17n]]>
» Propriété : soit £ un K-ev. (GL(E), o) est un groupe (le groupe > Propriété_:> deux sev F' et G de E sont supplémentaires SSI
des automorphismes de E, aussi appelé groupe linéaire de E). FNG = { 0 } et E=F+G.




