MPSI — COLLE 25 (4 AU 7 MAI 2026) : FRACTIONS RATIONNELLES & ESPACES VECTORIELS ET APPLI. LINEAIRES

Chapitre 20 : Espaces vectoriels et applications li-
néaires

(EXERCICES)

1 — Espaces vectoriels

2 — Sous-espaces vectoriels

3 — Combinaisons linéaires (finies), familles génératrices

4 — Applications linéaires

5 — Noyau et image d’une application linéaire

6 — Isomorphismes et automorphismes

7 — Sommes directes et sev supplémentaires

8 — Projecteurs et projections

NB. Le but de cette répétition (1’algébre linéaire était déja au
programme de la colle 24) est de réviser les méthodes “incon-
tournables” du chapitre 20. Les exos de la colle 25 porteront

donc principalement sur le chapitre 20, pour insister sur les
méthodes décrites dans le programme précédent.

Chapitre 21 : Fractions rationnelles

Dans ce chapitre encore, K désigne R ou C.
1 — Généralités
Définition de fraction rationnelle & coefficients dans K. On note :

P
K(X) = {5 (PQ) € KIX] @ 0}
irréductible lorsque P A ) = 1.

P
. La fraction rationnelle — est

Q

P
Le degré de la fraction rationnelle F' = 0 est : deg(F) = deg(P) —

deg(Q). Le degré dans K(X) posséde les mémes propriétés que le degré
dans K[X] (principalement : le degré d’un produit est la somme des
degrés ; le degré d’une somme est majoré par le max).

Somme et produit de deux fractions rationnelles. (K(X),+, x) est un
corps (le corps des fractions rationnelles. . .).

P
Soit F' = — € K(X) une fraction rationnelle irréductible. Un zéro de

F' est un scalaire o qui est racine de P. Un pole de F' est un scalaire de
F' qui est racine de (). Définitions de zéro et de pole de multiplicité p.

2 — Partie entiére et partie polaire d’une fraction rationnelle

Théoréme : pour tout F' € K(X), il existe un unique couple (E, G) avec
E € K[X], et G € K(X) de degré <0 tel que : FF = E+G.
Définitions : le polynome E du théoréme est alors appelé partie entiére
de F', et la fraction rationnelle G partie polaire de F'.

3 — Décomposition en éléments simples

Au-dela des théorémes assurant ’existence et 'unicité d’une décomposi-
tion en éléments simples d'une fraction rationnelle de C(X) ou de R(X),
il faut surtout retenir les méthodes pratiques pour obtenir de telles dé-
compositions : méthodes d’identification (& utiliser exceptionnellement,
ou in articulo mortis), de “multiplication-évaluation”, de “multiplication-
limite”, et la propriété ci-dessous a utiliser pour les poles simples.

solent F' = P/@Q une fraction rationnelle irréductible, et «
A

X —a’
ol G est une fraction rationnelle n’admettant pas « pour poéle, et
P(a)

" Q(a)

Propriéteé :

un pole simple de F'. Dans ce contexte, on peut écrire : F' = G+
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QUESTIONS DE COURS

» Propriétés (des projections) : soient F' et G deux sev supplé-
mentaires de . On note pg la projection sur F' parallelement a

G. Alors pr est un endomorphisme de E tel que p% = pp. pas « pour pole tel que :

» Propriété. Soit p € Z(F). On a : F=G+

[p est un projecteur| = [E = ker(p) @ ker(idg — p)]

» Propriété (partie

existe un unique couple (E,G) avec E € K[X], et G € K(X) de
degré < 0 tel que : FF'=FE +G.

X —«o

» Propriété. Soit F' € K(X), et soit a un pole simple de F. Il existe
un unique couple (A, G) avec A € K, et G € K(X) n’admettant

» Propriété. Soient F' = P/(@ une fraction rationnelle, et o un pole

: : A .
entiére, partie polaire). Soit F' € K(X). Il simple de F'. Alors on peut écrire : F' = G + S ou GG est une

fraction rationnelle n’ayant pas « pour pole, et A =

oo B8

Pour mémoire, pour les exos de cette semaine et pour la suite des événements :

METHODES ESSENTIELLES DU CHAPITRE 20

. Montrer que “quelquechose” est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E :

a. En utilisant les axiomes “(SEVx)” (exo 1 de la banque 24)
b. En utilisant “un Vect” (exo 2 de la banque 24)

c. En utilisant “un ker” (exo 3 de la banque 24)

Déterminer une famille génératrice d’'un sev (répétition du point 1.b, exo 4 de la banque 24)
Montrer qu’une application est linéaire (ou est un endomorphisme) (exo 5 de la banque 24)
Déterminer le noyau d’'une application linéaire (résolution de f (7) = 6>, exo 6 de la banque 24)
Déterminer I'image d’une application linéaire

(en utilisant : f (Vect (U'1,..., Un)) = Vect (f(T1),..., f(V)), exo 7 de la banque 24)

. Montrer qu’une application linéaire est un isomorphisme/automorphisme (exo 8 de la banque 24)

Montrer que deux sev sont supplémentaires dans un ev E (exo 9 de la banque 24)

P(a)
Q' (a)




