Lycée Jean Bart — MPSI — 12 septembre 2026

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N1 — 12 SEPTEMBRE 2026 I

EXERCICE 1 — ‘APPLICATIONS DU COURS‘ Les questions de cet exercice sont indépendantes.

n 1
1/ Soit n € N, avec n > 2. Calculer la somme : S, = E In (1 + E)
k=2

Soit m € N,avecn > 2. On a :

slzkéln@ ) Xn:ln(k+1):zn:[ln(k—kl)—ln(k)]

k=2

On reconnait alors avec soulagement une somme télescopique, et on conclut : S; = In(n 4+ 1) — In(2)

1
CONCLUSION. Vn € N, n > 2, Zln( >:ln(n—2|_ )

2/ Soit n € N*| et soit g un réel quelconque. Calculer la somme : S, = Z q**

n

Soit m un entier naturel. Observons que : Sy = Z q** = Z 4)k. La somme Sy est géométrique de
k=0
raison g*. On distingue alors deux cas.

An+4

Si g* # 1 (cad si +1), i Sy = b - *
iqt# 1 (cadsiq# +1),ona: Sy=)Y ¢ =i

Sinon, si ¢* = 1 (cad si |[g| = 1), on a: ,5'2:21:714—1

3/ Soit n € N. Calculer la somme : Ss = Z (n) 2k+3

" /n
Soit n € N. Observons que : Sz = 23 Z ( )Zkln_k
o \k

On en déduit, avec le bindme de Newton, que : S3 = 8(2 4+ 1) = 8 X 3™.

CONCLUSION. Vn € N, §3 =8 x 3"
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4/ Soit n € N. Calculer la somme :

n

Sa=) [(k—1)(4k* + 4k — 2)]

k=0

On écrira le résultat sous la forme Sy = an* +bn® +cn? +dn+e, ot a, b, ¢, d et e sont des entiers
& préciser.

Soit m un entier naturel. On a :
n

Sa=) [(k—1)(4k* 4 4k — 2)]

k=0

n

— Sy = Z [4k3 — 6k + 2] (développement sans finesse)
k=0

— S, =4 Z k* —6 Z k+2 Z 1 (linéarité de la somme)
k=0 k=0 k=0

Une triple application du cours donne :
n3(n + 1)? nin+1
( ) 6 X ( )

S, =4 X
4 4 2

+2(n+1)
— Sy =n*(n+1)?—-3n(n+1)+2(n+1)
— S, =n*+2n+n?—-—3n?—-—3n+2n+2

CONCLUSION. Vn € N, Sy =n*+2n% —2n?2 —n 4+ 2

EXERCICE 2 — \UNE SUITE RECURRENTE D’ORDRE 2\

On considére la suite réelle (u,,) définie par ug = 5, uy = 4, et la relation de récurrence :
Vn e N, Upi2 = Upt1 + 2u,
Démontrer que :
Vn e N, U, =2 X (—1)"+3 x 2™
Démontrons que : Vn € N, u,, = 2 X (—1)™ 4+ 3 X 2™ par récurrence double sur n.

Pour tout n € N, notons P(n) l'assertion : u, = 2 X (—1)" + 3 x 2™.

» Initialisation (n = 0 et n = 1). D’une part : up = 5 (énoncé) et d’autre part 2 X (—1)° +3 x 20 = 5.
Donc P(0) est vraie.

D’une part : w3 = 4 (énoncé) et d’autre part 2 X (—1)' + 3 x 2! = —2 4+ 6 = 4. Donc P(1) est vraie.
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» Hérédité. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. On a alors :

Upt2 = Upt1 + 2uy, (selon I’énoncé)

< Upia = (2 X (=1)"T1 +3 x 2"T1) +2(2 x (—1)" + 3 X 2™) (hypothése de récurrence)
< Upt2=(—2) X (—=1)"+6 xX2"+4 X (—=1)" 4+ 6 X 2"

= Uy = 2 X (—1)" 4+ 12 x 27

= Unsa = 2 X (—1)"F2 43 x 272 (car (—1)2 =1 et 12 = 3 x 22)

Ainsi P(n + 2) est vraie. Récurrence établie.

CONCLUSION. Vn € N, U, =2 X (—=1)"+3 x 2™
- : : : 2 :
EXERCICE 3 — | RECURRENCE “SIMPLE” | Soit (uy,) la suite définie par wg = 3 et la relation de
récurrence :
2n + 2

Vn - N, Up+1 = Uy

2n + 5

Montrer que :

VneN u _ 2 (n 4 2)tn!
’ " (2n + 4)!

2273 (n + 2)! n!

Pour tout n € N, notons P(n) l'assertion : u,, =

(2n + 4)!
e 2 22X0+3 (04 2)! 0! 8 X 2 16 2
» Initialisation (n = 0). D’aprés ’énoncé : ug = — et = = — = —.
3 (2 X 0+ 4)! 4! 24 3

L’assertion P(0) est donc vraie.

» Hérédité. Supposons que 'assertion P(n) est vraie pour un certain entier naturel n.
2n + 2
2n + 5

D’apres 'énoncé on a : Up41 = Uy, .

2n + 2 o 22n+3 (n 4+ 2)! n!
2n+5 (2n + 4)!

On en déduit, par hypothése de récurrence :  wUp4q1 =

2(n + 1)22"%3 (n + 2)! n!
(2n + 5)!

On écrit alors judicieusement :

Ainsi : Un4+1 —

2(n + 1)22" 13 (n 4 2)! n! " 2n + 6
(2n + 5)! 2n + 6

Up+1 —
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On en déduit que :  Upy1 =

Aprés un peu de ménage, on obtient : Up41 =

2(n + 1)22"3 (n + 2)! n!2(n + 3)
(2n + 5)!(2n + 6)

227+5 (n + 3)! (n + 1)!

(2n + 6)!
Ainsi I'assertion P(n 4 1) est vraie. Récurrence établie.
22713 (n 4 2)! n!
CONCLUSION. Vn € N, u,, =
(2n + 4)!
EXERCICE 4 — | SUITES RECURRENTES “A LA Lucas”|*

Tout au long de cet exercice, on pose : A =1+ /2

1/

2/

Montrer que pour tout entier naturel m, il existe un couple (pn, g,) d’entiers naturels tel que :

A™ = p, + q.V2

Pour tout entier naturel n, notons P(n) I'assertion : 3 (pn, gn) € N2, A™ = p,, + g, V2.

Puisque A° = 1 = 1 4 0 x /2, le couple d’entiers naturels (pg, o) = (1,0) convient, et permet
d’établir que P(0) est vraie.

Supposons a présent que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

ANl = A x A" = (1—1—\/5) (pn+qn\/§> = (Pn + 2¢n) + (Pn + @n) V2

En posant pp4+1 = Pn + 2¢n, €t @nt1 = Pn + @n, on obtient deux entiers naturels (car p,, et g, sont
dans N par hypothése de récurrence) tels que : A"t = p, .y + qn+1\/§. D’ou P(n 4+ 1) est vraie.
Récurrence établie.

CONCLUSION. Vn € N, 3 (pn,q,) € N2, A™ = p,, + q,V/2

Remarque. On peut aussi traiter la question 1 & ’aide du binéme de Newton, et un petit jeu d’écriture
assez amusant sur les sommes.

Soit  un entier naturel quelconque. Etablir que le couple (pn, @) de la question précédente est unique.

Remarque On pourra utiliser sans démonstration le fait que v/2 est irrationnel.

Soit m un entier naturel. Supposons qu’il existe deux couples d’entiers naturels (pn, gn) €t (rn, Sn) tels
que A™ = p, + @uV'2 = 7, + 5,V2. Alors - p, — 1 = (Sn — qn) V2.

- T

Raisonnons par 'absurde, et supposons que s, # gn. Alors v/2 = M, ce qui implique, puisque

Sn — d4n
(Pn — Tn) et (8, — @y) sont entiers, que v/2 est rationnel : c’est absurde (suivant l'indication rappelée
dans I’énoncé).

On en déduit que s,, = q,,, d’ou p,, — r,, = 0, d’out p,, = 7.
Ce qui établit 'unicité du couple (pp, @n)-
CONCLUSION. V7 € N, 3! (pn,q,) € N2, A™ = p,, + q.V2

*. Edouard Lucas fut un mathématicien francais du XIX®™¢ qui a entre autres étudié les propriétés arithmétiques de
certaines suites généralisant la célébre suite de Fibonacci.
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3/

4/

5/

6/

Préciser les valeurs de pg, qo, p1 et q;.
D’une part A =1=1+0 X v/2;doupy=1et gy =0.
D’autre part : A' =1+ +v2 doup; =1etq =1.
CONCLUSION. pg =1;p;1 =1;qo=0¢t g = 1.

Etablir que pour tout entier naturel n on a :
Pn+1 — Dn + 2qn

dn+1 — DPn + dn
C’est une conséquence immédiate des calculs faits dans la question 1 pour établir 'hérédité de P(n).

Prn+1 — Dn +2qn
CONCLUSION. Vn € N,

dn+1 = DPn +qn

Déduire de la question précédente que pour tout entier naturel m on a : T
Pn+2 = 2Pn41 + Pn
Soit m un entier naturel arbitraire. On a d’aprés la question précédente :

Prnt2 = Pn+1 + 2qn+1 = Pnt1 + 2 (Pn + qn) = Pnt1 + 2P, + 2q,

= Pnt1 + Pn + (Pn + 2qn) = 2Pnt1 + Pn
———

=Pn+1
CONCLUSION. Vn € N, ppi2 = 2p,41 + P

Etablir que :

[(1+v2) =+ (1-v2) ]

N | =

Vn e N, p, =

Une petite récurrence double pour finir!. ..
1 n n

Pour tout entier naturel n, notons P(n) I'assertion : p,, = > [(1 + \/§> + <1 — \/§> }

La question 3, et deux calculs niveau zéro permettent d’affirmer que P(0) et P(1) sont vraies.

Passons a I'hérédité. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies pour un certain entier naturel n.
Alors :

Pnt+2 = 2Pn+1 + Pn (question 5)
! (1+ x/i)nH +(1- \/E)nﬂ +% (14+v2)" + (1-v2)"] (@R)

:>pn+2:2><5

1
— Dn, = —
P42 2

2(1+ x/i)"+1 +(1+v2) +2(1- ﬁ)"ﬂ +(1- \/E)”}

1. On pourrait aussi en déduire que pour tout entier naturel n, on a gn4+2 = 2¢n+1 + grn ; mais on ne demande pas de le

faire ici.
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= 3[4 VE) (004 VB 1) (V)" (- vE) 1)
= 3 [(14V2)" (34 2v8) (1 v3)" s -2v3)

Puisqu’il n’aura naturellement échappé a personne que

(3+3v3) = (14v3) o s -2v3) = (1 v3)

on déduit de ce qui précede que :

Pria = % [(1 + ﬁ)"“ +(1- \/5)"+2

2

Ce qui signifie que P(n + 2) est vraie. Récurrence établie.

CONCLUSION. Vn € N, p, = % [(1 + \/§>n + <1 - \/5>"]



