Lycée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 4 — NOMBRES COMPLEXES — CORRIGE

MODULES

EXERCICE 1. — (Modules et lieux géométriques). Déterminer I'ensemble des points M du plan
complexe dont I'affixe z est telle que :
1/ ]z—1] =2

Notons M le point du plan complexe d’affixe z, et A le point du plan complexe d’affixe 1. On a :
|z — 1| =2<«<= AM = 2.

Conclusion. L’ensemble des points du plan complexe dont l'affixe z est telle que |z — 1| = 2 est donc
le cercle de centre A et de rayon 2.

2/ 2z=16
Notons M le point du plan complexe d’affixe z. On a : 2z = 16 <= [2|> = 16 <= |2| = 4 <= OM = 4.

Conclusion. L’ensemble des points du plan complexe dont 'affixe z est telle que 2z = 16 est donc le
cercle de centre O et de rayon 4.

3/ liz—2]=9
Notons M le point du plan complexe d’affixe z, et A le point du plan complexe d’affixe (—2i). On a :
liz—2|=9<«=|i| x |z +2i| =9 <= AM =0.

Conclusion. [’ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est telle que |iz — 2| = 9 est donc
le cercle de centre A et de rayon 9.

4/ |z —1i] = |z +1|

Notons M le point du plan complexe d’affixe z, A et B les points du plan complexe d’affixes respectives
iet (—i). Ona: |z —i|=|2z+i] <= AM = BM.

Conclusion. L’ensemble des points du plan complexe dont l'affixe z est telle que |z —i| = |z +1] est
I’ensemble des points du plan équidistants de A et B : ¢’est donc la médiatrice du segment [AB]

EXERCICE 2. — (Identité du parallélogramme). Montrer que :
V(52)€C z+2 +]z— 2P =2( + )

Corrigé en classe.

EXERCICE 3. —  Résoudre dans C léquation : |z + 1| = |z] + 1

Soit z un complexe. Observons que : |z 4+ 1| = |z| + 1 <= |z + 1> = (|z| + 1) (puisque les deux termes de
la premiére égalité sont des réels positifs.

Posons a présent : z = a 4 ib (avec a et b réels).

On a d’une part : |z + 1> = [a + 1 +ib]° = (a +1)° + b* = a® + 2a + 1 + b*.

D’autre part : (|z| 4+ 1)° = a2 + b% + 2v/a® + b2 + 1.

On en déduit que : |z 4 1| = |2| + 1 <= a = Va2 + b2.

Cette derniére condition implique que a est positif, et que b = 0.

En résumé, pour un nombre complexe z, on a montré l'implication : |z + 1| = |2| + 1 = 2z € R,.
L’implication réciproque est clairement vraie.

Conclusion. (|z+ 1] = |z| + 1) <= (z est un réel positif ou nul)
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EXERCICE 4. — (Cas d’égalité dans I’inégalité triangulaire). Soient z et 2z’ deux complexes, avec
z # 0. Montrer que :

[lz4+ 2=z +|¢| ]| <= [T e Ry, 2/ =Az]

Avec les hypothéses de I’énoncé, on a :

/

z
|Z+z’|:|z\—|—|z’|<:>‘1+;

/

||

!/
Posons Z = % On a donc :
z
lz4+2|=z|+ || = |Z+ 1] =|Z]|+1
D’aprés 'exercice précédent, on en déduit que :
JAe R, 2=\ d’ou : e Ry, 2/ =Xz

On a ainsi prouvé I'implication :
[lz+2|=z|+ |2 ]=[INe Ry, 2/ =Xz
La réciproque est une formalité.

Conclusion. [ |z + 2| =|z| + || | <= [T e Ry, 2/ =)\ ]

EXERCICE 5. — (Inégalité triangulaire généralisée) Démontrer que : *
n n
Vne N, n>2 V(z,...,z,) € C", sz < Z\zk|
k=1 k=1

cad, moins rigoureusement mais un tout petit peu plus explicitement :
Vne N, n>2 V (21,...,20) € C" |z14+ 204+ + 25| < 21| + |22 + - + |24]

n

D%

k=1

n
Pour tout n € N, n > 2, notons P(n) l'assertion : “V (21,...,2,) € C", < B

k=1

Démontrons que P(n) est vraie pour tout entier n > 2 par récurrence sur n.

» L’initialisation (pour n = 2) est fournie par I'inégalité triangulaire du cours, rappelée dans I’énoncé.
On peut donc affirmer que P(2) est vraie.

» Hérédité. Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n > 2. Soient z1,. .., 2,11 (n+1)
nombres complexes.

n+1 n n n
On a : sz = (sz> + Zpy1| < szr + [ 2n41] <Z|Zk|+yzn+1|
k=1 k=1 k=1 k=1 )

-~

n+1
=2l
k=1

la premiére égalité provenant de la relation de Chasles pour les sommes ; la premiére inégalité provenant de
I'inégalité triangulaire de I’énoncé ; la deuxiéme inégalité provenant de I’hypothése de récurrence.

. On pourra pour cela admettre que : V(z,2") € C?, |z + 2| < |z| + |2/] (c’est I'inégalité triangulaire du cours).
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n+1 n+1

2 <D lal
k=1 k=1

Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie, et prouve donc I’héréditeé.

En résumé, on a établi que® : V (zq,..., 2,41) € C*L,

Conclusion. Vn € N, n > 2, V (z,...,2,) € C", sz < A
k=1 k=1
'NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1
EXERCICE 6. — Soit § un réel de [0, 7 [. Déterminer le module et un argument de z = 1 + e'’.

Grace a la technique de I'angle-moitié, on a : z = 212 cos(0/2).
Si cos(0/2) > 0, alors : |z| = 2cos(0/2) et arg(z) = 0/2 [27].

Sinon, on a cos(f/2) < 0, et on réécrit alors : z = —2cos(6/2)e!™0/2) Dans ce cas :

|z| = —2cos(6/2) et arg(z) =7+ 6/2 [27].

(21 -+ 22)2
21792

EXERCICE 7. — Soient z; et zo deux complexes de module 1. Démontrer que : est un réel

positif ou nul.

Soient z; et zo deux complexes de module 1. On a :

2 _
(m1+2)" 2 +2n2+2 (4 2n0n+2)705m T4 94T
= = —— =217 122

2129 2129 21292179

2 2
Git) ) 9Re(53). Dot s G2
21729 2122

e R.

Finalement :

Or 27 et Z3 sont de module 1, donc leur produit également. Ceci implique que : |Re (2123)] < 1, et il s’ensuit
que 2 + 2Re (123) € R..

(z1 + 2’2)2

Conclusion. V (21, z5) € U?
2179

e R,

1. Les nombres complexes z1,. .., 2,11 étant arbitraires dans le raisonnement précédent.
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z+1

z —

€ iR.

EXERCICE 8. — Soit z € C, avec |z| =1 et z # 1. Montrer que

Corrigé en classe.

ARGUMENT, FORME TRIGONOMETRIQUE, FORME EXPONENTIELLE‘

EXERCICE 9. — Déterminer les formes exponentielles des complexes z; = 141, 2o = V/3—1, 23 = —2—2i,
20 = =2+ 2iV/3 et 25 =m — 4.

La correction détaillé a été faite en classe. On a :

a=141=2e"0; 2 =+3—-i=2e3; z3=-2-2=2/2 %",

2= =24+ 2V3 =43 i =nm —4=(4—me".

EXERCICE 10. — Déterminer les parties réelles et imaginaires des complexes : 23 = (1 — z')g, celle de
62
1 3
2 = (2+2i)", puis celle de z3 = (5 + 1\/7_> .

1/Ona:1—i=+2e4 Don: (1—i)®= V2 e 8i/4 = 24627 Finalement : (1—14)% = 16.
2/ On a: 2+ 2i = 2/2e™/4 = 25/267/4 Dion : (24 2i)" = (29/2)" ™ = 210¢7i,
Finalement : (2 + 2i)* = —1024.

62
3/ Ona: % + i\/Tg =3 Doou (% + 1?) = 02m/3 — Ox10i5+2i5 — o215

1
Finalement : (— + 11—

EXERCICE 11. — Déterminer I’ensemble des points M du plan complexe dont 'affixe z est telle que
(exceptionnellement, une solution graphique conviendra parfaitement) :

1/ arg(z) =0 (mod. 2m)

C’est I'ensemble des points du plan image des z € R}.
2/ arg(z) = g (mod. 2m)

C’est I’ensemble des points du plan image des z € iR?.
3/ arg(z) =0 (mod. )

C’est I’ensemble des points du plan image des z € iR*.
4/ arg(z) = % (mod. 2m)

C’est I’ensemble des points du plan image des z € C* ayant des parties réelles et imaginaires égales.
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' APPLICATIONS DES FORMULES D’EULER ET DE MOIVRE |

EXERCICE 12. — Linéariser sin*(f) ; cos?(6) sin®(6) ; cos®(6) ; sin®(0) cos®(6).

ol _ o—if

1/ Pour tout réel 6, on a : sin(f) = ¥
i

. Il s’ensuit que :

(eie o e*19)4 1

4i0 2i —2i9 —4i0
(2i)4 :E(e —4e“"Y + 6 — 4e +e )

Donec :

sin(0) = 1_16 (2 cos(40) — 8 cos(20) + 6)

1 1
Conclusion. V6 € R, sin*(§) = = cos(46) — 5 cos(26) + Z
, 270\ e 2 . o - 9 1 cos(26) .
2/ Pour tout réel 0, on a : cos*(f)sin®(f) = sin“(f) — sin*(A). Or : sin*(0) = 3”5 (formulaire de
trigo).
On conclut grace a cette observation et au calcul précédent.
. S ) 1 1
Conclusion. V6 € R, sin®(f) cos*(0) = ~3 cos(40) — i
3/ Soit 6 un réel. On a :
Lo o RN 5 L oiio . 65
COS(Q):§(8 +e7'7) d’ou : cos (9):3—2(e +e7'7)

Il s’ensuit que :

1 . . . . : : 1
cos® (0) = ) (7% +5e¥? + 10’ + 10e 7% 4 5e 4+ ¢777) = o (2 cos(50) + 10 cos(30) + 20 cos(d))

1
Conclusion. V0 € R, cos’® () = = cos(50) + 1_56 cos(36)§ cos(6) |

1
4/ Pour tout réel 6, on a : sin(#) cos(f) = = sin(26). On est ainsi ramenés a la linéarisation de sin®, détaillée

a la fin des questions de cours de la colle 3.
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EXERCICE 13. — Exprimer cos(46) en fonction de cos(f).
Soit # un réel arbitraire. On a : cos(46) = Re (e"’) = Re ([ei9]4).

Par suite : cos(46) = Re ([cos(0) + isin(@)]4) ().

Or :

[cos(A) + isin(0)]* = cos* () + 4icos?(A) sin(0) — 6 cos?(0) sin®(0) — 4i cos(0) sin®(#) + sin*(0)

D’aprés (M) et (éb) :
cos(46) = cos*(6) — 6 cos?(#) sin?(#) + sin*(#)
D’ou (en utilisant la relation fondamentale de la trigo) :

cos(40) = cos?(0) — 6 cos?(0)(1 — cos?(6)) + (1 — cos?(0))?

Conclusion. V0 € R, cos(40) = 8cos*(6) — 8 cos?(6) + 1

EXERCICE 14. — Exprimer sin(36) en fonction de sin(0).

Soit 6 un réel arbitraire. On a : sin(30) = Im (¢%?) = Im <[ew]3).

Par suite : sin(36) = Im ([cos(f) + isin(6)]*) (M).
Or :

[cos(8) + isin(6)]* = cos?() + 3icos?(A) sin(6) — 3 cos() sin?(#) — isin’(f)
D’aprés (M) et (éb) :
sin(36) = 3 cos?(f) sin(#) — sin®(0)
D’ou (en utilisant la relation fondamentale de la trigo) :
sin(30) = 3sin(#) — 4sin®(9)

Conclusion. V6 € R, sin(30) = 3sin(f) — 4sin®(0) ‘

(&%)

(&%)
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EXERCICE 15. — Soient n € N, et 6§ € ]0;27 [. Calculer la somme : S = Zcos2 (k).
k=0
cos(260)
5

1
Pour tout réel 0, on a : cos? (k) = 5 +

Par suite :

n n

k=0 k=0

1| 1
2 _ 2t ——
cos” (k) = 5 LEZO 1+ ) cos (2k0)] 5

(n+1)+ COS (2k9)] (%)

Soient k un entier naturel et 6 un réel de ]0; 27 [, différent de m. On a : cos (2k#) = Re (e**).

Par conséquent :

Z cos (2k0) = Z Re (e*) <= Z cos (2k0) = Re (Z eZi’f@)
k=0 k=0 k=0 =0

En posant :
Sy = Zema, ona: Zcos (2k0) = Re (S,) (M)
k=0 k=0
Or: S, = Zem@ = S,= Z (6219)]€
k=0 k=0

S, est la somme des (n + 1) premiers termes d'une suite géométrique de raison e??. On peut donc lui
appliquer la formule que vous connaissez bien?, puisque e’ # 1, selon I'hypothése faite sur # un peu plus
haut.

Ainsi :
1— (6219)n+1 1 — e2i(n+1)8 el(n+1)6 (efi(n+1)0 _ ei(n+1)9) ‘ N
S = 1 — 20 Sn = S 20 = Sn = o (010 — o) (technique de “l’angle-
moitié”)

—2sin((n+1)6) d’ott finalement : S, = /(") sin((n +1) 6)

_ i(nd)
= Sa=e ~2isin (0) sin ()

()

On déduit de (M), (&) et (V) que :

& — cos(n sin((n+1)0)
%cos (2k0) = cos (nh) Y

- 1
Finalement, dans ce cas : cos? (kf) = 3 [(n + 1) + cos (nh)
k=0

sin((n+1) 0)
sin (0)

1 _ qn+1

1—q °

I. VgeC\{1}, VneN, qu:
k=0
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n

EXERCICE 16. — Soient n € N, et § € R. Calculer la somme : S,, = Z (Z) cos (k6)

k=0

Soient # un réel, et n un entier naturel.

Ona: kz: (Z) cos (k6) = Re (; (Z) eik9> —Re ((1+¢9)") =Re ({Qew/z cos (g)r)

= Re (Q”eine/2 cos™ <g>)

. "\ /n " no e
Conclusion. Vn € N, Vd € R, kz:; (k) cos (k) = 2" cos (7) oS (5)

EXERCICE 17. — (Valeur exacte de cos (17T—0>)

1/ Délinéarisation. Soit # un nombre réel. Exprimer cos (50) en fonction de cos (6).

T
2/ On pose w = cos <E> A Taide de la question précédente, établir qu’il existe trois entiers a, b et ¢, que

I’on explicitera, tels que :
aw’+bwd+cw=0

3/ On considére a présent Péquation (E) :  aX® + X3 + X = 0.

a/ Résoudre dans R I’équation (E). On vérifiera en particulier que (E) posséde deux solutions non nulles
strictement positives, et deux solutions non nulles strictement négatives.

b/ On note X; et X, les solutions strictement positives de I’équation (E), de telle sorte que X; < Xs.

V3

Justifier que : X; < -

T
4/ A Paide des questions précédentes, préciser la valeur exacte de cos (1_0)

CORRIGE
1/ Soit 6 un réel. On a : cos (56) = Re (") = Re ((eie)5> = Re ((cos(#) + isin(0))”). Or :

(cos(8) + isin(0))® = cos®(0) + 5icos*(0) sin(f) — 10 cos®(#) sin?(#) — 10i cos(#) sin®(#) + 5 cos(h) sin*(6) + i sin®(0)

Donc, en extrayant la partie réelle de 'expression précédente®
cos (50) = cos®(6) — 10 cos3(6) (1 — cos2(6)) + 5cos(8) (1 — cos?(6))”
= cos”(6) — 10 cos®(0) 4+ 10 cos®(0) + 5 cos(6) — 10 cos®(0) + 5 cos®(6)

Conclusion. V6 € R, cos (50) = 16 cos®(#) — 20 cos®(0) + 5cos(9).’

2/ En donnant a € la valeur 7/10 dans la relation que I'on vient d’établir, on obtient :

™ = 51y 3L ul
003(2) = 16 cos (10) 20 cos (10)+5cos(10).

En notant w = cos (1%), on a donc : 16w’ — 20w? + 5w = 0 ‘

§. Et en utilisant la relation fondamentale de la trigonométrie pour écrire sin®(0) = 1 — cos?(6).
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3/ a/ Soit X un réel. On a :
[X est solution de (E)] <= [16X° —20X3 +5X =0] <= [X =0 V 16X* - 20X% +5 =0

Dans la seconde équation, on pose Y = X?2. L’équation se réécrit alors : 16Y2 —20Y +5 = 0. Cette équation
du second degré a coefficients réels posséde un discriminant strictement positif : A = 80. On en déduit

20 4+ 44/5 5++56

qu’elle posseéde deux solutions : Y, _ = 5 soit encore : Y, _ = g

Aprés avoir observé que ces deux solutions sont réelles positives, on peut conclure, en revenant a la variable
initiale, que ’équation 16X* — 20X? + 5 = 0 posséde exactement 4 solutions réelles :

\/5+8\/5’ \/5_8\/5’ _W’ et_W'

On en déduit que I’équation (E) posséde exactement 5 solutions réelles :

" \/5+8\/g’ \/5_8\/3’ _W’ et_W‘

55 N <\/§>2 6

55
8

2

b/ L’énoncé suggére de poser : X; = .Ona: X?= g

8 =

5-v5 V3
5

Puisque 5 — /5 < 6 Y, on en déduit que : <

=%

4/ D’aprés les questions 2 et 3-a, w est une des 5 solutions de ’équation (E). Trois de ces solutions sont

T T
négatives ou nulles. Dans le méme temps, on peut affirmer que w > 0, puisque : 0 € } 0; 5 [ :

T T
La valeur exacte de w est donc X; ou Xs. Pour trancher, on observe que : 0 < 0 < & Donc : w =

™ ™ . . . . . . ™
coS (1—()) > cos (8), puisque la fonction cosinus est strictement décroissante sur l'intervalle [O; 5} :

3
On en déduit que : w > - D’apreés la question 3-b, ceci implique que w = Xos.

Conclusio <W> 5+ V5
nclusion. cos ( — | =1/
10 8

9. Waouh!!!
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EXERCICE 18. — Soient n un entier naturel, et 6 un réel. Etablir que :
u 2n u P ;
cos (2n6) = ( ) —1)" cos*™ P (4 () —1)” cos? (6
@)= 3| () e 03 (7) cry o

Soient n un entier naturel, et # un réel. On a : cos (2nf) = Re (e??) = Re [(cos(d) + isin(@))zn] (M).

2n
2
D’aprés la formule du binome de Newton :  (cos(#) + isin(6))*" = Z ( ]:) i* sin® (0) cos®™*(#)
k=0

On peut alors judicieusement observer que i* est un réel si et seulement si & est pair pour affirmer que :

Re [(cos(6) + isin(Q))Q"} = Z <2:> i* sin®(0) cos®™*(#)

k=0, k pair

— (2
Par suite : Re [(cos(f) + isin(é’))gn] = (2Z> i sin?* () cos®™ M) (9)
k=0

D’ou : Re [(cos(f) + isin(@))zn} = ( )(—1)’“ cos® ™M (9) (1 — 0052(9))k

Une ultime application de la formule du binéme de Newton permet de conclure avec (#) que :

cos (2nf) = Zn: [(ZZ) (=1)F cos2™=F)(9) Zk: (k) (=1) cos2j(0)]

k=0 im0 \J

EXERCICE 19. — (Linéarisation de cos® (6)).

Soient n un entier naturel non nul, et # un réel quelconque.

2n n—1
2N\ o om )
1/ Etabli : 2i(n—k)6 _ —2i(n—k)0
/ apblir que k:EnH ( 2 )e kE:O & e

2n 2n
2n\ o 2n .
Par symétrie des coefficients binomiaux, on a : E ( >e21("_k)9 = E ( k:) A =k)0,

k=n+1 k=n+1

Cette observation faite, on procéde au changement d’indice : K = 2n — k. Lorsque k varie de (n +1) a
2n, K prend toutes les valeurs entiéres comprises entre 0 et n — 1. On en déduit que :

2n n— n—1

20\ gitn—ky _ 20\ oim—ontK)0 _ 20\ oin—K)o
> (k) =2 (% )e =2 (%)
k=n+1 K=0 K=0

—_

2n n—
2 . 2 )
D’ou : Conclusion. E ( ]:/) Ple=lad (lj) g 2la=a |

k=n+1 0

B
Il
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2/ Montrer que : cos%(e):; (( ) 22( )cos n—k)0)>

i0 —if
e +e 1, o
On a : cos™ (0) = (T) = o (619 + e—19)2 (&)
D’aprés la formule du binéme de Newton : (e + e‘i(’)Qn = ( . )e‘(zn_k)ee_lko — Z ( . )eQI(”—k)e ()
k=0 k=0
On décompose cette somme en “trois morceaux” :

2n2 s n12 s 9
2 (=g (D) (3

k=0

2n
2n 2i(n—k)o
)+ > (3)r
k=n+1
D’aprés la question précédente :
2n m, n—1 m, n—1
2i(n—k)6 2i(n— k)@ —2i(n—k)0
> (W)= (W) ()2 ()
k=0 =0 k=0
n—1
2n 2n 2n . -
D’ 2i(n—k)0 _ 2i(n—k)6 —2i(n—k)0
ou : Z( ) (n)+k_0<k>(e +e )

Par conséquent : Z (2;) A=k — (2 ) + QZ < ) cos(2(n—k)6) (V)
n

k=0

Diapres (&), (&) et (), on a 0082”(9):2%<( ) zn:( )cos n—kz)&))




