
Lycée Jean Bart — MPSI – 26 septembre 2026

Devoir surveillé n02

Mathématiques
Durée : 3 heures

CONSIGNES

— Ce sujet est constitué d’un exercice et de deux problèmes

— Tout matériel électronique est interdit.

— Les résultats doivent être soulignés ou encadrés .

Exercice 1 — (Applications du cours)

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ En calculant son module et son argument, établir que le nombre complexe

z =
(√

3 + i
)24

est un réel positif.

2/ L’inégalité triangulaire, énoncée et démontrée en cours dans le cadre des nombres complexes, assure
que :

∀ (z, z′) ∈ C2, |z + z′| ⩽ |z| + |z′|

Ce résultat pourra au besoin être utilisé sans démonstration dans cette question.

Démontrer par récurrence l’inégalité triangulaire généralisée, c’est-à-dire établir que :

∀n ∈ N\ {0, 1} , ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

zi

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

|zi|

3/ Résoudre dans R l’équation :

cos(2x) + cos(6x) = 0
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– Problème 1 - Introduction aux polynômes de Bernstein –

Problématique. Etant donnée la courbe représentative d’une fonction, est-il possible de déterminer son
équation ? En d’autres termes, quand on dispose uniquement de son graphe, peut-on retrouver l’expression
de la fonction qu’il représente ? Si l’on peut imaginer une réponse aisée dans des cas très particuliers (par
exemple si le graphe est une droite horizontale. . .), la réponse est en général négative.

En revanche, il existe une solution à une problématique assez similaire : toute fonction “raisonnable”
(càd continue) peut être approchée arbitrairement près par une fonction polynomiale (théorème de Stone-
Weierstrass). Vous étudierez en détails cet énoncé, et sa démonstration, dans le cours de l’an prochain.

En attendant, l’objectif de ce problème est de définir et d’étudier les polynômes de Bernstein, qui jouent
un rôle crucial dans la preuve du résultat précédent. Pour des raisons évidentes, il ne sera pas question ici
de démontrer des propriétés très générales ; mais plutôt de découvrir ces polynômes sur quelques exemples,
via des calculs faisant intervenir les sommes, les coefficients binomiaux et le binôme de Newton notamment.

Partie 1 - Questions préliminaires

1/ Soient n et p deux entiers naturels. Rappeler la formule donnant
(
n

p

)
(on distinguera bien évidemment

deux cas suivant que p appartient à [[ 0, n ]] ou non).

2/ Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Etablir que :

∀ k ∈ [[ 1, n ]], k

(
n

k

)
= n

(
n − 1

k − 1

)
3/ Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Etablir que :

∀x ∈ R,
n∑

k=0

[
k

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k

]
= nx

Indications concernant la question 3. ∗

— Vous n’êtes pas obligés sur votre copie de noter les crochets à l’intérieur de la somme ; ils ne sont
présents ci-dessus que pour qu’il n’y ait aucune ambiguïté dans cet énoncé (et pour que vous ne
soyez pas tentés de faire des opérations étranges !).

— Observez que la somme à calculer commence “en vrai” à k = 1.

— Le résultat de la question précédente pourra certainement être utile.

— Un changement d’indice dans la somme sera sans doute le bienvenu, pour se ramener à une très
célèbre formule du cours.

∗. Je ne mettrai pas d’indications aussi détaillées à l’avenir, et vous n’en aurez certainement pas aux Concours. Mais puisque
c’est aujourd’hui votre premier “vrai” DS, je tenais à vous donner un coup de pouce pour démarrer au mieux ! En outre, ces
indications pourront éventuellement vous donner une piste pour aborder d’autres questions, plus loin dans ce problème.
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Partie 2 - Polynômes de Bernstein associés à la fonction carrée

Pour tout entier naturel n, on définit une fonction Pn sur R en posant :

∀x ∈ R, Pn(x) =
n∑

k=0

[
k2

n2

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k

]
Jusqu’à la fin de cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal à 2.

4/ Etablir que :

∀ k ∈ [[ 2, n ]], k(k − 1)

(
n

k

)
= n(n − 1)

(
n − 2

k − 2

)
5/ En déduire que :

∀x ∈ R,
n∑

k=0

[
k(k − 1)

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k

]
= n(n − 1)x2

6/ En observant que k2 = k(k − 1) + k pour tout entier k, déduire de qui précède que :

∀x ∈ R, Pn(x) = x2 +
x(1 − x)

n

Partie 3 - Polynômes de Bernstein associés à la fonction cube

Pour tout entier naturel n, on définit une fonction Qn sur R en posant :

∀x ∈ R, Qn(x) =
n∑

k=0

[
k3

n3

(
n

k

)
xk (1 − x)n−k

]
Jusqu’à la fin de cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal à 3.

7/ A l’aide de la méthode d’identification, établir qu’il existe trois réels a, b et c tels que :

∀ k ∈ N, k3 = ak(k − 1)(k − 2) + bk(k − 1) + ck

8/ On admet que :

∀x ∈ R,
n∑

k=0

[
k(k − 1)(k − 2)

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k

]
= n(n − 1)(n − 2)x3

Etablir alors que :

∀x ∈ R, Qn(x) = x3 +
2 − 3n

n2
x3 + 3

n − 1

n2
x2 +

1

n2
x

Partie 4 - Une question à conserver pour une longue soirée d’hiver †

9/ Soit x un réel, n un entier naturel non nul, et p ∈ [[ 1, n ]]. Etablir que :
n∑

k=0

[(
p−1∏
j=0

(k − j)

)
×
(
n

k

)
xk(1 − x)n−k

]
=

[
p−1∏
j=0

(n − j)

]
× xp

†. Et totalement hors-barème évidemment.
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– Problème 2 - Trois méthodes pour le calcul d’une intégrale –

Problématique. Le but de ce problème est de présenter trois approches différentes pour le calcul de l’in-
tégrale

I =

∫ π/2

0

sin3(x) dx

Les deux premières sont des applications directes du cours, sur les complexes pour la partie 1, sur la
trigonométrie pour la partie 2.

La dernière approche est un peu plus technique. En faisant le lien entre intégrale et “somme des aires de
certains rectangles”, on peut déterminer la valeur exacte de I, à l’aide de connaissances issues des chapitres
2 (méthodes algébriques) et 4 (complexes) principalement.

Partie 1 - Calcul de I par linéarisation

1/ Rappeler la formule d’Euler donnant sin(x) pour tout réel x.

2/ Linéariser sin3(x) pour tout réel x, et établir ainsi que :

∀x ∈ R, sin3(x) = a sin(x) + b sin(3x)

où a et b sont deux rationnels à préciser.

3/ A l’aide de la question précédente, calculer l’intégrale I.

Partie 2 - Un autre calcul de I

Rappel. Soit u une fonction dérivable sur R, et soit n un entier naturel.
On rappelle que la formule donnant la dérivée de un est :

(un)′ = nu′un−1

4/ Pour tout réel x, on pose f(x) = cos3(x). On admet que f est dérivable sur R.

Calculer f ′(x) pour tout réel x.

5/ En utilisant une très célèbre formule de trigonométrie, établir que :

I =

∫ π/2

0

sin(x) − sin(x) cos2(x) dx

6/ On pose I1 =

∫ π/2

0

sin(x) dx et I2 =

∫ π/2

0

sin(x) cos2(x) dx.

Calculer les intégrales I1 et I2.

7/ Déduire de ce qui précède la valeur de I.
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Partie 3 - Calcul de I par “sommes de rectangles”

On peut obtenir des valeurs approchées de l’intégrale I en approximant l’aire du domaine situé sous la
courbe de f par une somme d’aires de rectangles. Le principe en est le suivant : on choisit un entier n ⩾ 2,
on partage l’intervalle d’intégration ([0, π/2] ici) en n petits intervalles de même longueur, et on approche
f par une constante sur chacun de ces intervalles. Les graphes ci-dessous illustrent cette construction, avec
f = sin3, et n = 4, n = 10 et n = 25 de la gauche vers la droite.

Il est assez intuitif que la somme des aires des rectangles (notée Sn pour un n donné) tend vers l’intégrale I
lorsque n tend vers +∞. Ce résultat, que nous prouverons cette année (pas besoin d’attendre la Spé pour
celui-ci !), nous servira dans cette partie à re-retrouver la valeur de I.

Explicitement à présent, on peut montrer que pour tout entier n ⩾ 2, la somme Sn des aires des rectangles
a pour expression :

Sn =
3π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
kπ

2n

)
−

π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
3kπ

2n

)
Dans ce contexte, l’intégrale I est la limite de Sn lorsque n tend vers +∞ :

I = lim
n→+∞

Sn soit I = ℓ1 − ℓ2

en ayant posé :

ℓ1 = lim
n→+∞

3π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
kπ

2n

)
et ℓ2 = lim

n→+∞

π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
3kπ

2n

)
Le but des questions ci-dessous est de calculer ces deux limites, en commençant par calculer les sommes de
sinus intervenant dans ces deux expressions.

8/ Calcul de ℓ1. Pour tout entier n ⩾ 2, on pose :

Un =

n−1∑
k=0

eikπ/2n

a/ Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Etablir que :

Un = (1 − i) × e−iπ/4n ×
1

−2i sin
(

π

4n

)
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b/ Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Déduire de la question précédente que :

Un = (i + 1)

(
cos

(
π

4n

)
− i sin

(
π

4n

))
×

1

2 sin

(
π

4n

)
c/ Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Déduire de la question précédente que :

3π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
kπ

2n

)
=

 3π

16n
×

cos

(
π

4n

)
sin

(
π

4n

)
−

3π

16n

d/ On rappelle que : lim
x−→0

x

sin(x)
= 1. Etablir que :

lim
n−→+∞

3π

16n
×

cos

(
π

4n

)
sin

(
π

4n

) =
3

4

e/ Déduire des questions c/ et d/ la valeur de

ℓ1 = lim
n−→+∞

3π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
kπ

2n

)
9/ Calcul de ℓ2. Pour tout entier n ⩾ 2, on pose :

Vn =

n−1∑
k=0

e3ikπ/2n

a/ Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Etablir que :

Vn =
i (1 + i)

2
× e−3iπ/4n ×

1

sin

(
3π

4n

)
b/ Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Déduire de ce qui précède que :

Im (Vn) =
1

2

cos

(
3π

4n

)
sin

(
3π

4n

) + 1


c/ Déduire de ce qui précède que :

lim
n−→+∞

π

8n

n−1∑
k=0

sin

(
3kπ

2n

)
=

1

12
(càd : ℓ2 =

1

12
)

10/ A l’aide des questions 8-e/ et 9-c/, retrouver la valeur de l’intégrale I.


