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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N3 — 25 SEPTEMBRE 2021 I

EXERCICE 1 — | (EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES).

1/ Soit z un réel. On a :

T
3z =7 — bx [27] ng[ﬂ
cos(3z) = — cos(bx) <= cos(3z) = cos(m — bx) <= ou = ou
3r =bx — 7 [27] :L‘:z[ﬂ']
2
=5 il
TR la
Conclusion. cos(3z) = — cos(bz) <= ou
v=7 [
2/ Soit x un réel. On a :
sin(4x) + sin(7z) + sin(10x) = 0 <= 2sin(7x) cos(3z) + sin(7z) = 0
sin(7x) =0 Tr =0 [r]
<= sin(7z) (2cos(3z) + 1) = 0 < ou . = ou o
cos(3x) = —3 3z = j:? [27]
s
v=0 [7]
Conclusion. sin(4x) + sin(7z) + sin(10z) = 0 < ou
2 | 2w
r=+— |ZZ
9 3

3/ Soit z un réel. On a :
cos(z) + sin®(z) = 1 <= cos®(z) + sin’(z) = (cos?(z) + sir12(yc))3
<= cos®(x) + sin®(z) = cosb(z) + 3 cos*(x) sin?(x) + 3 cos?(z) sin*(x) + sin’(x)
<= 3cos?(z)sin?(x) + 3 cos?(x) sin(z) =0
> cos?(z) sin’(z) (cos?(z) + sin*(z)) =0
<= cos?(z) sin®(z) = 0

<= cos(x) =0 ou sin(z) =0

Conclusion. cos®(z) +sin®(z) =1 <=2 =0 [g]
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EXERCICE 2 — | (SOMMES).
al 1
Soit N un entier naturel. Notons : Sy = .
N nz:% (n+1)(n+2)(n+3)

On cherche trois réels a, b et c tels que pour tout n entier naturel on a :

1 _a L b n c (%)
n+1)(n+2)(n+3) n+l n+2 n+3
» Déterminons la valeur de a.
En multipliant la relation (x) par (n + 1), on obtient :
1 bn+1) c(n+1
L Mok ek )

(n+2)(n+3) T2 n+3

1
L’évaluation en n = —1 de cette relation donne : a = 3

» Déterminons la valeur de b.
En multipliant la relation (x) par (n 4 2), on obtient :

1 _a(n+2)

(n+1)(n+3) n+1

L’évaluation en n = —2 de cette relation donne : b = —1.
» Déterminons la valeur de c.

En multipliant la relation (x) par (n + 3), on obtient :

1 _a(n+3)

c(n+2)
n+3

b(n + 3)

+c

(n+1)(n+2) n+1
) ) . 1
L’évaluation en n = —3 de cette relation donne : ¢ = 7
»  On déduit de ce qui précéde que :

1
Vn e N, =

n—+ 2

/2 1 1/2

m+1)(n+2)(n+3)
soit :

1

Vne N,

n+1 n+2 n+3

1 2 1

1
it D) (n+2)(nt3) _§(n+1_n+2+n+3

)
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d’ou finalement :

Vne N, (n+1)(n—1%2)(”+3) :%{(n—li—l_ni2>+<ni3_n—ll—2)]

Par conséquent :

N
1 1 1 1 1
SN_QZ{(n+1_n+2>+ (n+3_n—|—2>}

n=0
N N
1 1 1 1 1
(:}SN_§; (n+1_n+2)}+z{(n+3_n+2>}
1 1 1 1
—— (1= _ -
= Sw 2( N+2 N13 2)

1 1
4 2(N+2)(N+3)

Conclusion.Sy =

EXERCICE 3 — | (UNE IDENTITE DANS R).‘

Soit x un réel, et soit n un entier naturel.
n n

On a: Z (—1)F 2?F = Z (—xQ)k.

k=0 k=0

Cette somme est géométrique de raison (—22), et (—?) # 1 évidemment. On en déduit que :

i (—1)k 2k _ 1 — (—a2)"t! _ 1 (—a2)n+ _ 1 (—1)n+1 g2+
— 1+ a2 1+ 22 1+ a2 1+ 22 14 a2
n 1 — 1)1 42042
On a ainsi établi que : kz_% (—1)F 2% = i ( i m 52
1 - ko 2k 1 T
» |Conclusion. Vz € R, Vne N, —— = ()" z**| + (-1)"" ——
1+ 22 par 1+ x2
EXERCICE 4 — | (CALCUL DE co0s (;7) POUR TOUT ENTIER 7).
2 1
1/ D’apreés le formulaire de trigo : cos <z) = 2 cos? <E> — 1, d’ou : cos? <z) = £ + -
4 8 8 4 2
242 2 2
Ainsi : cos? <g> = \/_4+ . On en déduit que : cos <g> = j:+\/_. Pour conclure, il suffit d’observer
que cos (g) est strictement positif, puisque 0 < % < g
: 0 242
Conclusion. cos <§> =—5 |
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2/ Calcul de cos (1)

2n

Dans cette question, on introduit deux suites (u,) et (vy) :

a/

b/

= la suite (uy,),c - est définie en posant :
Vne N* wu, =cos (—) ;
= la suite (v,),c - est définie par :

vp=0 et Vne N wv,1=v2+0v,

Notons, pour tout n € N* P(n) I'assertion : “v,, > 0”.
L’assertion P(1) est vraie d’aprés I’énoncé (#).

Supposons a présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Puisque v,41 = v/2 + vy, et que
v, = 0 (HR), on en déduit que v, 41 = 0. Donc I'assertion P(n + 1) est vraie. On a établi I'hérédité
de la propriété ().

On déduit de (M) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

’Conclusion. Vn e N* v, > 0‘

T v
Notons, pour tout n € N* P(n) I’assertion : “cos (2—n> = ?n”.

L’assertion P(1) est vraie puisque v; = 0 = cos (g) ().

Supposons a présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Une nouvelle application de la
formule de duplication donne :

T
1+cos (57)
—+ cos om |

(TN of T o of T B
cos <2_n> = 2Zcos <2n+1> - L D’ou : cos (2n+1) — 5
14
= i
D’aprés ’hypothése de récurrence : cos? (2211) = — 2 _ —ZU (@)

T T T
Puisque 2 + v,, est positif (question précédente), et que cos <2—n> est positif (car 0 < on < 5), on
déduit de (V) que :

T V2 4+ v, ) s Up+1
coSs <2—n) = T Solt encore : COS (2—n) = 5

Cette derniére égalité signifie que Passertion P(n + 1) est vraie, et établit I’hérédité ().

On déduit de (M) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

Conclusion. Vn € N*, cos (;n) = %ﬂ X
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EXERCICE 5 — | (SOMME DE cos).

1/ D’aprés le formulaire de trigo : |V (a,b) € R?, sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b)

2/ Soit 6 un réel. Pour tout entier naturel n, on pose :
n
Sn =) cos(kf)

k=0

a/ On suppose que 0 = 0 [27]. Alors : Vk € N, kf =0 [27]. Donc : Vk € N, cos(kf) = 1.

Conclusion. Si § =0 27, alors : S,, = Z cos(kf) =n+1
k=0

b/ On suppose a présent que 6 est un réel différent de 0 modulo 2.
1
0 sin (% 9)
n
Notons, pour tout n € N, P(n) I’assertion : “S,, = cos <7) X —9”.
sin | =
2)
(3)
sin | =
2
AN
sin | =
2

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N. Sous cette hypothése :

L’assertion P(0) est vraie puisque Sy = 1 = cos (0) x

. n+1
sin [ —— 6
g nb 2
a1l = COS [ — | X ——————2%
+1 5 70
sin [ =
2

cos (g) - (n; 1 9) + cos((n + 1)0) sin (g) N

Or, d’apreés la question 1 :

() (552) - () ()]
v ()=o) (-]

+ cos((n + 1)0)

< Syl =

et :
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On déduit de () et (V) que :

cos (%9> sin (" ;r ! 0) + cos((n + 1)0) sin (g) - % [sin (g) + sin ((n + ;) 9)}
s (2 s (20 e 101 () =i (2 20) o (10 (o

D’aprés (#) et () :

) (n—i—Q >
sin 0
S,+1 = COS n+19 X 2
n+1 9 ' (9)

sin [ =

2

Ce qui signifie que 1'assertion P(n + 1) est vraie, établit I'hérédité de la propriété, et achéve donc cette
récurrence.

Conclusion. Soit 6 un réel tel que 6 # 0 [27]. On a :
. (n+1
n0 ) sin ( 5 9)
2 sin 0
2

3/ On suppose dans cette question que 6 est un réel différent de 0 modulo 7. Alors :

U, = Z cos®(kf) = Z [H%S(yﬁ)} = % [Z 1+ ZCOS (2/{:9)]
k=0

Vn e N, Zcos(k@) = cos
k=0

k=0 k=0 k=0
Or :
n n . 1 9
1 =n+1 et d’aprés la question précédente : Z cos (2k6) = cos (nf) x w
sin ()
k=0 k=0
- 1 i 1)0
Conclusion. U, = kz:;cosg(ke) =3 (n + 1+ cos (nf) x %)
Enfin :
U, +T, = Z cos?(k0) + Z sin?(k6) = Z cos?(k6) + sin?(k6) = l=n+1
k=0 k=0 k=0 k=0
Il s’ensuit que : T, =n+ 1 — U,.
- 1 ' 1)6
Conclusion. T}, = kZ:O sin®(kf) = o <n + 1 — cos (nf) x %)




