Lycée Jean Bart — MPSI — 16 octobre 2021

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’4 — 16 OCTOBRE 2021 I

EXERCICE 1 — |(SOMME) | Soit n un entier naturel non nul. Calculer la somme :
2n+1
S,=> (-1)'k
k=0

Pour tout n € N* on a (en décomposant S,, comme la somme des termes de rang pair et la somme des
termes de rang impair, comme dans le DM) :

Sp=> (D k=) (-D"2k+> (-1 (2k +1)
k=0 k=0 k=0
D’ou :
So= 2= 2k+1)=-> 1=—(n+1)
k=0 k=0 k=0
2n+1
Conclusion. Vn € N* Z (- k=—(n+1)
k=0
EXERCICE 2 — | (APPLICATION DE LA LINEARISATION A UNE EQUATION)

Dans cet exercice, 6 désigne un nombre réel.

1/ Linéariser cos*(6).
Soit € un réel. Selon la formule d’Euler pour le cos, on a :

i0 —ig\ 4
COS4(9) _ (e ze ) _ T6 (e419 + 46219 +6+ 46—219 + e—419)

1
<= cos'(f) = I (2 cos(46) + 8 cos(26) + 6)

1
Conclusion. V0 € R, cos?() = = (cos(40) + 4 cos(20) + 3)
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2/ Résoudre dans R I’équation :
(E) 8 cos*(f) — cos(40) —1 =0

Soit @ un réel. Selon la question précédente :
8cost(f) — cos(40) — 1 = 0 <= cos(40) + 4 cos(20) + 3 — cos(40) — 1 =0

[7]

1 2
<= 4cos(20) +2 =0 < cos(20) = 5 = 20 = ig [27] <=0 = ig

Conclusion. [8cos?(f) — cos(46) — 1 = 0] < [0 = ig [w]}

EXERCICE 3 — | (DERIVEES n-EMES)

1/ Pour tout réel x, on pose : f(z) = (2? 4+ x) e~*. Etablir que pour tout entier naturel n, on a :
Vz e R, f™(z) = Py(x)e™

ou P, est un polynéme du second degré a préciser.

Pour tout réel x, posons : g(x) = 2% + z et h(z) = e ®. Les fonctions g et h sont de classe > sur R
selon les théorémes généraux. On peut donc légitimement appliquer la formule de Leibniz pour affirmer
que :

Vne N, Vre R, f®(z) = z": (Z) g® (z)h "R (z) (W)

k=0

Or pour tout réel z on a :
gO@) =22 +2; gW(@)=22+1; ¢?(z)=2; et pour tout entier k >3 : ¢ (z) =0 (&)
Par ailleurs, pour tout réel x et pour tout entier naturel K on a :
h(z) = (=1)Fe™ (V)

On déduit de (i), (&) et (O) que pour tout (z,n) € Rx Non a:

2

f(n)(x) — Z (Z>g(k)(x>h(nk)(x) — (IQ + x) (_1)n e 4 n(zx + 1) <_1)n—1 o T +n(n _ 1) (_1)n—2 I
k=0

En factorisant par e, et en observant que (—1)"" = — (=1)" et (=1)""> = (=1)", on en déduit que :

fO(@)=e(-1)"[224+z—n@r+1)+nn—1)]=e(=1)"[22+ (1 —2n)x + n(n — 2)]

Conclusion. ¥ (n,z) € N xR, f® (1) =e P, (x) avec P,(v) = (—=1)" [2% + (1 — 2n)z + n(n — 2)]




MPSI — Corrigé du DS de Mathématiques n°4 — 16 octobre 2021

2/ On note g la fonction logarithme népérien, soit : Vo > 0, g(x) = In(z). Etablir que :

(—1)"* ' (n — 1)!

Vne N, Ve e R, g™ (z) =

xn
—1)"* i (n —1)!
Pour tout n € N*, notons P(n) 'assertion : Vo € R, g™ (z) = (=)™ (= 1) :
l/L-'I’L
1 —1) x 0!
» Initialisation. Pour tout réel z > 0 : ¢V (z) = ¢'(z) = — = (=1) -
T T

L’assertion P(1) est donc vraie.
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain n € N*. Alors :

(=)™ (n — 1)!

Ve RY, g™ (x) =
xn

Selon les théorémes généraux, g™ est dérivable sur R% et :

(=)™ (n —1)! x (—nz™ 1)

(an)?

Vee Ry, [g™] () =

Par suite :

. . (—1)"2plan=t  (=1)""2n!
Vre RL, 9" (@) = o2 T nil

Ce qui établit que P(n + 1) est vraie.

(—1)*(n — 1)!

xn

Conclusion. Vn € N*, Vo € R%, ¢™(z) =

EXERCICE 4 — | (INEQUATION).| Résoudre dans R’ I'inéquation :

2x2 —4x
\/E < :L,2x+8

Soit x € R%. On a :

2x2—4x

o(22%—12) n(Vz) < o(20+8)In(z) ab — ebIn(a)

< (222 —42)In (/1) < (22 + 8) In(2) [stricte croissance de In|

— (22— 22)In (z) < (22 + 8) In(x) In (y/z) = %ln(a:)

< (2?2 —4x —8)In(x) <0
Etudions le signe de P(x) = z? — 42 — 8. C’est un polynome du second degré, dont le discriminant est

A =48 = (4\/§)2. Tl posséde donc deux racines réelles : 2 + 2v/3 (qui est strictement supérieure a 1) et
2 — 24/3 (strictement négative).
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On en déduit le tableau de signes ci-dessous (dans lequel on a noté Il(z) = (2 — 4z — 8)In (z)) :

z |0 1 24+2V3 +00
P(x) = - +
In(z) — 0 + +
II(z) + ¢ - +

Conclusion. \/525027436 < 962“8} — [z € ]1,2+2V3]]

EXERCICE 5 — | (EQUATION COMPLEXE).| Résoudre dans C I’équation :

B —2=0

Via le changement de variable Z = 2%, I'équation se réécrit : Z2 +7Z —2=0<= (Z—1)(Z +2) = 0.

On en déduit que pour un nombre complexe z on a :
[2+ 24 —2=0] < [z*=10u 2! = -2

Or:zt=1<=2eU={i* ke[0,3]}.

Et:2' = 2= 2t =2e" <= Jk €[0,3], z =2/ 4ei/4F

Conclusion. [28+ 24 — 2 = 0] < [z € U, U {2"/%e™4i* k €[0,3]}]

EXERCICE 6 — | (ETUDE D’UNE FONCTION).
On définit sur R une fonction f en posant : Vo € R, f(x) = iig;
1/ Etude de la fonction f.
a/ Justifier brievement que f est dérivable sur R, et que : f' = c%

sh’ch —shch’  ch? — sh?
La fonction f est dérivable sur R selon les théorémes généraux, et : [/ = 2 = z
c c

Or:ch?—sh?=1 (relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique).

1
Conclusion. [ est dérivable sur R, et : f' = —

ch?
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b/ En déduire le tableau de variation de f, et préciser les limites aux bornes de f.
La fonction f est strictement croissante sur R d’aprés la question précédente.

Par ailleurs, pour tout réel x on a :

et —e™" 2e"
T = —m— = ]_ _—
Pui lim —2 — déduit lim f(z) =1
i ;o lim —— = n en i : lim f(x) = 1.
uisque e , on en déduit que Jam

Enfin, on peut observer que f est impaire (son ensemble de définition est symétrique par rapport a

zéro, et f est le quotient de deux fonctions de parité opposée). Dot : lim f(z) = —1.
T——00
Conclusion. f est strictement croissante sur R, lim f(z) =1et lim f(z)=—1
r—+00 T—r—00

¢/ Soit y un réel strictement compris entre —1 et 1. Résoudre dans R I'équation :  f(z) =y
Soit y un réel strictement compris entre —1 et 1, et soit x un réel. On a :

T —T

flz)=y<—= ———=y<=e"—e " =ye" fye
et +e™”
1+
= e'(l—y)=(1+yle ™ ¥ = 1—y
-y
. , . : L+y
Il reste & observer que pour tout réel y strictement compris entre —1 et 1, on a : T—u > 0. On en
-y
déduit que :
1 1 1
20 _ ﬂ T ﬂ «— r=1In ﬂ
1—y 1—y 1—y

Conclusion. [f(z) = y] <= lx =l ( TF_?JH

2/ Etude d’une autre fonction.

On définit sur I = | — 1,1 une fonction g en posant :

Vxe]—L1Lg@y:m( 1+x>

11—z

a/ Etablir que g est impaire.

La fonction g est définie sur I, qui est symétrique par rapport a 0, et pour tout réel x € [ on a :

o)+ g=2) =t (1755 ) n ;i):m(ﬁjixﬁ;i):mm:o

‘Conclusion. La fonction g est impaire. ‘
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1

b/ On admet que g est dérivable sur I. Etablir que : Vo € I, ¢'(x)= -l
-

Pour tout réel z dans I, on a :

g(z) = %m(ii) :%un(ux)_lnu_x)]

On en déduit que pour tout réel x dans I, on a :

S0 =5 ] =3 i)

1
lusion. I "(z) =
Conclusion. Vz € I, ¢'(z) T
¢/ Calculer la limite : lim M
z—0 f(,’L')

Les fonctions f et g sont dérivables en 0; elles admettent donc 'une et I'autre un développement
limité a l'ordre 1 en 0.

Pour tout réel x “proche de 0”*, on a :

f(z)=f0)+ f(0)x + xze1(x) et g(z)=g(0)+ ¢ (0)x + xeo(z) avec lime;(z) =0

z—0

Or selon les questions précédentes, on a : f(0) = g(0) =0 et f/(0) = ¢'(0) = 1.

On en déduit que :
flz)=x+xe1(x) et g(x)=2x+ ze9(x) avec 1iII[1) gi(z) =0
z—

Par conséquent :

o 9(@) _
gln—>0 (m) 1

On en déduit que :

*. On peut par exemple prendre = dans | —1,1].
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EXERCICE 7 — | (“BONUS”).
Pour tout entier naturel n, on pose :

Montrer que u, admet une limite finie lorsque n tend vers +o0o, et préciser cette limite.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 5. On a :

1 n—2 n n—2
1 1 1 1 1 1
un:Z—n DN +Z—n =1+ + -1
k=0 k=2 k=n—1 k=2
k k k
Ainsi :
n—2 1
Uy, =2+ — + vy, avec v, = — (M)
n n
k=2
:
Montrons que v, tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.
A cette fin, on peut étudier le sens de variation de wy = (Z) On a:
n
Wi \k+1) nlkl(n — k)! - n—k
wy, [\ (k+Dn—k—-Dn!  k+1
k
On en déduit que :
n—1
Wpr1 2w <=n—k>2k+1<= k< 5

n
On en déduit que la suite des coefficients binomiaux wy = ( k) est croissante tant que le rang k est inférieur

.n—1
a

(décroissante ensuite). En particulier :

VEke[2,n-2], (Z) < (Z)
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Dou:Vke[2,n—-2], —« < —

Par suite : Vk €[ 2,n — 2

Il s’ensuit que :

n—2 1 n—2 n—2 _3
0< it : <
I D e Z —
k=2 k=2
k k
. n—3 .
Or: lnf Y P = 0. On en déduit (avec Pencadrement précédent et le théoréme des gendarmes) que :
n—+oo N\ —
Lt =0 (B)
\ : —~ 1
D’aprés (#) et (), on a : lim — | =2




