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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’5 — 13 NOVEMBRE 2021 |

EXERCICE 1 — | (CA-DEAU!).

Dans cet exercice, on note £ = {3k, k € N} I'ensemble des entiers naturels multiples de 3.
Prouver que I'ensemble E' est dénombrable.

L’application f : k € N+—— 3k € FE est une bijection de N dans F, par exemple car on vérifie immédiatem-
n
ment que 'application g : n € E +—— 3 € Nest telle go f =idy et fo g =1idp.

Donc N et E sont équipotents, ce qui signifie par définition que ’l’ensemble E est dénombrable ‘

EXERCICE 2 — | (APPLICATION).

1/ Soit b un nombre complexe. On considére "application

T,: C——C

Z———>2z+b

Etablir que T}, est bijective, et préciser sa bijection réciproque.

Soient 2z et Z deux complexes. On a :
[z est un antécédent de Z par T)| <= [Ty(z2) = Z] <= [z + b= 2] < [z = Z — D]

On a ainsi établi que tout nombre complexe Z admet un unique antécédent par T, (qui est Z — b).

‘Conclusion. L’application T} est bijective et sa bijection réciproque est 'application 7' ,. ‘

2/ On considére a présent 'application

f:C C

27+ 2431

a/ Montrer que f = goh, ol g et h sont deux bijections de C dans C.
Notons que : Vz € C, f(2) = Totsi (Z).

Il s’ensuit que f =goh,oun g="Tsr 3 et h:z€ C+—— z € C. L’application g est bijective d’aprés
la question précédente, et I'application h est une (célébre) involution du cours.

Conclusion. f = goh, avec g = Ty 3 et h la conjugaison complexe (qui sont des bijections).
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EXERCICE 3 — | (FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES).

1/

2/

b/ Déduire de ce qui précéde que f est bijective, et préciser sa bijection réciproque f~'.

D’aprés le cours f est bijective car la composée de deux bijections est bijective et :
fl=(goh) ' =htogt=hoT 4y
Explicitement, on a :

Vze C, f7U2)=(hoT 5 3)(2) =h(T 9.3(2)=h(z—2-3i)=2—-2-3i=72—2+3i

Conclusion. f est bijective, et : V2 € C, f}(2)=2-2-3i=7z—-2+3i

Question de cours. Rappeler “tout” ce que vous connaissez sur la fonction arccosinus : tableau de
variation, intervalle de dérivabilité et formule de la dérivée, développement limité a I’ordre 1 en 0 (aucune
démonstration n’est demandée dans cette question).

La fonction arccos réalise une bijection strictement décroissante de [—1, 1] sur [0, |. Elle n’est dérivable

-1
que sur l'intervalle ouvert | — 1,1[, et : Vo €] — 1, 1], arccos'(x) = Wik
—x

La fonction arccos étant en particulier dérivable en 0, elle admet un développement limité & 'ordre 1 en
0:

Vo e]—1,1[, arccos(z) = g —z+ze(z) avec lime(z) =0

z—0

Etablir que :

1
Vz € Ry, arctan (sh(z)) = arccos (ch(x))

1
Pour tout x € R, posons f(x) = arctan <Sh($)) areees ( h( ))
ch(x

La fonction f est en particulier définie sur R, et dérivable sur R* . Pour tout réel >0, on a :

ch(z)  —(-sh()) " 1 _ ch(z)  sh(z) " ch?(x)
1+ sh?(z) ch?(x) 1 1+sh?(x) ch?(x) ch?(z) — 1
ch?(x)

f'(x) =

Or pour tout réel x positif, on a :

1+ sh®*(z) = ch?(x), /ch*(z) ) et y/ch*(z) — 1 = \/sh*(z) = |sh(z)| = sh(z).
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On en déduit que pour tout réel > 0, on a :

ch(z) sh(z) ch(z) 1 1 _
ch?(z) ChQ(I)XSh(I)_Ch(l’) ch(z) 0

f'(x) =

Il s’ensuit que la fonction f est constante sur R’. Puisque de plus f est continue sur R, on en déduit
que f est constante sur R, égale a f(0) = arctan (0) — arccos (1) = 0.

1
Conclusion. Yz € R, arctan (sh(r)) = arccos (ch(x))

3/ A Taide de la question précédente, établir que :

1
Vz € R, |arctan (sh(x))| = arccos (ch(:c))
1

ch(z)
d’aprés la question précédente : elles sont donc égales sur R tout entier.

Les fonctions x € R —— |arctan (sh(x))| et x € R —— arccos < ) sont paires, et coincident sur R

1
Conclusion. Vz € R, |arctan (sh(x))| = arccos
ch(z)

EXERCICE 4 — | (ARCTANGENTE, SOMME ET PYTHON).

Pour tout entier naturel n, on pose :
~ (=1 11 (="
Sp = -— Sp,=1——-+-—---
kZ:O 2k +1 3 * D - 2n+1

1/ Calcul de la limite de (S,).

; . 1 - k 2k nt1 x?t?
a/ Etablir que : V (z,n) € R x N, i k_o( D" 2™ +(-1) 2
Soient = un réel et n un entier naturel quelconques. Notons que : Z (—1)k = Z (—xQ)k.
k=0 k=0

La somme Z (=1)" 2** est donc une somme géométrique, dont la raison (—z2) est différente de 1

(pour toute valeur du réel x). On en déduit que :

S (et = I L

2 2
— 1+2x 1+z2

Conclusion. V(z,n) € R x N,

_ Z k$2k+ 1)n+156_
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x2n+2

14 22

dzx

b/ En déduire que pour tout n entier naturel on a : U Z (=) + (—1)"“/
0

4 — 2k +1

En intégrant sur [0, 1] la relation de la question précédente, on obtient :

1 1 1 n A +1x2n+2
dr = -1 vt
[ el M) DG I C T e

k=0

k ! 1 p2n+2
— [arctan(q;)](l] = Z (—1) / 22 da + (_1)n+1/ da
0 0

s 1+ 22
1 . k L ! +1 gt d
¢ _ 1 1)
< [arctan(z)], k:()( ) {2k+1]0+( ) /0 1+22 7
. - n (_1)k " 1 x2n+2
Conclusion. Vn € N, Z:ZQk—i-l +(=1) /0 1+ 22 dz

k=0

. . , . ™ . .
Remarque : on peut déduire de ce dernier résultat que lim S, = 1 (mais ce n'est pas demandé
n—-+0o0o

. . . . . L, T
dans ce devoir). Les sommes S, constituent donc des approzimations rationnelles du réel T

En outre, ces sommes sont simples a calculer, méme si c¢’est un peu laborieur pour un étre humain.
1l est donc préférable de déléquer ces calculs a la machine, d’ot la question suivante.

2/ Python : calculs des sommes S,,.

a/ Ecrire une fonction F'(IN) qui regoit comme paramétre un entier N, et qui retourne la valeur de Sy.

Une solution.

def F(N):
Som =0 # On initialise la somme a 0
for k in range(2*n+2):
Som =Som +((-1)**k)/(2*k+1)
return Som

b/ Ecrire un programme qui demande a l'utilisateur de saisir un entier NV, et qui affiche la liste

L= [So,Sl,...,SN].

Une solution.

print (' Choisissez un entier ")
N =int (input())
print( [ F(n) for n in range(N+1) |)
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EXERCICE 5 — | (APPLICATIONS ET PARTIES).| Soit £ un ensemble quelconque.

A toute partie A de E, on associe une application notée ¢4 € {0, 1}E, définie par :*

{0,1}

r——1size A Osiz ¢ A

oa: B

1/ Soit A une partie de E. Montrer que :

PE\A = PE — PA

Indication - Il s’agit donc d’établir que : Vo € E, ppa(x) =1—@a(x).
Soit x un élément de FE.

Siz e A, alors 1 —pa(x) =0 et ps(x) =0 (puisqu’alors = ¢ A).

Sinon, onax ¢ Adonl—pa(x)=1et pi(x)=1.

Conclusion. Vx € E, pi(z) =1— @a(x), soit : 1 = pr — @4

2/ Pour toute application ¢ € {0,1}”, on note ¢~ ({1}) I'ensemble des antécédents de 1 par ¢.
Déterminer les ensembles ¢, ({1}) et o' ({1}).

Ona:lp,' ({1})={z€ B, @(a)=1t=0et oy ({1})=FE

3/ Montrer que les ensembles 2 (E) et {0,1}” sont équipotents.

Une méthode possible consiste a vérifier que les applications

F: 2(E)—{0,1}" e  G: {01} —= 2 (E)

Ay pr—¢ ({1}

sont réciproques 'une de 'autre et donc bijectives.

*. On rappelle que la notation {0, 1}E désigne I’ensemble des applications de E dans {0,1}.



