Lycée Jean Bart — MPSI — 4 décembre 2021

DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N’6 — 4 DECEMBRE 2021 I

» La durée du devoir est approzimativement de 4h, les calculatrices sont interdites.

» Le sujet est rédigé sur 4 pages.
» N’oubliez pas :

— de numéroter vos copies, et d’encadrer ou de souligner les résultats a la fin de chaque question ;

— d’accorder du soin a la présentation el a votre rédaction.

Baréme indicatif :

Ex1 : 6pts — Ex2 : 4pts — Ex3 : 3pts — Ex4 : 5pts — Pbl : 24pts — Pb2 : 12pts

EXERCICE 1 — | (EDL D’ORDRE 1)

Résoudre sur R le probléme de Cauchy

ty' +(t-1y=1t" (E)

EXERCICE 2 — | (INTEGRALE)

Dans cet exercice, on pose :

2m
VneN, I, :/ cos(t)e ™ dt
0

1/ Calculer I,, pour tout entier naturel n.

2/ Déterminer la limite de (I,,) lorsque n tend vers +oc.

EXERCICE 3 — | (APPLICATION).| Soit b un nombre complexe. On considére I'application

Sy C C

2 —2+b

Etablir que 9, est bijective, et préciser sa bijection réciproque.

EXERCICE 4 — | (INEQUATION).| Résoudre dans R? I'inéquation :

:L*(Q"”Z) < (\/5)9fo
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Probleme 1 — Intégrales de Wallis et formule de Stirling

L’objet de ce probleme est de trouver un équivalent o, de n!, cad une suite (ay,) dont le terme général est

tel que

. n!
lim — =1
n—-+4o0o Oy

» PARTIE A - Un premier pas

On définit trois suites réelles S, u et v en posant :
Vn e N* + ! In{1+ ! 1 Vne N S 2”:
n Up=|n+=]In -] =1 n . S, = u
’ 2 n p g

et : Vn < N7 n 2 27 Up = elfsnfl

Soit n un entier naturel non nul.

"oam—t)+1

1/ a/ Etablir que : U, :/ 5 dt
P12
b/ En déduire que : Up = / L
0 2(n+u)

Pour la seconde formule, on utilisera un changement de variable trés simple.

12 99 U oou—1
2/ Onpose:rn:/ 2 qu et tn:/ LA W
o 2(n+u) 1/2 2 (n+u)

a/ A laide du sens de variation de u — , établir les encadrements suivants :

1 1 1 1
< <t, <

— < r, < — t s S S 5 ——
12n+1) S S8 Y 8t 1(2n+1)

1
b/ En déduire un encadrement de w,, puis montrer que la suite (S,,) est majorée par 3

¢/ En déduire que la suite (v,,) converge vers une limite ¢ (que 1’on ne cherchera pas a déterminer).

3/ a/ Montrer que :
1
Sy = (n—|—§) In(n+1)—n—In(n!)

b/ En déduire 'expression de v,, en fonction de n.
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c/ A partir de I'expression de v, montrer que :

|
) n
lim

I ——
n—+oo (ne~"\/n

» PARTIE B - Intégrales de Wallis, et détermination de /

2
Pour tout entier naturel n, on pose : W), = / sin”(¢) dt.
0
Au besoin, on pourra utiliser sans démonstration au cours de cette partie la propriété : Vn € N, W, > 0.
4/ Calculer Wy, Wy et Wh.

5/ Montrer que la suite (I7,,) est décroissante.

6/ Montrer que pour tout entier naturel n on a :

_n+1
n+2 — n+ 9 ne
7/ Montrer que pour tout entier naturel n on a :
2n)!
Wgn = ( ) 3 X E
4 (ph) 2
8/ Montrer que pour tout entier naturel 7 on a :
s
9/ Etablir que :
. Wn+1
1 =1
oo W,
10/ Etablir que :
2(2 1
fm 220D e
n—-+o0o T
11/ A P’aide du résultat de la question 3-¢, montrer que :
. W2n 14 vV 2n
lim —— =1
n—-+4oo T

12/ En déduire la valeur de /.



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°6 — 4 décembre 2021

Probléme 2 — Etude d’une fonction définie par une intégrale

Partie | — Généralités

On considére la fonction f définie que ]0, +o0o[ par

1 et
f(@) :/0 el

1/ Justifier que la fonction f est bien définie sur ]0, +o0].

2/ Préciser le signe de f.

3/ A l'aide d’'un changement de variable, montrer que pour tout réel x > 0,

x+1 eu
f(x)=e /I " du.

4/ On pose pour tout réel z > 0,

Justifier que F est une fonction de classe € sur |0, +oo[. Déterminer I'expression de F.

5/ En déduire que f est une fonction de classe € et que f est solution d’une équation différentielle de la
forme

Y (z) +y(e) = B(x)

ou 3 désigne une fraction rationnelle (i.e. le quotient de deux polynomes) que I'on explicitera.

6/ A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

1 t

7/ Déduire de la question précédente le sens de variation de la fonction f.



