Lycée Jean Bart — MPSI — 4 décembre 2021

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N6 — 4 DECEMBRE 2021 I

EXERCICE 1 — | (EDL D’ORDRE 1)

ty'+(t-1y=t" (E)

Résoudre sur R le probléme de Cauchy : 9

y(1) = o

Commencons par résoudre 1'équation différentielle ().

> ’Résolution de I’équation homogéne associée. ‘ Notons (H) zy'+ (z — 1)y = 0 I’équation homogéne
associée a (£). On a :

b
Ve eRL, —= = =1——; une primitive de — sur R est donc A:x € R} —— = — In(x).
a x a

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est fo: oz € RY — Celn(@)—=

soit encore | fo : & € RY —— Cxze™ (C € R)|

» |Recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte (avec second membre).

On peut utiliser la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire que 'on cherche une solution
particuliére fp sous la forme :

VeeR:, fplr)=Clx)ze™

Alors : Vo2 e Ry, f'p(z) =C'(x)ze ™ + C(x) (677 —xze™)
Clest-a-dire : Vo € Ry, ['p(x) = C'(x)xe™ + C(v)e™ (1 — x)
Par suite : Vo € R%,  af'p(x) + (z — 1) fp(z) = C'(z)a%e" +Ca)e "z (1—2)+ C(z)e "z (x—1)

J

=0

Dou:VuzeRY, vf' p(x) + (x — 1) fp(z) = C'(x)x%e™
On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si :

VaoeR:, C'z)z*e™ =a° soit : Vo e RY, C'(x) = xe”

Il reste donc a déterminer une primitive sur R de x +— ze®, via une intégration par parties :

/xexdx:xem—/e””dx:xex—ex:e"”(x—1) donc: Vo e RY, C(r) =e"(x —1)

Une solution particuliére de (£) est donc fp: 2 € R} — z(z —1)|
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» D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de (£) sur RY
est

frzeRL—2(x—1)+Cre™™ (C €R)cest-a-dire | f:z € R, — 2 (x — 14 Ce™) (C € R)

» [l reste a déterminer la valeur de C' en utilisant la “condition initiale” donnée dans I’énoncé. Explicitement :

Conclusion. Le probléme de Cauchy de I'énoncé posséde une unique solution sur R? :

iz eRL — x(x — 1)+ 2ze™™ c'est-a-dire

EXERCICE 2 — | (INTEGRALE)

Dans cet exercice, on pose :

27
Vne N, I, :/ cos(t)e " dt
0

1/ Calculer I,, pour tout entier naturel n.

Soit n un entier naturel. On a :

27 ) 27 ) 1 . - 1
I, =Re (/ elle™™ dt) = Re (/ eli—n)t dt) = Re < [e(“”)t}i ) = Re ( (e*2"7r — 1))
0 0 1—n i—n

1 —zZNT n+i —zZNT
:Re(n_i(l—e 2 )) :Re(n2+1(1—e 2 ))

2m
Conclusion. Vn € N, / cos(t)e " dt = 1 (1—e7?)
0

n?+1

2/ Déterminer la limite de (I,,) lorsque n tend vers +oc.

72nﬂ>

D’une part : nl_l)liloo(l —e = 1. D’autre part : ﬂl_l}I&o 1

Conclusion. lim [, =0
n—-+oo
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EXERCICE 3 — | (APPLICATION).| Soit b un nombre complexe. On considére I'application

Sy C C

2 —z+b

Etablir que S, est bijective, et préciser sa bijection réciproque.

Soit (z,Z) € C% On a :

[z est un antécédent de Z par Sp| <= [Sp(2) = Z] <= [—2+b=Z| <= [z = —Z + D]

On déduit de ce raisonnement que tout complexe Z admet un unique antécédent par Sy, qui est —Z + D,
c’est a dire Sp(2).

Conclusion. Sy est bijective, et Sb_l = Sp (Sp est une involution).

EXERCICE 4 — | (INEQUATION).| Résoudre dans R I'inéquation :

x(2x2) > (\/5)9fo

Soit z un réel strictement positif.

On a : I(QIQ) > (\/E)QI_Q — 6212 In(x) > e(9x—2)ln(\/§) - 6212 In(x) > e(9:1372) In(z)/2

9z — 2

< 22 In(z) > In (z) <= 42 In(z) > (97 — 2) In (2)

D’oil, en résumé : 2(2°) > (vE)"? = (422 — 92 4 2)In(z) > 0 ()

Reste donc a utiliser la méthode standard pour étudier le signe d’un produit : dresser un tableau de signes.
Celui de In(z) est connu, seul celui du polynéme du second degré mérite d’étre un peu détaillé.

Le polynome 422 — 92 + 2 a pour discriminant 49, et on en déduit qu’il a deux racines réelles : —— = 2

9-7 1

et s — 1 On en déduit le tableau ci-dessous (dans lequel on a noté I1(x) = (42? — 9z + 2) In(x)) :

x 0 1/4 1 2 400 De ce tableau de signes, et de (#) on déduit
In(x) - 0 + que l’ensemble des solutions de l'inéquation

4o — 9z 4 2 + + . ]1 [
(o) — est : 471 U2, +o0]
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Probleme 1 — Intégrales de Wallis et formule de Stirling

L’objet de ce probléme est de trouver un équivalent o, de n!, cad une suite (ay,) dont le terme général est

tel que

. n!
lim — =1
n—-+4oo (07

» PARTIE A - Un premier pas

On définit trois suites réelles S, u et v en posant :

1 1 n
Vne N, Un:<n+§)1ﬂ(1+g)—1; Vn e N SnZZUk

k=1
et:VneN, n>2 v, =el %1

Soit n un entier naturel non nul.

n+1
2(n—1)+1
1/ a/ Etablir que : un:/ %dt
On a:
n+1 n+1
2(n—1t)+1 2n+1 2n+1 el
———dt = -1 dt = -1 In(¢
|5 [ + 252 o)

. (n N %) (In(n+ 1) — In(n))

n+1 .
D’oﬁ:/ Mdt:—l‘l—(n‘l—l) (ln<1+l)>.
n 2t 2 n

"on—t)+1
Par suite : [Vn € N*, un:/ udt.

2t

1
1 —2u
b/ En déduire que : Up = / ——du
0o 2(n+u)
Dans l'intégrale précédente, on procéde au changement de variable : ¢ = n + u. Lorsque ¢ varie de n

a(n+1),u=1t—nvarie de 0 a 1 et d¢t = du. On en déduit grace a la formule du changement de

variable que :
n+1 1 1
2(n—1t)+1 -2 1 1-2
/ 2n-t+1 dt:/ s du:/ — = du
\ 21 o 20+ w) Ty 2w

1
1-2

Ainsi : |Vn € N¥, un:/ —udu.

o 2(n+u)
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12 19 Uoou—1
2/ Onpose:rn:/ —uduettn:/ u—du
o 2(n+u) 1/2 2 (n+u)

, établir les encadrements suivants :
1 < < ! t ! <t, < 1
AN X TT’L X 5 S AN X' T4 qN
1(2n+ 1) sn O 8(n+l) 1(2n+1)

est décroissante sur [0,1]. Or une fonction décroissante sur un segment

a/ A laide du sens de variation de u —
n+u

La fonction n —

n+u
la, b] atteint son maximum en a, et son minimum en b. On en déduit que :
1 1 1 1
Vue (0,7 < < oo
" [’2]’2n+1 Yntw) S W
1 1 1 1
Yue |- 1|, < <
" {2 } 2t D) S2nrw) Swmr1 W

1
» Soit u un réel dans [O, 5} On a alors : (1 —2u) > 0. D’on, grace a (#)
1—2u 1—2u

vue |0, L—2u
u = B X
2] 2n+1 = 2(n+u) 2n
Par croissance de l'intégrale, on obtient en intégrant terme & terme cet encadrement :
1 1/2 1 12
1—2udu<r, < — 1—2ud
2n+1/0 S TS o0 ), v
12 1 1 1 11
Or : 1—2udu=[u—u?]">=>. D : X —<rpy < — X —.
r /o udu [u u}o 1 onc 1 1 STS 5o X
Ainsi Vn e N* ! <y <2 (9)
S . n e LB
H " 420+ 1) 8n

1
» Soit u un réel dans {—, 1} On a alors : (2u— 1) > 0. D’ou, grace a (&)
Vu e 11 2u —1 - 2u—1 <2u—1
u - S X
277 2(n+1) " 2(n+4+u) " 2n+1
Par croissance de l'intégrale, on obtient en intégrant terme & terme cet encadrement :

1 ! 1 !
—/ 20— 1du < t, < / 2u — 1du
2(n+1) J4 2n+1 1/2

/2
! 1 1 1 1 1
Or: [ 2u—1du=[u®—ul'_ == Donc: “<t, < -
' /1/2 w—ldu=[ut—ul,, = Dones gy < g 241 A
Ainsi Vn e N* L < 1 )
1nsi : n Y XN Inx TV —<
i EICESY 12n+1)
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b/

3/ a/

1
En déduire un encadrement de w,,, puis montrer que la suite (.5,,) est majorée par S

Soit n un entier naturel non nul. D’apreés la relation de Chasles pour les intégrales, on a :

12 1 9y L - 12 1 9y Loy —1
Uy = ———du + ———du = ————du — ——du
o 2(n+u) 12 2(n +u) o 2(n+u) 12 2(n+u)

En d’autres termes : u, = r, — t,. On déduit de cette remarque et des encadrements (©) et () de
la question précédente que :

1/1 1
Vn e N¥, 0<un<—(—— )

- “1/1 1
On en déduit que : S, = Zuk < 3 (— - —)
k=1 1

D’ou, “télescopiquement” : .S, <

En particulier : |Vn € N*, S, <

En déduire que la suite (v,,) converge vers une limite ¢ (que I’on ne cherchera pas & déterminer).

La suite (S,,) est croissante (trivial) et majorée (question précédente) : elle est donc convergente. On
en déduit immédiatemment que (v,) converge également.

Montrer que :

Sn = (n—i—%) In(n+1)—n—In(n!)

Prouvons par récurrence sur I’entier naturel non nul n I’assertion :

P(n): S, = (m%) In(n+1) —n—In(n!)

3
Initialisation : pour n = 1, on a d’'une part S; = u; = 3 In(2) — 1.

1
D’autre part : (1 + 5) In(1+1)—1-1In(1!) = gln(2) — 1.

Il s’ensuit que P(1) est vraie.

Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et montrons que P(n+ 1)

Pest.

1 3 !
Ona: Sy =5+ upy = (n—|—§) ln(n—l—l)—n—ln(n!)—i-<n+§> In (1+n+1> -1

[

Vv vV
=Sn (hyp. de réc.) =Un+1 (énonceé)
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Dot : Spq1 = (n—|— %) In(n+1)—n—In(n!)+ <n—|— ;) In(n + 2) — <n+ ;) In(n+1)—1
= Sy = (n + g) In(n+2)—(n+1)—In(n!) —In(n+ 1)

= Spy1 = (n—l— g) Inn+2)—(n+1)—In((n+1)!)

Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie, et établit 'hérédité de la propriéteé.

1
Conclusion. Vn € N*, S, = (n + 5) In(n+1) —n—1In(n!)|

b/ En déduire 'expression de v,, en fonction de n.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. D’aprés ’énoncé et la question précédente :
1
v, =exp(l —S,-1) =exp (1 — (n - 5) In(n)+n—14+1In((n— 1)!)) = e"n "2 (n —1)!

e"ynn—-1  e'n! 7l
n" onny/n nneny/n
n!

nre~"\/n |

Donc : v, =

Conclusion. Vne N, n > 2, v, =

c/ A partir de I'expression de v, montrer que :

n!
lim —— =1
n—+-00 Kn”e_"\/ﬁ
) N 92 7 . PN . /UTL *
D’aprés I'énoncé : lim v, =/¢. D'on: lim — =1.
n—-+00 n—-+00
n!

On en déduit avec la question précédente que :| lim 1]

n—-+oo fne= " \/ﬁ N

» PARTIE B - Intégrales de Wallis, et détermination de /

Bl
Pour tout entier naturel n, on pose : W,, = / sin”(t) dt.
0

Au besoin, on pourra utiliser sans démonstration au cours de cette partie la propriété : Vn € N, W, > 0.

*. On pouvait admettre que £ # 0 a ce point du devoir. En voici toutefois la justification. D’aprés la question 2, la suite
(S,) admet une limite finie, disons #'. Donc la suite (v, ) converge vers £ = e!~* | qui est non nulle.
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4/ Calculer Wy, Wy et Ws.

w/2 T w/2 )
Wy = / 1dt = B et |Wy = / sin(t)dt = [— cos(t)]g/ =1/
0 0

w/2 1 w/2 1
Par ailleurs : Wy = / sin?(t)dt = —/ 1 — cos(2t)dt = 5 [t — sin(2t)/2]g/2. Ainsi : | W,
0 0

N

2

5/ Montrer que la suite (W),,) est décroissante.

Soit n un entier naturel. Par linéarité de l'intégrale, on a :

w/2 /2 w/2 w/2
Wy =W, = / sin" " (t) dt—/ sin”(t) dt = / sin () —sin"(t) dt = / sin” () (sin(t) — 1) dt
0 0 0 0
Or:Vte [0,7/2], sin"(t) > 0 et sin(t) — 1 < 0.
On en déduit que : V¢ € [0,7/2], sin"(¢) (sin(¢t) — 1) < 0.

w/2
Par conséquent, : / sin”(t) (sin(t) — 1) dt < 0. D’ou : Vne N, W,.; — W, <0.
0

Conclusion. La suite (W,,) est décroissante.

6/ Montrer que pour tout entier naturel n on a :

n+1
n+2

Wn+2 -

n-

/2 w/2
Soit n un entier naturel. On a : W, 1o = / sin" 2 (t)dt = / sin(t) sin™t*(¢)dt
0 0

u(t) = — cos(t) u'(t) = sin(t)
On pose alors : Vt € [0,7/2], dou:Vte [0,7/2],
v(t) = sin" T (¢) v'(t) = (n+ 1) cos(t)sin"(t)

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0,7/2] (théorémes généraux).

Il est donc légitime d’utiliser une intégration par parties pour écrire :

w/2
Wiia = [— cos(t) sin"J“l(t)L;r/2 +(n+1) / cos?(t) sin™ (t)dt
~ - 0
=0

/2 w/2 /2
Dot : Wyio = (n+ 1)/ (1 —sin®*(¢)) sin™(¢)dt = (n + 1)/ sin”(¢)dt — (n + 1)/ sin” 2 (¢)dt
0 0 0

n+1

Cest-a-dire : W0 =(n+ 1) W,, — (n+ 1) W, n don: |Vn e N, W, 5 = 9
n

n

7/ Montrer que pour tout entier naturel n on a :
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8/

9/

2n)! T
Wgn = ( ) 3 X —
4n (n!) 2
Lo o 2n)! o« : :
On souhaite établir que la propriété P(n): Wy, = o ( ')2 X — est vraie pour tout entier naturel n.
m(n!
NPT : o O = o
Initialisation : pour n = 0, on a d’une part W, = 5 et d’autre part Y (0‘)2 5= 5 La propriété est

initialisée.
Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n, et montrons que P(n + 1) est.

2n+22n+1 (2n)!

2n +1 _2n4+1 (2n)! 7
24247 (1) 2 2n+22n+ 247 (p!)?

On a: WQ(n—H) = W2n+2 = 5 aWWon

T
2

_ (2n+2)! m
4 (n+ 1)) 2

Ce qui signifie que P (n + 1) est vraie, établit I'hérédité de la propriété, et achéve donc cette récurrence.

(2n)! 7

4n (nl)? 2

Conclusion. Vn € N, W,, =

Montrer que pour tout entier naturel n on a :

(n+ 1) Wy W, = g

Pour tout entier naturel n posons : u, = (n+ 1) W, 1 W,. On a : u,11 = (n+2) Wy aWiyq.

1
ZiQWanH = (n+ 1) W, 1 W, soit : u, 11 =

Or, d’aprés la question précédent, on a : u, 1 = (n + 2)

Up. On en déduit que (u,) est constante.

Par suite : Vn e N, u, =uyg=W; x Wy = g Conclusion. Vn € N, (n+ 1) W, W, = g .

Etablir que :
Wn+1

n

=1

lim
n——+o0o

D’apreés I'énoncé : Vn € N, W, > 0. Par ailleurs, on a déja prouvé que la suite (W,,) est décroissante.

W,
On en déduit que : Vn e N, 0 < W1 < W,. Par suite : Vn e N, 0 < WLH < 1.
n
En outre, puisque la suite (W,,) est décroissante, on a : 0 < Wy, 1o < W, < W,,.
. Wn+1 Wn+2 . Wn—H n+1
Il s’ensuit que : > . D’aprés la question 6, on a donc : > .
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. Wn+1 n -+ 1
A :Vne N, > X
insi : Vn W )
1w, . .
On déduit de ce qui précéde que : Vn € N, 212 < W:l < 1. Puisque nl_l)I_iI_loo i 1, le théoréme
s . Wn+1
des gendarmes permet d’affirmer que : | lim =1
n—-+oo Wn
10/ Etablir que :
2(2 1
fim 220D e
n—-+oo T
Soit n un entiéar natu)rel arbitrai(re. On )a :
2(2n+1 2(2n+1 Woper 2 Wa,
Wy = W = = [(2n + 1) Way i1 Way,] X
2n MWt | T [(2n )v2 +1Wan) Wan i1
™
2
2(2n+1) __, Wa, . : Wan,
Dou: ——W,, = . Or, d’aprés la question précédente : lim
™ 2 W2n+1 P 4 P n—+00 W2n+1
2(2 1
Conclusion. lim (n——i—) Wi =1\
n—-+oo T
11/ A T’aide du résultat de la question 3-c, montrer que :
. Wgn E vV 27’L
lim —— =1
n—-+oo e
Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On a :
Wan €/2n 2n)! 7w y (\/2n " Wan €20 (2n)! (v/2n »)
= = soit : =
s 22n (n!)2 2 s T (n!)2 22n+1
Or, d’aprés la question précédente, on a :
2n)! 1)?
lim (2n) 1@ et Gim M)y

n—+oo ( (2n)*" e=27/2n B

On écrit donc judicieusement, :

Wan €NV2n (2n)! y (>n?ne=?mn y ((2n)*" e2\/2n y (\/2n
T o E(Qn)% e—2n,/2p (n!)2 _ p2re?ip 22n+1

=1 (formidable!)

Wo, €20 (2n)! " (*n?"e~?"n
@ C((2n) e 220 (n)*

Ainsi :

n V2
Il résulte de cette égalité, de (V) et de () que : | lim Won bv2n

n—-+o0o T
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11

12/ En déduire la valeur de /.

2
On peut déduire de la question 10 que : lim \/> X V2n x Wy, = 1.
7

n——+oo

\/QHXWQH 1 é:\/ﬂ

Donc : lim = . On en déduit, grace a la question précédente, que :

n——+o0o T \ 27

Remarque. On a ainsi démontré la FORMULE DE STIRLING :

n! n!
lim — =1 ou encore : lim —— =1
n—+oo \/2nle " /n e o <@)
e
Probleme 2 — Etude d’une fonction définie par une intégrale

Partie | — Généralités

On considére la fonction f définie que ]0, +oo] par

1 et
() :/0 el

1/ Justifier que la fonction f est bien définie sur |0, +oo.

t
. . .. . € .
Soit = un réel strictement positif. La fonction g : x — = est continue sur [0, 1].
x
1
Il s’ensuit que 'intégrale / g est bien définie.
0
Conclusion. La fonction f est bien définie sur |0, +-o00].
2/ Préciser le signe de f.

et

Soit = un réel strictement positif. La fonction ¢ : x — = est positive sur [0, 1].

1
Il s’ensuit que 'intégrale / g est positive, par positivité de l'intégrale.
0

Conclusion. La fonction f est positive sur |0, +o00l.

3/ A l'aide d’un changement de variable, montrer que pour tout réel 2 > 0,

x+1eu
— e ¢ du.
e [
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Soit z un réel strictement positif. Dans l'intégrale définissant le réel f(x), on proceéde au changement de
variable : u =t 4 x.

On obtient alors :

z+1 QU z+1 al
flz) = / du soit f(z) = e_””/ —du

u

z+1 u
Conclusion. Vx >0, f(x)= ez/ © du

On pose pour tout réel x > 0,
x+1 eu
F(z) = / — du.
. U
Justifier que F est une fonction de classe ™ sur ]0, +o00[. Déterminer Pexpression de F”.

La fonction u — e"/u est continue sur R’ . D’aprés le théoréme fondamental de I'intégration, elle admet
une primitive ¢ sur R% (et ¢ est donc de classe €*). Alors :

V>0, F(z)=p(@+1)— o)

On en déduit que F est de classe €' sur R%.

Calculons sa dérivée. Pour tout réel z > 0, on a :

ez+1 ea:

)i — 1) — _ o

@) =@+ -l =g ==
ex—l—l ez
Conclusion. ' € €' (R* ,R) et : Va >0, F'(z) = - —
z+1 T

En déduire que f est une fonction de classe € et que f est solution d’une équation différentielle de la
forme

Y (z) +y(e) = B(x)

ou 3 désigne une fraction rationnelle (i.e. le quotient de deux polynoémes) que I'on explicitera.

D’aprés les deux questions précédentes, et selon les théorémes généraux, la fonction f est de classe ¢!
sur RY et :

z+1 u r+1 T
Vre RL, f’(x):—e_x/ e—du+e_‘”(e _e_)

U r+1 T
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D’ou :
Ve R, f(z) = —f(x) + —— — 2
+ x+1 =z
Conclusion. La fonction f est solution de ¢y +y = © -
r+1 =
6/ A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :
Lo
Vo > 0, ':p:—/ ——dt.

Soit & un réel strictement positif. On a :

Lt et 1! Lot e 1 Lot
7)) = dt = ——dt it : = - — ——dt
f(@) /0 t+x [t+m}0+/0 (t+ x)? SOt 1) x+1 x+/0 (t + x)?

On en déduit, avec la question précédente que :

) e 1 e 1 /1 ef
= . — - gt
J'(@) r+1 =z <x+1 z o (t+2)?

Conclusion. Vz > 0, f'(z) = — fol ﬁ dt

7/ Déduire de la question précédente le sens de variation de la fonction f.

On déduit de la question précédente que f est décroissante sur R7.



