Lycée Jean Bart — MPSI — 26 février 2022

EXERCICE 1 — | (CALCUL MATRICIEL).

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N9 — 26 FEVRIER 2022 |

Soit p un entier naturel non nul.
Tout au long de cet exercice, on considére une matrice M de M, (R) telle que M? # Om, (r) €t M?3 = Om, (R)-

Pour tout réel ¢, on note F(t) la matrice :

1/

2/

3/

t2
E(t)=1,+tM + 3 M?*| (o I, désigne la matrice identité de M, (R)).

Etablir que :
V(s,t) ER? E(s) E(t)=E(s+1)
Soient s et t deux réels quelconques. On a :

2 t2
E(s)E(t) = (Ip+sM+52M2) (1p+tM+2M2)

t2 t2 2 2t 2t2
:Ip+tM+§M2+5M+stMQ+%M?’JF%M%F%MSJFSTM‘L
SN—— SN——
=0 =0 =0
52 + 2st + 2

2

Dot :V (s,t) € R?, E()E(t)=T,+ (s+1) M + M?

(s +1)°

=L +(s+t)M+ M?=E(s+1)

Conclusion : V (s,t) € R?, E(s)E(t) = E(s+1)

En déduire que :
VteER,VneN, E(nt)=[E()]"

Soit ¢ un réel arbitraire. Notons &2 (n) la propriété “E (nt) = [E(t)]"”. L’initialisation (pour n = 0) est
immédiate puisque F (0) =L, et [F (t)]° = I,. Reste a établir Uhéréditeé.

Supposons que & (n) soit vraie pour un certain entier naturel n.
Alors : [E(O)]" = [E()]" x E(t) =ur E(nt) + E(t) = E(nt +t) = E((n+ 1) 1).

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1, et établit ’hérédité de la propriété.

Conclusion : Vt € R,Vn € N, E(nt) = [E(t)]"|

Montrer que pour tout réel ¢, la matrice E (¢) est inversible. Quelle est son inverse ?
Soit ¢ un réel arbitraire. D’apres la question 1 : E(t) x E(—t) = E(—t) x E(t) = E(0) = 1,.
Par suite : |Vt € R, E(t) € GL, (R) et [E (t)] ' = E(-t)|
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4/ On note G 'ensemble de toutes les matrices E (t) (avec ¢ réel arbitraire), c’est-a-dire :

5/

G={E({t)/tec R}

Montrer que (G, X) est un sous-groupe de (GL, (R), x). Est-il abélien ?

Montrons que G = {E(t) /t € R} est un sous-groupe de (GL, (R), x).

» SG1: G C GL, (R) d’aprés la question précédente.

» SG2: 1, € G (puisque I, = E(0)).

» SG3:V (N,N') € G*, NN' € G d’apres la question 18.

» SG4 : enfin, si N € G, alors N est inversible et N=! € G d’aprés la question précédente.

Par conséquent : (G, X) est un sous-groupe de (GL, (R), ).
De plus : V (s,t) € R?, E(s)E(t) = FE(s+t) = E(t) E(s). Donc G est abélien.

Conclusion : (G, X) est un sous-groupe abélien de (GL, (R), x)|.

On considére 'application ¢ définie en posant :

a/

b/

¢: R——GL, (R)

t——— E(t)

Montrer que ¢ est un morphisme de groupes, de (R, +) dans (GL, (R), x).

D’aprés la question 1:V (s,¢) € R?, @ (s+1t) =@ (s) x ¢ (1).

Conclusion : ¢ est un morphisme de groupes, de (R, +) dans (GL, (R), x).

Soit ¢ un nombre réel. Etablir que :

[p(t) =T,] <= [t = 0]

t? t?
Soit ¢ un réel tel que : p(t) = L,. Alors : L, +tM + 3 M? =1, d’ou : tM + 3 M? = Oy, (m).-

En multipliant par M cette égalité, on obtient : tM? = Ou,(r) (puisque M3 = O, (r) Par hypothese).
Comme M? # Oy, ) par hypothése, on en déduit que ¢ = 0.

On a ainsi établi I'implication : [p(t) = I,] = [t = 0]. La réciproque est triviale.

Conclusion : [p(t) =1, <= [t = 0].

Montrer que 'application ¢ est injective.

D’aprés la question 5-a, ¢ est un morphisme de groupes, et d’aprés la question 5-b le noyau de ce
morphisme est trivial : ker ¢ = {Og}. On en déduit que ¢ est un morphisme de groupes injectif.

’Conclusion : Papplication ¢ est injective.‘
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EXERCICE 2 — | (GROUPE SYMETRIQUE).

1/ Ecrire 0 comme un produit de cycles a supports disjoints. En déduire la signature de o. Déterminer o .

(123456
772316 5 4

1

On a: o = (123)(46). On en déduit que (o) = —1, et que o' = (132)(46).

2/ Quelques questions sur le groupe alterné Ag.

a/

b/

c/

Rappeler la définition de Ag; puis préciser le cardinal de Ag.
Ag est la partie de Sg constituée des permutations paires (cad de signature —1); Ag est un sous-

6!
groupe de Sg, appelé groupe alterné. Son cardinal est : 3= 360.

Conclusion : Ag = {0 € Ss, e(0) =1} et card(Ag) = 360.

On considére 'application

o Ag— Ag

o+——(123)0

Justifier que 'application ¢ est bien définie, et qu’elle est bijective.

Pour tout 0 € Ag,ona:e((123)0) = £((123))e(0). Puisque (o) = 1 (par hypothése), et £((123)) =1
(la signature d’un p-cycle vaut (—1)P~1), on en déduit que : £((123)0) = 1.

Ainsi : Vo € Ag, e(¢p(o)) =1. Dot : 0 € Ag = p(0) € Ag. Ce qui justifie que application ¢ est
bien définie.

Notons a présent que : (132)(123) = (123)(132) = idy,. Ceci permet d’affirmer que I'application

Y Ag — Ag

or+——=(132)0

est telle que : p o) =1 o =1idy,. Il sensuit que @ est bijective (et sa bijection réciproque est ).

’Conclusion : application ¢ est bien définie, et bijective. ‘

Dans Ag, on considére 'ensemble H suivant :
H={oe€ As/ (123)0(132) = o}
Montrer que H est un sous-groupe de Ag, distinct de Ag et de {idn,}.*

Montrons que H est un sous-groupe de Ag.
» SG1 : H C Ag d’aprés ’énoncé.
» SG2 :idy, € H, puisque : (123)idy, (132) = (123)(132) = idy,.

*. Version modifiée de la question 2-c initiale, qui était fausse.
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d/

» SG3 : soient 0 et p dans H. On a :
(123)op(132) = (123)0(132)(123)p(132) = op d'ou:0p€ H

Il s’ensuit que H est stable par produit.

» 5G4 :soitoc € H.On a:

[(123)0(132) = 0] = [(132)071(123) = 07| = [07! = (123)071(132)] = [0 ! € H]

Ainsi: [0 € H| = [0 € H]|.

On en déduit que H est un sous-groupe de Ag.

De plus : (123)(45)(132) = (123)(132)(45) = (45). Donc : (45) € H. D'ou : H # {idy,}.

Enfin : (123)(12)(132) = (23). Donc : (123)(12)(132) # (12). Donc : (12) ¢ H. D’ou : H # As.

Conclusion : H est un sous-groupe de Ag, distinct de Ag et de {idy,}-

Dans Ag, toute permutation distincte de I'identité est :
— un 3-cycle;

— ou un 5-cycle;

— ou le produit de deux 3-cycles a supports disjoints ;
— ou le produit. .. ;

— ou le produit. . ..
Compléter les deux lignes précédentes.

Dans Sg, toute permutation s’écrit comme produit de cycles a supports disjoints. En particulier,
toute permutation de Ag s’écrit comme produit de cycles a supports disjoints, de telle sorte que le
prioduit de ces signatures soit égal a 1.

On doit donc compléter les deux lignes de I’énoncé comme suit :
— ou le produit de deux transpositions a supports disjoints ;

— ou le produit d’une transposition et d’un 4-cycle a supports disjoints.

Combien existe t-il de 3-cycles dans Ag?

. .. o 6
Pour construire un 3-cycle, on commence par choisir son support {ai, az,az} : il existe 5 facons

de le faire.

Il existe alors exactement deux 3-cycles ayant ce support : (ajasas) et (ajasas).

6
Conclusion : il existe exactement 2 X <3> = 40 3-cycles dans Ag.
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EXERCICE 3 — |(SUITE) | Pour tout entier naturel n, on note :

=l )= (-’

Etablir que pour tout entier naturel n, le réel u, est un entier naturel.

Les réels (2 + \/7) et (2 — \/7), dont les somme et produit sont respectivement égaux a 4 et —3, sont les
deux racines de I'équation 2% — 42 — 3 = 0. Il s’ensuit que u, est le terme général d’une suite récurrente

linéaire d’ordre 2, satisfaisant la relation de récurrence : Vn € N, w, 19 = 4up,q + 3u,.

De plus, d’aprés I’énoncé : ug = 0 et uy = 2.

Montrons a présent que pour tout entier naturel n, le terme wu,, est dans N, par récurrence double. A cette

fin, on note P(n) assertion “u, € N”.

» Initialisation. Puisque uo = 0 et u; = 2, les propriétés P(0) et P(1) sont vraies.

» Hérédité. Supposons les propriétés P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. Alors u, et
un+1 sont entiers naturels, et il s’ensuit que u,49 = 4u,41 + 3u,, est lui aussi entier naturel. Ce qui assure

que la propriété P(n + 2) est vraie, établit 'hérédité, et achéve cette récurrence.

Conclusion. ¥ € N, % [<2+\/?)n— (2—ﬁ>n] e N|

PROBLEME 1 — | (ANALYSE)

PARTIE 1 : ETUDE D'UNE FONCTION

t2
On considére la fonction h définie sur [0, 7] par : Vt € [0,7], h(t) = o b
T
Et on définit une seconde fonction ¢ sur [0, 7] en posant :
h(t
vie D, e@=q 20
—1 sit=0

sin(t)

1/ Quelle est la limite de lorsque t tend vers 07 La réponse devra étre justifiée.

Pour tout réel t, on a : sin(t) =t + te(t) avec PI% e(t) = 0.
—

sin(t . sin(t
Il s’ensuit que pour tout réel non nul ¢, on a : # = 1+ &(t). Par suite : tlg% t< ) — Il
. o . t . h(t)
2/ Déduire de la question précédente les limites de —— puis de ———— lorsque ¢ tend vers 0.
n(3) 2sin (3)
t
On commence par observer que d’aprés ce qui précéde : lim =1

t—0 sin(t)

t
Puis, en procédant au changement de variable "= t/2, on obtient : lim ———— =
t—0 2sin(t/2)

T
lim

= 1.
7—0 sin(7T)
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, h(t) 1 t2 t
Par ailleurs, pour tout t non nul : ———~ = — X ———~ — —— 7~
2sin (5) 2w 2sin (5) 2sin (5)
. t - t? . . h(t)
On a déja vu que : lim ——— =1 d’ott lim —————— = 0. Par suite : | lim ————~ = —1|.
t—0 2sin(t/2) t—0 2sin(t/2) t—0 2sin (%)

Dans la suite du probléme, on admet que ¢ est de classe € sur [0, 7].

PARTIE 2 : SOMMES ET INTEGRALES

3/ Montrer que pour tout entier naturel &, on a : cos (k) = (—1)".

ik —ikm i\ —im\k
Soit k € I\T.Ona:cos(/’m):e —'_26 :(e ) "_2(6 )

Conclusion : Yk € N, cos (kr) = (=1)F|.

4/ Etablir que :

T ~1)F -1
Vk e N, /0 tcos (kt) dt = %

Soit k € N*. P sel ulf) =1t o u(t) =1
oit k € N*. Pour tout réel t € [0, 7], on pose : o(t) = smlikt) d’ou : { V(1) = cos (kt)

Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :

i tsin (kt)1" 1 [™ . 1 ~ cos(km)—1
/0 tcos (kt) dt = {T]o —%/0 sin (kt) dt = 72 [cos (kt)]g = L2
-0

" —DF -1
Ainsi : |VE € N¥, /0 t cos (kt) dt:%

5/ Etablir que :

u(t) =2 ) =2
' { v'(t) = cos (kt)
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Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour

obtenir :

i t2sin (kt)]™ 2 [T

/t%os(kt) ar — | L5k ——/ tsin(kt) dt (&)
0 k 0 k\o ,,

a""g Vv

= =Jx

Calculons J,. Pour tout réel £ € [0 vt =¢ k) d U(t) =1
. ( e 0,7, : t ‘ot : .
alculons J;,. Pour tout rée 0, 7], on pose Vit) = _cos]i ) ol { V(1) = sin (kt)

Les fonctions U et V sont de classe €' sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties
pour obtenir :

T t k)] 1 [T k 1
Iy = / tsin (kt) dt = [—L()} += / cos (kt) dt — —Teosthr) 1 [sin(kt)]"
0 k 0 S———

k 0 k k2
=0
T(-1F 1
D’Oli:Jk:— </€) —Fﬁ (*)
o i om (—1)*
On déduit alors de (M) et de (&) que : |Vk € N*, = cos (kt) dt = 7z
0

6/ Pour tout entier naturel k& non nul, on pose :

I, = / h(t) cos (kt) dt
0
Déduire de ce qui précéde 'expression exacte de I en fonction de k.

Soit Kk € N*. On a :

™ ™ 2 1 ™ ™
I, = / h(t) cos (kt) dt = / (t— - t) cos (kt) dt = —/ t* cos (kt) dt — / tcos (kt) dt
0 0 \27 27 Jo 0

T 1
Conclusion : Vk € N*, [}, = / h(t) cos (kt) dt = =l
0

7/ Soit n € N*. Montrer que :

Vte 10,q], Y cos(kt)zcos(("+1)t> Sin(ng)

— 2 sin ( )

Soient t € |0;7] et n € N*. Observons que : Zcos (kt) = Re Zexpikt , et calculons S.
k=1

k=1
——
S
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n . n A 1 — it .
On a: S = ZeXplkt - Z (eXplt)k = et o (puisque e # 1).
k=1 k=1
Puis on applique la technique de I’angle moitié :
G ot elnt/2 g=int/2 _ gint/2 einTHt—Qi sin (nt/2) doi: |5 = einT+1tsin (nt/2)
S elt/2 emit/2 _eit/2 —2isin (/2) T sin (¢/2)

On en déduit, en identifiant les parties réelles de I’égalité précédente que :

n+1 \ sin(nt/2)
2 > sin (¢/2)

Vte |0;7, Vn e N, Zcos(kt) = cos(
k=1

8/ Déduire de la question précédente I'existence d’une constante réelle A telle que :

Vie 10,7, ZCOS(kt):SinQ(gLn_{(_E)>t)

k=1 2

—A

Soient t € |0;7] et n € N*. On a :

2

. nt+n+1t L nt n—i—lt . 2n—i—1t i t

sin| — + —— sin| — — ——— sin sin | ——

(n—i—l ) . (nt) 2 2 2 2 2 2
CcoS t ] sin = =

1
. 1Y) 4 g
- sSin ((n—|— 2) ) sin (
B 2
De cette identité et de la question précédente, on déduit que :
. 1
n sin ((n + 5) t) 1
Vte |0;n], Vn e N¥ Zcos(k:t): - = (dot A = =)

p 2sin (t/2) 2

PARTIE 3 : CONCLUSION

9/ Soit ¢ une fonction de classe € sur [0; 7).

a/ Justifier briévement que ¢’ est bornée sur [0, 7].

Par hypothése, ¢ est continue sur [0, 7].

Selon le théoréme des bornes atteintes, ¢ est bornée sur [0, 7].

b/ Montrer que :

Vn e N

/Owib(t)sin((n—i—%) t) dt‘ < W(O)ll +| —5 xM

n+§ n+§

ot l'on a posé : M = max 10/ (t)].
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Soient n € N* et ¢ une fonction de classe €' sur [0, 7).

u(t) = (1)

CoS n+ 1 t w(t) = ')
Pour tout réel t € [0, 7], on pose : 2 d’on : , . 1
o(t) = — | v'(t) = sin n—|—§ t

n+§

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties
pour obtenir :

(o) “
[ ((neg)e)e- ‘<( +12>t) |+ f[en((r3) ) oo

n -+ 5 . n + 5
1
En observant que cos ((n + 5) 7r> = 0, on déduit de ce qui précéde :
T 1 0 1 T 1
(t)sin((n+—)t>dt: ¥ )1—|- 1/ cos((n—l——)t)w’(t)dt
0 2 n+- n+-7 2 -
2 2 ~
—— =
—A
ST : " : 1 1
D’aprés 'inégalité triangulaire, on a : Y (t)sin | | n+ 5 t)dt| <A+ —T |B|.
0 n+ =
2
0
» 1l est clair que : |A| = M
s 1 s
» Par ailleurs : |B| < / cos ((n—l— —) t) X ¢/ (t)] dt < / Mdt = Mn
0 2 s ond 0
~ <M
<1
On déduit de ces inégalités que :
T 1 0 M
Vi e €1 ([0,7],R), Vne N / Y (t) sin ((n+ 5) t) dt‘ < [ )1| + Wl
U n+ 5 n+ 3

10/ Déduire de la question précédente que pour toute fonction 1 de classe €' sur [0;7], on a :

([ ot (s D)) ae) <o

D’aprés la question précédente, si ¢ est de classe €' sur [0, 7], alors :

T 1 0 M
Vn e N, / Y (t) sin ((n—i— 5) t) dt' < [ )1| + 7r1
0 n+§ nt3
o) Mr o i )
Comme : . 111200 + 7 = 0, on en déduit que ngr—r&-loo i Y (t)sin | | n+ 3 t)dt| =0.
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T 1
D’ou : ngr—r‘rloo/o Y (t) sin ((n = 5) t> dt=0

11/ Etablir que :

Vne N, i% = /07T h(t) (icos (kt)) dt
k=1 k=1

1

T k2

En sommant les égalités obtenues en faisant varier £ de 1 & n (avec n € N*) dans la relation ci-dessus,
on obtient :

D’aprés la question 6, on a : Vk € N¥, / h(t) cos (kt) dt
0

TS /0 " (1) cos (kt) dt = /0 ") cos (kt) dt

la deuxiéme égalité provenant de la linéarité de l'intégrale.

n 1 = n
Conclusion. Vn € N* Z i / h(t) ZCOS (kt) dt
k=1 U k=1

12/ Déduire de ce qui précéde la valeur exacte de la limite :
. — 1
. (Z z)

Soit n € N*. D’apreés la question précédente :

Z% _ /Oﬂ Bt S cos (kt) dt

dt

1
2sin (¢/2) 2

3k [ () - [

=1 T _ 1 I
Soit : ;ﬁ :/0 o(t) sm((n+§> t) dt—g/o h(t)dt (%)
D’aprés 1’énoncé, la fonction ¢ est de classe €' sur [0, 71]. On peut donc lui appliquer le résultat de la

T 1
question 10 pour obtenir : ngli-loo/o @ (t) sin ((n + 5) t> dt =0

1
" - sin((n+§) t)
Et d’aprés la question 8 : Z =i / h(t) —
k=1 0

On déduit de cette observation et de la relation (%) que :| lim Z = = —/ h(t)dt ()
0
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11

T T t2 1 -
Il reste a calculer : [ = / h(t)dt = / — —tdt = — [t’]
0 A 6mr - -0

On déduit de ce calcul et de (%) que :

1 . w2

) [tQ]o Y

lim
n—r+0co

"1
k2
k=1

71.2

6

c’est a dire




