Lycée Jean Bart — MPSI - 23 mai 2022

DEVOIR SURVEILLE N'12 — MATHEMATIQUES

» Lo durée du devoir est de 4 heures, les calculatrices sont interdites.
» Le sujet est rédigé sur 4 pages, et est constitué de 3 exercices et de 2 problémes.

» N'oubliez pas de numéroter vos copies, d’encadrer ou de souligner les résultats a la fin de chaque question. ..

EXERCICE 1 — ‘ (APPLICATIONS DU COURS SUR LES POLYNOMES). ‘ Les questions de cet exercice sont
indépendantes.

1/ Déterminer la décomposition en irréductibles dans C[X] et dans R[X] du polynéme P = X4 — X,
2/ Soit n un entier naturel. Calculer le reste dans la division euclidienne de X™ par (X + 1)2.
3/ A propos des coefficients et des dérivées successives d’un polynéme.
n
a/ Soient n € N*, (ag,a1,...,a,) € K" let P= Zaka. Justifier que :

k=0
Vke [0,n], apx (k)= P®(0)
b/ Montrer que I"application :
F: K3[X] K4

Q——(Q(0),Q'(0),Q"(0), Q™(0))

est bijective.
4/ On considére le polynome : P =2X*—-9X3 +15X? — 11X + 3.

a/ Etablir que 1 est racine de P de multiplicité exactement égale a 3.

b/ Quel est le reste dans la division euclidienne de P par (X —1)2?

EXERCICE 2 — ‘ (APPLICATION DU COURS SUR LA DERIVABILITE (TAF)).‘ A Taide du théoréme des
accroissements finis, établir que :

Vze Ry, 0<arctan(z) <z

EXERCICE 3 — ‘(APPLICATIONS DU COURS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES).‘

1/ Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de f : 2 — (:1:2 — 1) e .

2/ Déterminer le développement limité a ordre 4 en 0 de g : x — In (cos(x)).
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EXERCICE 4 — ‘(ETUDE D’UNE FONCTION).‘

Dans cet exercice, on notera th la fonction tangente hyperbolique définie sur R en posant :

1
Par ailleurs, on consideére la fonction f définie sur R* par : f (z) = x sh <>
x

1/
2/
3/
4/

5/

6/
7/
8/

9/

10/

Etudier la parité de f.
Rappeler un équivalent de sh en 0, et en déduire les limites de f en 400 et en —oo.
Déterminer la limite de f en 0.

Justifier que f est dérivable sur R*, et que pour tout réel  non-nul on a :
1 1 1
x T x

Montrer que pour tout ¢t € R, th'(t) = )
que p (t) =3 0

Montrer que pour tout ¢t € RT*, th(t) < t.

En déduire le tableau de variation de f.

hX
Donner le développement limité & ’ordre 4 de la fonction ¢ : X — 87 .

En déduire qu’au voisinage de +o0o et de —oo, la fonction f admet un développement de la forme :
aj a9 as a4 1
r)=a+—+5+3++ol—
f (@) = ao x oz ad af <$4)

ou ag, -+ ,a4 sont cing réels que 'on précisera.

1
Montrer que la fonction x € R* — f <> peut étre prolongée par continuité sur R en une fonction notée F';
x

puis établir que F' est dérivable sur R.
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PROBLEME 1 —  Polynémes de Tchebychev et approximation uniforme

L’objectif principal de ce probleme est de montrer que toute fonction de classe €°° sur un segment peut étre
approchée par une fonction polynomiale, pour peu que l'on choisisse correctement ce polyndéme, et qu’il soit de
degré suffisamment grand. Les polynomes “idéauz” pour cette approximation sont ceur de Tchebychev ; la définition
et létude des propriétés algébriques de ces polynomes constituent la premiére partie du probléme. La seconde est
plutot consacrée & l'étude de quelques unes de leurs propriétés analytiques. La derniére partie consiste 4 préciser
ce que l’on entend par “approzimation”, puis 4 réaliser cette approrimation.

On définit une suite de polynoémes (1},),,c y en posant :
To=1,Ti =X, et Vne N, Tpio=2XThi1 — Th

Ces polynémes sont appelés polynémes de Tchebychev de premiére espéce.

Tout au long du probléme, on pourra identifier un polynoéme et la fonction polynomiale qui lui est associée.
Partie | — Etude des polyndmes de Tchebychev : degré, coefficient dominant, racines

1/ Expliciter T et T5.
2/ Pour tout entier naturel n, déterminer le degré de P et son coefficient dominant.
3/ Etablir que : Vn e N, VO € R, T}, (cos (0)) = cos (nd).
Dans la suite du probléme, on pourra admettre que 'on a aussi : Vn € N, VO € R, T, (ch (0)) = ch (n0).
4/ Soit n un entier naturel. Déduire de la question précédente les valeurs de T),(1) et de T7,,(1).

5/ Soit & présent n un entier naturel non nul. Déterminer les racines de T, appartenant a lintervalle [—1,1].
Combien y en a-t-il 7 Comment justifier que ces racines sont simples et qu’il n’y en a pas d’autres?

6/ Etudier la parité* du polynome T}, en fonction de la parité de lentier naturel n.

7/ Soit n un entier naturel non nul, et  un nombre réel. Montrer que : |z| < 1 <= |T,,(z)| < 1.

Partie Il — Norme des polynémes de Tchebychev
On rappelle que selon le théoréme des bornes atteintes, toute fonction f continue sur [—1, 1] est bornée et atteint
ses bornes. On convient alors de noter || f|| = sup |[f(z)|.

ze[—1,1]

Par ailleurs dans la suite du probléme, on suppose que n est un entier naturel non nul.

8/ Etablir que ’équation |T),(z)| = 1 posséde exactement (n + 1) solutions dans R, que l'on notera ay,..., ay
(avec ag > ag > -+ > ap).

9/ Pour tout k dans [ 0,n |, calculer T), (ay).

10/ On pose a présent T,, = T,, et on note P, 'ensemble des polynomes unitaires’ de R[X] de degré

on—1 -~
exactement égal & n. Il est clair que 7,, € P,.

*. Par parité du polyn6éme, on entend parité de la fonction polynomiale associée.
. On appelle polynéme unitaire un polynéme de coefficient dominant égal & 1. Par exemple P = X2 — 3X + 4 est unitaire mais
pas 2X° —5X + 1.
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a/ Calculer ‘fn .

T

On veut prouver que Tn est un polynéme de P, tel que la quantité ’ soit minimale. Pour cela, on

T,

raisonne par l'absurde et on suppose qu'’il existe un polynome P appartenant a P, tel que : ||P| < ‘

Le but des deux questions ci-dessous est d’aboutir alors a une contradiction.

b/ On pose D = T, — P. Que dire du degré de D ?

k
¢/ Etudier le signe de D (cos <7T>> pour k €[ 0,n ]. Conclure.
n

Partie Ill — Approximation uniforme d’une fonction continue
Soit m un entier naturel non nul, et a,. .., ap (n+ 1) réels distincts du segment [—1,1].
n
X —
J

On pose pour tout k €[ 0,n ] : Ly = H
J=0, )7k

11/ Soit k un entier naturel arbitraire. Quel est le degré de Ly ?

12/ Etablir que pour tout Vk €[ 0,n], Vi e[ 0,n ], Lk (a;) = dik-

ap — oy

n
13/ Soit f une fonction définie sur [—1, 1] et & valeurs réelles. On pose : P = Z f (o) Lg.
k=0
Montrer que P est I'unique polynéme de R,,[X] tel que : Vi €[ 0,n ], P (o) = f (a).
14/ On désire maintenant mesurer la qualité de 'approximation réalisée lorsque l'on approche la fonction f par

le polynéme P défini ci-dessus. Pour cela, on suppose (jusqu’a la fin du probléme) que f est une fonction de
classe €1 sur [~1,1], et on pose par ailleurs :

n

M1 = [ (X — i)
=0
Hn+1 (%)

ErsTEAI OIS

On veut prouver qu'il existe un réel g € [—1,1] tel que : f(z) — P(z) =

a/ Soit x € {ap,...,a,}. Etablir le résultat (x).
b/ Soit a présent x € [—1,1], = ¢ {ap,...,an}. On introduit la fonction F' définie par :
Vie [1,1), F(t) = f(t) — P(t) ~ KTl (1)

avec K constante réelle choisie de sorte que : F'(z) = 0.

Justifier I'existence de la constante K et observer que F' posséde au moins (n + 2) valeurs d’annulation
distinctes. En déduire Pexistence d’un réel 8 € [—1,1] tel que : F(+1 (3) = 0. Conclure.

1L,
¢/ En déduire que : ||f — P|| < m Hf(nH)H'



