Lycée Jean Bart — MPSI - 9 avril 2022

CORRIGE DU DS N’11 — MATHEMATIQUES I

EXERCICE 1 — ‘ (APPLICATIONS DU COURS SUR LES POLYNOMES). ‘ Les questions de cet exercice sont
indépendantes.

1/ Déterminer la décomposition en irréductibles dans C[X] et dans R[X] du polynéme P = X% — X
Ona:P=X(X°-1)=XX-1DX-)) (X)) =X (X-1)(X*+X+1).

Conclusion. La décomposition en irréductibles de P dans C [X] est :

P=X(X-1)(X-j)(X-]J).

La décomposition en irréductibles de P dans R [X] est : P = X (X — 1) (X2 + X +1).

2/ Soit n un entier naturel. Calculer le reste dans la division euclidienne de X™ par (X + 1)

Soit n un entier naturel. Selon le théoréme de la division euclidienne dans K [X] :
N (Q,R) € K[X]?, X" =(X+1)2Q+ R avec deg R < 1
Par suite, il existe deux scalaires a et b tels que :
X"=(X+1)°Q+aX+b (&)

[’évaluation de (#) en (—1) donne : (—1)" =b — a.

Par ailleurs, en dérivant formellement (#), on obtient :
nXTUZ2(X 4 1)Q+ (X +12Q +a  (#)

L’évaluation de (&) en (—1) donne : n(—1)""! = a.

Ainsi :

b—a=(—1)" b= (—1)" 4 n(—1)""1

Conclusion. Le reste dans la division euclidienne de X™ par (X +1)% est : n(—1)""1X + (=1)" 4+ n(—1)""!

3/ A propos des coefficients et des dérivées successives d’un polynéme.
n
a/ Soient n € N*, (ag,ay,...,a,) € K" let P = Zaka. Justifier que :
k=0
Vke [0,n], apx (k)= P*(0)

— PR(0)
Selon la formule de Taylor dans K,[X] : P = — X
k=0 '

P®)(0)

Par identification, on en déduit que : Vk € [0,n], ap= i

Conclusion. Vk € [0,n], ax x (k!) = P®)(0).
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b/ Montrer que I'application :

F: K3[X] K4
Q——(Q(0),Q'(0),Q"(0),Q"(0))

est bijective.
Soient P et @ dans K3[X], tels que : FI(P) = F(Q). Posons R =P — Q.

Il résulte des hypotheses que R € K3[X] (P et @ étant de degré au plus 3) et que : R(0) = R'(0) = R"(0) =
R"(0) = 0 (puisque F(P) = F(Q) et par linéarité de la dérivation).

R//(o) X2 + R//I(o)

X3
2 6 '

Or, selon la formule de Taylor dans K3[X] : R = R(0) + R'(0)X +
On en déduit que : R = Og,x]. Dot : P = Q.

En résumé : F(P) = F(Q) = P = Q. L’application F' est donc injective.
Prouvons la surjectivité de F. Soit (z,y,z,t) € K*.

Posons :

t
P::z:+yX~|—§X2+6X3
Il est clair que P € R3[X], et selon la question précédente :

PO) =z; P(0)=y; P'0)=2; P"(0)=t

En d’autres termes : F'(P) = (x,y, z,t). Ce qui prouve la surjectivité de F'.

’Conclusion. L’application F' est bijective.‘

4/ On considére le polynome : P =2X*—-9X3 +15X? — 11X + 3.

a/ Etablir que 1 est racine de P de multiplicité exactement égale & 3.

On a: P(1) = P/(1) = P"(1) = 0. En outre : P = 48X — 54. D’ou : P"(1) # 0.

‘ Conclusion. 1 est racine de P de multiplicité exactement égale & 3. ‘

b/ Quel est le reste dans la division euclidienne de P par (X —1)2?

D’aprés la question précédente, P est multiple de (X — 1)3. A fortiori, P est multiple de (X — 1)2.

Conclusion. Le reste dans la division euclidienne de P par (X — 1)2 est Ok [x]-

EXERCICE 2 — ‘ (APPLICATION DU COURS SUR LA DERIVABILITE (TAF)).‘ A Taide du théoreme des

accroissements finis, établir que :

Vere Ry, 0<arctan(z) <=z
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Pour x = 0, 'encadrement est trivial.

Soit x un réel strictement positif. Selon les théorémes généraux, la fonction arctan est continue sur [0, z] et dérivable
sur |0, z[. D’aprés le théoréme des accroissements finis :

1 arctan(z)
Jdce€]0,z], ek .

x 0 T o
= .Or: T

142 14+¢2 =
Comme en outre la fonction arctan est positive sur Ry, on peut conclure.

D’ou : arctan(z)

‘Conclusion. Vz e Ry, 0<arctan(z) < m‘

EXERCICE 3 — ‘(APPLICATIONS DU COURS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES).‘

1/ Déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de f : z +— (:U2 - 1) e T,

Selon le cours, on a :

2 3
Vr e R, e—le_x+£_£+0($3)
2 6
Par conséquent, pour tout réel x on a :
2 3 2 3
(@2 —1)e™® = (22 — 1) (1—x+"’;—%> +o(x3):—1+x—%+%+$2—x3+0(a@3)
z? 5z 3
Conclusion. Vz € R, (22 —1)e *=—-1+z+ = = o(z?)
2/ Déterminer le développement limité a l'ordre 4 en 0 de g : x — In (cos(x)).
Soit x un réel “proche de zéro”, par exemple dans [ =] —1,1[.*
2?2zt
: =1—-—4+ = b.
On a : cos(z) 5 +24+0(x )
2zt 4
D’ou : In(cos(z)) =In (1 — — + — + o(z") (M).
2 24
X2
Par ailleurs : In(1 — X) = =X — > + o(X?).
22 4
En posant X = Y dans la relation (#), on obtient :
2?2 2t\’
2 2t 2 24
! N A 4
n(cos(z)) ( 5 24> 5 + o (z*)

*. Pour s’assurer que le réel In(cos(z)) est bien défini.
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Ainsi :
2 4 4
In(cos(z)) = —% + ;71 — % + o (z)
. z? 4
Conclusion. Vz € I, In(cos(z)) = =5~ + o (z*)
EXERCICE 4 — ‘(ETUDE D’UNE FONCTION).‘

Dans cet exercice, on notera th la fonction tangente hyperbolique définie sur R en posant :

Vze R, th(x)=

Par ailleurs, on consideére la fonction f définie sur R* par : f (z) = x sh ()
x

1/ Etudier la parité de f.

La fonction f est définie sur R*, qui est une partie de R symétrique par rapport a zéro, et pour tout réel non-nul
rona:

f(—=z) = (—x)sh <—1> = xsh (i) = f(x). ’Conclusion . f est une fonction paire |.

X / sh impaire

2/ Rappeler un équivalent de sh en 0, et en déduire les limites de f en 400 et en —oo.

1 1
D’apres le cours : sh x ~ . On en déduit que sh — ~  — et donc f(x) ~ 1 d’ou en particulier :
r—0 €r r—+o0 X r—>400

xgrﬂoof () = 1|, et puisque f est paire, on a aussi : mgrgoof (r) =1|

3/ Déterminer la limite de f en 0.

zel/t — ge=1/x
En utilisant la définition de la fonction sh : lim f(z) = lim —————— Or lim ze'/" = 400 et
2220 JEELTON 2 JEELTON
lim ze” Y/ =0%. On en déduit que :| lim f (x) = +00| et de nouveau par parité : | lim f(z) = +oo |
= z>0 0 . x>0 0 = z<0 0

4/ Justifier que f est dérivable sur R*, et que pour tout réel  non-nul on a :

ro=p ()]

La fonction f est dérivable (et méme de classe €°°) sur R* d’apres les théorémes généraux, et :

1
VzeR* f/(x)=sh <i) +x X <xl2) x ch <ilﬁ> =ch <51U) i%;i

t. D’aprés le critére des croissances comparées.
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5/

6/

7/

8/

9/

10/

Conclusion : ¥ z € R*, f/(z) = ch (;) {th <1> _ 1]

x x
Montrer que pour tout ¢ € R, th'(¢) = !
’ ch?(t)
. . , ch? — sh? .
Selon les théorémes généraux, la fonction th est dérivable sur R : th' = —aZ La relation fondamentale de
c

la trigonométrie hyperbolique fournit la conclusion.

Conclusion. V¢ € R, th'(t) =

ch?(t)

Montrer que pour tout ¢t € R™, th(t) < t.

Pour tout réel positif ou nul ¢, on pose : ¢ (t) = th(t) — t. La fonction ¢ est dérivable sur Ry d’aprés les
théorémes généraux, et pour tout réel positif ou nul ¢ on a : ¢’ (t) = —th? (). On en déduit que la fonction ¢
est strictement décroissante sur R, et comme ¢ (0) = 0, la fonction ¢ est strictement négative sur R .

Explicitement : V¢ € R% | th(t) —¢t <0, dou: |Vt e R, th(t) <t|

En déduire le tableau de variation de f.

D’apreés la question 4, la fonction f’ est sur R% du signe de

1 1
th <> — — puisque la fonction ch est & valeurs strictement po- T [—o0 0 +00
X X /
N e -
sitives. Or, d’aprés la question 6 : V x € R’ ,th () ——<0.1 ~+-00|[+00
x x
s'ensuit que f’ est strictement négative sur RY , et donc que f est (@) / \
strictement décroissante sur R . Par parité, la fonction f est stric- 1 1

tement croissante sur R* | d’ou le tableau de variation ci-contre.
)

hX
Donner le développement limité & 'ordre 4 de la fonction ¢ : X —— 87 .
X3 X h (X Xz x4
D’apréslecourS:VX € R, Sh (X) = X+?+1720+0 (XB), d’ofl: VX € R*, > ;{_ ) =1 —+ ? =+ ﬁ + 0 (X4) .

En déduire qu’au voisinage de +0o et de —oo, la fonction f admet un développement de la forme :
ap a2 azg a4 1
r)=a+—+—=+—=+—+o0|—
f(z) =ao+ St et st at <$4>

ol aog, - -+ ,a4 sont cing réels que 'on précisera.

1 1 1
D’apres la question précédente : |V z € R*) f(z) =1+ 62 + 12042 +o0 <$4> .

1

Montrer que la fonction z € R* — f <> peut étre prolongée par continuité sur R en une fonction notée F';
x

puis établir que F' est dérivable sur R.

h h
Par hypothése : V z € R*, F(z) = > (x) Or d’aprés la question 2 : lim sh ()
x

z—0 X
prolongée par continuité en 0, en posant | F'(0) = 1|.

= 1. Donc F' peut étre
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w0 _ 5t : F @)= F (0

CF(x) - _ 6 120 N 3y 1o ) — _

Avec ce prolongement : - = - =% + 120 +o0 (x ) d’ou : a:1£>n0 . 0.
Conclusion : F est dérivable en 0 et F’' (0) = 0‘

PROBLEME 1 —  Polynémes de Tchebychev et approximation uniforme

Loobjectif principal de ce probléme est de montrer que toute fonction de classe €°° sur un segment peut étre
approchée par une fonction polynomiale, pour peu que [’on choisisse correctement ce polyndme, et qu’il soit de
degré suffisamment grand. Les polynémes “idéaux” pour cette approzimation sont ceuz de Tchebychev ; la définition
et l'étude des propriétés algébriques de ces polynémes constituent la premiére partie du probléme. La seconde est
plutot consacrée a l'étude de quelques unes de leurs propriétés analytiques. La derniere partie consiste & préciser
ce que l'on entend par “approximation”, puis & réaliser cette approximation.

On définit une suite de polynémes (75,),,c  en posant :
To=1,T1=X,etVne N, Th1o=2XTy41 -1,
Ces polynémes sont appelés polynémes de Tchebychev de premiére espéce.

Tout au long du probléme, on pourra identifier un polynéme et la fonction polynomiale qui lui est associée.

Partie | — Etude des polynémes de Tchebychev : degré, coefficient dominant, racines

1) D’apreés I'énoncé : Ty = 2XT) — Ty < |Tp =2X2 — 1|

Puis : Ty = 2XT, — Ty = | Ty = 4X3 — 3X |

2) Montrons que : Vn € N*, deg (T,,) = n et cd (T,,) = 2"~ ! par récurrence double sur n. Notons :
P(n) : “deg (T,,) = n et cd (T),) = 2"~ 17

» Initialisation (pourn = letn=2):ona T} = X et Ty = 2X?—1. On observe que deg (T1) = 1 et deg (T3) = 2;
et cd (T1) = 2% et cd (Ty) = 2%. Donc les propriétés 2 (1) et F2(2) sont vraies.

» Hérédité : supposons la propriété vraie aux rangs n et n+1 pour un certain entier naturel non nul n. On exploite
alors la relation Th,40 = 2XT 41 — T

Dans le terme de droite de cette égalité, le degré de 2XT),41 est par hypothese de récurrence, égal a 1+ (n+ 1) =
n + 2; tandis que celui de T}, est égal a n (toujours par hypothése de récurrence).

Puisque deg (2XT,, 1) > deg(T},), on en déduit d'une part que deg (2XT,,11 —T},) = deg (2XT41) = n+ 2, et
d’autre part que : e¢d (2XTp+1 — 1)) = ¢d (2X Ty 41) = 2¢d (Th41).-

Or, par hypothése de récurrence, cd (T,,41) = 2", donc : cd (2X T}, 41) = 27+,

En résumé, on a établi que : deg (T},42) = n+2 et cd (T 12) = 2", ce qui signifie que la propriété & (n + 2) est
vraie, et prouve I'hérédité.

Conclusion : Vn € N*, deg (T,,) = n et cd (T,,) = 27!
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3) Pour faire preuve d’originalité, prouvons la propriété P(n) : “V0 € R, T,, (cos (0)) = cos (n#)” par récurrence
sur n.

» Initialisation (pour n = 0 et n = 1) : d’une part Ty = 1 d’ott pour tout réel 6 on a : Ty (cos (f)) = 1. D’autre
part, pour tout réel 6 on a : cos (0 x #) = 1. Donc P(0) est vraie.

D’une part 73 = X d’ou pour tout réel 6 on a : Tj (cos(0)) = cos(f). D’autre part, pour tout réel 6 on a :
cos (1 x ) = cos (0). Donc P(1) est vraie.

» Hérédité : supposons la propriété vraie aux rangs n et n + 1 pour un certain entier naturel non nul n. Alors,
pour tout réel 6 on a :

Tht2 (cos (0)) = 2cos (0) Ty41 (cos (0)) — T, (cos (8)) = 2cos (0) cos ((n + 1) §) — cos (nh)

=pgrcos((n+1)6) =pgrcos(nb)
= cos ((n+2)0) + cos (nf) — cos (nf) d’ou : T),12 (cos (0)) = cos ((n + 2) )

Ce qui assure que la propriété P(n + 2) est vraie, et prouve I’hérédité de la propriéteé.

’Conclusion :VneN, Ve R, T, (cos (f)) = cos (nh) ‘

4) Soit n un entier naturel. D’apreés la question précédente : T}, (1) = T}, (cos (0)) = cos (n x 0)

d’ou : ‘ Conclusion : Vn e N, T,, (1) =1 ‘

Considérons a présent la fonction F': § € R —— T;, (cos (0)). Celle-ci est dérivable sur R en tant que composée de
fonctions qui le sont, et : VO € R, F' () = —sin (0) T, (cos (0)).

Comme par ailleurs on a : V8 € R, T, (cos (0)) = cos (nf), on peut affirmer que : VO € R, F' (§) = —nsin (nd).

En identifiant les deux expressions obtenues pour F”, on a : sin (0) T",, (cos (8)) = nsin (nf).

in (nf
Alors, pour tout réel 6 (non multiple de 7) on a : 77, (cos (0)) = nsm((g))
sin
Il reste & observer que T, (1) = lign1 T, (x) (puisque T}, est polynomiale donc € donc en particulier 4!) pour
X
in (nf in (nd
obtenir : 77, (1) = lim M Comme sin (6) ~ 0 et sin (nf) ~ nd, on en déduit que w ~n?% ce qui
0—0 sin (6) 0 0 sin(f) o
in (nd
entraine lim % =n?et donc:|Vn €N, T', (1) = n?
6—0 sin (0)

5) Soit n un entier naturel non nul. On cherche les racines de T}, appartenant a l'intervalle [—1, 1]. Soit donc = un
réel de cet intervalle tel que : T),(z) = 0. Puisque z est compris entre —1 et 1, il existe un unique réel 6 dans [0, 7]
tel que x = cos(f). On a alors :

Tn(;r):0<:>Tn(cos(0)):0<:>cos(n9):0<:>n9:g [7T]<:>951 [%}
e Tkez 0= kT e akez, g FEEDT
2n n 2n

2k+1)7

Posons alors, pour tout k& €[ 0,n — 1 ], 0 = . 11 est clair que les réels 0 sont n réels distincts de

n
[0, ]. Puisque la restriction de la fonction cos & I'intervalle [0, 7] est injective, les réels (cos (6k))epo,n—1] SOt 70
réels distincts de lintervalle [—1,1]; qui plus est, ce sont (par construction) n racines distinctes du polynome T,,.
Comme T, est de degré n (cf question 2), on peut conclure qu’il n’y en a pas d’autres.

Conclusion : pour tout entier naturel n non nul, le polynome 7, posséde n racines distinctes (donc simples

2k + 1
(+)W> aveck€[0,n—1].

puisque T}, est de degré n) qui sont les réels : cos < 5
n
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6) Au regard des premiers termes de la suite, on peut facilement conjecturer que Ts, est pair tandis que Th,+1 est
impair. On prouve par récurrence sur n la propriété P(n) : “Ty, est pair et Th,41 est impair”.

» Initialisation (pour n = 0) : triviale puisque Ty =1 et 71 = X.

» Hérédité : soit n un entier naturel tel que P(n) soit vraie, c’est-a-dire : Ty, est pair et Th,41 est impair.

Alors @ Topio = 2XTo,11 — 1oy, est la différence entre 2X 75,11 qui est pair (en tant que produit de polynomes
impairs) et T, également pair. Par suite Th, 12 est pair.

Puis : Topts = 2XTopt0 — Tont est la différence entre 2X 75,42 qui est impair (en tant que produit de polynomes
de parités différentes) et Th,,41 également impair. Par suite 75,43 est impair.

La propriété est donc héréditaire.

’ Conclusion : pour tout entier naturel n, le polynéme 7}, a la méme parité que n. ‘

7) Soient n un entier naturel non nul, et z un nombre réel.

» Supposons |z| < 1 : alors existe un unique réel 6 dans [0, 7] tel que x = cos(f). Donc T,,(x) = T}, (cos (0)) =
cos (n#). En particulier |T),(z)| < 1 puisque |cos (nf)| < 1.

On a ainsi établi que : ’ lz] < 1= |Tn(z)| <1 (Q)‘

» Si |z| > 1 : alors il existe un réel 6 > 0 tel que x = ch(f). Donc T, (x) = T}, (ch (8)) = ch (nf). En particulier
|T,,(x)| > 1 puisque |ch (nf)| > 1 deés lorsque n et € sont non nuls.

On a ainsi établi que : ’ || > 1= |Tp(z)| >1 () ‘

‘ Conclusion : d’aprés (#) et (&), pour tout entier naturel n non nul : |z| < 1 <= |T,,(z)| < 1. ‘

Partie Il — Norme des polyndmes de Tchebychev

8) Soit m un entier naturel non nul, et soit  un nombre réel. Supposons que |7, (x)| = 1. Alors en particulier :
|7, (x)| <1 (wouaouh), donc |z| < 1. Pour la troisiéme fois depuis le début de ce probléme, on en déduit 1'existence
et 'unicité d'un réel 0 € [0, 7] tel que x = cos (6).
k
Par suite : [T, ()| =1<=|cos(nb)| =1<=nl =0 [r] <= Tk € Z, 0 = iy
n
: A ) km .
Les solutions de 1’équation |T),(z)| = 1 sont donc tous les réels cos | — |, avec k € Z. 1l reste a voir que cet
n

ensemble ne contient qu’'un nombre fini de valeurs, obtenues en faisant parcourir & k I'ensemble [ 0,n ]. En effet,

k —k
pour tout entier k € [ 0,n ] , le réel cos ((—I—n)7r) est égal & cos <M) t,
n n

Conclusion : en résumé, I'équation |T,,(x)| = 1 posséde (n + 1) solutions dans [—1,1] :

k
les (n + 1) réels ay, = cos <7T> avec k €[ 0,n ].
n

n

9) Soit k €[0,n]. On a : T (az) = T (cos (“)) ~ cos (km) = (—1)F.

Conclusion : Yn e N* Vke[0,n], T (ax) = (-1)*|

1. Puisque : cos (X + ) = cos (m — X) = — cos(X).
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A la lumiere de la question 7, on peut déja affirmer que : sup |T,(z)| < 1. Et puisque de plus |T,,(x)| prend la

1

- 1
T, s—In|| = sup T,(x) = _—7 Ssup T ()| (M)
2 2 z€[—1,1]

z€e [—1,1]

10) a) Soit n un entier naturel non nul. On a: ‘ —
on—1

ze[—1,1]
valeur 1 dans [—1, 1] d’aprés la question 8, on a: sup |T,(z)| = 1.
ze[—1,1
On en déduit, avec (M), que : es[uli : Tvn(g:)‘ = T Conclusion : Vn € N*, T\ = ot |
e [—1,

b) Le polynoéme D = T,, — P étant la différence de deux polynomes de degré n, on a déja : deg(D) < n. Or, T,
et P sont de méme degré (n) et ont le méme coefficient dominant (égal & 1, puisqu’ils sont unitaires). Par suite :
deg (Tn = P) <n-—1 ‘Conclusion :Vn e N* deg(D)<n—1 ‘

~ 1
c) Soit k€[0,n]. On a: D (ax) =T, (ar) — P (ax) = S

Ne perdons pas de vue que par hypothése : ||P|| < ST Dou: sup [P(x)]| <

1
2n—1'

1
En particulier : Vk €[ 0,n |, =y

— < P(ax) <

Par suite :

—P(ak)>0

1

» sik oest pair:onaD(ak):F

» et si k est impair : on a D (a;) = —

En appliquant n fois le lemme de Cauchy a la fonction continue (car polynomiale) D sur chacun des intervalles
[ak, ag41] (avec kE €[ 0,n —1]),% on obtient I'existence de n scalaires (Br)kefo,n—17 tels que D (Bx) = 0.

En d’autres termes, on vient de mettre en évidence I'existence de n racines pour le polynéme D. Puisque D est de
degré au plus (n — 1) (question b), ceci implique que D = 0. D’on T;, = P, ce qui est en contradiction avec le fait
que |[P|| < ||

Conclusion : soit n un entier naturel non nul. Il n’existe pas de polynéme P unitaire de degré n tel que :
1Pl < |7

T T,||= inf ||P].
PeP,

Si 'on veut continuer ce dictionnaire des synonymes, on peut encore dire que pour un degré n fixé, le polynéme
unitaire de degré n de norme minimale est le n-iéme polynome de Tchebychev normalisé.

Il revient au méme d’écrire : VP € P, ||P| > ‘ , O encore : ‘

Partie IIl — Approximation uniforme d’une fonction continue
Jusqu’a la fin du probléme, n désigne un entier naturel non nul.

11) Soit k €[ 0,7 ]. A une constante multiplicative non nulle prés ¥, le polynéme Ly est le produit de n polynomes
de degré 1.

‘Conclusion :Vne N, Vke[0,n], deg(Lg) =n ‘

§. Ce qui est légitime puisque D (ar) D (ar+1) < 0 d’aprés ce qui précede.

1
€. En l'occurrence : | | .
or — oy
=0,k R T M
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n

12) Soit k €[ 0,n ], et soit i €[ 0,n ], avec ¢ # k. Alors : Ly (o) = H = 0 puisque l'indice j de ce
i=0,i#k B a]
produit prendra la valeur .
n n

En revanche : Ly () = H - H 1=1.

Al - A

Jj=0,j#k =0, j#£k
Conclusion : Vk €[ 0,n [, Vi e[ 0,n ], Ly (o) =

ik

13) Avec les notations de I’énoncé, commencons par montrer que le polynéme P est un polynome de R, [X] tel
que:Vie[0,n], Pla)=f(a).

En premier lieu, P est de degré au plus n en tant que combinaison linéaire de polynémes de degré n. Donc :
P e R,[X].

Par ailleurs : Vi €[ 0,n ], Zf ay) Ly, (o) Zf ak) ik = f ().

Prouvons maintenant 'unicité d'un tel polynome.

Supposons qu’il existe un polynome @ € R, [X] tel que : Vi €[ 0,n ], Q (o) = f (o).

Alors : Vi €[ 0,n ], P(a;) = Q (), et les polynomes P et @ sont donc deux polynomes de degré au plus n,
prenant les mémes valeurs en (n + 1) points distincts. D’apreés le principe du prolongement algébrique, ils sont
égaux. Ce qui prouve l'unicité de P satisfaisant les conditions de ’énoncé.

Conclusion : il existe un unique polynéme P € R, [X] tel que : Vi €[ 0,n], P (i) = f (a).
n

Explicitement, ce polynome est : P = Z f (ag) Lg
k=0

14) a) Si z € {ap,...,an}, alors : f(x) = P(z) par construction du polynome P, et II,,41 () = 0 par définition

o)

du polynéme I, ;. Par suite : | pour tout réel 5 € [—1,1], on a: f(z) — P(z) =

b) Soit & présent x € [-1,1], x ¢ {ao,...,an}, et F:t e [—1,1] — f(t) — P(t) — KIL,4+1(t).

Ona: F(zr) =0« f(z) — P(z) — Kll11(2) =0 <= K = (H)(()x) Cette opération est rendue légitime
n+1
par le fait que II,,41(z) # 0, le réel x étant supposé distinct de toutes les racines du polynome I, ;.

Par définition des polynémes P et 1I,,11 d’une part, et de la fonction f d’autre part, on peut affirmer que :
Vke[0,n], Flag) =0 et F(z)=0

Puisque les o, sont deux a deux distincts et que z n’est pas un de ces réels, on en déduit que F' s’annule (au moins)
(n + 2) fois dans [—1, 1]. D’apres le théoréme de Rolle, on en déduit que F’ s’annule (n + 1) fois dans [—1, 1], puis
F" g’annule n fois dans [—1,1]...

n+1)

En bref, en appliquant itérativement (n + 1) fois le théoreme de Rolle, on en déduit que F ( s’annule au moins

une fois dans [—1, 1].

Autrement dit : 38 € [~1,1], FtD (8) =0 (W).

Or:Vite [~1,1], FOt () = porb(g) — Pt gy — KTITH Y (8),

Tl reste & voir que : Vit € [—1,1], fTD(t) = 0 (dérivée (n + 1)-iéme d’un polynome de degré au plus n).

EtVte [-1,1], Hg:fll)(t) = (n+ 1)! (dérivée (n + 1)-iéme d’un polynoéme unitaire de degré n + 1).
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De ces observations et de (#), on déduit : 38 € [—1,1], f™*tD (8) — K (n+1)! = 0.

Do : f"HD (8) = K (n + 1)! soit : f+D) (8) = Jlo) = Plz) (n+1)!
U1 (7)
On peut (enfin!) conclure : |Vz € [-1,1], = ¢ {a0,...,an}, 3B € [-1,1], f(z) — P(x) = mf(nﬂ) (B)
De la question a) et du résultat ci-dessus on déduit finalement :
11,
Ve e[-1,1], 38 € [-1,1], f(z) — P(z) = (7111(13;3 Fo ) ()
¢) Soit = un réel dans [—1, 1]. D’aprés ce qui précede : 35 € [—-1,1], f(z) — P(z) = m FD ().

En particulier : 38 € [—1,1], |f(x) — P(x)| = \Hn+1 ) ‘f (n+1) ) (#)

Puisque f est supposée de classe €™, la fonctlon f ”“ ) est continue sur [—1,1]. D’apres le théoréme des bornes

atteintes, elle est donc bornée et atteint ses bornes sur cet intervalle. Il s’ensuit que H flntD) H = sup ‘ f (”H)(a:)‘
ze [—1,1]

f(n+1 } Hf(n+1)H ().

Le méme raisonnement s’applique a la fonction II,,11 (continue sur [—1, 1] car polynomiale), et on a :

existe (et est fini), et que naturellement : Vu € [—1,1],

Vue [-L1], Tppi(u)] < [l (9)

On déduit alors de (#), (&) et de (V) que : |f(x) — P(x)| < HrlL_I—ni—Jrll‘ Hf (n+1) H

II
Cette inégalité étant valide pour tout réel x € [—1,1], on en déduit que: sup |f(z) — P(z)| < (| :*11 I Hf(TH-l H
z€ [—1,1] n

el o)

Conclusion : || f — P|| <




