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NOM

NOTE :

DEVOIR SURVEILLE N'13 — MATHEMATIQUES

Durée approzx. :

10% min. Matériels électroniques et documents interdits.

Partie 1 (questions 1 4 14) — Séries numériques

1
n

A. l:l convergente
B. D divergente

QUESTION 1 — La série Zsin (—2> est :

semi-convergente

grossiérement divergente

A. ‘:’ convergente

B. D absolument convergente

" / 1
QUESTION 2 — La série Z 1+ 3 est :

semi-convergente

grossiérement divergente

(=D"

UESTION 3 — La séri t:
Q aser1e2n+3 es
Al l:l absolument convergente C. |:| semi-convergente
B. [ divergente p. [ grossiérement divergente
. ) L . a 1 . .
QUESTION 4 — Soit o un réel. La série Zn arctan <—3) converge si et seulement si :
n
A. D a>1 C. |:| a>0
QUESTION 5 — La série de terme général u, = e >" est convergente et :
+oo +oo
e 2
nzzou 2sh(1) ;u esh(1)
+oo +oo
2e e
;; " h(1) ; o T o)
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QUESTION 6 — La série de terme général u, = 2><—(') est convergente et :
" n:
+oo —+00 +00o +00
e

A.I:I Zun:\/é B.I:l Zun:% C.l:l Zun:§ D.I:I Zun:2

n=0 n=0 n=0 n=0
QUESTION 7 — La série Z larctan(n + 1) — arctan(n)] est convergente et :

+00 +o00o
A U Z larctan(n + 1) — arctan(n)] = 0 c. U Z [arctan(n + 1) — arctan(n)] = =

n=0 n=0

+00 T +00 T
B. [] ; larctan(n 4 1) — arctan(n)] = 1 p. [ HZ:O [arctan(n + 1) — arctan(n)] = D)

Les questions 8 a4 10 sont liées

Pour tout entier naturel n > 2, on pose :

1
Uy = et Uy, = +—F
" In(n) " ln(n)  Vn
QUESTION 8 — La série de terme général u,, est :
A. |:| divergente C. D absolument convergente
B. [ semi-convergente p. [ grossiérement divergente
QUESTION 9 — On peut affirmer que u, ~,, v, car :

A U ( ) c. U ( )

1 1
B. |:| ln(n) ~+oo ﬁ D. |:| \/ﬁ: O+o0 (ln(n))

QUESTION 10 — Finalement, on peut conclure que :

A. D Zun converge et Zvn diverge C. D Zun et Zvn divergent
B. D Z u, diverge et Z v, converge D. ‘:I Z Uy, et Z vy, convergent
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Les questions 11 et 12 sont liées

Pour tout entier naturel n, on pose :

u, =In(n?+1) +1n(n*+2)+ aln(n? + 3)

QUESTION 11 — La série Zun converge si et seulement si :

A.I:l a=-—1 B.D o= —2 C.I:l oa=-3 D.I:I a=—4

QUESTION 12 — Lorsque la série Z“” converge, on peut d’ailleurs affirmer que :
2 1 3 2
n n n
Les questions 13 et 14 sont liées
Pour tout couple d’entiers naturels (n, N), on pose :
N
(=1)"
(2n +1)! N ;
QUESTION 13 — La série Zun est absolument convergente, car :
. B 1
A U ninlooun—o C. [] |t | = 040 (E)
B. L lim Ju| = 1
n—1>HJ:oo|u =0 p. L] [tn| = 0400 <—>
n
QUESTION 14 — Soit N un entier naturel. En appliquant la formule de Taylor avec reste-

intégrale a la fonction sinus entre 0 et 1, on obtient

sin(l) = Sy + Ry avec :
1
AU Ry= —/ (1 — )N sin®™+ (1) dt
0
1 1
B. [ Ry= aN Tl /0 (1 — )N+ sin2 VD (1) d¢

1 1
C. D Ry = —1)'/ (1-— zf)21\/+1 sin(2N+1)(t) dt
= Jo
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Partie 2 (questions 15 & 30) — Applications linéaires en dim. finie

QUESTION 15 — Une application linéaire f € Z(R* R?) n’est jamais :

A. D injective B. I:I surjective C. |:| linéaire !

QUESTION 16 — Soit n € N, n > 2. On considére la forme linéaire ¢ € £ (M, (K),K) qui a
une matrice de M, (K) associe sa trace. Laquelle de ces matrices appartient au noyau de

w?

A, |:| nIn — E11 B. |:| TLIn — TLE12 - 7”LE21 C. |:| 2n1n — nE11 — nEgg

QUESTION 17 — Soit n € N

, n > 2. On définit un automorphisme f de R, [X]| en posant
pour tout polynoéme P € R,[X] :

AU sy =p c. O ppy=xrp
B. L1 spy=pP—npP p. L fp)y=npPp-xP

QUESTION 18 — Soit n € N, n > 2. On sait que M, (K) = S,(K)P A,(K) ou 5,(K) et
A, (K) désignent les sev de M, (K) constitués des matrices symétriques et antisymétriques
respectivement. On note p la projection sur A,(K) parallélement a S, (K). La trace de p
est :

A [] n(n—1) B L] w C.D n? p. L] n2-1

2

QUESTION 19 — Soient £ un K-ev de dimension 9, et f un endomorphisme de FE tel que
fo f=0geg). On peut affirmer que :

A [ f est une involution c. U f=0gm
B. L] wg(f)>5 D. L1 rg(r) <4
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Les questions 20 & 22 sont liées

Dans les questions 20 & 22, on considére E = M5 (R), le R-ev vectoriel des matrices carrées a 12 lignes et
12 colonnes.

Pour tout entier & compris entre 1 et 12, et pour toute matrice A = (aij)(ij)e[[l 122 de E, on pose :
12

flA) = a; et ge(A) = fi(A) = fi(A)

j=1

Aingsi défini, le réel fp(A) est la somme des coefficients de la k-éme ligne de la matrice A.

On admet que f; et gx sont linéaires pour tout k €[ 1,12 ].

QUESTION 20 — Soit k €[ 1,12 ]. Le noyau de f; est :

A L ker(fy) = {0n) c. U xer(s)=kE

B. D ker (fx) est une droite vectorielle de F D. |:| ker (fx) est un hyperplan de E

On définit une application linéaire h € Z(E,R'") en posant pour toute matrice A = (a;;) g de B

(i.j)€

h(A) = (92(A), g5(A), - - -, g12(A))

QUESTION 21 — L’application A :

A. D est injective C. |:| est de rang 11

B. D est de rang 1 D. |:| est bijective

Dans E, on considére le sous-espace vectoriel F' constitué des matrices dont les sommes des coefficients de
chaque ligne sont égales.

QUESTION 22 — F est un sev de E de dimension :

A O o133 B. L] n c. [ p. L] (dim(B))-1
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Les questions 23 & 26 sont liées

Dans les questions 23 & 26, on note E = K3[X], et on note B = {1, X, X? X3} la base canonique de E.

On considére 'endomorphisme f de FE dont la matrice dans la base B est :

1 2 3 -1
1 -1 0 2
MsD=119 1 1 o0

1 1 2 1
QUESTION 23 — L’image de X? par f est :
Al exsrxrrs B O x24x c.d sx*+x+2 b 0O x34+x2-x42
QUESTION 24 — Un polyndéme appartenant au noyau de f est le polynéme () avec :
ALl g=x21x+1 c ] g=x2—x—-1
BI:I Q:X3—X2+X D|:| Q:X3_X2_X
QUESTION 25 — L’endomorphisme f est de rang :
AL g B. L] 3 c. L 2 p. L] 1

On note B’ = {1,(X —1),(X —1)2, (X — 1)3}; il est connu que B’ est une base de K3[X].

On note M = Mg(f), M' = Mp/(f) et P = Pgp.

QUESTION 26 — On a :

Al wvwp=pv B U Pw=prv o U mwrp=mp b L Pw=wmp
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Les questions 27 & 30 sont liées

Dans les questions 27 a 30, on note £ = (R, R). Dans E, on counsidére les trois fonctions fi, fo et f3
définies en posant pour tout réel x :

Soit (a1, e, ag) un triplet de réels. On pose : g = oy f1 + asfo + asfs.

QUESTION 27 — Si «; # 0, alors :

AL dim g(x) = 400 B. L 1im lg(x)] = 400 c. U im lg(x)| = +o0

T——+00 r—r—+00 T—r—00

On note F' = Vect (f1, f2, f3) le sev de E engendré par les fonctions fi, fo et fs.

On peut prouver, notamment grace a la question précédente, que la famille B = {f1, fa2, f3} est libre, et que
c’est donc une base de F.

On considére 'endomorphisme de F', noté §, défini en posant :

VieF, of)=1r
QUESTION 28 — La matrice Mp(d) de I’endomorphisme § dans la base B est :
1 0 0 1 0 0 1 0 0
IRVE] 1 V3 1 V3
0o ——= — 0 —— ——— 0 —— —
0 _\/§ 1 0 V3 1 0 V3 1
2 2 2 2 2 2
QUESTION 29 — La matrice Mpg(d) est de rang :
A U oo B. L] 1 c. L o p. L] 3
QUESTION 30 — D’aprés la question précédente, on peut affirmer que :
A. l:l 0 est un automorphisme de F C. |:| 0 est injectif, mais pas surjectif

B. l:l 0 est surjectif, mais pas injectif D. |:| 0 est un projecteur de F




