Lycée Jean Bart — MPCSI - 4 juin 2022

CONCOURS BLANC JUIN 2022

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de
la rédaction. St un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
stgnalera sur sa copie el devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
a €té amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

— Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effacable pour la rédaction de votre com-
position ; d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les

schémas et la mise en évidence des résultats.
— Ne pas utiliser de correcteur.

— FEerire le mot FIN a la fin de votre composition.

‘Les calculatrices sont interdites‘

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1 — | (INTEGRALES ET SUITES).

Soit n € N*. Pour tout k£ €[ 0,2n ], on pose :

ak,’ﬂ = 22n+1

Pour tout m € N, on pose :
1 m
Im:/ (1—¢)2 dt
0

1. Montrer que la suite (/) est décroissante.
2. Montrer que pour tout m € N :

m+ 2
Lyyio=——-1,
+2 m—+ 3

3. En déduire que pour tout n € N* :

V2n

Lp=—t"
7220+ 1) dpn

™

-[271—1 = \/_2_72, An.n

Dans la suite de I'exercice, on pourra admettre que : Vn € N*,

4. Montrer que pour tout n € N* :

5. Déduire de la question précédente que pour tout n € N* :

2n

1 S 2 (a)? < 1

6. En déduire la convergence de la suite (an,),,c -, Puis établir que :

7. Pour tout n € N*, on pose :

Vvn £2\"
Jn - / (1 - —) dt
0 n

A T’aide d’un changement de variable simple, déduire de la question précédente que la suite (Jy), ¢ -
converge et donner sa limite.
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EXERCICE 2 — | (PROBABILITES).

Une impulsion se propage toutes les secondes entre trois positions A; B et C.
Notons A, (resp. By, Cy,) 'événement “étre en A (resp. en B, en C') a I'instant n”, et notons encore :

a, = P(A,), b,=P(B,) et ¢, = P(C,).

On sait que si a la seconde n

@ l'impulsion est arrivée en A, la probabilité pour qu’elle se transmette en B est de 3/4, et pour
qu’elle se transmette en C' est de 1/4;

@ l'impulsion est arrivée en B, la probabilité pour qu’elle se transmette en A est de 3/4, et pour
qu’elle se transmette en C' est de 1/4;

© limpulsion est arrivée en C, elle se transmet en B
a la seconde n + 1.

Enfin, on suppose qu’initialement (& la seconde 0), I'impulsion est en A.

1. A l’aide de la formule des probabilités totales, établir que pour tout n € N on a :

3 3 1 1
an-l—l:_bn; bn+1:_a7L+Cn; Cn+1:_an+_bn

4 4 4 4

2. Justifier que : Vne N, ¢,=1-—a, —b,.

3. Etablir a laide de la question précédente qu’il existe une matrice A € Mjy(R) et un vecteur

B = ( *B ) € R? que 'on déterminera tels que :

YB
VneN, (%' )=a(%)+B
bn—i—l brL
Qp,

b ) La formule ci-dessus pourra donc

Notation : dans la suite du probléme, on notera X,, = (
étre écrite

VneN, X,—AX,+B
4. Calculer (I — A).* Justifier que (I — A) est inversible.

5. On pose L = (I, — A)~" B. Sans calculer explicitement L, établir que : L = AL 4+ B

12/35
6. Calculer explicitement L, et vérifier que : L =
16/35
7. Onpose: VneN, Y,=X,—L. Montrer que : Vne N, Y,,=AY,
Dans la suite de l’exercice, on admettra que : VneN, Y,=A"Y,

x. On rappelle que I désigne la matrice identité de Mz (R).
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-3 1
8. Onpose.P-( 1 _1).

a. Justifier que P est inversible, puis calculer P~1.

b. On pose : D = P~YAP. Calculer D, et vérifier que D est une matrice diagonale.

c. Etablir par récurrence que : Vn € N, A" = PD"P~ 1,

9. Déduire des questions précédentes ’expression de Y,, en fonction de n.

10. A l'aide de ce qui précéde, déterminer lim a, et lim b, ; puis lim c,.
n—>o00 n—>o00 n—>00

EXERCICE 3 — | (ALGEBRE LINEAIRE).

CONTEXTE GENERAL ET NOTATIONS.

Soient E et F' deux R-espaces vectoriels, et f € Z(E, F).

On suppose que E est de dimension finie n € N*, et on note B = {71, o 7n} une base de E.
Enfin, on pose : f (B) = {f (V1),..., f(Tn)}.

Au cours de cet exercice, on pourra utiliser sans justification le résultat suivant :

| f(B) est une base de F' | = | f est un isomorphisme de F dans F' |

> PREMIERE PARTIE.

Dans cette partie, on considére 'application F': My (R) — My (R) définie en posant :

a b a b\ [(a+d b—c
v(c d)eM2(R>’ F(c d)_(b—d c—a)
On admet que F' est un endomorphisme de My (R).

On note Z = {E11, E12, o1, Esy} la base canonique de My (R).

1. Calculer les images par F' des éléments de Z.
2. Etablir que la famille F' (%) est une base de M, (R).

3. En déduire que F' est un automorphisme de My (R).
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>

Dans cette partie, on notera E = R[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, et

E, = R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, avec

DEUXIEME PARTIE.

n entier naturel quelconque.

Tout au long de cette partie, on pourra identifier un polynéme P € R[X] a la fonction polynomiale P

qui lui est associée.

>

Dans cette partie, on note E le R-espace vectoriel € (R, R) des fonctions indéfiniminent dérivables

. Soit k£ un entier naturel, et x un réel différent de —1.

k

Rappeler sans justification la formule donnant Z z* en fonction de z et de k.
i=0

. Soit P € R, [X]. Etablir qu’il existe un unique polynéme Qp € R, [X] tel que :

Qr(z) = — / " Pyt

r—1

. Grace a la question précédente, on définit une application :

IRy [X} —R, [X}

P Qp

On admet que f est un endomorphisme de R,, [X].

a. Soit k €[ 0,n ]. Montrer que : deg (f (X*)) = k.
b. Etablir que f est un automorphisme de R,, [X].

c. Soit Q € R, [X]. Déterminer [~ (Q).

TROISIEME PARTIE.

sur R a valeurs réelles.

On considére 'application : A: K ——F

qui & toute fonction dans E associe sa dérivée. On admet que A est un endomorphisme de E.

7.

Justifier que 'application A n’est pas injective, mais est surjective.
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On considére a présent les quatre fonctions définies sur R et a valeurs réelles suivantes :

g1 =exp; g2=——; gg=cos et gy =sin;
exp

Et on pose :

F = Vect (g1, g2, 93, 1)

Les fonctions g1, g2, g3 et g4 étant de classe € sur R, F est un sous-espace vectoriel de F.

8. Liberté de la famille B = {¢1, g2, 93, g4 }-
Supposons qu’il existe quatre réels \q,..., \s tels que® :

A1g1 + Aaga + A3g3 + Aags = Op

a. Etablir que la fonction ¢ = A1g1 + A\ago + A393 + A4g4 est bornée sur R, si et seulement si A\; = 0.

b. Etablir que la famille B est une base de F'.

9. Justifier que pour tout entier i € [ 1,4 ], A (g;) € F.
10. En déduire que F' est stable par A (c’est-a-dire établir que A (F) C F).

11. D’aprés la question précédente, I’application :

est un endomorphisme de F. Etablir que J est un automorphisme de F.

12. On rappelle que 62 = § o 4.

Etablir que 62 est une symétrie par rapport & F; parallélement & F», ou F} et F, sont deux sev de
F' que l'on précisera.

1. O désigne le vecteur nul de E, c’est a dire la fonction constante égale a 0 sur R.



