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CONCOURS BLANC JUIN 2022

MATHEMATIQUES

Corrigé

EXERCICE 1 — | (INTEGRALES ET SUITES).

Soit n € N*. Pour tout k €[ 0,2n |, on pose :  axpn

V2n <2n>

~ 92011 \
1 m
Pour tout m € N, on pose : [, = / (1 — t2) 2 dt
0
1. Montrer que la suite (I,,,),,cy est décroissante.

Soit m un entier naturel. On a par linéarité de l'intégrale :

m+1 m

1 m 1
ImH—Im:/ (1-¢) 2 —(1-¢)2 dt:/ (1—t2)7(\/1—t2—1) dt
0 0

m

Or pour tout réel t € [0,1], on a (1 —12)2 > 0et V1 —12—1<0.

Par positivité de 'intégrale, on en déduit que : 1,11 — I, <O.

L’entier naturel m étant arbitraire dans ce raisonnement, on a établi que : Vm € N, [,,.1 — [, <O.
Conclusion. La suite (I,,,) est décroissante.

m 4+ 2
2. Montrer que pour tout m € Non a: [0 = —— I,
m+3

Soit m un entier naturel. On a :
I /1 ( 2)7’”*2 d /1 (1 2)ﬂ+1 q /1 ( 2)ﬂ+1 d
= 1—+¢ 2 t = —t7) 2 t = 1—1¢7)2 x 1 t
m-+2
0 0 0 M

On pose pour tout réel ¢ compris entre 0 et 1 :

a) = (- [um =2 (T )i -e)F
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Les fonctions u et v étant de classe € sur [0, 1], on peut effectuer une intégration par parties pour
obtenir :

Iz = [t (1= ) "]

g

=0

1 m
1+(m+2)/ e (1—t7)2 dt
0

9

m
2

1
<:>Im+2:(m—i—2)/ —1+1(1—¢%)2 dt

0

1 1

> L2 = (Mm+2) (/ (1-1¢%)>2 dt—/ (1 —t2)7+1 dt)
0 0

< Im+2 == (m + 2) (Im — Im+2)

< (m+3) 2= (m+2)I,

2
Conclusion. Vm € N, Lo = mtz m
- m—+ 3
. En déduire que pour tout n € N* :
V2n
2n —

2(2n+1) an,

™

Ip1 = \/T Apn
n

Dans la suite de I'exercice, on pourra admettre que : Vn € N*,

Pour tout entier naturel non nul n, on a :

V2n B 22n+1y/2n 221 (nh)? 2"(nl)?

2(2n 4+ 1) an, 220+ 1)\/%(2:) 2n+1)((2n)))  (2n+1)!

Notons donc P(n) Passertion :

V2n 22nt1\/2n 221 (n!)? 221 (n!)?

IZn = e = =

2(2n+1) an, 220+ 1) \/%(2:) (2n+1)((2n)))  (2n+1)!

> Initialisation (n = 1).

1
Ona:l,= 1—2dt = = et Jo_Z_Z
nasn /0 37@E) 6 3

D’ou P(1) est vraie.
> Hérédité. Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel non nul n.

Alors :
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2n+2 . 2n+2 2°"(n!)?  2(n+1)22"(n!)?
Mm+3 " m+32n+ 1) (2n+3)((2n+ 1))

2n+2 —

Par suite : *
22042 ((p + 1)1)2
((2n +3)!)

12n+2 -

D’ott P(n + 1) est vraie, ce qui achéve la preuve de 'hérédité.

V2n

Conclusion.  Vn € N, Ln = 575 275 —

. Montrer que pour tout n € N* :

La suite (I,,) est décroissante (question 1) et a valeurs strictement positives. Il s’ensuit que pour
tout entier n on a :

Ipp < Iy < Iop—o

Puisque le réel I, est strictement positif, on peut diviser terme & terme cet encadrement pour
conclure.

Conclusion. Vne N, 1<

. Déduire de la question précédente que pour tout n € N* :

2n 2
<27 (apy)” <1
a1 S 2 (ann)

Soit n € N*. D’apreés la question précédente, on a :

En utilisant la question 4, on peut réécrire cet encadrement :

Tann2(2n + 1)ay,, - 2(2n + 1)ap,v2n — 2
V2ny2n 220 — Van_1.,-1V2n

soit, aprés avoir fait un peu de ménage :

2mal ,(2n + 1) - (2n + Day,vn —1
2n S (20— Dap_1m1v/n

1<

1<

(®)

L’inégalité de gauche donne directement la premiére moitié de la réponse a la question :

2n + 2
2n+2°

*. En multipliant par
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2n 2
<2 n,n
<o) @

Pour celle de droite, il faut travailler un petit peu plus :

2ma? ,(2n +1) » (2n+ 1D)ay,v/n —1
2n = (2n — 1)0%,17”,1\/%

oma? < 2n(2n + 1)apvn — 1
o (2n + 1)(271 — 1)an,1,n,1\/ﬁ

) 2n(2n + 1)yv/n — 1v/2n(2n)122" 71 ((n — 1)!)?
2 S G 4 1) (20 — 1)v2n = 2922 (nl)2(2n — 2))

2n(2n)!12%"1((n — 1)!)?
< 271a?, <
Tlnn S (9~ 1)220+ ()2 (20 — 2)!

2n(2n)(2n — 1)22n1
2ma? <
7 M S T g _ 1)gentip?

n222n+1

<~ 21a?

2
nn < 22?1712 < 27Tan,n < 1 (@)

2
" <omlan,)’ <1

Conclusion. D’apré t (Q):V N* <
onclusion apres () et (V) : Vn € N¥ T 1

. En déduire la convergence de la suite (@), ., puis établir que :

Soit n € N*. Dans ’encadrement de la question précédente, tous les termes sont des réels positifs,
et a,, lui-méme est positif. La croissance sur Ry de la fonction racine carrée permet donc d’écrire :

2n
Vo g1 S VAT e S

D’ou :
1 2n - o 1
Qpn -
Var Von+1 = " T for
: 2n o 1
Puisque 1 a pour limite 1 lorsque n tend vers 400, on déduit de cet encadrement et du
n

théoréme des gendarmes que la suite (a,,,) est convergente et que :

. 1
lim a,, =

n——+oo \ 21

Par ailleurs, on a :
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L 2Dny/n 2v/2n/n nv/2 n

1\/E VT Vm2(n+ Dann - VT(2n Dann B V27 (n + 1/2)ay,,
2\Vn

Il s’ensuit que :

]2n . n % 1
1 [r n+1/2" \2ra,,
2\Vn
Or:
im —"  —1 et I L1 (@apres (#)
im —— = e im — = aprés .
n—-+oo N, + 1/2 n—+00 /27Tan,n p
On en déduit que :
-[271 . 1 s
li =1 t: 1o ~potoo -
Jm T s sl B gy
2\Vn

Conclusion. La suite (a,,) est convergente et : lim @, =

n—+0o00 \/ﬂ

T
En outre : Is, ~pyi0o o

DN | —

. Pour tout n € N*, on pose :

vn £2\"
0 n

A T'aide d’un changement de variable simple, déduire de la question précédente que la suite (Jy,),,c -
converge et donner sa limite.

Soit n € N*. Dans l'intégrale J,,, on pose : u = T D’aprés la formule du changement de variable,
n

on en déduit que :

1 1
I :/ (1—v?)"Vndu= \/ﬁ/ (1—v?)" du=+/nl,
0 0
D’aprés la question précédente :

1 /m T
In ~onoros ﬁi\/%%

T
Conclusion. La suite (J,,) converge et : lim J, = \/——
- n——4oo 2
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EXERCICE 2 — | (PROBABILITES).

Une impulsion se propage toutes les secondes entre trois positions A; B et C.

Notons A, (resp. By, Cy,) I'événement “étre en A (resp. en B, en C') a I'instant n”, et notons encore :
a, =P (A,), b,=P(B,) et ¢, = P(C,).

On sait que si & la seconde n

@ limpulsion est arrivée en A, la probabilité pour qu’elle se transmette en B est de 3/4, et pour
qu’elle se transmette en C' est de 1/4;

@ l'impulsion est arrivée en B, la probabilité pour qu’elle se transmette en A est de 3/4, et pour
qu’elle se transmette en C' est de 1/4;

© limpulsion est arrivée en C, elle se transmet en B
a la seconde n + 1.

Enfin, on suppose qu’initialement (a la seconde 0), I'impulsion est en A.

1. A l’aide de la formule des probabilités totales, établir que pour tout n € N on a :

3 3 1 1
an+1zzlbn; bn+1:_an+cn; Cn+1:_an+_bn

4 4 4

A chaque seconde n, les événements A,, B, et C, constituent un systéme complet d’événements.
Selon la formule des probabilités totales, on en déduit que :

P(Ani1) = pa, (Ans1) Xp(An) + B, (Ang1) Xp(By) + pe, (Ans1) xp(Cr)
—— —— S———

=0 (énonce) =3/4 (énonceé) =0 (énonce)
.o 3
Dot : apsq = 1 b,.
Justifications analogues pour les deux autres formules.
. 3 3 1 1
Conclusion. Vne N, a,.1 = 1 by, ; bpi1 = 1 Qp + Cp Cni1 = 1 an + 1 by,

2. Justifier que : Vne N, ¢, =1—a, —b,.

A chaque seconde n, les événements A,, B, et C, constituent un systéme complet d’événements. Il
s’ensuit que P (A,) + P(B,)+ P (C,) =1, soit a,, + b, + ¢, = L.

Conclusion. Vne N, ¢,=1-—a, —b,

3. Etablir a l'aide de la question précédente qu’il existe une matrice A € My (R) et un vecteur B € R?
que 'on déterminera tels que :

Vne N, (““+1>:A(a”)+3
bn+1 bn
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D’aprés les deux questions précédentes, on a :
3

p+1 = an
VneN,
1
bn+1 = —Zan—bn+1
. Ant1 _ 0 3/4 n 0
Conclusion. Vn € N, (bn+1)_<—1/4 ~1 b, ) 1
~ S——
—A =B

Qn

bn

Notation : dans la suite du probléme, on notera X,, = ( ) La formule ci-dessus pourra donc

étre écrite

Vne N, Xn+1:AXn+B

. Calculer (I — A).T Justifier que (I, — A) est inversible.

D’aprés la question précédente : Iy — A = < 1}4 —53/4 )

Son déterminant vaut 35/16 ; puisqu’il est non nul, (I — A) est inversible.

. On pose L = (I, — A)_1 B. Sans calculer explicitement L, établir que : L = AL + B

En multipliant par Iy — A les deux termes de I’égalité de I’énoncé, on obtient : (I, — A) L = B, puis
en développant le premier terme : I,L — AL = B.

12/35
. Calculer explicitement L, et vérifier que : L =
16/35

onctemar =g (g )= (1) (7) =5 (%)

. ([ 12/35
Conclusion. L = ( 16/35 >

.Onpose: Vne N Y,=X,—L. Montrer que : VneN, Y,,=AY,

Soit n un entier naturel. Par définition, on a : Y,,.1 = X,, 11 — L et en utilisant les relations questions
précédentes, on obtient :

Y1 = AX,,+ B— (AL + B) soit : Y41 = AX,, — AL =A(X,, — L).
Conclusion. Vne N, Y, =AY,

Dans la suite de [’exercice, on admeltra que : Vne N, Y,=A"Y,

1. On rappelle que Iy désigne la matrice identité de My (R).
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-3 1
8.0npose.P—< 1 _1).
a. Justifier que P est inversible, puis calculer P!,

1/ -1 —
On a det(P) = 2, donc P est inversible. En outre : P~ = 3 ( _1 _;) )

1/1 1
o -1 _ _ =
Conclusion. P~ = 5 ( 1 3 )

b. On pose : D = P7YAP. Calculer D, et vérifier que D est une matrice diagonale.
B 1711 0 3/4 -3 1 1711 3/4 —3/4
1 __* - -
PrAP= 2(1 3)(—1/4 —1)(1 —1) 2<13)(—1/4 3/4
1 1/2 0
2\ 0 3/2
Conclusion. P !AP = —l/4 0
Lronclusion. - 0 _3/4

c. Etablir par récurrence que : Vn € N, A" = PD"P~1,

Notons 2 (n) la propriété “A™ = PD"P~', L’initialisation (pour n = 0) est immédiate puisque
A" =1y et PD"P~! = P, P! = PP~! =1,. Reste a établir I'hérédité.

Supposons que & (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors A" = A" x A, et en
utilisant la définition de D (& savoir D = P~'AP), on peut écrire : A = PDP~'. De plus, d’aprés
I'hypothése de récurrence : A" = PD"P~1,

Par suite : A"t = PD"P~'PDP~! = PD"I,DP~! = PD"DP~! = PD""' P~ et cette derniére
écriture permet d’affirmer que &2 (n + 1) est vraie, ce qui prouve ’hérédité.

Conclusion. Vn € N, A" = pPD"pP~!

9. Déduire des questions précédentes ’expression de Y,, en fonction de n.

D’aprés les questions précédentes, on a : Vn € N, Y, = A"Y,. En outre, puisque d’aprés I'énoncé

I'impulsion est en A a la seconde 0, on a : ag =1 et by = 0, soit : Yy = ( (1) . Donc :

Vn e N, Yn:PD”P1<é)
3( 1\ 1 8Y"
2 4 2 4
LY L8y
2 4 2 4

Aprés calculs : Y, =
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10. A l’aide de ce qui précéde, déterminer lim a, et lim b, ; puis
—>oo n—roo

lim c¢,.
n —>00

n

D’aprés la question précédente :

X, =

On observe que nh_I)I(l)O {5 <_Z> ~ 3 (_Z) } =0et nh_r>1cl>o [—5 (_Z_L) + 9 <_Z_l) 1 =0.

, . . 12 .
Il s’ensuit que : nh_1r>noO an = 35 et nh_rg(l)o b, = 35

1
En passant alors a la limite dans la relation ¢, = 1 — a,, — b,, on en déduit que lim ¢, = — = —.



