Lycée Jean Bart — MPCSI — Année 2018-2019 — Concours Blanc n°1

CORRIGE DU CB1 — MATHEMATIQUES — 19 JANVIER 2019 I

ProBLEME 1 - Etude de deux séries convergentes

Partie n’1 — Série harmonique alternée
1 2n+1
Pour tout entier naturel n, on pose : I, = / 5 dz.
o 1+
2+l
1/ Pour tout n € N et pour tout réel z € [0,1] on a: 0 < T < 22t
x
1
Par croissance de l'intégrale, on en déduit que : 0 < [, < / " dx
0
1 oan+2 11
T 1 1
Or: " de = = .Dou:|Vne N, 0< 1, )
/0 2n+2], 2n+2 2n+2
1
Puisque lim = 0, on déduit de ce qui précéde et du théoréme d’encadrement que : | lim [, =0|
n—+oco 2N + 2 n——+o0

2/ Soit n un entier naturel.
1 ,.2n+1 1 ,.2n+3 1, .2n+1 2n+3 1 2
x T x +x 1+
Ona:]n+fn+1:/ d:v+/ da::/ —dx:/x2"+1—das
0 0 0 0

14 22 14+ 22 14 22 14+ 22

L 1
— / $2n+1 dI —
0 2n + 2

Conclusion. Vne N, I,+ 1, =

2n + 2
n k;+1
3/ Pour tout n € N* notons P(n) lassertion : 21, = (—1) ( Z )
k=1
1.3 2 1 1
» Initialisation. Pourn =1,ona: [ = / v dz = / ﬁdx = / xdx—/ z dz.

! 1 Yo 1 oyl 1
Or : 0 vdr = et i 1+x2dx:§[1n(1+x)}025111(2).

1 1
Il s’ensuit que I, = 575 In(2). Par suite : 2I; = 1 —In(2).
1 k+1
D’un autre coté : (—1) < Z ) —(In(2) = 1) =1 —In(2).
k=1

La propriété P(1) est donc vraie.

» Hérédité. Supposons la propriété P(n) vraie pour un certain n dans N*. Commengons par observer que

d’aaprés la question précédente, on a : 21,,; = —— — 2[,. Par hypothése de récurrence, on en déduit
que :
1 1 " Sy
2l = —— — (=1)" [ In(2 1" In(2) —
=g = (1" () - e (me) -

nt1 = (- 1)ngrl )t . ()R ()
:cﬂ>+<m@w— Al _+1>:<1M*Qmm—<k ) -+n+1>>

=1
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" n+1 (_1)k+1
Finalement : 27,1 = (—1) In(2) — ; k

). Ce qui assure que la propriété P(n + 1) est vraie,

et achéve la preuve de I’hérédité.

n 1 k+1
Conclusion. Vn € N*, 21, = (—1)" (In(2) — v,) ot 'on a note : v, = Z : ]{);

k=1

4/ D’apreés la question 1 et la question 3, on a : lir}rl (—1)" (In(2) — v,) =0, d’ou lirf (In(2) —v,) =0
n—-+0oo n—-—+0o0
d’ot: lim wv, = In(2).
n—-+o0o

()
Conclusion. lim ——— =1In(2) |*.

n—-+oo ]{}

Partie n’2 — Valeur exacte de ((2)

ikm —ikm im\F —im\k
5/a/[Vke N, cos (k)= 2 ze _ () z(e ) — (=1)F|

u(t) =t u(t) =
b/ Soit k € N*. On pose : { o(t) = sinlikrt) d’ou : { v’((g — (1305 (kt)

Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :

T tsin(kt)]™ 1 [T . 1 . cos(km)—1
/0 tcos (kt) dt = [TL _E/o sin (kt) dt = 72 [cos (kt)]g = L2

=0

(-1 -1
k2

d’on : / tcos (kt) dt =
0

¢/ Soit k € N*. On a :
™ ™ t2 1 ™ s

I :/ h(t) cos (kt) dt :/ (— - t) cos (kt) dt = —/ t* cos (kt) dt —/ tcos (kt) dt
0 0 21 2 0 0

k2 k2 k2
. e 1
Conclusion : Vk € N*, [}, = — —t ) cos(kt) dt = — |
0o \27 k?
6/ Soient t € |0; 7| et n € N*. Observons que : Zcos (kt) = Re Zexpikt , et calculons S.
k=1 k=1
S
- ikt - ik g l—e : it
S = exp™ = (exp ) = T (puisque e'* # 1).
k=1 k=1 - ¢
. . 1 1 (71)”' n—+4o0o
x. “Avec des petits points” : 1 — = + = — -+ + " In(2)

2 3 n
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Puis on applique la technique de I'angle moitié :

) eint/2 efint/2 _ eint/2 nt1 —9isin (nt/2)

S — it . nt1,8in (nt/2)
oit/2 o it/2 _ git/2

= Ty YOS T Ay

On en déduit, en identifiant les parties réelles de ’égalité précédente que :

n

Vte |0;7], Vn e N¥ Zcos(kt) :cos(

k=1

n+1 )\ sin(nt/2)
2 ) sin (t/2) |

7/ a/ Soient n € N* et ¢ une fonction de classe € sur [0, 7].
ult) = (1) o
Ccos n—i—1 t . u(t):¢(t)
d’ou 1

On pose : oft) = — 12 ") () =sin <(n + 5) t)

n+§

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :

1 K
- 1 cos ((n + 5) t) 1 - 1
/ Yp(t)sin| (n+< |t )dt= |- P(t) +—/ cos | (n+=)t)Y'(t)dt
0 2 1 1 Jo 2
n—+ - n+
2 . 2
1 . .
En observant que cos ((n + 5) 7T) = 0, on déduit de ce qui précéede :
T 1 0 1 i 1
/ w(t)sin((n—i——)t)dt: (d )1—1- 1/ cos((n—l——)t)w’(t)dt
0 2 n+- n+-L 2 .
2 2 ~
—— =
=A
: e : " : 1 1
D’aprés I'inégalité triangulaire, on a : / Y (t) sin <<n + 5) t) dt‘ < A+ — |B|.
2
0
» 1l est clair que : |A| = M
™ 1 s
» Par ailleurs : |B| < / oS ((n+ —) t) x [ (t)] dt < / Mdt=Mn
0 2 \\]\7 0
~ - <

On déduit de ces inégalités que :

Pour toute fonction ¢ de classe € sur [0, 7] : Vn € N*,

/szb (t) sin ((n—|— %) t) dt‘ < !w(0)1| . n]\frl

n+§ 5
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b/ D’aprés la question précédente, si ¢ est de classe € sur [0, 7], alors :

Vne N,

(O] | M=

1 M

fsin ((n+ 1)) ar| < LOI, Mr
2 +l n+1

"y 2

Comme : lim +
n—r+4o00

n -+

L g
— n f—
2 2

= 0, on en déduit que lim

ngr—r‘rloo i (t)sin ((n + %) t) dt

8/ a/ Soit n € N*. D’aprés la question 5-c/, on a : Z Z/ (— - t) cos (kt) dt.

Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que : Z =i / (— — t) Z cos (kt)
k=1 0

"1 T2 n+1 Y\ sin(nt/2)
D’aprés la question 6/, on a donc : — = / (— — t) cOs < t) _ dt ()
; k2 o \2m 2 sin (t/2)

Or, pour tout t € |0;7], on a :

) nt+n+1t L nt n—i—l
mn|—+ —— in| — — in
(n—i—l ) _ (m) Y T S i
cos 5 t

On déduit de (M) et (&) que :

| o
(s

- ;/(t_t>(< >t ‘Sm(é)

2sin(t/2)

D’ou finalement : Z% = / g(t) sin (<n+ ) > dt — —/ — —tdt (%)
k=1 0

Tt 1 1 7
Il reste a observer que : /0 or tdt = o [t?’]o 3 [tz]o = —W—

On en déduit, avec (%), que :

"1 72 /’f 1
—=—=+ g(t)sin((n—l——)t)dt

b/ La fonction g étant de classe

n—r-+00

T 1
¢* sur [0, 7] d’aprés I'énoncé, on a: lim g (t)sin ((n + 5) t> dt
0

d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue (question 7-b).

On en déduit, avec la question

n—>+00

précédente, que : |((2) = lim (Z ﬁ) = %
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Probléme 2 — Suites récurrentes et méthodes algébriques

Partie n’1 — Calculs algébriques
On pose : A=1++2.

1/ Pour tout entier naturel n, notons P(n) I'assertion : 3 (pp,q,) € N2, A" = p, + ¢.V/2.

Puisque A° = 1 = 1+ 0 x v/2, le couple d’entiers naturels (po,g) = (1,0) convient, et permet d’établir
que P(0) est vraie.

Supposons a présent que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel n fixé. Alors :

En posant p,i1 = Pn + 2Gn, €t ¢ui1 = Pn + ¢n, on obtient deux entiers naturels (car p, et g, sont dans
N par hypothése de récurrence) tels que : A" = p,.1 + ¢ui1V2. D’oit P(n + 1) est vraie, ce qui établit
I’hérédité de I'assertion.

On peut donc affirmer que : Vn € N, 3 (pn, qn) € N2, A" = p, + ¢ V2.

Reste a établir 'unicité du couple (p,, ¢,). Supposons donc que, pour un entier n fixé, il existe deux couples
d’entiers naturels (pp, ¢,) et (7, 5,) tels que A" = p, + ¢ V2 = 1 + 5,V/2. Alors : p, — 7 = (5, — ¢u) V2.
Pn —Tn
L. . n — Qn
contradiction. On en déduit que s, = q,, d’ou p, —r, = 0, d’ou p, = 7,.

Raisonnons par 'absurde que s, # ¢,. Alors V2 = , ce qui impliquerait que /2 est rationnel;

Ce qui établit 'unicité du couple (py, gn)- Conclusion. Vn € N, 3! (p,,q,) € N2, A" = p, + ¢.V/2|.

2/ On a déja observé que A° =1=1+0 x V2, dott py = 1 et gy = 0. Par ailleurs : A = 1+ /2 d’on
pr=1et g =1. Conclusion. po=1;p; =1; g0 =0 et qlzl.‘

3/ D’apres les calculs faits pour établir 'hérédité de P(n) dans la question 1, on a :

Pn+1 = pn+QQn
Vn e N,

dn+1 = Pn+ qn

4/ Soit n un entier naturel arbitraire. On a d’aprés la question précédente :
Pn+2 = Pn+1 + 2Q7z+1 = Pn+1 +2 (pn + Qn) = Pn+1 + 2pn + QQn = Pn+1 +pn + (pn + QQn) - 2pn+1 + Pn
~——
=Pn+1

Et : gn+2 = Pn+1 + dn+1 = Pn + QQn + dn+1 = (pn + Qn) +qn + gn+1 = QQn—I—l + dn
N——_——

=qn+1

Conclusion. Vn € N, (pai2 = 2pns1 + Pn) A (Gnt2 = 2¢n+1 + Gn)

5/ Soit (uy),, une suite réelle satisfaisant la relation : Vn € N, w49 = 2up41 +1u,. Alors (u,) est une SRL2.
Pour déterminer I’expression de son terme général, on commence par résoudre ’équation (caractéristique) :
22 — 22 — 1 = 0. Celle-ci posséde deux racines réelles distinctes : 1 + V2.

Ainsi, d’aprés le cours : |3 (A, ) € R?, Vn € N, u, =\ (1 + \/E)n +u (1 — \/§)n
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Il existe donc deux réels A et p tels que :
Vne N, p,=Ax (1+v2)" +u(1-v2)"

Puisque d’aprés la question 2 on a py = 1 et p; = 1, on en déduit que :

Atpu=1 1
soit : )\:,uzi.
A p+ A=) v2=0

Par suite : |Vn € N, p, = % [(1 +\/§>"+ (1 B \/§>n}

De maniére analogue, il existe deux réels A et u tels que :
VneN, g, =\ X (1+\/§)n+,u(1—\/§)n.

Puisque d’aprés la question 2 on a ¢ =0 et ¢ = 1, on en déduit que :

soit: A=——%==—cectpu=-A=——.
Ap+A—pv2=1 2v2 4

Par suite : |Vn € N, ¢, = g [(1 - \/5)” N (1 B \/5)71}

Partie n’2 — Calculs effectifs en Python

6/ Les calculs effectués pour le calcul de L, le sont avec des flottants, et donc en particulier avec des
valeurs approchées pour v/2 (et donc pour A et B). Ce qui explique que les valeurs obtenues ne soient en
général pas entiéres.

7/ Par définition, on a L, = A" + B™ pour tout entier naturel n.

Lorsque n est pair (et non nul), on a : 0 < B™ < 1. 1l s’ensuit que : L, = A™ + B" est le plus petit entier
supérieur a A" cad : L, = [A"| + 1.

Lorsque n est impair, on a : —1 < B" < 0. Il s’ensuit que : L, = A™ + B" est le plus grand entier inférieur
a A" cad: L, = |A"].

Dans tous les cas, si les calculs en flottants sont exacts, I'instruction calcul2(n) renvoie effectivement le
terme L,,.

8/ Mais précisément, les calculs effectués en flottants ne sont pas exacts. Lorsque le programme détermine
. 35 , JURTIP ,
la valeur de L35, il commence par calculer (1 + \/5) . Or, ce calcul étant réalisé avec une valeur approchée

de v/2, Perreur initiale commise devient plus importante avec I’élévation a la puissance 35, ce qui explique
que la partie entiére du nombre (1 + \/5)35 calculée par I'ordinateur soit différente de la valeur exacte de
L35.

9/ On souhaite & présent écrire une fonction déterminant L, qui évite tout probléme lié au calcul avec
des flottants. A cette fin, on ne va travailler qu’avec des entiers, sur lesquels Python calcule de maniére
exacte. La fonction ci-dessous renvoie justement le terme L,,.
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def calcul3 (n):
if (n ==0) or (n ==1):
return 2

else:
a,b =2,2
for i in range(n):
a,b =a+2ba+b
return a

Partie n’3 — “Suites récurrentes affines” d’ordre 2
Dans cette partie, a et b désignent deux réels, et (v,) une suite réelle fizée.

On note E ’ensemble des suites réelles (u,) telles que :

Vn e N, Upto + AUy + bu, = v,
et on note H l’ensemble des suites réelles (uy,) telles que :

Vn € N, Unio + QUpyq + bu, =0

10/ On suppose qu’il existe une suite réelle (t,,) dans E. Soit (u,) une suite réelle.
On a: [(u,) € E]

< [Vn € N, upio + a1 + bu, = v,

< [Vn € N, upio+ a1 + buy =ty + atyq + bty

< [Vne N, upro —thra + a(Uni1 — tnr1) + b (up — t,) = 0]
— [(u, — t,) € Hj

Conclusion. [(u,) € E] < [(u, —t,) € H]

11/ Supposons que pour tout entier naturel n, on ait v, = v9q"™ et u,, = Aq,. Alors :
[(un) € E]
< [Vn € N, \¢"™ + a g™ + bA¢" = vq"]
< [Vn € N, (A¢*> + alg + bN) ¢" = voq"]
< A (¢* +aq +b) = v (car q # 0 par hypothése)

Vo .. .
— A= —— légitime puisque ¢ + ag + b # 0 par hypothése
[ q2+aq+b} (leg puisque ¢* + aq + b # 0 par hyp )
v
Conclusion. La suite de terme général u, = 2—0 q" est telle que u, o + au,1 + bu, = voq",
> +aq+b

lorsque le réel ¢ n’est pas racine de 'équation 22 + ax + b = 0.

12/ Application. D’aprés les questions précédentes, une suite (uy,) est solution du probléme si et seulement
si pour tout n entier naturel on a : u,, = t,,+v,, avec (t,) une solution particuliére de “I’équation compléte”,
et (v,) la solution générale de “I’équation homogéne associée”.

Commengons par rechercher une suite (¢,,) telle que : Vn € N, ¢,,0 — 2t,11 — t, = (—1)", en exploitant
le résultat de la question 11.
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Dans cette situation, le réel ¢ = —1 n’est pas racine de 'équation 2 — 2z — 1 = 0 (voir partie 1). Il suffit
alors d’utiliser le calcul fait dans la question précédente, pour obtenir :
1 1

Vne N, t, = ST (~1)" =3 (1"

D’autre part, Uensemble des suites (v,) telles que Vn € N, Upto — 20,11 — vy = (—1)" est Pensemble
des suites dont le terme général s’écrit v, = A (1 + \/i)n + (1 — \/§)n (en vertu de la question 5).

Conclusion. I.’ensemble des suites réelles (u,,) tque : Vn € N, w,10—2u,11—u, = (—1)" est Pensemble
des suites (u,) telles que :

IO € R, Ve N, uy = (-1 + A (1+v2) +4(1-v2)"

N | —

Partie n°4 — Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3

Dans cette derniére partie, on note F ’ensemble des suites réelles (u,) telles que :
Vn e N7 Up+3 = Upy2 + Sun—i-l + up

13/ Soit (u,) une suite de F. On pose pour tout n € N, v, = w19 — 2Up i1 — Up.

Alors pour tout entier 1 : v, 1 4+, = Upys — 2Upio — Upi1 + Upio — 2Upi1 — Uy = Upys — Upio — SUpi1 — Up

=0 car (up) € F

On en déduit que : Vn € N, v,11 + v, = 0. Il revient au méme d’écrire : Vn € N, v,.1 = —v,. Il s’ensuit

que la suite (v,) est géométrique de raison (—1), d’ot: |\Vn € N, v, = (—1)" v |.

14/ Soit (u,) une suite réelle. D’apreés la question précédente, si (u,) € F, alors : Vn € N, w10 —2uUpq —
uy, = (—1)"vy. En vertu de la question 12 de la partie 3, il existe deux réels A et u tels que :

Y (—1)”+A<1+\/§>n+u<1—\/§>n

20
2
En posant o = %, on peut écrire : Vn € N, w, = a(=1)"+ A (1 + \/§)n + (1 — \/§)n

Vne N, u, =

Conclusion. [(u,) € F]= 3 (o, 3,7) € R}, Vne N, u, =a x (=1)"+ 8 x A" + v x B"|

15/ L’implication précédente traduit une inclusion : celle de I'ensemble F dans 'ensemble G des suites
dont le terme général s’écrit a x (—1)" 4+ 3 x A" +~ x B™.

Montrons l'inclusion réciproque. Soit (u,) une suite appartenant a ’ensemble G. Alors il existe (a, 3,7) €
R3 tel que : Vn € N, u, =a x (=1)"+ 8 x A" +v x B™.

On a alors, pour tout entier naturel n :

Up+3 — Un42 — 3un+1 — Up
= ax (1) 4 B x A3 £y x BM3 —a x (=1)""? — B x A"2 —y x B"2 — 3 x (—1)"T" — 33 x At

—3yx B" —ax (=1)" =B x A" —y x B"

=a(-1)"[(=1)° = (=1)® = 3(=1) — 1] +BA" [A® — A2 —3A — 1] +yB" [B* — B - 3B — 1]

/

v~

=0
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On a de plus :
AP —A?2—3A-1=(1+V2P—(1+v2)2=3(1+v2)—1 = 14+3vV2+6+2v/2-1-2V/2-2-3-3/2-1=0
Et :

B*—B?-3B-1=(1-v2)?—(1-v2)?=3(1-v2) -1 =1-3vV2+6—-2v2-14+2y/2-2-3+3V/2-1=0

On en déduit donc que : Upi3 — Upio — Uy — Uy = 0.

En résumé, on a établi que si (u,) appartient a G, alors elle appartient a F. Ce qui établit 'inclusion :
GCF.

D’aprés ce résultat, celui de la question précédente, et la régle de double inclusion, on peut conclure que
les ensembles F et G sont égaux.

Conclusion. Soit (u,) une suite réelle. On a

[(u,) € F]l <= [ (0, 3,7) € R}, Vne N, u, =ax (-1)"+ B8 x (1+vV2)"+ v x (1 - v2)"]

ExEeErcIicE 1 - Distance dans I’anneau des matrices carrées

1/ (Inégalité triangulaire). Soient A, B et C trois matrices de M, (R). Pour tout couple d’entiers
(i,5) €[L,p ] ona T ey — ayl < leyy = byl + [biy — aijl

En particulier :  max |e; —a;| < max ey — byl +  max by — ayl
(7)€ [1.7] (i.5)€ [L,p] (i.5)€ [L,p]

Conclusion : YV (A, B,C) € M, (R)*, d(4,C) < d(A, B) +d(B,0)

2/ a/ On note S l'ensemble des matrices de M, (R) situées a une distance inférieure ou égale a 1 de la
matrice identité, c’est a dire :

S={Ae M, (R) /d(AL) <1}

S est donc une partie de M, (R) par définition, qui contient la matrice Oy, (r), puisque : d (Ip, OMP(R)) =1

(et donc < 1).

b/ Les matrices L, et 21, appartiennent a .S, mais leur somme n’appartient pas a S (puisque d(3L,,1,) = 2.

Donc la loi “4” n’est pas une LCI dans S. Ainsi : ‘ (S,+) n’est pas un sous-groupe de (M, (R),+) ‘

3/ Soit A = (a;;) une matrice de M, (R). Puisque Q est dense dans R, tout coefficient de la matrice A est
limite d’une suite de rationnels. Pour tout couple (i,7) €[ 1,p ]]2, il existe donc une suite de rationnels
que I'on note (b;;),, telle que : lirf bijn = ij.

n—-+00o

Soit € > 0. Puisque les suites (bij7n)n convergent vers les réels a;;, on a :
Y (Z,]) - [[ 1,p H2, ElNij - NZ, Vn & N, [TL > sz] — Hbijm — Cll‘j| < 5]

On pose donc : No = max Nj;. Alors:Vn € N, [n > No] = IV (i,7) € Lp % |bijm — aij] < ]
(i,5)€ [Lp]

Conclusion : Ve >0, 3N, € N, Vn e N, [n > Ny| = [V (1,7) €] 1,p]]2, |6 — aij| < e} .

1. D’aprés I'inégalité triangulaire dans R, établie en cours.



