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Problème 1 � Une amélioration de la formule de Stirling

Problématique. La formule de Stirling a�rme que : n! ∼n→+∞

(n
e

)n √
2nπ. L'objectif de ce pro-

blème est de ra�ner cette formule, et d'établir le :

Théorème (formule de Stirling améliorée). n! =
(n
e

)n √
2nπ

(
1 +

1

12n
+ o

(
1

n

))

Pour tout n ∈ N∗, on pose : In =

∫ n

1

t− ⌊t⌋ − 1

2
t

dt.

1/ a/ Etablir que pour tout n ∈ N∗ on a :

∫ n

1

⌊t⌋
t

dt = n ln(n)− ln (n!)

b/ En déduire que pour tout n ∈ N∗ on a : In = ln (n!)− n ln(n) + n− ln(n)

2
− 1.

2/ a/ Etablir que pour tout n ∈ N∗ on a : In+1−In =
1

2

∫ 1

−1

x

2n+ 1 + x
dx = −1

2

∫ 1

−1

x

2n+ 1− x
dx

b/ Déduire de cette double égalité que pour tout n ∈ N∗ on a :

In+1 − In = −1

2

∫ 1

−1

x2

(2n+ 1)2 − x2
dx

c/ Etablir que pour tout n ∈ N∗ on a :
1

12 (n+ 1) (n+ 2)
6 In − In+1 6

1

12n (n+ 1)

d/ Etablir que les suites

(
In −

1

12n

)
n

et

(
In −

1

12 (n+ 1)

)
n

sont adjacentes. On notera α leur

limite commune.

e/ Etablir que pour tout n ∈ N∗ on a : In = a +
b

n
+ o

(
1

n

)
, où a et b sont deux réels que

l'on précisera.

3/ a/ Déduire de ce qui précède qu'il existe un réel β tel que : n! =
(n
e

)n

β
√
n

(
1 +

1

12n
+ o

(
1

n

))

b/ Montrer que β =
√
2π, en admettant la formule de Wallis :

(
2n

n

)
∼n→+∞

22n√
nπ
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Problème 2 � Classi�cation des sous-groupes additifs de R
Pour tout réel α > 0, on pose : αZ = {kα / k ∈ Z}.

1/ Soit α un réel > 0. Etablir que la partie αZ est un sous-groupe de (R,+). *

2/ Justi�er brièvement que Q est un sous-groupe de (R,+).

3/ On considère G un sous-groupe de (R,+). L'objectif de cette question est d'établir que :

Ù soit G = αZ pour un réel α > 0 ;

Ù soit G est dense dans R.

A cette �n, on note :

G+ = G ∩ R∗
+ = {x ∈ G/x > 0}

a/ On suppose que G ̸= {0}. Montrer que la partie G+ est non vide, et qu'elle admet une borne

inférieure α > 0.

b/ Que vaut cette borne inférieure α lorsque G = Z, et lorsque G = Q ? On pourra exceptionnel-

lement donner les réponses sans justi�cation.

c/ On suppose que α > 0. Montrer que α ∈ G+. On pourra raisonner par l'absurde, et utiliser la

caractérisation de la borne inférieure.

d/ En supposant toujours α > 0, montrer que : G = αZ.

e/ Dans cette question, on suppose que α = 0. Etablir que G est dense dans R.

Applications

4/ Soient a et b deux réels. On note : G(a, b) = {pa+ qb / (p, q) ∈ Z2}.

a/ Montrer que G(a, b) est un sous-groupe de (R,+).

b/ Montrer que
√
3 est irrationnel.

c/ Montrer que G(1,
√
3) est dense dans R.

d/ Soit f ∈ C 0(R,R). On suppose que f est 1-périodique, et
√
3-périodique.

Etablir que : ∀ y ∈ G(1,
√
3), f(y) = f(0).

e/ Montrer que f est constante.

5/ Question bonus. . .

Montrer que les trajectoires d'une boule dans un billard rectangulaire sont périodiques, ou denses.

*. Pour alléger les notations, on n'a pas noté ici : �établir que (αZ,+) est un sous-groupe de (R,+). Il est entendu

que la ℓci sera l'addition tout au long de ce problème.


