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Les présentes notes constituent le �l conducteur du cours de Maths de MPSI.

Il existe quelques di�érences entre ces notes et le cours fait en classe.

La première est que les exemples donnés en cours peuvent être di�érents, plus ou moins nombreux, en
fonction des questions posées, des réactions, des constatations faites sur les précédents DS etc. . .

La seconde est qu'à la �n de chaque chapitre de ce pdf, il y a un �épilogue� plus ou moins long. Cet
épilogue est constitué d'exercices d'application, d'approfondissements, ou de problèmes classiques de DS
en relation avec le chapitre. Ne vous étonnez pas de la longueur de certains épilogues (par exemple, celui
du chapitre sur le calcul intégral est aussi long que le cours proprement dit !) : il s'agit d'une compilation
d'applications données les années précédentes, et il serait hors de question de toutes les traiter en classe
la même année (par manque de temps).

Bonne lecture !

SZ
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Chapitre 1

Eléments de logique et de théorie des

ensembles

1.1 Eléments de logique

Définition 1.1 - (assertion logique). On appelle assertion logique tout assemblage de mots
et de symboles obéissant à une syntaxe, à laquelle on peut associer une valeur de vérité : Vrai (V )
ou Faux (F ).

Deux assertions P et Q sont synonymes ou logiquement équivalentes si elles ont même valeur de
vérité. On le note P ≡ Q.

ä Règles logiques

On admet les règles suivantes :

• Règle de non contradiction : on ne peut avoir une assertion vraie et fausse en même temps.

• Règle du tiers exclu : une assertion qui n'est pas vraie est fausse et une assertion qui n'est pas
fausse est vraie.

1.1.1 Négation, conjonction et disjonction

Définition 1.2 - (négation) La négation de l'assertion P est l'assertion, notée non P, P ou
¬P qui est vraie lorsque P est fausse et fausse sinon.

La valeur de vérité de P dépend de celle de P , elles satisfont à une table
de vérité.

P P

V F

F V

Montrer que P est vraie c'est trouver un contre-exemple à P .

Conséquence (Double négation). P ≡ P
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Définition 1.3 - (Conjonction et disjonction). Soient P et Q deux assertions.
• La conjonction des deux assertions P et Q, notée P et Q ou P ∧ Q,
est l'assertion qui est vraie lorsque P et Q sont toutes les deux vraies, et
fausse sinon.

• La disjonction des deux assertions P et Q, notée Pou Q ou P ∨ Q,
est l'assertion qui est vraie lorsqu'au moins l'une des deux assertions P
ou Q est vraie, et fausse sinon.

P Q P et Q Pou Q
V V V V

V F F V

F V F V

F F F F

Observons que pour toute assertion P , l'assertion P ∧ P est toujours fausse (non-contradiction), tandis
que P ∨ P est toujours vraie (tiers exclu).
Propriété 1.1 - . Soient P , Q et R trois assertions logiques. On a :

1) P ∧ P ≡ P et P ∨ P ≡ P

2) Commutativité : P ∧Q ≡ Q ∧ P et P ∨Q ≡ Q ∨ P

3) Associativité : P ∧ (Q ∧R) ≡ (P ∧Q) ∧R et P ∨ (Q ∨R) ≡ (P ∨Q) ∨R

4) Distributivité : P ∧ (Q ∨R) ≡ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) et P ∨ (Q ∧R) ≡ (P ∨Q) ∧ (P ∨R)

Preuve. Les preuves de ces propriétés, sans aucune di�culté, reposent sur l'écriture de tables de vérité

idoines.K

1.1.2 Implication et équivalence

Définition 1.4 - (implication).

Soient P et Q deux assertions. On dé�nit P =⇒ Q par

[P =⇒ Q] ≡
[
P ou Q

]
P =⇒ Q est vraie si P est fausse ou Q est vraie et fausse sinon.

P Q P =⇒ Q

V V V

V F F

F V V

F F V

ä Vocabulaire associé aux implications

P =⇒ Q : P est l'hypothèse et Q la conclusion.

On dit que P (est vraie) implique Q (est vraie), si P (est vraie) alors Q (est vraie).

P est une condition su�sante pour avoir Q : pour avoir Q, il su�t d'avoir P .

Q est une condition nécessaire pour avoir P : pour avoir P , il faut avoir Q.

Définition 1.5 - (équivalence). Soient P et Q deux assertions.

On dé�nit P ⇐⇒ Q par

[P ⇐⇒ Q] ≡ [P =⇒ Qet Q =⇒ P ]

ä Vocabulaire associé aux équivalences

P ⇐⇒ Q : P est équivalente à Q.
P (est vraie) si et seulement si Q (est vraie).
P est une condition nécessaire et su�sante pour avoir Q : pour avoir P , il faut et il su�t

d'avoir Q.
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1.1.3 Règles de négation

Propriété 1.2 - Règles de négation (lois de Morgan). Soient P et Q deux assertions.

P et Q ≡ Pou Q et Pou Q ≡ P et Q

Preuve. La première loi (non (P ∨Q) ≡ non P ∧ non Q) peut être prouvée grâce à la table de vérité
ci-dessous.

P Q P ∨ Q non(P ∨ Q) nonP ∧ nonQ

V V V F F

V F V F F

F V V F F

F F F V V

D'après cette table, puisque les assertions non (P ∨Q) et non P ∧ nonQ ont les mêmes valeurs de vérité,
elles sont logiquement équivalentes, soit : non (P ∨Q) ≡ non P ∧ non Q .

La seconde loi se démontre de façon analogue.

P Q P ∧ Q non(P ∧ Q) nonP ∨ nonQ

V V V F F

V F F V V

F V F V V

F F F V V

Comme plus haut, on déduit de cette table l'équivalence logique : non (P ∧Q) ≡ non P ∨ non Q .K

Conséquence. Soient P et Q deux assertions. P =⇒ Q ≡ P et Q

Preuve. C'est un corollaire immédiat des lois de Morgan.K
Remarque. La négation d'une implication n'est donc pas une implication ! ! !

1.2 Notations et vocabulaire sur les ensembles

1.2.1 Appartenance

Définition 1.6 - (ensemble). Un ensemble est dé�ni soit extension par énumération de ses
éléments, soit en compréhension comme les objets véri�ant une certaine propriété.

Exemple. En extension : {♠,♣,♥,♦}, {1; 4}, [0, 1] ,N,R,C
En compréhension : {M ∈P :MA =MB}, {z ∈ C : zn = 1}.



18 Cours MPSI - sz

Cas particulier (intervalle d'entiers). Soient n et m deux entiers relatifs. On pose

[[ n,m ]]= {k ∈ Z |n ≤ k ≤ m} = [n,m] ∩ Z

Notations. Lorsque x est un élément de E, on note x ∈ E et on lit �x appartient à E�. Si x n'est
pas un élément de E on note alors x /∈ E.

Définition 1.7 - (ensemble vide, singleton). Un ensemble qui ne contient qu'un seul élément
x est appelé singleton et se note {x}.

L'ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ensemble vide et se note ∅ ou { }.

1.2.2 Quanti�cateurs

On considère une assertion P dépendant d'une variable x qui appartient à un ensemble E ; on la notera
P (x).

Définition 1.8 - (quanti�cateurs)

ä On dé�nit l'assertion
∀x ∈ E,P (x)

comme l'assertion qui est vraie si pour tout x élément de E, P (x) est vraie.

Le symbole ∀ est appelé quanti�cateur universel et est lu �quel que soit�, �pour tout�

ä On dé�nit l'assertion
∃x ∈ E,P (x)

comme l'assertion qui est vraie s'il existe au moins un x élément de E tel que P (x) soit vraie.

Le symbole ∃ est appelé quanti�cateur existentiel et est lu �il existe au moins un . . . �

ä On dé�nit l'assertion
∃ !x ∈ E,P (x)

comme l'assertion qui est vraie s'il existe un unique x élément de E tel que P (x) soit vraie.

Le symbole ∃ ! est appelé quanti�cateur d'unicité et est lu �il existe un unique . . . �

Remarque. Attention ! ! ! Dans une assertion contenant plusieurs quanti�cateurs on peut changer l'ordre
de deux quanti�cateurs de même nature mais on ne peut changer l'ordre de deux quanti�cateurs de nature
di�érentes.

Exemple. Comparer les deux assertions suivantes :

∀x ≥ 0, ∃y ≥ 0, y =
√
x et ∃y ≥ 0, ∀x ≥ 0, y =

√
x.

Propriété 1.3 - Règles de négation

ã non (∀x ∈ E, P (x)) ≡ ∃ x ∈ E, P (x)

ã non (∃x ∈ E, P (x)) ≡ ∀ x ∈ E, P (x)

Exemple. non (∀x ≥ 0, ∃y ≥ 0, y =
√
x)⇐⇒ . . .

Convention. L'assertion �∃x ∈ ∅, P (x)� est fausse et l'assertion �∀x ∈ ∅, P (x)� est vraie.
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1.2.3 Inclusion

Définition 1.9 - Soient E et F deux ensembles.

On dit que E est inclus dans F si tout élément de E appartient à
F . On le note E ⊂ F .

On dit également que F contient E, noté F ⊃ E ou encore E est un
sous-ensemble de F , une partie de F .

Dans le cas contraire, E est non inclus dans F et on note E 6⊂ F .

Propriété 1.4 - .

ã Pour tout ensemble E, on a ∅ ⊂ E

ã Règle de double-inclusion. (E ⊂ F et F ⊂ E)⇐⇒ (E = F )

Définition 1.10 - Deux ensembles A et B sont dits distincts
si A 6= B, c'est-à-dire s'ils ne contiennent pas les mêmes éléments.

Définition 1.11 - On appelle ensemble des parties de E, noté P(E), l'ensemble formé par
tous les sous-ensembles de E.

Exemple. P({1; 2}) = {∅; {1}; {2}; {1; 2}}.

1.2.4 Intersection et union

Définition 1.12 - (intersection et union). Soient A et B deux parties d'un ensemble E.

ã A∩B est l'intersection de A et B ; c'est l'ensemble des éléments qui appartiennent à A et B.

ã A ∪ B est l'union de A et B ; c'est l'ensemble des éléments qui appartiennent à au moins l'un
ensemble A et B.

Propriété 1.5 - (commutativité et distributivité). Soient A et B deux parties d'un en-
semble E.

ã A ∩B = B ∩ A et A ∪B = B ∪ A

ã A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) et A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Preuve. C'est une traduction ensembliste de propriétés établies dans le cadre des assertions logiques.

K
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Définition 1.13 - Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
A et B sont dits disjoints si A ∩B = ∅.

1.2.5 Complémentaire et di�érence

Définition 1.14 - Soient A et B deux parties d'un ensemble E.

ã A \ B est la di�érence de A par B ; c'est l'ensemble des éléments de A qui n'appartiennent
pas à B.

ã A est le complémentaire de A dans E ; c'est l'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent
pas à A. Autres notations du complémentaire : E \ A ou CA

E .

Propriété 1.6 - Soient A et B deux parties d'un même ensemble E.

ã (A) = A ã A ∪B = A ∩B ã A ∩ A = ∅
ã A ∩B = A ∪B ã ∅ = E ã A ∪ A = E

ã A \B = A ∩B

Exemple d'application de la règle de double inclusion (et de double implication). Soient A et
B deux parties d'un même ensemble E. Etablir que : [A ⊂ B]⇐⇒ [A ∪B = B].

On raisonne par double implication pour établir l'équivalence de l'énoncé.

ä [A ⊂ B] =⇒ [A ∪B = B]. Supposons donc que A ⊂ B, et prouvons l'égalité A ∪B = B.

Il est déjà clair que B ⊂ A ∪ B. Etablissons l'inclusion réciproque : soit x ∈ A ∪ B. Alors x est dans A
ou B ; et puisque A ⊂ B, on en déduit que x est dans B. D'où l'inclusion B ⊂ A ∪ B. Il s'ensuit (double
inclusion) que : A = B.

Ainsi : [A ⊂ B] =⇒ [A ∪B = B].

ä [A ⊂ B]⇐= [A ∪B = B]. Supposons donc que A ∪ B = B. Si x ∈ A, alors a fortiori x ∈ A ∪ B,
donc x ∈ B (puisque par hypothèse A ∪ B = B). Par suite : A ⊂ B. Ce qui prouve l'implication

[A ⊂ B] =⇒ [A ∪B = B], et montre l'équivalence de l'énoncé.K
Exemple d'application des propriétés de l'inclusion, de l'union. . . . Soient E un ensemble, et A
et B deux parties de E. On dé�nit la di�érence symétrique de A et B (et on note A∆B) la partie
suivante :

A∆B = (A\B) ∪ (B\A)

Etablir que : A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Le but de l'exercice est d'établir que : A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B). On propose ci-dessous deux méthodes
pour y parvenir.
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ä Méthode 1 (par double inclusion) � Commençons par prouver que A∆B ⊂ (A ∪B) \ (A ∩B) :
soit donc x un élément de A∆B. Alors, par dé�nition, deux cas sont possibles : soit x ∈ A (et alors x /∈ B),
d'où x ∈ A ∪ B et x /∈ A ∩ B, c'est-à-dire x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B). L'autre cas est x ∈ B, qui se traite de
façon analogue. On en déduit déjà que A∆B ⊂ (A ∪B) \ (A ∩B)

Montrons l'inclusion réciproque. Soit x ∈ A (et alors x /∈ B sinon x serait dans A∩B), d'où x ∈ A∪B et
x /∈ A∩B, c'est-à-dire : x ∈ (A\B)∪(B\A). Soit x ∈ B et un raisonnement analogue permet encore une fois
de conclure. On en déduit l'inclusion réciproque, et donc �nalement l'égalité : A∆B = (A\B) ∪ (B\A) .

ä Méthode 2 (ensemblistement) � On a :

A∆B = (A\B) ∪ (B\A)

⇐⇒ A∆B =
(
A ∩B

)
∪
(
B ∩ A

)
⇐⇒ A∆B =

[
A ∪

(
B ∩ A

)]
∩
[
B ∪

(
B ∩ A

)]
(distributivité)

⇐⇒ A∆B =

[
(A ∪B) ∩

(
A ∪ A︸ ︷︷ ︸

=E

)]
∩

[(
B ∪B︸ ︷︷ ︸

=E

)
∩
(
B ∪ A

)]
(re-distributivité)

⇐⇒ A∆B = [(A ∪B) ∩ E] ∩
[
E ∩

(
B ∪ A

)]
⇐⇒ A∆B = (A ∪B) ∩

(
A ∪B

)
⇐⇒ A∆B = (A ∪B) ∩ (A ∩B) (loi de Morgan)

⇐⇒ A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B)

Conclusion. A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) .K

1.2.6 Produit cartésien

Définition 1.15 - (produit cartésien). Soient E et F deux
ensembles. On appelle produit cartésien de E par F , noté E × F ,
l'ensemble des couples (x, y) avec x ∈ E et y ∈ F .

Exemple : le rectangle [0, 1]× [−1, 1].

Cas particuliers. On note E × E par E2 et plus généralement si n ∈ N∗, E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n fois

par En.

Exemple. Le plan peut donc être assimilé à R2 et l'espace à R3.

Vocabulaire. Soient (Ei)i∈[[1,n]] des ensembles. Les éléments de E1 × E2 s'appellent des couples, de
E1 × E2 × E3 des triplets et plus généralement de E1 × E2 × · · · × En des n-uplets.
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1.3 Méthodes de démonstration

1.3.1 Axiome, postulat, théorème

Définition 1.16 - (axiome et postulat). On appelle axiome une assertion que l'on pose
vraie a priori et postulat ou conjecture une assertion que l'on suppose vraie.

Exemple. L'axiome d'Euclide de la géométrie plane : �Par un point du plan on peut mener une unique
parallèle à une droite donnée�.

Définition 1.17 - (théorème ou tautologie). Un théorème de logique appelé aussi tauto-
logie est une assertion vraie quelles que soient les valeurs de vérité des éléments qui la composent.
Elle se déduit d'axiomes ou d'autres théorèmes.

Exemple. L'assertion Q =
[
Pou P

]
est une tautologie.

1.3.2 Comment prouver une implication ?

Par syllogisme. Soient P,Q et R trois assertions logiques. On a :

[(P =⇒ Q)et (Q =⇒ R)] =⇒ [P =⇒ R]

Exemple (Aristote, 350 av.JC). �Les hommes sont mortels, or tous les Grecs sont des hommes, donc
tous les Grecs sont mortels�.

Par disjonction de cas. Soient P,Q et R trois assertions logiques.

[(P =⇒ R)et (Q =⇒ R)] =⇒ [(Pou Q) =⇒ R]

Exemple. Un entier naturel et son carré ont la même parité.

Par contraposition. Soient P et Q deux assertions logiques.

[P =⇒ Q] ≡
[
Q =⇒ P

]
Cette dernière assertion est appelée contraposée de P =⇒ Q.

Exemple. Montrer que si
x

1 + x
< 0 alors x < 0.

Conséquence. Soient P et Q deux assertions logiques.

P ⇐⇒ Q ≡ P ⇐⇒ Q
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1.3.3 Démonstration par l'absurde

Principe. Pour montrer qu'une proposition P est vraie, on montre que sa négation P entraine une
proposition et son contraire. On aboutit alors à une contradiction. On peut conclure que l'hypothèse P
est fausse et donc que P est vraie.

Propriété 1.7 -
√
2 ∈ (R\Q) (càd :

√
2 est irrationnel).

Preuve. Supposons que ∃(p, q) ∈ (N∗)2 tels que
√
2 =

p

q
et p et q premiers entre eux (c'est-à-dire sans

diviseurs communs autres que ±1).

On a donc : p2 = 2q2 (♠)

On en conclut que p2 est pair, ce qui implique que p est pair 1. Par suite il existe un entier naturel k tel
que : p = 2k.

La relation (♠) équivaut donc à : 2k2 = q2.

On en déduit que q est pair.

Par suite, p et q sont divisibles par 2, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse suivant laquelle p et q
sont premiers entre eux.

Conclusion :
√
2 ∈ (R\Q).K

1.3.4 Démonstration par analyse-synthèse

Pour justi�er l'existence et parfois l'unicité d'une solution, on peut être amené à déterminer la
forme de celle-ci, forme qui n'est pas nécessairement donnée dans l'énoncé. On raisonne alors par
analyse-synthèse :

ã Analyse : on suppose qu'il existe au moins une solution, et on essaie d'en tirer le maximum de
renseignements la concernant.

ã Synthèse : on reporte dans le problème initial la ou les solution(s) trouvée(s) précédemment, ce
qui permet de déterminer s'il y a bien une solution, puis une unique ou plusieurs.

ã Conclusion : on énonce le résultat démontré.

Théorème 1.1 - (de décomposition �paire + impaire�). Toute fonction f : D −→ R avec
D ⊂ R symétrique par rapport à 0 s'écrit de manière unique comme la somme d'une fonction paire
et d'une fonction impaire.

Preuve. • Analyse : supposons que ∀x ∈ D, f(x) = p(x) + i(x) avec p paire et i impaire.

On a donc ∀x ∈ D, f(−x) = p(−x) + i(−x) = p(x)− i(x).

En sommant on obtient p(x) =
f(x) + f(−x)

2
et par di�érence, i(x) =

f(x)− f(−x)
2

.

Les fonctions p et i si elles existent sont donc uniques.

1. En vertu d'un résultat établi il y a peu !
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• Synthèse : Posons ∀x ∈ D, p(x) = f(x) + f(−x)
2

et i(x) =
f(x)− f(−x)

2
.

On remarque que ∀x ∈ D, p(x) + i(x) = f(x).

De plus, p(−x) =
f(−x) + f(x)

2
= p(x) et i(−x) =

f(−x)− f(x)
2

= −i(x) donc p est paire et i est

impaire.

On a bien la décomposition voulue.

• Conclusion : toute fonction f : D −→ R s'écrit de manière unique comme la somme d'une fonction

paire et d'une fonction impaire.K
Remarque et exemple d'application. Le théorème de décomposition est un énoncé dit constructif
dans le sens où il donne un moyen explicite d'obtenir l'écriture de f comme somme d'une fonction paire
et d'une fonction impaire. Concrètement, dans le cas où la fonction f est la fonction exponentielle (dé�nie
sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport à zéro), on a :

∀x ∈ R, ex =
ex + e−x

2
+

ex − e−x

2

La première des deux fonctions intervenant dans la somme ci-dessus est paire, et la seconde est impaire.
Plus précisément, on appelle cosinus hyperbolique (resp. sinus hyperbolique) et on note ch (resp.
sh) la première (resp. deuxième) fonction. On a donc :

Définitions et propriétés.

1) Dé�nition du cosinus hyperbolique : ∀x ∈ R, ch(x) =
ex + e−x

2

2) Dé�nition du sinus hyperbolique : ∀x ∈ R, sh(x) =
ex − e−x

2

3) La fonction ch est paire, et la fonction sh est impaire.

4) En outre : exp = ch+sh. Il revient au même d'écrire : ∀x ∈ R, ex = ch(x)+sh(x).

Pour �nir, voici à titre d'illustration les courbes représentatives des fonctions ch et sh.
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1.3.5 Démonstration par récurrence

L'objectif de ce type de raisonnement est de prouver qu'une propriété P (n) dépendant d'un entier naturel
n est valable pour toute valeur de celui-ci. Cette méthode comporte quatre étapes :

ä On donne un nom à la propriété que l'on souhaite prouver.

ä Initialisation : on véri�e que la propriété P (0) est vraie.

Remarque : dans certaines situations, la propriété P (n) n'est valable que pour n > 1 (resp.
pour n > n0, avec n0 un entier) ; dans ce cas, l'initialisation doit consister à véri�er que P (1)
est vraie (resp. que P (n0) est vraie). On parle alors de récurrence décalée.

ä Hérédité : on suppose que P (n) est vraie pour un certain entier (ou rang) n (c'est l'hypothèse
de récurrence), et on prouve que la propriété P (n+ 1) est vraie.

ä Conclusion : on peut alors conclure que pour tout entier n la propriété P (n) est vraie.

Remarque 1 : il existe plusieurs variantes du raisonnement par récurrence. La plus célèbre (la seule que
vous connaissez a priori) est celle présentée plus haut, appelée récurrence faible.

Dans une récurrence forte, on suppose pour établir l'hérédité que la propriété est vraie jusqu'au rang n
(et non pas simplement au rang n).

Dans une récurrence double, l'initialisation consiste à véri�er que P (0) et P (1) sont vraies ; et l'hérédité
consiste à prouver que si P (n) et P (n+ 1) sont vraies, alors P (n+ 2) l'est.

Dans une récurrence �nie, l'initialisation consiste à véri�er que P (0) est vraie ; et l'hérédité consiste à
prouver que si P (n) est vraie pour tout entier naturel n 6 n0, alors P (n+ 1) l'est. On prouve ainsi que
pour tout entier n ∈ [[ 0, n0 + 1 ]] l'assertion P (n) est vraie.

Nous aurons l'occasion, en cours d'année, de rencontrer ces di�érentes variantes. En attendant, l'essentiel
est que vous maîtrisiez le raisonnement par récurrence �classique� (la récurrence faible donc).

Remarque 2 : si, après la lecture des lignes précédentes, vous êtes très impatients de tester d'autres
raisonnements par récurrence, voici ci-dessous une situation où l'on doit procéder par récurrence double.

Exercice. Soit (un) la suite réelle dé�nie par u0 = 2, u1 = 3 et la relation de récurrence suivante :
∀ n ∈ N, un+2 = 3un+1 − 2un. Montrer que : ∀n ∈ N, un = 2n + 1.

Remarque 3 : si, après la lecture des lignes précédentes, vous êtes encore très impatients de tester d'autres
raisonnements par récurrence, voici ci-dessous une situation où l'on doit procéder par récurrence �nie.

Exercice. Soit N un entier naturel. On a : ∀n ∈ N,
(
xN
)(n)

=


N !

(N − n) !
xN−n si n ∈ [[ 0, N ]]

0 si n > N
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On donne ci-dessous quelques exemples classiques de raisonnement par récurrence.

Exemple 1 : somme des termes d'une suite arithmétique

Propriété 1.8 - Soit (un) une suite arithmétique (de raison r avec r ∈ C). On a :

n∑
k=0

uk =
u0 + un

2
(n+ 1)

Preuve. Démontrons la propriété par récurrence sur n ∈ N.

ä Notons P (n) la propriété :
n∑
k=0

uk =
u0 + un

2
(n+ 1).

ä Initialisation : pour n = 0, on a d'une part
n∑
k=0

uk =
0∑

k=0

uk =u0, et d'autre part
u0 + un

2
(n+ 1) =

u0 + u0
2

(0 + 1) =u0. On en déduit que P (0) est vraie.

ä Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothèse de récurrence). Alors :
n+1∑
k=0

uk =

(
n∑
k=0

uk

)
+ un+1 =

u0 + un
2

(n+ 1) + un+1 =
(u0 + un) (n+ 1) + 2un+1

2
(♥)

Puisque par ailleurs (un) est arithmétique de raison r, l'expression de son terme général est : ∀n ∈ N, un =

u0 + nr. En utilisant cette expression, on peut réécrire la relation (♥) comme suit :

n+1∑
k=0

uk =
(u0 + u0 + nr) (n+ 1) + 2 (u0 + (n+ 1) r)

2
=

(2u0 + nr) (n+ 1) + 2 (u0 + (n+ 1) r)

2

=
2nu0 + 2u0 + n2r + nr + 2u0 + 2nr + 2r

2
=

2u0 (n+ 2) + r (n2 + 3n+ 2)

2
(♠)

D'autre part, le terme de droite de l'égalité que l'on cherche à établir est :

u0 + un+1

2
(n+ 2) =

(u0 + u0 + (n+ 1) r) (n+ 2)

2
=

(2u0 + (n+ 1) r) (n+ 2)

2

=
2u0 (n+ 2) + (n+ 1) (n+ 2) r

2
=

2u0 (n+ 2) + r (n2 + 3n+ 2)

2
(♣)

La comparaison des expressions (♠) et (♣) permet alors d'a�rmer que :
n+1∑
k=0

uk =
u0 + un+1

2
(n+ 2) ; ce

qui traduit le fait que la propriété P (n+ 1) est vraie, et achève donc la preuve de l'hérédité.

ä Conclusion : ∀n ∈ N,
n∑
k=0

uk =
u0 + un

2
(n+ 1) 2 K

2. Ou : ∀ n ∈ N, P (n) est vraie.
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Exemple 2 : somme des cubes

Propriété 1.9 - (somme des cubes). ∀ n ∈ N,
n∑
k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4

Preuve. Démontrons la propriété par récurrence sur n ∈ N.

ä Notons P (n) la propriété :
n∑
k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4
.

ä Initialisation : pour n = 0, on a d'une part
0∑

k=0

k3 =0, et d'autre part
02 (0 + 1)2

4
=0 3. On en déduit

que P (0) est vraie.

ä Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothèse de récurrence). Alors :

n+1∑
k=0

k3 =

(
n∑
k=0

k3

)
+ (n+ 1)3 =

n2 (n+ 1)2

4
+ (n+ 1)3 =

n2 (n+ 1)2 + 4 (n+ 1)3

4
=

(n+ 1)2
(
n2 + 4n+ 4

)
4

Soit �nalement :

n+1∑
k=0

k3 =
(n+ 1)2 (n+ 2)2

4
, cette égalité signi�ant que P (n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité.

ä Conclusion : ∀ n ∈ N,
n∑
k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4
K

(Anti-)Exemple 3 : un cas où l'on peut éviter une récurrence � somme des termes d'une

suite arithmétique

Le piège dans lequel il ne faut pas tomber est de penser que l'on ne peut démontrer une propriété dépendant
d'un entier n que par récurrence sur n. Ce n'est évidemment pas toujours le cas, comme le prouve le
raisonnement ci-dessous permettant d'établir la propriété de l'exercice 1 sur la somme des termes d'une
suite arithmétique. On aurait en e�et pu écrire pour tout n ∈ N :

ä d'une part :
n∑
k=0

uk =
n∑
k=0

(u0 + kr) =

(
n∑
k=0

u0

)
+ r

(
n∑
k=0

k

)
= (n+ 1)u0 + r

n (n+ 1)

2

ä d'autre part :
u0 + un

2
(n+ 1) =

(u0 + u0 + nr) (n+ 1)

2
=

2u0 (n+ 1) + nr (n+ 1)

2
= (n+ 1)u0 + r

n (n+ 1)

2

Ce qui prouve la propriété directement, et nettement plus rapidement que dans le paragraphe 1.K

3. Puissante observation.



28 Cours MPSI - sz

Exemple 4 (plus technique). Montrer que : ∀n ∈ N∗,
n∏
k=1

(2k + 1)! > ((n+ 1)!)n+1

(c-à-d : 1!× 3!× · · · × (2n+ 1)! > ((n+ 1)!)n+1)

On raisonne par récurrence sur l'entier naturel non nul n pour établir la propriété de l'énoncé.

Notons donc P (n) l'assertion :
n∏
k=1

(2k + 1)! > ((n+ 1)!)n+1.

ä Initialisation : pour n = 1, on a d'une part
1∏

k=1

(2k + 1)! = 3! = 6, et d'autre part ((1 + 1)!)1+1 = 4.

On en déduit que P (1) est vraie.

ä Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel non nul n. Alors :

n+1∏
k=1

(2k + 1)! =

(
n∏
k=1

(2k + 1)!

)
× (2n+ 3)! >︸︷︷︸

HR

((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)!

Pour établir que P (n+1) est vraie, il �n'y a plus qu'à� montrer que : ((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)! > ((n+ 2)!)n+2 .

En avant :
((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)!

((n+ 2)!)n+2 =
((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)!

((n+ 1)!)n+2 (n+ 2)n+2 =
(2n+ 3)!

(n+ 1)! (n+ 2)n+2

=

(n+ 1)!
n+3∏
k=2

(n+ k)

(n+ 1)! (n+ 2)n+2 =
n+3∏
k=2

n+ k

n+ 2

Or, pour tout entier k > 2, on a : n+ k > n+ 2. D'où : ∀ k ∈ [[ 2, n+ 3 ]],
n+ k

n+ 2
> 1.

Par suite :
n+3∏
k=2

n+ k

n+ 2
> 1 .

On en déduit que :
((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)!

((n+ 2)!)n+2 > 1, c'est-à-dire : ((n+ 1)!)n+1 (2n+ 3)! > ((n+ 2)!)n+2 .

Ce qui signi�e que la propriété P (n+ 1) est vraie, établit l'hérédité, et achève cette récurrence.

Conclusion : ∀n ∈ N∗,
n∏
k=1

(2k + 1)! > ((n+ 1)!)n+1 K
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1.4 Un problème : la porte logique NOR.

(Porte NOR). Soient P et Q deux assertions logiques. On dé�nit l'opérateur logique NOR par

P ∨Q et on le notera par
P ↓ Q = P ∨Q

1) Dresser la table de vérité de P ↓ Q.

2) Si A [respectivement B] est l'ensemble des éléments qui véri�ent l'assertion P [respectivement l'assertion
Q], quel est l'ensemble des éléments qui véri�ent P ↓ Q ? (on pourra s'aider d'un dessin).

3) Montrer que P peut s'exprimer uniquement en fonction de P et du symbole ↓.

4) En déduire (P ∧Q) puis (P ∨Q) uniquement en fonction de P , Q et du symbole ↓.

5) Exprimer (P =⇒ Q) uniquement en fonction de P , Q et du symbole ↓.

Corrigé. Pour commencer, on peut observer que l'assertion P ↓ Q, dé�nie comme la proposition P ∨Q,
est logiquement équivalente à P ∧Q (c'est une des deux lois de Morgan).

1) Ci-contre, la table de vérité de P ↓ Q.

2) Si A [respectivement B] est l'ensemble des éléments qui véri-
�ent l'assertion P [respectivement l'assertion Q], alors l'ensemble

des éléments qui véri�ent P ↓ Q est A ∪B ou encore A ∩B .

P Q P Q P ↓ Q ≡ P ∧Q
V

V

V

F

V

F

F

F

F

F

V

V V

F

V

F F

F

F

V

3) Par dé�nition de l'opérateur NOR, on a pour toute proposition mathématique P : (P ↓ P ) ≡
(
P ∧ P

)
d'où : (P ↓ P ) ≡ P .

4) Soient P et Q deux assertions mathématiques. On a :

ä d'une part : (P ↓ Q) ↓ (P ↓ Q) ≡ (P ↓ Q) ∧ (P ↓ Q) ≡ (P ↓ Q) ≡ P ∧Q ≡ P ∨Q ≡ P ∨Q ;

ä et d'autre part : (P ↓ P ) ↓ (Q ↓ Q) ≡ (P ↓ P ) ∧ (Q ↓ Q) ≡
(
P ∧ P

)
∧
(
Q ∧Q

)
≡ P ∧Q

Conclusion : P ∧Q ≡ (P ↓ P ) ↓ (Q ↓ Q) et P ∨Q ≡ (P ↓ Q) ↓ (P ↓ Q) .

5) Puisque : [P =⇒ Q] ≡ P ∨Q, on déduit des questions 3 et 4 que :

[P =⇒ Q] ≡ (P ↓ Q) ≡ [(P ↓ P ) ↓ Q] ↓ [(P ↓ P ) ↓ Q]
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1.5 Epilogue : à propos des Mathématiques intuitionnistes

Le texte reproduit ci-dessous (à titre culturel) est celui d'un article dû à Éric MORVAN, enseignant au
Lycée Bertran-de-Born (Périgueux), et publié dans le Bulletin de l'UPS numéro 258 (2017).

Se moquer du tiers comme du milieu

Mathématiques constructives

Les mathématiciens font un grand usage du principe du tiers exclu, à savoir que toute proposition P
est vraie ou fausse. Mais certains mathématiciens dits intuitionnistes, à la suite de Luitzen Egbertus Jan
Brouwer en 1907, critiquent l'utilisation de ce principe, considérant qu'une proposition P ne peut être
déclarée vraie que lorsqu'on en a construit une preuve directe. Par « preuve directe» ils entendent un
raisonnement constitué d'une succession de pas déductifs permettant de passer d'une proposition P0 dont
on sait qu'elle est vraie à la proposition P.

Les mathématiques intuitionnistes sont dites aussi mathématiques constructives car, dans ce cadre, la
preuve de l'existence d'un objet mathématique passe par la possibilité de le construire, par exemple en
fournissant un algorithme à cet e�et.

�Constructive mathematics is distinguished from its traditional counterpart,
classi- cal mathematics, by the strict interpretation of the phrase "there exists"
as "we can construct".�

Pour Brouwer, le principe du tiers exclu a le défaut de permettre d'a�rmer que toute proposition P
est vraie ou fausse, même si l'on ne connaît aucune démonstration de sa véracité ou de sa fausseté. On
attribue à Brouwer l'adage : �there are no non-experienced truths�. Sa position était en e�et de refuser la
possibilité qu'un théorème soit démontré par application de règles de logique sans qu'il soit nécessaire de
prendre en compte son contenu sémantique.

L'opposition à l'intuitionnisme fut farouche, à commencer par celle de Hilbert : �[Accepter le programme
de Brouwer] revient à démembrer et mutiler notre science ; si nous suivions de tels réformateurs, nous
courrions le danger de perdre un grand nombre de nos trésors les plus précieux� (1922). Ou encore :

�Enlever le principe du tiers exclu aux mathématiciens serait la même chose,
disons, que d'interdire le télescope aux astronomes ou aux boxeurs l'usage des
poings.� (1928)

Une proposition peut être vraie, fausse ou indécidable

On dit que Brouwer a introduit le temps en mathématiques. Au lieu de considérer qu'une proposition
est vraie ou fausse de toute éternité, un mathématicien intuitionniste considère qu'elle est (peut-être
temporairement) indécidable tant qu'elle n'a pas été prouvée (de manière constructive) vraie ou fausse.
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Toutefois, s'ils rejettent le principe du tiers exclu, les mathématiciens intuitionnistes conservent le
principe de non-contradiction : P ne peut pas être simultanément vraie ou fausse. De ce fait, il y a en
logique intuitionniste trois cas possibles qui s'excluent mutuellement.

(i) On peut construire une preuve de P ; on dira alors que P est vraie.

(ii) À partir de l'hypothèse P, on peut construire une contradiction de P ; on dira que P est fausse.

(iii) On ne peut ni prouver que P est vraie, ni prouver que P est fausse ; on dira que P est indécidable.

Ayant abandonné le principe du tiers exclu les mathématiciens intuitionnistes ont en échange besoin
de quelques postulats consistant à déclarer que certaines propositions sont toujours décidables. Il en est
ainsi de l'égalité dans N ; pour a et b entiers naturels, il n'y a que deux cas : a = b ou a 6= b. De même le
principe de récurrence est conservé.

ä Un exemple classique : nous voulons démontrer qu'il existe deux nombres irrationnels a et b tels que ab

est rationnel. La preuve en logique classique repose sur le statut de vérité de la proposition P : �
√
2
√
2
est

un nombre rationnel�.

1er cas : on suppose que P est vraie, c'est-à-dire que
√
2
√
2
est rationnel. Alors on peut choisir a =

√
2

et b =
√
2.

2nd cas : on suppose que P est fausse, c'est-à-dire que
√
2
√
2
est irrationnel. Alors :

(√
2
√
2
)√

2

=
√
2
√
2×

√
2
=
√
2
2
= 2 est rationnel.

On peut donc choisir a =
√
2
√
2
et b =

√
2.

Il est di�cile de ne pas être frustré par une telle démonstration, qui prouve l'existence d'un couple (a, b)

de nombres irrationnels tels que ab soit irrationnel, mais ne permet pas de décider si le bon choix est

(a, b) = (
√
2,
√
2) ou (a, b) =

(√
2
√
2
,
√
2

)
.

Cette démonstration est évidemment non constructive et n'est pas concluante dans le cadre de la
logique intuitionniste puisqu'elle ne prend pas en compte le 3e cas : P peut être indécidable. 4

Renoncer au raisonnement par l'absurde

Soit un ensemble E dans lequel, pour tout élément x, on considère une propriété P(x). Pour démontrer
qu'il existe au moins un élément x0 de E tel que P (x0) soit vraie on peut supposer que, pour tout x de
E, P(x) est fausse. Si ceci entraîne une contradiction, on en déduira en vertu du principe du tiers exclu
qu'il existe au moins un élément x0 de E tel que P (x0) soit vraie.

Un tel raisonnement par l'absurde est inadmissible pour un mathématicien constructiviste puisqu'il
ne fournit aucune méthode pour calculer xo. E�ectivement, en logique intuitionniste, le raisonnement par
l'absurde est impossible, puisque celui-ci consiste à supposer qu'une proposition P est fausse et à faire
apparaître une contradiction. En logique classique, on en déduit que P n'est pas fausse et donc qu'elle est
vraie. En logique intuitionniste, on en déduit seulement que le cas (ii) est impossible et donc que P est
vraie (cas (i)) ou indécidable (cas (iii)).

4. On sait grâce à une démonstration due à Kuzmin que
√
2
√
2
est irrationnel.
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Il convient toutefois de distinguer le raisonnement par l'absurde, où on suppose P fausse, du raison-
nement où on suppose P vraie et où on fait apparaître une contradiction (par une preuve directe). Un
tel raisonnement est parfaitement accepté en mathématiques constructives puisqu'il consiste simplement
à établir le cas (ii) : P est fausse.

Exemple : pour démontrer que
√
2 est un nombre irrationnel, on suppose que la proposition P : �

√
2 est

un nombre rationnel� est vraie. On sait qu'il existe une écriture
√

2 = p/q, où p et q sont deux entiers
premiers entre eux. Or on peut prouver que p et q sont tous les deux pairs (voir propriété 1.7, page 23) ce
qui contredit le fait qu'ils sont premiers entre eux.

On en déduit que P est fausse :
√
2 n'est pas un nombre rationnel.

La négation d'une proposition

En logique classique, la proposition non-P est dé�nie comme la proposition qui est vraie si et seulement
si P est fausse. En logique intuitionniste, on convient de dire que non-P est vraie lorsque P est fausse.
Pour simpli�er les énoncés qui suivent, on abrègera les notations en remplaçant P vraie et P fausse par P
et non-P.

En logique classique, non-(non-P) ≡ P, d'où la possibilité de raisonner par l'absurde.

En logique intuitionniste, P (cas (i)) et non-P (cas (ii)) sont incompatibles. Donc, si P, supposer non-P
entraîne une contradiction :

P =⇒ non-(non-P)

Mais l'implication réciproque est fausse en général puisque non-(non-P) signi�e seulement qu'il est contra-
dictoire d'a�rmer que P est fausse. Restent alors deux possibilités : P est vraie ou indécidable.

Exemple : considérons une proposition P du type �l'ensemble X est non vide�. Pour prouver non-(non-P), il
su�t de démontrer que l'hypothèse non-P (càd que X est vide) conduit à une contradiction. En revanche, en
mathématiques constructives, pour prouver P, il faut une démonstration permettant d'exhiber un élément
de X.

De ce fait les mathématiciens intuitionnistes distinguent les ensembles habités (P est vraie) et les
ensembles non vides (non-(non-P) est vraie). Tout ensemble habité est non vide, mais un ensemble non
vide n'est pas forcément habité. . .

Les lois de Morgan

En logique classique, la première loi de Morgan est : (non-P ou non-Q) ≡ non-(P et Q).
En logique intuitionniste, l'implication suivante reste vraie :

(non-P ou non-Q) =⇒ non-(P et Q).

En e�et, si P est fausse ou Q est fausse, supposer (P et Q), c'est-à-dire P et Q vraies, contredit l'une au
moins des deux hypothèses initiales. Donc (P et Q) est fausse.

Réciproquement, si l'on suppose (P et Q) fausse, il est possible par exemple que P soit vraie et Q
indécidable et, dans ce cas, ni P, ni Q, ne sont fausses, donc non-(P et Q) n'entraîne pas (non-P ou
non-Q).

On peut le comprendre ainsi : pour a�rmer que (P et Q) est fausse, on a construit une preuve directe
amenant à une contradiction à partir de l'hypothèse (P et Q). Mais pour prouver P fausse ou Q fausse, il
faut être capable du même travail à partir d'une seule des deux hypothèses P ou Q, qui sont plus faibles.
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Exemple : soit x un nombre réel. Considérons les propositions P : �x est un nombre rationnel� et Q : �x
est un nombre irrationnel�.
La proposition (P et Q) est fausse en vertu du principe de non-contradiction. Mais prouver P fausse ou Q
fausse est plus exigeant : il faut déduire une contradiction de l'hypothèse x rationnel ou de l'hypothèse x
irrationnel.

En revanche, la logique intuitionniste dispose toujours de la seconde loi de Morgan :

(non-P et non-Q) =⇒ non-(P ou Q).

Retour sur le principe du tiers exclu

Malgré le rejet du principe du tiers exclu, �aucun constructiviste raisonnable ne peut prétendre qu'une
instance du principe du tiers exclu est fausse�.
Soit en e�et une proposition P quelconque ; la propriété du tiers exclu appliquée à P est (P ou non-P).
Supposons non-(P ou non-P). D'après la seconde loi de Morgan, ceci équivaut à (non-P et non-(non-P)).

Ces deux a�rmations étant incompatibles, on a bien non-(non-(P ou non-P)) : l'a�rmation que (P ou
non-P) est fausse est contradictoire.

Conclusion : la propriété du tiers exclu appliquée à une proposition P est vraie ou indécidable.
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Chapitre 2

Méthodes algébriques

2.1 Brefs rappels sur les suites

Définition 2.1 - Une suite réelle (resp. complexe) (un) est un procédé permettant d'associer à
tout entier naturel n un nombre réel (resp. complexe) noté un.
Pour un entier naturel arbitraire n, le nombre réel (ou complexe) un est alors appelé terme général

de la suite (un).

Remarque. Cette dé�nition est énoncée à titre provisoire. En e�et, elle est imprécise (qu'est qu'un
�procédé� ?), même si elle ressemble à s'y méprendre à celle que l'on vous a donnée pour les fonctions. Si le
parallèle n'était pas trop dangeureux, on pourrait écrire qu'une suite réelle est une fonction dé�nie sur N. . .
Mais cette comparaison est risquée, notamment car elle peut inciter à recourir à la dérivée pour étudier
le sens de variation d'une suite, ce qui en général n'a pas de sens. En tout état de cause, la dé�nition
rigoureuse de suite sera donnée dans le chapitre portant sur les applications.

Par ailleurs, une suite n'est pas nécessairement dé�nie sur N tout entier. Par exemple, la suite dé�nie
en posant un = 1/n n'est dé�nie que sur N∗. Celle dé�nie en posant un = 1/ ln(n) n'est dé�nie que sur
N\ {0, 1}. . . Néanmoins, dans la suite de ce chapitre, nous supposerons systématiquement que les suites
considérées sont dé�nies sur N, a�n d'éviter certaines lourdeurs d'écriture.

Terminologie. Certaines notions et propriétés de ce chapitre (à commencer par celles portant sur les
suites arithmétiques et géométriques) seront valables aussi bien pour les suites réelles que pour les suites
complexes. Pour éviter les répétitions, nous utiliserons la lettre K pour désigner indi�éremment R ou C ;
et nous parlerons de scalaire pour désigner un élément de K, càd un nombre réel ou complexe.

Notations. On notera RN (resp. CN, resp. KN) l'ensemble des suites réelles (resp. complexes, resp. à
valeurs dans K).

Définition 2.2 - Une suite (réelle ou complexe) est arithmétique s'il existe un scalaire r tel que :

∀n ∈ N, un+1 = un + r

Lorsque tel est le cas, le scalaire r est appelé raison de la suite (un).

Exemples. La suite des entiers naturels (de terme général un = n) est arithmétique de raison 1. La suite
des entiers naturels impairs (de terme général un = 2n+ 1) est arithmétique de raison 2.



36 Cours MPSI - sz

Pour établir qu'une suite (un) est arithmétique, on prouve que pour tout entier naturel n, la di�érence
un+1 − un est constante.

Propriété 2.1 - Soit (un) une suite arithmétique de raison r.

1/ ∀n ∈ N, un = u0 + nr

2/ ∀ (n, p) ∈ N2, un = up + (n− p)r

Preuve. La première propriété provient d'un raisonnement par récurrence sans aucune di�culté ; et la
seconde s'en déduit. Juste pour s'en convaincre, faisons-le !

Preuve du 1/. Soit (un) une suite arithmétique de raison r. Notons, pour tout entier naturel n, P (n)
l'assertion �un = u0 + nr�.
L'initialisation (le fait que P (0) est vraie) est immédiate.
Passons à l'hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :

un+1 = un + r = u0 + nr + r = u0 + (n+ 1)r

La première égalité ci-dessus provient du fait que (un) est arithmétique de raison r, et la seconde de
l'hypothèse de récurrence. Au �nal, on a établi que : un+1 = u0 + (n+1)r. Ce qui assure que P (n+1) est
vraie, et prouve l'hérédité.

Conclusion. ∀n ∈ N, un = u0 + nr.

Preuve du 2/. Soit (un) une suite arithmétique de raison r, et soient n et p deux entiers naturels. D'après
ce qui précède, on a : un = u0+nr et up = u0+pr. D'où : un−up = (n−p)r, et donc : un = up+(n−p)r.

Conclusion. ∀ (n, p) ∈ N2, un = up + (n− p)r.K
Définition 2.3 - Une suite (réelle ou complexe) est géométrique s'il existe un scalaire q tel que :

∀n ∈ N, un+1 = un × q

Lorsque tel est le cas, le scalaire q est appelé raison de la suite (un).

Exemples. La suite : 1,
1

2
,
1

4
,
1

8
, . . . de terme général un =

1

2n
est géométrique de raison

1

2
.

La suite : 1, i,−1,−i, 1, i,−1,−i, . . . de terme général un = in est géométrique de raison i.

La suite de terme général un = eniθ est géométrique de raison eiθ.

Propriété 2.2 - Soit (un) une suite géométrique de raison q.

1/ ∀n ∈ N, un = u0 × qn

2/ ∀ (n, p) ∈ N2, un = up × qn−p

Preuve. Encore une fois, la première propriété provient d'un raisonnement par récurrence sans aucune

di�culté ; la seconde s'en déduit.K
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2.2 Sommes

2.2.1 Généralités

Notation. Lorsque (un) est une suite, et I = {i1, . . . , iN} un ensemble d'indices, on note
∑
i∈ I

ui pour

désigner la somme ui1 + · · ·+ uiN .

En pratique on a souvent : I =[[ 0;n ]] et on note alors
n∑
i=0

ui la somme u0 + u1 + · · ·+ un.

Propriété 2.3 - Soient (an) et (bn) deux suites, λ un scalaire et n un entier naturel.

1/ Linéarité :
n∑
k=0

(ak + bk) =
n∑
k=0

ak +
n∑
k=0

bk et
n∑
k=0

(λak) = λ
n∑
k=0

ak

2/ �Relation de Chasles� :
p∑

k=n

ak =
m∑
k=n

ak +

p∑
k=m+1

ak

3/ Sommes télescopiques :
p∑

k=n

(ak+1 − ak) = ap+1 − an

Preuve. Exceptionnellement, on ne donne ici qu'une idée de la preuve. Chacune des propriétés ci-dessus
peut-être prouvée de deux (au moins) méthodes. La première consiste à écrire les di�érentes sommes avec
�des petits points�. Par exemple, pour établir le premier énoncé, on peut écrire :

n∑
k=0

(ak + bk) = (a0 + b0)+(a1 + b1)+· · ·+(an + bn) = (a0 + · · ·+ an)+(b0 + · · ·+ bn) =
n∑
k=0

ak+
n∑
k=0

bk

Au sens strict du terme, cette �preuve� n'en est pas vraiment une. Une autre méthode (rigoureuse celle-ci)
consiste à établir cette propriété par récurrence, ce qui constitue d'ailleurs un exercice sans di�culté (ni

intérêt, il faut bien l'avouer).K
Exemple d'application de la relation de Chasles. Une application assez fréquente de la relation de
Chasles est la décomposition :

n+1∑
k=0

uk =

[
n∑
k=0

uk

]
+ un+1

Cette écriture est notammment utile lorsqu'il s'agit de prouver par récurrence une propriété faisant in-
tervenir une somme ; voir à cet e�et les formules concernant les sommes remarquables énoncées dans la
section suivante.
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Exemple d'application des sommes télescopiques 1. Soit n un entier naturel non nul. Calculons

Sn =
n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
.

On a : Sn =
n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=1

ln

(
k + 1

k

)
=

n∑
k=1

[ln (k + 1)− ln(k)] = ln(n+ 1)− ln(1)

Conclusion. ∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
= ln(n+ 1).

Conséquence. On peut déduire de ce qui précède que : lim
n→+∞

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
= +∞ . Plus tard dans

l'année, nous traduirons cette propriété en disant que la série de terme général ln

(
1 +

1

k

)
est divergente.

Exemple d'application des sommes télescopiques 2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Calculons Sn =
n∑
k=2

ln

(
1− 1

k2

)
.

On a : Sn =
n∑
k=2

ln

(
1− 1

k2

)
=

n∑
k=2

ln

(
k2 − 1

k2

)
=

n∑
k=2

ln

(
(k − 1) (k + 1)

k2

)

=
n∑
k=2

[ln(k − 1)− ln(k)] +
n∑
k=2

[ln(k + 1)− ln(k)] = (ln(1)− ln(n)) + (ln(n+ 1)− ln(2)) = ln

(
n+ 1

2n

)

Conclusion. ∀n ∈ N\ {0, 1} ,
n∑
k=2

ln

(
1− 1

k2

)
= ln

(
n+ 1

2n

)
.

Conséquence. On peut déduire de ce qui précède que : lim
n→+∞

n∑
k=1

ln

(
1− 1

k2

)
= ln(1/2) . Plus tard

dans l'année, nous traduirons cette propriété en disant que la série de terme général ln

(
1− 1

k2

)
est

convergente, et a pour somme ln(1/2).

Exemple d'application des sommes télescopiques 3. Soit n un entier naturel non nul. On considère
la sommes des inverses des entiers naturels compris entre 1 et n :

Sn =
n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

On souhaite étudier la limite de Sn lorsque n tend vers +∞. On commence par observer que la fonction
inverse est décroissante sur R∗

+, d'où :

∀ k ∈ N∗, ∀x ∈ [[ k, k + 1 ]],
1

k + 1
6 1

x
6 1

k
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En intégrant terme à terme cet encadrement sur [[ k, k + 1 ]], on obtient :

∀ k ∈ N∗, ∀x ∈ [[ k, k + 1 ]],
1

k + 1
6 [ln(x)]k+1

k︸ ︷︷ ︸
=ln(k+1)−ln(k)

6 1

k

Par suite : ∀ k ∈ N∗,
1

k
> ln(k + 1)− ln(k).

D'où :
n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

[ln(k + 1)− ln(k)]. Donc :
n∑
k=1

1

k
> ln(n+ 1).

En résumé, on a établi que : ∀n ∈ N∗, Sn > ln(n + 1). Or on sait que : lim
n→+∞

ln(n + 1) = +∞. On en

déduit par comparaison que : lim
n→+∞

Sn = +∞.

Conclusion. lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k
= +∞.

Remarque. Plus tard dans l'année, nous traduirons cette propriété en disant que la série harmonique (de
terme général 1/k) est divergente.

Exemple d'application des sommes télescopiques 4. Soit n un entier naturel non nul. On considère
la sommes des inverses des carrés entiers naturels compris entre 1 et n :

Sn =
n∑
k=1

1

k2
= 1 +

1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2

On souhaite étudier la limite de Sn lorsque n tend vers +∞. On peut commence par observer que :

∀ k ∈ N, k > 2,
1

k2
6 1

k2 − k
(♠)

Par ailleurs, la fraction rationnelle
1

k2 − k
peut être décomposée en éléments simples :

∀ k ∈ N, k > 2,
1

k2 − k
=

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
(♣)

On déduit de (♠) et de (♣) que :

∀ k ∈ N, k > 2,
1

k2
6 1

k − 1
− 1

k

Par suite :
n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
6 1 +

n∑
k=2

[
1

k − 1
− 1

k

]
︸ ︷︷ ︸

=1−1/n

Donc :
n∑
k=1

1

k2
6 2− 1

n
.
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En résumé, on a établi que : ∀n ∈ N, n > 2, Sn 6 2− 1

n
. En particulier : ∀n ∈ N, n > 2, Sn 6 2. Ce qui

signi�e que la suite (Sn) est majorée (par 2). Comme il est par ailleurs clair que la suite (Sn) est croissante,
on en déduit via le théorème de la limite monotone 1 que (Sn) converge (admet une limite �nie).

Conclusion. La suite de terme général
n∑
k=1

1

k2
est convergente.

Remarque. Plus tard dans l'année, nous traduirons cette propriété en disant que la série de terme général

1/k2 est convergente. On peut par ailleurs montrer, mais c'est une autre histoire, que : lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

2.2.2 Sommes remarquables

Propriété 2.4 - (somme des premiers entiers).

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k =
n (n+ 1)

2
(càd : 0 + 1 + 2 + · · ·+ n =

n (n+ 1)

2
).

Preuve. Etablissons la propriété par récurrence sur l'entier naturel n. Pour tout entier naturel n, notons

P (n) l'assertion :
n∑
k=0

k =
n (n+ 1)

2
.

L'initialisation (le fait que P (0) est vraie) est immédiate.

Passons à l'hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :

n+1∑
k=0

k =

(
n∑
k=0

k

)
+ n+ 1 =

n (n+ 1)

2
+ n+ 1 =

(n+ 1) (n+ 2)

2

La première égalité ci-dessus provient de la relation de Chasles pour les sommes, et la seconde de l'hypo-

thèse de récurrence. Au �nal, on a établi que :
n+1∑
k=0

k =
(n+ 1) (n+ 2)

2
. Ce qui assure que P (n + 1) est

vraie, et prouve l'hérédité.

Conclusion. ∀n ∈ N,
n∑
k=0

k =
n (n+ 1)

2
. K

Propriété 2.5 - (somme des carrés des premiers entiers).

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
(càd : 0 + 1 + 4 + · · ·+ n2 =

n (n+ 1) (2n+ 1)

6
).

1. Qui a�rme que toute suite réelle croissante et majorée converge.
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Preuve. Notons P (n) l'assertion :
n∑
k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
, et prouvons que P (n) est vraie pour tout

entier naturel n par récurrence sur n.

ä Initialisation (n = 0). D'une part :
0∑

k=0

k2 = 0. D'autre part :
0 (0 + 1) (2× 0 + 1)

6
= 0. . . Donc P (0)

est vraie.

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :
n+1∑
k=0

k2 =
n∑
k=0

k2 + (n+ 1)2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

n (n+ 1) (2n+ 1) + 6(n+ 1)2

6

=
(n+ 1) [n (2n+ 1) + 6(n+ 1)]

6
=

(n+ 1) (2n2 + 7n+ 6)

6
(♠)

Par ailleurs :
(n+ 1) (n+ 2) (2n+ 3)

6
=

(n+ 1) (2n2 + 7n+ 6)

6
(♣)

On déduit de (♠) et (♣) que :
n+1∑
k=0

k2 =
(n+ 1) (n+ 2) (2n+ 3)

6
. Ce qui signi�e que P (n+ 1) est vraie, et

établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. ∀n ∈ N,
n∑
k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
. K

Propriété 2.6 - (somme des cubes des premiers entiers).

∀n ∈ N,
n∑
k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4
=

(
n (n+ 1)

2

)2

(càd : 0 + 1 + 8 + · · ·+ n3 =
n2 (n+ 1)2

4
).

Preuve. Voir preuve de la propriété 1.9, page 27. K
Propriété 2.7 - (somme des termes d'une suite arithmétique). Soit (un) une suite arith-
métique. On a :

n∑
k=0

uk = (n+ 1)
u0 + un

2

Preuve. Soit (un) une suite arithmétique. Par dé�nition : ∃ r ∈ K, ∀n ∈ N, un+1 = un + r (le scalaire
r est la raison de (un)).

En outre, on a déjà établi que : un = u0 + nr. Il s'ensuit que :
n∑
k=0

uk =
n∑
k=0

(u0 + kr) =

(
n∑
k=0

u0

)
+ r

(
n∑
k=0

k

)
= (n+ 1)u0 +

n (n+ 1)

2
× r = n+ 1

2
(2u0 + nr)

=
n+ 1

2

u0 + u0 + nr︸ ︷︷ ︸
=un

 =
n+ 1

2
(u0 + un)
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Conclusion. Pour (un) une suite arithmétique, on a :
n∑
k=0

uk = (n+ 1)
u0 + un

2
. K

Propriété 2.8 - (somme des termes d'une suite géométrique). Soit (un) une suite géomé-
trique de raison q 6= 1. On a :

n∑
k=0

uk = u0 ×
1− qn+1

1− q

Preuve. Soit (un) une suite géométrique de raison q 6= 1. On a déjà établi (voir propriété 2.2, page 36)

que : ∀ k ∈ N, uk = u0 × qk. On doit donc établir que :
n∑
k=0

u0 × qk = u0 ×
1− qn+1

1− q
.

Il su�t, par linéarité de la somme, de montrer que :
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
. Pour ce faire, on peut procéder

par récurrence sur n ; pour changer un peu, on utilise ici une méthode alternative.

Soit n un entier naturel quelconque. Posons : S =
n∑
k=0

qk. On a :

(1− q)S = (1− q)
n∑
k=0

qk =
n∑
k=0

(
qk − qk+1

)
= q0 − qn+1 d'où : (1− q)S = 1− qn+1

Puisque q 6= 1, on en déduit que : S =
1− qn+1

1− q
, ce qu'il fallait démontrer.

Conclusion. ∀n ∈ N, ∀u0 ∈ C,
n∑
k=0

u0 × qk = u0 ×
1− qn+1

1− q
. K

2.3 Produits

2.3.1 Généralités

Notation. Lorsque (un) est une suite, et I = {i1, . . . , iN} un ensemble d'indices, on note
∏
i∈ I

ui pour

désigner le produit ui1 × · · · × uiN .

En pratique on a souvent : I =[[ 0;n ]] et on note alors
n∏
i=0

ui le produit u0 × u1 × · · · × un.

Propriété 2.9 - Soient (an) et (bn) deux suites, λ un scalaire et n un entier naturel.

1/
n∏
k=1

(ak × bk) =
n∏
k=1

ak ×
n∏
k=1

bk et
n∏
k=1

(λak) = λn
n∏
k=1

ak

2/ �Relation de Chasles� :
p∏

k=n

ak =
m∏
k=n

ak ×
p∏

k=m+1

ak

3/ Produits télescopiques :
p∏

k=n

ak+1

ak
=
ap+1

an
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Preuve. Comme dans le cadre de la propriété 2.3 page 37, on ne donne ici qu'une idée de la preuve.
Chacune des propriétés ci-dessus peut-être prouvée de deux (au moins) méthodes. La première consiste à
écrire les di�érents produits avec �des petits points�. Par exemple, pour établir le premier énoncé, on peut
écrire :

n∏
k=1

(ak × bk) = (a1 × b1)× · · · × (an × bn) = (a1 × · · · × an)× (b1 × · · · × bn) =
n∏
k=1

ak ×
n∏
k=1

bk

Les remarques faites dans la preuve de la propriété 2.3 s'appliquent évidemment encore au cas présent.

K
Exemple d'application de la relation de Chasles. Une application assez fréquente de la relation de
Chasles est la décomposition :

n+1∏
k=0

uk =

[
n∏
k=0

uk

]
× un+1

Cette écriture est notammment utile lorsqu'il s'agit de prouver par récurrence une propriété faisant inter-
venir un produit.

Exemple de produit télescopique 1. Soit N un entier naturel > 2. Notons : PN =
N∏
k=2

(
1− 1

k

)
.

On a : PN =
N∏
k=2

(
1− 1

k

)
=

N∏
k=2

k − 1

k
=

1

N
.

Exemple de produit télescopique 2. Soit N un entier naturel > 2. Notons : PN =
N∏
k=1

(
1− 1

k2

)
.

On a : PN =
N∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

N∏
k=2

k2 − 1

k2
=

N∏
k=2

k − 1

k
×

N∏
k=2

k + 1

k
=

1

N
× N + 1

2
=
N + 1

2N
.

2.3.2 Factorielle d'un entier naturel

Définition 2.4 - (Factorielle d'un entier naturel). Pour tout entier naturel n, on appelle
factorielle de n et on note n! l'entier naturel dé�ni en posant :

∀ n ∈ N∗, n! =
n∏
k=1

k et 0! = 1

Exemples : 0! = 1 ; 1! = 1 ; 2! = 2 ; 3! = 6 ; 4! = 24 ; 5! = 120 ; 6! = 720 ; 7! = 5040

Propriété 2.10 - 1) ∀ n ∈ N∗, n! = n× (n− 1)!

2) ∀ n ∈ N, n > 2, n! = n× (n− 1)× (n− 2)!

Preuve. Plus que des propriétés, il s'agit plutôt de remarques sur les factorielles découlant immédia-

temment de la dé�nition, et de la relation de Chasles pour les produits.K
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2.4 Coe�cients binomiaux

Définition 2.5 - (Combinaison). Soient n et p deux entiers naturels. On appelle combinaison
de p éléments parmi n toute partie à p éléments d'un ensemble à n éléments.

Exemples : dans un ensemble à n éléments, l'ensemble vide est la seule combinaison à 0 élément. Une
combinaison de 1 élément est un singleton. Dans une classe de MPSI, un binôme est une combinaison de
deux éléments de la promo.

Notation : on note

(
n

p

)
le nombre de combinaisons de p éléments parmi n (càd de parties à p éléments

d'un ensemble à n éléments).

Théorème 2.1 - ∀ (n, p) ∈ N2,

(
n

p

)
=


n!

p! (n− p)!
si p ∈ [[ 0, n ]]

0 sinon

Preuve. Il est déjà clair que pour tout entier naturel n, on a :

(
n

p

)
= 0 pour tout entier p tel que

p < 0 ou p > n. 2

Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N, l'assertion P (n) : ∀ p ∈ [[ 0, n ]],

(
n

p

)
=

n!

p! (n− p)!
est

vraie.

ä Initialisation (n = 0). D'une part :
0!

0! (0− 0)!
= 1. D'autre part :

(
0

0

)
= 1. Donc P (0) est vraie.

ä Hérédité. Soit n un entier naturel, et supposons P (k) vraie jusqu'au rang n. 3

Soit E un ensemble à n+ 1 éléments. Notons en extension : E = {x1, . . . , xn, xn+1}.
Soit p un entier compris entre 0 et n+ 1. Distinguons deux cas.

ä Premier cas : p = 0. Dans ce cas, on a :

(
n+ 1

0

)
= 1 et

(n+ 1)!

0! (n+ 1− p)!
= 1.

Ainsi :

(
n+ 1

0

)
=

(n+ 1)!

0! (n+ 1− p)!
(♠).

ä Second cas : p > 0. Observons que pour toute partie A de E à p éléments, soit xn+1 ∈ A, soit
xn+1 /∈ A, ces deux cas s'excluant mutuellement.

On a alors :

(
n+ 1

0

)
= Bn + Cn, en ayant noté Bn (resp. Cn) le nombre de parties à p éléments de E

contenant (resp. ne contenant pas) l'élément xn+1.

Or : Bn =

(
n

p− 1

)
puisque le choix d'une combinaison de p éléments contenant xn+1 est équivalent au

choix de (p− 1) éléments parmi x1,. . . , xn.

2. Si l'on est optimiste, cela prouve la moitié du théorème !
3. Comme on l'a vu dans le premier chapitre, on utilise ici une variante du raisonnement par récurrence. Dans l'hérédité,

au lieu de supposer que P (n) est vraie pour un rang n particulier, on suppose que P (0), P (1),. . . , P (n) sont vraies. Il s'agit
d'un détail de rédaction, dont nous aurons besoin dans la présente preuve.
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Par ailleurs : Cn =

(
n

p

)
puisque le choix d'une combinaison de p éléments ne contenant pas xn+1 est

équivalent au choix de p éléments parmi x1,. . . , xn.

Ainsi :(
n+ 1

p

)
=

(
n

p− 1

)
+

(
n

p

)
=

n!

(p− 1)! (n− p+ 1)!
+

n!

p! (n− p)!
=
n! (p+ n− p+ 1)

p! (n− p+ 1)!
=

(n+ 1)!

p! (n− p+ 1)!

Donc : ∀ p ∈ [[ 1, n+ 1 ]],

(
n+ 1

p

)
=

(n+ 1)!

p! (n− p+ 1)!
(♣).

ä Il résulte de (♠) et de (♣) que : ∀ p ∈ [[ 0, n+ 1 ]],

(
n+ 1

p

)
=

(n+ 1)!

p! (n− p+ 1)!

Ce qui signi�e que P (n+ 1) est vraie, et achève donc la preuve de l'hérédité.

Conclusion. ∀n ∈ N, ∀ p ∈ [[ 0, n ]],
n!

p! (n− p)!
. K

Propriété 2.11 - (Propriétés des coe�cients binomiaux).

1/ Symétrie : ∀ (n, p) ∈ N2,

(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
2/ Relation de Pascal : ∀ (n, p) ∈ N2,

(
n

p− 1

)
+

(
n

p

)
=

(
n+ 1

p

)
3/ Valeurs remarquables : pour tout entier naturel n,(

n

0

)
= 1 =

(
n

n

)
;

(
n

1

)
= n =

(
n

n− 1

)
;

(
n

2

)
=

(
n

n− 2

)
=
n(n− 1)

2

Preuve. Soit n un entier naturel arbitraire.

1/ Soit p un entier compris entre 0 et n. D'après le théorème 2.1, on a :(
n

n− p

)
=

n!

(n− p)! (n− (n− p))!
=

n!

p (n− p)!
=

(
n

p

)
Par ailleurs, si p est un entier tel que p > n, alors on a :

(
n

p

)
= 0 car il n'existe aucune partie d'un

ensemble à n éléments contenant strictement plus de n éléments. Et :

(
n

n− p

)
= 0 puisque n− p < 0.

On peut ainsi conclure que : ∀ p ∈ N,
(

n

n− p

)
=

(
n

p

)
.

2/ La preuve de la relation de Pascal provient essentiellement du calcul fait au cours de la preuve du
théorème 2.1.

3/ ä La seule combinaison à 0 élément d'un ensemble à n éléments est l'ensemble vide, d'où :

(
n

0

)
= 1.

Par symétrie, on en déduit que :

(
n

n

)
= 1.
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ä Un ensemble à n éléments contient exactement n singletons (même si n = 0). D'où :

(
n

1

)
= n.

Par symétrie, on en déduit que :

(
n

n− 1

)
= n.

(
n

0

)
=
n!

0!

ä Supposons n > 2. On a :

(
n

2

)
=

n!

2!(n− 2)!
=
n(n− 1)

2
.

Par symétrie, on en déduit que :

(
n

n− 2

)
=
n(n− 1)

2
.

Ces deux égalités restent valables si n = 0 ou n = 1, puisque �tout le monde est nul�. K

Remarque. La relation de Pascal permet notamment de construire le fameux triangle de Pascal, donnant
les coe�cients binomiaux (pratiquement, pour des valeurs de n pas trop grandes. . . ).

Ce procédé, avec le théorème qui suit, fournit de nouvelles identités remarquables. . .

Théorème 2.2 - (Binôme de Newton). ∀ (a, b) ∈ C2, ∀n ∈ N,

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

Preuve. Prouvons la formule par récurrence sur n. Considérons a et b deux nombres complexes arbi-

traires, et posons P(n) : (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

äInitialisation : pour n = 0, on a (a+ b)0 = 1 et
0∑

k=0

(
0

k

)
akb0−k =

(
0

0

)
a0b0 = 1, ce qui assure que P(0)

est vraie.
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äHérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

(a+ b)n+1 = (a+ b) (a+ b)n = (a+ b)
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
ak+1bn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k

=
n+1∑
K=1

(
n

K − 1

)
aKbn+1−K +

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k =

(
n

n

)
an+1b0 +

(
n

0

)
a0bn+1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
akbn+1−k

D'où �nalement : (a+ b)n+1 =
n+1∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k

La relation obtenue signi�e exactement que la propriété P(n + 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité de la
propriété.

Conclusion : ∀ (a, b) ∈ C2, ∀n ∈ N, (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k . K

On obtient comme conséquence du théorème 2.2 et du triangle de Pascal les quatre identités ci-dessous.

Application 1 : ∀ (a, b) ∈ C2, (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

Application 2 : ∀ (a, b) ∈ C2, (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

Application 3 : ∀ (a, b) ∈ C2, (a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

Application 4 : ∀ (a, b) ∈ C2, (a− b)4 = a4 − 4a3b+ 6a2b2 − 4ab3 + b4

La formule ci-dessous donne l'expression de la somme des coe�cients de la ligne de rang n du triangle de
Pascal (c'est une application directe du théorème 2.2, avec a = b = 1).

Application 5 : ∀n ∈ N,
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

La formule ci-dessous donne l'expression de la somme alternée des coe�cients de la ligne de rang n du
triangle de Pascal (c'est une application directe du théorème 2.2, avec a = 1 et b = −1).

Application 6 : ∀n ∈ N,
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0

Application 7 : soit n > 2. Calculons les sommes S1 =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
et S2 =

n∑
k=0

k2
(
n

k

)
.

ä Soit n un entier naturel > 2. On dé�nit sur R une fonction f en posant : ∀ x ∈ R, f(x) = (1 + x)n (♠).

D'après le théorème 2.2, on a également : ∀ x ∈ R, f(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk (♥).

En calculant f(1) à l'aide des formules (♠) et (♥), on retrouve :
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n .
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ä La fonction f est dérivable 4 sur R, et on obtient deux expressions pour sa dérivée en utilisant les
formules (♠) et (♥).

D'une part : ∀ x ∈ R, f ′(x) = n (1 + x)n−1 (♦) .

Et d'autre part : ∀ x ∈ R, f ′(x) =
n∑
k=1

k

(
n

k

)
xk−1 (♣)

En calculant f ′(1) à l'aide des formules (♦) et (♣), on obtient :
n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1 =

n∑
k=0

k

(
n

k

)

ä A son tour, la fonction f ′ est dérivable 5 sur R, et on obtient deux expressions pour sa dérivée (la
dérivée seconde de f donc) en utilisant les formules (♦) et (♣).

D'une part : ∀ x ∈ R, f ′′(x) = n (n− 1) (1 + x)n−2 (♭)

Et d'autre part : ∀ x ∈ R, f ′′(x) =
n∑
k=2

k (k − 1)

(
n

k

)
xk−2 (♯)

En calculant f ′′(1) à l'aide des formules (♯) et (♭), on obtient : n (n− 1) 2n−2 =
n∑
k=2

k (k − 1)

(
n

k

)
(N) .

Or :
n∑
k=2

k (k − 1)

(
n

k

)
=

n∑
k=2

k2
(
n

k

)
−

n∑
k=2

k

(
n

k

)
=

n∑
k=1

k2
(
n

k

)
−n−

n∑
k=1

k

(
n

k

)
+n =

n∑
k=1

k2
(
n

k

)
−

n∑
k=1

k

(
n

k

)

On déduit de cette égalité et de la relation (N) que :

n∑
k=1

k2
(
n

k

)
= n (n− 1) 2n−2 +

n∑
k=1

k

(
n

k

)
Puis, en exploitant le résultat précédent :

n∑
k=1

k2
(
n

k

)
= n (n− 1) 2n−2 + n2n−1 = n2n−2 (n− 1 + 2)

D'où �nalement :
n∑
k=1

k2
(
n

k

)
= n (n+ 1) 2n−2 =

n∑
k=0

k2
(
n

k

)

4. Car f est polynomiale.
5. Car f ′ est polynomiale.
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2.5 Epilogue : calcul de
n∑
k=1

k4 et de
n∑
k=1

k5

Soit n un entier naturel arbitraire. On pose, pour tout entier naturel i :

Si =
n∑
k=0

ki

Les valeurs de S0, S1, S2 et S3 sont connues (voir paragraphe sur les sommes remarquables). Le but de ce
problème est de calculer S4 et S5, en présentant une méthode générale permettant de déduire Sn+1 de Sn.

1) Calcul de S4.

a) Calculer de deux façons di�érentes la somme U4 =
n∑
k=0

[
(k + 1)5 − k5

]
.

b) Déduire de la question précédente la valeur de S4.

2) Calcul de S5.

a) Calculer de deux façons di�érentes la somme U5 =
n∑
k=0

[
(k + 1)6 − k6

]
.

b) Déduire de la question précédente la valeur de S5.

Corrigé. a) D'une part, on a : U4 =
n∑
k=0

[
(k + 1)5 − k5

]
= (n+ 1)5 (♠) (somme télescopique).

D'autre part, on a : U4 =
n∑
k=0

[
k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1− k5

]
=

n∑
k=0

[
5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1

]
D'où : U4 = 5S4 + 10S3 + 10S2 + 5S1 + S0 (♣)

b) On déduit de (♠) et (♣) que :
5S4 + 10S3 + 10S2 + 5S1 + S0 = (n+ 1)5

⇐⇒ 5S4 = (n+ 1)5 − 5n2 (n+ 1)2

2
− 5n (n+ 1) (2n+ 1)

3
− 5n (n+ 1)

2
− (n+ 1)

⇐⇒ 5S4 = (n+ 1)

[
(n+ 1)4 − 5n2 (n+ 1)

2
− 5n (2n+ 1)

3
− 5n

2
− 1

]
⇐⇒ 5S4 =

(n+ 1)

6

[
6 (n+ 1)4 − 15n2 (n+ 1)− 10n (2n+ 1)− 15n− 6

]
⇐⇒ 5S4 =

(n+ 1)

6

[
6n4 + 24n3 + 36n2 + 24n+ 6− 15n3 − 15n2 − 20n2 − 10n− 15n− 6

]
⇐⇒ 5S4 =

(n+ 1)

6

[
6n4 + 9n3 + n2 − n

]
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⇐⇒ 5S4 =
n (n+ 1)

6

[
6n3 + 9n2 + n− 1

]
⇐⇒ S4 =

n (n+ 1) (6n3 + 9n2 + n− 1)

30

3) a) D'une part, on a : U5 =
n∑
k=0

[
(k + 1)6 − k6

]
= (n+ 1)6 (♠) (re-somme télescopique).

D'autre part :

U5 =
n∑
k=0

[
k6 + 6k5 + 15k4 + 20k3 + 15k2 + 6k + 1− k6

]
=

n∑
k=0

[
6k5 + 15k4 + 20k3 + 15k2 + 6k + 1

]
D'où : U5 = 6S5 + 15S4 + 20S3 + 15S2 + 6S1 + S0 (♣)

b) On déduit de (♠) et (♣) que :
6S5 + 15S4 + 20S3 + 15S2 + 6S1 + S0 = (n+ 1)6

⇐⇒ 6S5 = (n+ 1)6 − n (n+ 1) (6n3 + 9n2 + n− 1)

2
− 5n2 (n+ 1)2 − 5n (n+ 1) (2n+ 1)

2
− 3n (n+ 1) −

(n+ 1)

⇐⇒ 6S5 = (n+ 1)

[
(n+ 1)5 − n (6n3 + 9n2 + n− 1)

2
− 5n2 (n+ 1)− 5n (2n+ 1)

2
− 3n− 1

]
⇐⇒ 6S5 =

(n+ 1)

2

[
2 (n+ 1)5 − n

(
6n3 + 9n2 + n− 1

)
− 10n2 (n+ 1)− 5n (2n+ 1)− 6n− 2

]
⇐⇒ 6S5 =

(n+ 1)

2

[
2n5 + 10n4 + 20n3 + 20n2 + 10n+ 2− 6n4 − 9n3 − n2 + n− 10n3 − 10n2 − 10n2 − 5n− 6n− 2

]
⇐⇒ 6S5 =

(n+ 1)

2

[
2n5 + 4n4 + n3 − n2

]
⇐⇒ S5 =

(n+ 1)n2

12

[
2n3 + 4n2 + n− 1

]
⇐⇒ S5 =

(n+ 1)n2

12

[
(n+ 1)

(
2n2 + 2n− 1

)]
⇐⇒ S5 =

(n+ 1)2 n2 (2n2 + 2n− 1)

12



Chapitre 3

Trigonométrie

3.1 Congruences modulo un nombre réel

Définition 3.1 - Soit (x, y, A) ∈ R2 × R∗
+.

Le réel y est congru au réel x modulo A s'il existe un entier relatif k tel que : y = x+ kA.

Notation : lorsque tel est le cas, on note y ≡ x [A] (ou simplement y = x [A]).

Exemples : 3 ≡ 1

[
1

2

]
;
π

2
≡ −π

2
[π] ; π ≡ 0

[π
3

]
Propriété 3.1 - Soit A ∈ R∗

+.

1/ Ré�exivité : ∀x ∈ R, x ≡ x [A]

2/ Symétrie : ∀ (x, y) ∈ R2, (y ≡ x [A])⇐⇒ (x ≡ y [A])

3/ Transitivité : ∀ (x, y, z) ∈ R3, (y ≡ x [A] ∧ z ≡ x [A]) =⇒ (z ≡ x [A])

Preuve. Soit A ∈ R∗
+.

1/ Pour tout réel x, on a : x = x+ 0× A, d'où : x ≡ x [A].

2/ Soient x et y deux réels tels que : y ≡ x [A]. Alors : ∃ k ∈ Z, y = x + kA. D'où : x = y + (−k)A, soit
encore : x = y + k′A avec k′ = −k ∈ Z. D'où : x ≡ y [A].

On a ainsi établi l'implication : (y ≡ x [A]) =⇒ (x ≡ y [A]). L'implication réciproque (et donc l'équivalence)
provient de ce que les réels x et y jouent des rôles symétriques dans cet énoncé.

3/ Soient x, y et z trois réels tels que : y ≡ x [A] et z ≡ y [A]. Alors : ∃ k ∈ Z, y = x + kA et
∃ k′ ∈ Z, z = y + k′A.

D'où : z = x+ (k + k′)A. Puisque (k + k′) ∈ Z, cette égalité signi�e que : z ≡ x [A].

Par suite : ∀ (x, y, z) ∈ R3, (y ≡ x [A] ∧ z ≡ x [A]) =⇒ (z ≡ x [A]). K
Remarque : les trois énoncés de la propriété ci-dessus signi�ent que la relation �être congru à� (ou relation
de congruence) est ce que l'on appelle une relation d'équivalence. Nous aurons de nombreuses occasions
de revoir cette notion en cours d'année.
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Par ailleurs, un mot sur le choix de A ∈ R∗
+. On peut dé�nir plus généralement la notion de congruence

modulo un réel A quelconque.
Mais lorsque A = 0, il revient au même de dire que y et x sont congrus modulo 0, ou qu'ils sont égaux.
En�n, pour un réel A quelconque, il revient au même de dire que y et x sont congrus modulo A, ou qu'ils
sont congrus modulo (−A).
On peut donc, sans nuire à la généralité, toujours supposer que A > 0.

3.2 Fonctions trigonométriques

3.2.1 Les fonctions cosinus et sinus

Définition 3.2 - On se place dans le plan muni d'un repère
orthonormal (O; I, J).

Soit x un nombre réel.

1/ On appelle point image du réel x le point M du cercle tri-
gonométrique tel qu'une mesure en radians de l'angle orienté(−→
OI,
−−→
OM

)
soit égale à x.

2/ On appelle cosinus du réel x (resp. sinus du réel x) et on
note cosx (resp. sinx) l'abscisse (resp. l'ordonnée) du point M .

Remarque : il résulte de la dé�nition que les fonctions cosinus et sinus sont dé�nies sur R tout entier.

Propriété 3.2 - (�Bornitude�). Les fonctions cosinus et sinus sont bornées sur R. Plus précisé-
ment, ce sont deux fonctions dé�nies sur R et à valeurs dans [−1; 1] :

∀ x ∈ R :


−1 6 cosx 6 1

−1 6 sinx 6 1

ou ∀ x ∈ R :


|cosx| 6 1

|sinx| 6 1

Preuve. Tout point appartenant au cercle trigonométrique a une abscisse et une ordonnée comprise

entre −1 et 1.K
Propriété 3.3 - (Périodicité). Les fonctions cosinus et sinus sont 2π-périodiques. En d'autres
termes :

∀ x ∈ R :


cos (x+ 2π) = cos x

sin (x+ 2π) = sin x

Preuve. Pour tout réel x, les réels x et (x+ 2π) ont la même image sur le cercle trigonométrique.K
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Propriété 3.4 - (Parité). La fonction cosinus est paire, et la fonction sinus est impaire. En d'autres
termes :

∀ x ∈ R, cos (−x) = cos x et ∀ x ∈ R, sin (−x) = − sinx

Preuve. Soit x ∈ R. Les points images de x et −x sont symétriques par rapport à l'axe (Ox).K
Propriété 3.5 - (Valeurs remarquables). La �gure ci-contre repré-
sente une partie du cercle trigonométrique. Sur celui-ci, on a placé les points
I, A, B, C et J , images respectives des réels 0,

π

6
,
π

4
,
π

3
et
π

2
. On appelle

valeurs remarquables les images de ces réels par les fonctions trigonomé-
triques.

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

cos (x) 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0

sin (x) 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1

Preuve. C'est un très amusant petit exercice de géométrie élémentaire !K
Remarque : on observe en particulier que cosx = 0 si et seulement si x = ±π

2
[2π], soit si et seulement

si x =
π

2
[π] (ou encore : x =

π

2
+ kπ avec k ∈ Z).

3.2.2 La fonction tangente

Définition 3.3 - Soit x un nombre réel tel que x 6= π

2
[π] (càd que x est un réel pour lequel

cosx 6= 0).

On appelle tangente du réel x et on note tanx le réel :

tanx =
sinx

cosx

Remarque. Il découle de la dé�nition que la fonction tan est dé�nie sur : Dtan =
{
x ∈ R, x 6= π

2
[π]
}
.

Notons que cet ensemble est symétrique par rapport à zéro ; sur la �gure ci-dessous, l'ensemble Dtan est
en e�et constitué de la droite réelle �privée des points rouges�.
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Propriété 3.6 - (Périodicité). La fonction tangente est π-périodique, c'est-à-dire :

∀ x ∈ Dtan, tan (x+ π) = tan(x)

Preuve. Soit x ∈ Dtan. Alors x+ π ∈ Dtan, et : tan(x+ π) =
sin(x+ π)

cos(x+ π)
=
− sin(x)

− cos(x)
= tan(x).K

Propriété 3.7 - (Parité). La fonction tangente est impaire, c'est-à-dire :

∀ x ∈ Dtan, tan (−x) = − tan(x)

Preuve. Soit x ∈ Dtan. Alors −x ∈ Dtan, et : tan(−x) =
sin(−x)
cos(−x)

=
− sin(x)

cos(x)
= − tan(x).K

Propriété 3.8 - (Valeurs remarquables). Le tableau ci-dessous contient les valeurs
remarquables de la fonction tangente.

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

tan (x) 0

√
3

3
1

√
3 non-dé�nie

Preuve. Conséquence immédiate de la dé�nition de tangente, et des valeurs remarquables des fonctions

cos et sin.K

Interprétation géométrique de la tangente.
La �gure ci-contre illustre le fait que pour un
réel x �xé, le réel tanx peut être lu sur l'axe

orienté
(
I,
−→
OJ
)
. C'est �nalement une conséquence

du théorème de Thalès, appliquée à la con�guration
des points O, C, I, K et M .

La �gure fait clairement apparaître la π-périodicité
de la fonction tangente. En e�et, �deux points
du cercle diamétralement opposés vont donner la
même tangente� ; soit, beaucoup plus justement,
deux réels égaux modulo π ont la même tangente.

En particulier, si x est un réel (pour lequel la tan-
gente est dé�nie), alors les réels x + π, x et x − π
ont la même image par la fonction tangente (ce qui
peut peut-être utile notamment en Physique).
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3.3 Formulaire de trigonométrie

Note : les formules suivantes sont valables pour tout nombre réel x.

Relation fondamentale : cos2 (x) + sin2 (x) = 1

Remarque : c'est une conséquence du théorème de Pythagore.

cos (−x) = cos (x)

sin (−x) = − sin (x)

Interprétation géométrique : les points images de x et −x sont symé-
triques par rapport à l'axe des abscisses (argument déjà évoqué lors de l'étude
de la parité des fonctions cos et sin).

cos (π − x) = − cos (x)

sin (π − x) = sin (x)

Interprétation géométrique : les points images de x et π − x sont symé-
triques par rapport à l'axe des ordonnées.

cos (π + x) = − cos (x)

sin (π + x) = − sin (x)

Interprétation géométrique : les points images de x et π + x sont symé-
triques par rapport à l'origine O du repère.

cos
(π
2
− x
)

= sin (x)

sin
(π
2
− x
)

= cos (x)

Interprétation géométrique : les points images de x et
π

2
− x sont sy-

métriques par rapport la première bissectrice des axes (la droite d'équation
cartésienne y = x, en pointillés rouges sur la �gure).
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cos
(π
2
+ x
)

= − sin (x)

sin
(π
2
+ x
)

= cos (x)

Interprétation géométrique : on passe du point image de

x au point image de
π

2
+ x en faisant d'abord une symétrie

par rapport la première bissectrice des axes, puis une symétrie
par rapport à l'axe des ordonnées.

Formules d'addition :



cos (a+ b) = cos (a) cos (b)− sin (a) sin (b)

sin (a+ b) = sin (a) cos (b) + sin (b) cos (a)

tan (a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b

En utilisant la parité de la fonction cosinus, et l'imparité des fonctions sinus et tangente, on obtient déjà :

Formules �de soustraction� :



cos (a− b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)

sin (a− b) = sin (a) cos (b)− sin (b) cos (a)

tan (a− b) = tan a− tan b

1 + tan a tan b

On déduit de ces formules les suivantes :

Formules de duplication :



cos (2a) = cos2 (a)− sin2 (a) = 2 cos2 (a)− 1 = 1− 2 sin2 (a)

sin (2a) = 2 sin (a) cos (a)

tan (2a) =
2 tan a

1− tan2 a

On peut également obtenir les formules ci-dessous à partir des formules d'addition :

Formules de linéarisation :



cos (a) cos (b) =
cos (a+ b) + cos (a− b)

2
d'où : cos2 (a) =

1 + cos (2a)

2

sin (a) sin (b) =
cos (a− b)− cos (a+ b)

2
d'où : sin2 (a) =

1− cos (2a)

2

sin (a) cos (b) =
sin (a+ b) + sin (a− b)

2
d'où : sin (a) cos (a) =

sin (2a)

2
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Dans le �sens contraire�, on peut transformer des sommes en produit :

cos p+ cos q = 2 cos

(
p+ q

2

)
cos

(
p− q
2

)

cos p− cos q = −2 sin
(
p+ q

2

)
sin

(
p− q
2

)

sin p+ sin q = 2 sin

(
p+ q

2

)
cos

(
p− q
2

)

sin p− sin q = 2 sin

(
p− q
2

)
cos

(
p+ q

2

)

Et pour �nir, des relations souvent utiles en calcul intégral :

En posant t = tan
(x
2

)
, on a :



cosx =
1− t2

1 + t2

sinx =
2t

1 + t2

tanx =
2t

1− t2

3.4 Quelques équations trigonométriques

3.4.1 L'équation cos(x) = cos(y)

Propriété 3.9 - Soient x et y deux réels. On a :

cos(x) = cos(y) SSI y = ±x [2π]

Preuve. Deux points du cercle trigonométrique ont même abscisse si et seulement si ils sont confondus

ou symétriques par rapport à l'axe des abscisses.K
Exemple. Résoudre dans R l'équation cos(2x) + cos(6x) = 0.

(E) : cos(2x) + cos(6x) = 0⇐⇒ cos(6x) = − cos(2x)⇐⇒ cos(6x) = cos (2x+ π)

⇐⇒


6x = 2x+ π [2π]

6x = −π − 2x [2π]

⇐⇒


x =

π

4
[π/2]

x = −π
8
[π/4]

Conclusion. L'ensemble des solutions de (E) est :

{
π

4
+
kπ

2
/ k ∈ Z

}
∪
{
−π
8
+
kπ

4
/ k ∈ Z

}
.
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3.4.2 L'équation sin(x) = sin(y)

Propriété 3.10 - Soient x et y deux réels. On a :

sin(x) = sin(y) SSI y = x [2π] ou y = π − x [2π]

Preuve. Deux points du cercle trigonométrique ont même ordonnée si et seulement si ils sont confondus

ou symétriques par rapport à l'axe des ordonnées.K
Exemple. Résoudre dans R l'équation sin(2x) + sin(7x) = 0.

(E) : sin(2x) + sin(7x) = 0⇐⇒ sin(7x) = − sin(2x)⇐⇒ sin(7x) = sin(2x+ π)

⇐⇒


7x = 2x+ π [2π]

7x = π − 2x− π [2π]
⇐⇒


x =

π

5
[2π/5]

x = 0 [2π/9]

Conclusion. L'ensemble des solutions de (E) est :

{
π

5
+

2kπ

5
/ k ∈ Z

}
∪
{
2kπ

9
/ k ∈ Z

}
.

3.4.3 L'équation cos(x) = sin(y)

Pour une équation du type cos(x) = sin(y), on se ramène à l'un des deux cas précédents, par exemple

en observant que sin(y) = cos
(π
2
− y
)
, ou que cos(x) = sin

(
x+

π

2

)
, bref en utilisant l'une des formules

permettant de transformer un �cos� en un �sin�, ou un �sin� en un �cos�.

3.4.4 L'équation A cos(x) +B sin(x) = C

Soient A, B et C trois nombres réels. L'objet de ce paragraphe est de résoudre dans R l'équation :

(E) : A cos(x) +B sin(x) = C

On distingue deux cas.

ä Premier cas : (A,B) = (0, 0). Dans ce cas, l'ensemble des solutions de l'équation (E) est R si C = 0,
et ∅ sinon.

ä Second cas : (A,B) 6= (0, 0). Dans ce cas, on observe que :

(E) : A cos(x) +B sin(x) = C ⇐⇒ A√
A2 +B2︸ ︷︷ ︸

A′

cos(x) +
B√

A2 +B2︸ ︷︷ ︸
B′

sin(x) =
C√

A2 +B2︸ ︷︷ ︸
C′

Par suite, pour tout réel x :

x est solution de (E) ⇐⇒ A′ cos(x) +B′ sin(x) = C ′
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Il résulte de la dé�nition des réels A′ et B′ que : A′2 +B′2 = 1.

Par conséquent : ∃!φ ∈ [0; 2π [ , A′ = cos(φ) ∧B′ = sin(φ).

Donc : x est solution de (E) ⇐⇒ cos (φ) cos(x) + sin (φ) sin(x) = C ′

Soit : x est solution de (E) ⇐⇒ cos (x− φ) = C ′

On discute alors suivant les valeurs de C ′.

� Si |C ′| > 1, càd si |C| >
√
A2 +B2, alors l'équation (E) ne possède aucune solution.

� Si |C ′| 6 1, càd si |C| 6
√
A2 +B2, alors C = cos (θ) pour un certain réel θ, et l'équation

(E) devient alors équivalente à l'équation cos(x − φ) = cos(θ), que l'on sait résoudre d'après le
paragraphe consacré aux équations de ce type.

3.5 Epilogue : valeurs exactes de cos(π/8), cos(π/16). . .

D'après la formule de duplication : cos
(π
4

)
= cos

(
2× π

8

)
= 2 cos2

(π
8

)
− 1.

On déduit de cette égalité que cos
(π
8

)
est solution de l'équation :

√
2

2
= 2x2 − 1

Or :

√
2

2
= 2x2 − 1⇐⇒ 2x2 =

√
2

2
+ 1⇐⇒ x2 =

2 +
√
2

2
⇐⇒ x = ±

√
2 +
√
2

2

Comme
π

8
appartient à l'intervalle [0, π/2], on a : cos

(π
8

)
> 0.

On peut donc conclure que : cos
(π
8

)
=

√
2 +
√
2

2
.

En réitérant le processus, on peut obtenir :

cos
( π
16

)
=

√
2 +

√
2 +
√
2

2
; cos

( π
32

)
=

√
2 +

√
2 +

√
2 +
√
2

2
. . .
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Chapitre 4

Nombres complexes

4.1 Généralités

Définition 4.1 - On appelle nombre complexe une écriture formelle a+ ib, où a et b désignent
deux réels, et i véri�e i2 = −1. On note C l'ensemble des nombres complexes.

Pour un nombre complexe z = a + ib, le réel a (resp. b) est appelé partie réelle (resp. partie
imaginaire) de z ; elle est notée Re(z) (resp. Im(z)).

Remarque. Il résulte de la dé�nition que R ⊂ C, puisque tout nombre réel x peut être vu comme le
nombre complexe x+ i× 0. 1

Définition 4.2 - Un nombre complexe z est dit imaginaire pur lorsque Re(z) = 0.

Notation. On note iR l'ensemble des imaginaires purs.

Opérations algébriques sur les nombres complexes. On dé�nit la somme et le produit de deux
nombres complexes, et l'inverse d'un complexe non-nul, de telle sorte que ces opérations prolongent celles
connues dans R. Explicitement, si z = a + ib et z′ = a′ + ib′ sont deux complexes quelconques (avec a, b,
a′ et b′ réels), on pose :

z + z′ = (a+ a′) + i (b+ b′) et z × z′ = (aa′ − bb′) + i (ab′ + a′b)

Si en outre z 6= 0, on pose :
1

z
=

1

a+ ib
=

a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2

Définition 4.3 - Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont même partie réelle
et même partie imaginaire.

Cette dé�nition est la clef de ce que l'on appelle méthode d'identi�cation.

1. Remarque, à relire à l'issue du chapitre sur les applications : il serait plus juste d'écrire que l'application x 7−→ x+ i×0
est une application injective de R dans C.
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Propriété 4.1 - Soient z et z′ deux nombres complexes. On a :

Re(z + z′) = Re(z) + Re(z′) et Im(z + z′) = Im(z) + Im(z′)

Plus généralement : ∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn, Re

(
n∑
k=1

zk

)
=

n∑
k=1

Re (zk)

et Im

(
n∑
k=1

zk

)
=

n∑
k=1

Im (zk)

Preuve. Soient z = a+ i b et z′ = a′ + i b′ deux complexes (avec a, b, a′ et b′ réels).
On a : z + z′ = (a+ a′) + i (b+ b′), d'où : Re(z + z′) = Re(z) + Re(z′) et Im(z + z′) = Im(z) + Im(z′).

La seconde partie de l'énoncé provient de ce résultat et d'une récurrence sans di�culté.K
Représentation géométrique des nombres complexes.

Définition 4.4 - Soit
(
O;
−→
OU,
−−→
OV
)
un repère orthonormal du plan.

Ù A tout nombre complexe z = x+ iy (x, y ∈ R) on associe le point M du plan de coordonnées
(x, y). On dit que M est le point image de z et

−−→
OM est le vecteur image de z.

Ù Tout point M (x; y) du plan est le point image d'un unique complexe : z = x+ iy. On dit que
z est l'a�xe du point M et du vecteur

−−→
OM .

Ù Ce mode de représentation des nombres complexes est appelé plan complexe.

En résumé, disons que pour représenter les nombres réels, il su�t de prendre une droite graduée. Pour les
nombres complexes, une droite ne su�t plus, et on les représente à l'aide d'un plan, de la manière suivante.
A tout nombre complexe z = a+ ib on associe un point M ayant pour abscisse a et pour ordonnée b :

O
•

U(1)

•V (i)

•
M(z)

a = Re(z)

b = Im(z)

axe réel

axe imaginaire pur

Les nombres réels sont les a�xes des points de l'axe des abscisses ; d'où le nom d'axe réel. Les nombres
imaginaires purs sont les a�xes des points de l'axe des ordonnées ; d'où le nom d'axe imaginaire pur.
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4.2 Conjugaison

Définition 4.5 - Soit z un nombre complexe. On appelle conjugué de z et on note z̄ le
complexe dé�ni en posant :

z̄ = Re(z)− i Im(z)

Propriété 4.2 - (Propriétés algébriques des conjugués).

1/ ∀ (z, z′) ∈ C2, z + z′ = z̄ + z̄′

2/ ∀ z ∈ C, (z̄) = z

3/ ∀ z ∈ C, z + z̄ = 2Re(z)

4/ ∀ z ∈ C, z − z̄ = 2 i Im(z)

5/ ∀ (z, z′) ∈ C2, zz′ = z z′

6/ ∀n ∈ N, ∀ z ∈ C, zn = z n

7/ ∀ z ∈ C∗,

(
1

z

)
=

1

z̄

Preuve. Soient z et z′ deux nombres complexes. Posons : z = a + i b et z = a′ + i b′ avec a, a′, b et b′

réels.

1/ On a : z + z′ = (a+ i b+ a′ + i b′) = (a+ a′ + i (b+ b′)) = a+ a′ − i (b+ b′) = (a− i b) + (a′ − i b′).

On en déduit que : ∀ (z, z′) ∈ C2, z + z′ = z̄ + z̄′ .

2/ On a : (z̄) =
(
a+ i b

)
= (a− i b) = a+ i b. Ainsi : ∀ z ∈ C, (z̄) = z .

3/ On a : z + z̄ = (a+ ib) + (a− ib) = 2a = 2Re(z). D'où : ∀ z ∈ C, z + z̄ = 2Re(z) .

4/ On a : z − z̄ = (a+ ib)− (a− ib) = 2ib = 2iIm(z). D'où : ∀ z ∈ C, z − z̄ = 2iIm(z) .

5/ D'une part : zz′ = (a+ ib) (a′ + ib′) = aa′ − bb′ + i (a′b+ ab′) = aa′ − bb′ − i (a′b+ ab′)

Et d'autre part : z z′ = (a− ib) (a′ − ib′) = aa′ − bb′ − iba′ − iab′ = aa′ − bb′ − i (a′b+ ab′).

Ainsi : ∀ (z, z′) ∈ C2, zz′ = z z′

6/ C'est une conséquence immédiate du point précédent, et d'une récurrence sur n.

7/ Supposons à présent que z 6= 0. Alors : z × 1

z
= 1 d'où : z × 1

z
= 1. On en déduit par la propriété 5

que : z ×
(
1

z

)
= 1 donc :

(
1

z

)
=

1

z̄
. Par suite : ∀ z ∈ C∗,

(
1

z

)
=

1

z̄
K
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Remarque. A l'instar de ce que nous avons obtenu dans la propriété 4.1 page 62, les énoncés 1 et 5 des
propriétés ci-dessus peuvent être généralisés, pour obtenir à l'aide d'une récurrence (aisée) :

∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

n∑
k=1

zk =
n∑
k=1

zk et ∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

n∏
k=1

zk =
n∏
k=1

zk

Interprétation géométrique de la conjugaison.

Soient z un complexe etM le point d'a�xe z dans le plan complexe. Le pointM ′ d'a�xe z est le symétrique
de M par rapport à l'axe réel.

0 U(1)

V (i)

M(z)

a = Re(z)

b = Im(z)

axe réel

axe imaginaire pur

M ′(z)
−Im(z)

On obtient comme corollaire de cette observation l'énoncé ci-dessous (qui peut également être prouvé
algébriquement).

Propriété 4.3 - Soit z un nombre complexe. On a :

z ∈ R⇐⇒ z = z et z ∈ iR⇐⇒ z = −z

Preuve. Soit z ∈ C.

On a : z = z ⇐⇒ Re(z) + i Im(z) = Re(z)− i Im(z)⇐⇒ Im(z) = −Im(z)⇐⇒ Im(z) = 0⇐⇒ z ∈ R

Et : z = −z ⇐⇒ Re(z) + i Im(z) = −Re(z) + i Im(z)⇐⇒ Re(z) = −Re(z)⇐⇒ Re(z) = 0⇐⇒ z ∈ i R

Ce qui prouve les deux équivalences de la propriété.K



Cours MPSI - sz 65

Corollaire 4.1 - Soit P un polynôme à coe�cients réels, et soit α ∈ C.
Si α est racine de P , alors α est racine de P .

Preuve. Soit P un polynôme à coe�cients réels. Il existe donc (n + 1) réels a0, a1,. . . , an tels que :

P =
n∑
k=0

akX
k.

Soit par ailleurs α un complexe, et supposons que α est racine de P .

On a alors : P (α) =
n∑
k=0

akα
k = 0. D'où :

n∑
k=0

akα
k = 0 (♠).

Or :
n∑
k=0

akα
k =

n∑
k=0

akαk =
n∑
k=0

ak × αk =
n∑
k=0

ak × α k = P (α) (♣)

On déduit de (♠) et (♣) que : P (α) = 0. Par suite, α est racine de P .

Conclusion. ∀P ∈ R[X], ∀α ∈ C, [P (α) = 0] =⇒ [P (α)] = 0 . 2K

4.3 Module

Définition 4.6 - Soit z ∈ C. On appelle module de z le réel positif :

|z| =
√
zz̄

Remarque. En notant comme d'habitude z = a+ ib, on a : |z| =
√
a2 + b2 .

Commençons par deux propriétés dont la démonstration ne mange pas de pain, mais qu'il peut être utile
de garder présentes à l'esprit lorsque l'on travaille avec les modules.

Propriété 4.4 - Soit z ∈ C.

1/ |z| ∈ R+

2/ |z| = 0⇐⇒ z = 0

Preuve. Soit z ∈ C. Posons z = a+ ib, avec a et b réels.

1/ On a : |z| =
√
a2 + b2, d'où |z| ∈ R+.

2/ On a : |z| = 0⇐⇒
√
a2 + b2 = 0⇐⇒ a2 + b2 = 0⇐⇒ [a = 0 ∧ b = 0]⇐⇒ z = 0.K

Interprétation géométrique du module.

Soit z ∈ C, alors |z| est la longueur OM(z) (où M(z) désigne le point du plan complexe d'a�xe z).

Et lorsque A et B sont deux points d'a�xes respectives zA et zB, la longueur AB est le module de zB−zA.
Il s'ensuit que le lieu des points M dont l'a�xe z est telle que |z − a| = R (resp. |z − a| 6 R, resp.
|z − a| < R) est le cercle (resp. le disque fermé, resp. le disque ouvert) de centre le point d'a�xe a et de
rayon R.

2. La notation R[X] désigne l'ensemble des polynômes à coe�cients réels.
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O U(1)

V (i)

M(z)

a = Re(z)

b = Im(z)

axe réel

axe imaginaire pur

|z|

Propriété 4.5 - (Propriétés algébriques des modules).

1/ ∀ z ∈ C, |z| = |z|

2/ ∀ (z, z′) ∈ C2, |zz′| = |z| × |z′|

3/ ∀ z ∈ C,∀n ∈ N, |zn| = |z|n

4/ ∀ z ∈ C∗,

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ = 1

|z|

5/ ∀ (z, z′) ∈ C× C∗,
∣∣∣ z
z′

∣∣∣ = |z||z′|
Preuve. Soient z et z′ deux nombres complexes.

1/ On a : |z| =
√
z × z =

√
zz = |z|. D'où : ∀ z ∈ C, |z| = |z| .

2/ Soient z et z′ deux nombres complexes. On a :

|zz′| =
√
zz′(zz′) =

√
zz′zz′ =

√
(zz)

(
z′z′
)
=
√
zz
√
z′z′ = |z| × |z′|

Conclusion : ∀ (z, z′) ∈ C2, |zz′| = |z| × |z′| .

3/ Soit z un nombre complexe. La propriété provient encore une fois d'une récurrence sans di�culté sur
n, et juste pour s'en convaincre, faisons-la !

Notons, pour tout entier naturel n, P (n) l'assertion : �|zn| = |z|n�.
Raisonnons par récurrence sur l'entier naturel n.
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ä Initialisation (n = 0). D'une part : |z0| = |1| = 1. D'autre part : |z|0 = 1. La propriété P (0) est donc
vraie.

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a :∣∣zn+1
∣∣ = |zn × z| = |zn| × |z| = |z|n × |z| = |z|n+1

En résumé : |zn+1| = |z|n+1. Ce qui assure que P (n+1) est vraie, et établit donc l'hérédité de la propriété.

ä On peut alors a�rmer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n, et puisque le nombre complexe z
est arbitraire dans le raisonnement précédent, on a : ∀ z ∈ C,∀n ∈ N, |zn| = |z|n.
4/ Soit z un nombre complexe non nul. On a :

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ =

√
1

z
×
(
1

z

)
=

√
1

z
× 1

z̄
=

√
1

zz̄
=

1√
zz̄

=
1

|z|

Conclusion : ∀ z ∈ C∗, |1/z| = 1/ |z| .

5/ Soient z et z′ deux complexes, avec z′ 6= 0. On a :∣∣∣ z
z′

∣∣∣ = ∣∣∣∣z × 1

z′

∣∣∣∣ = |z| × ∣∣∣∣ 1z′
∣∣∣∣ = |z| × 1

|z′|
=
|z|
|z′|

Conclusion : ∀ (z, z′) ∈ C× C∗,
∣∣∣ z
z′

∣∣∣ = |z||z′| K

Remarque. Encore une fois, le point 2 de la propriété ci-dessus peut être généralisé (par récurrence) :

∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

zk

∣∣∣∣∣ =
n∏
k=1

|zk|

En revanche, le module de la somme de deux complexes n'est en général pas égal à la somme de leurs
modules. Plus précisément :

Théorème 4.1 - (Inégalité triangulaire).

∀ (z, z′) ∈ C2, |z + z′| 6 |z|+ |z′|

Preuve. Soient z et z′ deux nombres complexes. On a :

|z + z′|2 = (z + z′) (z + z′)

⇐⇒ |z + z′|2 = zz + zz′ + zz′ + z′z′

⇐⇒ |z + z′|2 = |z|2 + zz′ + zz′ + |z′|2

⇐⇒ |z + z′|2 = |z|2 + zz′ + zz′ + |z′|2
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⇐⇒ |z + z′|2 = |z|2 + 2Re
(
zz′
)
+ |z′|2

Or : Re
(
zz′
)
6
∣∣zz′∣∣. 3 En observant judicieusement que

∣∣zz′∣∣ = |z| |z′|, on en déduit que :

|z + z′|2 6 |z|2 + 2 |z| |z′|+ |z′|2

⇐⇒ |z + z′|2 6 (|z|+ |z′|)2

Cette inégalité ne faisant intervenir que des réels positifs, on peut conclure : |z + z′| 6 |z|+ |z′| . K
Remarque. De nouveau, l'inégalité triangulaire peut être généralisée à la somme de n nombres complexes
par récurrence :

∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ 6
n∑
k=1

|zk|

Par ailleurs, on peut déterminer une condition nécessaire et su�sante pour avoir égalité des deux termes
dans l'énoncé du théorème 4.1 :

Propriété 4.6 - (inégalité triangulaire, cas d'égalité).

∀ (z, z′) ∈ C2, |z + z′| 6 |z|+ |z′| et [|z + z′| = |z|+ |z′|]⇐⇒ [∃λ ∈ R+, z
′ = λz]

Preuve. Soient z et z′ deux nombres complexes. L'inégalité a été prouvée précédemment.

Montrons que : [|z + z′| = |z|+ |z′|]⇐⇒ [∃λ ∈ R+, z
′ = λz]

Supposons que |z + z′| = |z|+ |z′|. Deux cas se présentent alors : z′ = 0 ou z′ 6= 0.

Dans le premier cas (z′ = 0), on a : z′ = 0× z. Donc : ∃λ ∈ R+, z
′ = λz.

Dans le second cas (z′ 6= 0), on a :
∣∣∣ z
z′

+ 1
∣∣∣ = ∣∣∣ z

z′

∣∣∣+ 1 (♠)

Posons : Z =
z

z′
. On cherche les complexes Z tels que : |Z + 1| = |Z|+ 1. Posons : Z = a+ i b (avec a et

b réels). On a :

|Z + 1| = |Z|+ 1⇐⇒ |Z + 1|2 = (|Z|+ 1)2 ⇐⇒ (a+ 1)2 + b2 = a2 + b2 + 1 + 2
√
a2 + b2

⇐⇒ a =
√
a2 + b2 ⇐⇒ a =

√
a2 ⇐⇒ [a ∈ R+ ∧ b = 0]

En résumé : [|Z + 1| = |Z|+ 1]⇐⇒ [∃λ ∈ R+, Z = λ] (♣).

On déduit de (♠) et (♣) que : [|z + z′| = |z|+ |z′|]⇐⇒ [∃λ ∈ R+, z
′ = λz].

Conclusion : ∀ (z, z′) ∈ C2, [|z + z′| = |z|+ |z′|] =⇒ [∃λ ∈ R+, z
′ = λz] .

L'implication réciproque est immédiate. K
3. Cette inégalité provient du fait que : ∀ z ∈ C, |Re(z)| 6 |z| et |Im(z)| 6 |z|.
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4.4 Ensemble des nombres complexes de module 1

4.4.1 Généralités

Définition 4.7 - On appelle cercle unité et on note U l'ensemble des nombres complexes de
module 1, càd :

U = {z ∈ C / |z| = 1}

Interprétation géométrique. Comme son nom le suggère, l'ensemble U est l'ensemble des a�xes des
points du plan complexe appartenant au cercle de centre l'origine du plan et de rayon 1.

Observons que 1, i, −1, −i, 1
2
+ i

√
3

2
et plus généralement cos (θ) + i sin (θ) sont des éléments de U.

L'énoncé ci-dessous donne une CNS pour qu'un nombre complexe appartienne au cerle unité ; explicitement
un complexe appartient à U si et seulement si son inverse est égal à son conjugué.

Lemme 4.1 - ∀ z ∈ C, [z ∈ U]⇐⇒
[
z =

1

z

]
Preuve. Soit z ∈ C. On a : z ∈ U⇐⇒ |z| = 1⇐⇒ |z|2 = 1⇐⇒ zz = 1⇐⇒ z =

1

z
K

Propriété 4.7 - (Propriétés de U).

1/ 1 ∈ U

2/ U est stable par produit : ∀ (z, z′) ∈ U2, zz′ ∈ U

3/ U est stable par conjugaison : ∀ z ∈ U, z ∈ U

4/ U est stable par passage à l'inverse : ∀ z ∈ U,
1

z
∈ U
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Preuve. 1/ On a : |1| = 1, d'où 1 ∈ U.

2/ Soient z et z′ dans U. Alors : |zz′| = |z| × |z′| = 1× 1 = 1. D'où : (z, z′) ∈ U2 =⇒ zz′ ∈ U.

3/ Soit z ∈ U. Alors : |z| = |z| = 1. D'où : z ∈ U. Ainsi : z ∈ U =⇒ z ∈ U.

4/ Ce dernier point provient du précédent, et du lemme assurant que l'inverse et le conjugué d'un élément

de U sont égaux. K
Remarque : plus tard dans l'année, nous donnerons un nom aux propriétés énoncées ci-dessus. Le point
2/, assurant que le produit de deux éléments de U en est encore un, signi�era que la multiplication est une
loi de composition interne (ou ℓci), qui est associative (car la multiplication dans C l'est). Cette ℓci
possède en outre un élément neutre, puisque d'après le point 1/, le complexe 1 (qui est l'élément neutre
pour la multiplication) appartient à U. En�n, tout élément de U est inversible et possède un inverse dans
U d'après le point 4/.

Dans ce contexte, nous dirons que l'ensemble U, muni de la multiplication, est un groupe. Une bonne
partie d'un chapitre futur sera consacrée à l'étude des groupes.

4.4.2 Lien avec la trigonométrie

Préambule. En Terminale, la fonction exponentielle a été introduite comme l'unique fonction f dérivable
sur R telle que f ′ = f et f(0) = 1. Dans ce cas, on dit aussi que la fonction exponentielle est l'unique so-
lution de ce que l'on appelle un problème de Cauchy, c'est à dire la donnée d'une équation di�érentielle,
et d'une condition initiale.

Dans le cas présent, la fonction exp est l'unique solution du problème de Cauchy :

{
y′ = y

y(0) = 1
.

Plus généralement, pour tout réel λ, il est facile de véri�er que le problème de Cauchy :

{
y′ = λ y

y(0) = 1
admet

comme unique solution la fonction x ∈ R 7−→ eλx. Fin du premier acte.

Considérons à présent la fonction φ dé�nie sur R en posant : ∀x ∈ R, φ(x) = cos(x) + i sin(x). On
admet que φ est dérivable sur R, 4 et que : ∀x ∈ R, φ′(x) = − sin(x) + i cos(x).

On peut alors observer que : ∀x ∈ R, φ′(x) = iφ(x). En outre, φ(0) = 1.

Ces deux constatations signi�ent, avec la terminologie fraîchement introduite, que la fonction φ est solution

du problème de Cauchy :

{
y′ = i y
y(0) = 1

.

Par analogie avec ce qui précède, on convient de poser : ∀x ∈ R, φ(x) = eix. C'est une motivation pour
introduire la notation ci-dessous.

Notation 4.1 - On pose : ∀x ∈ R, eix = cos(x) + i sin(x).

Lemme 4.2 - ∀x ∈ R, |eix| = 1, soit encore : ∀x ∈ R, eix ∈ U.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la relation fondamentale de la trigonométrie. K

4. De nouveau, nous le justi�erons plus tard dans l'année, dans un futur chapitre consacré à la dérivabilité et à ses
applications.
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Propriété 4.8 -

1/ ∀ (x, y) ∈ R2, ei(x+y) = eixei y

2/ ∀x ∈ R, eix = e−ix =
(
eix
)−1

3/ ∀n ∈ N, ∀x ∈ R,
(
eix
)n

= einx

Preuve. 1/ Soient x et y deux réels. On a :

eixei y = (cos(x) + i sin(x)) (cos(y) + i sin(y))

= (cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y))︸ ︷︷ ︸
=cos(x+y)

+i (cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y))︸ ︷︷ ︸
=sin(x+y)

Ainsi : eixei y = cos(x+ y) + i sin(x+ y), soit : eixei y = ei(x+y), cqfd.

2/ Soit x un réel. L'égalité eix =
(
eix
)−1

provient des lemmes 4.1 et 4.2.

Par ailleurs : e−ix = cos(−x) + i sin(−x) = cos(x)− i sin(x) = eix.

Finalement : e−ix = eix =
(
eix
)−1

.

3/ Ce dernier point provient du premier par récurrence sur n. K
Remarque. Comme toujours, l'énoncé peut être généralisé, pour obtenir par récurrence :

∀n ∈ N∗, ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Rn, exp

(
n∑
k=1

xk

)
=

n∏
k=1

exk

4.4.3 Formules d'Euler et formule de Moivre

Propriété 4.9 - (Formules d'Euler).

∀x ∈ R, cos(x) =
eix + e−ix

2
et ∀x ∈ R, sin(x) =

eix − e−ix

2i

Preuve. Soit x un réel. On a : e−ix = eix.

D'où : eix + e−ix = 2Re
(
eix
)
= 2 cos(x) ; et eix − e−ix = 2i Im

(
eix
)
= 2i sin(x).

Les formules s'en déduisent immédiatemment. K
Propriété 4.10 - (Formule de Moivre).

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, (cos(x) + i sin(x))n = cos (nx) + i sin (nx)

Preuve. Soient x un réel et n un entier naturel.

D'après le point 3 de la propriété 4.8, on a :
(
eix
)n

= einx.

Par dé�nition 5, cette égalité s'écrit encore : (cos(x) + i sin(x))n = cos (nx) + i sin (nx). K
5. De la notation ei x.



72 Cours MPSI - sz

Application 1 � Linéarisation

Très grossièrement, linéariser une expression, c'est l'opération qui consiste à faire disparaître les puissances
de celle-ci. Par exemple, nous avons déjà vu (dans le chapitre de trigonométrie) deux formules dites de
linéarisation :

∀ a ∈ R, cos2(a) =
1 + cos(2a)

2
et ∀ a ∈ R, sin2(a) =

1− cos(2a)

2

Dans les exemples ci-dessous, on donne d'autres exemples de linéarisation, utilisant les formules d'Euler
(propriété 4.9) et la formule du binôme de Newton (théorème 2.2, page 46).

ä Exemple 1. Linéarisation de cos3(θ). Soit θ un réel. On a :

cos (θ) =
1

2

(
ei θ + e−i θ

)
d'où : cos3 (θ) =

1

8

(
ei θ + e−i θ

)3
Il s'ensuit 6 que :

cos3 (θ) =
1

8

(
e3i θ + 3ei θ + 3e−i θ + e−3i θ

)
=

1

8

e3i θ + e−3i θ︸ ︷︷ ︸
=2 cos(3θ)

+3ei θ + 3e−i θ︸ ︷︷ ︸
=6 cos(θ)


D'où �nalement : ∀ θ ∈ R, cos3 (θ) =

cos (3θ) + 3 cos(θ)

4
.

ä Exemple 2. Linéarisation de sin3(θ). Soit θ un réel. On a :

sin (θ) =
1

2i

(
ei θ − e−i θ

)
d'où : sin3 (θ) = − 1

8i

(
ei θ − e−i θ

)3
Il s'ensuit 7 que :

sin3 (θ) = − 1

8i

(
e3i θ − 3ei θ + 3e−i θ − e−3i θ

)
= − 1

8i

e3i θ − e−3i θ︸ ︷︷ ︸
=2i sin(3θ)

−
(
3ei θ − 3e−i θ

)︸ ︷︷ ︸
=−6i sin(θ)


D'où �nalement : ∀ θ ∈ R, sin3 (θ) =

3 sin(θ)− sin (3θ)

4
.

ä Exemple 3. Linéarisation de cos4(θ). Soit θ un réel. On a :

cos (θ) =
1

2

(
ei θ + e−i θ

)
d'où : cos4 (θ) =

1

16

(
ei θ + e−i θ

)4
Il s'ensuit 8 que :

cos4 (θ) =
1

16

(
e4i θ + 4e2i θ + 6 + 4e−2i θ + e−4i θ

)
=

1

16

e4i θ + e−4i θ︸ ︷︷ ︸
=2 cos(4θ)

+4e2i θ + 4e−2i θ︸ ︷︷ ︸
=8 cos(θ)

+6


D'où �nalement : ∀ θ ∈ R, cos4 (θ) =

cos (4θ) + 4 cos(2θ) + 3

8
.

6. D'après la formule du binôme de Newton : (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.
7. D'après la formule du binôme de Newton : (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3.
8. D'après la formule du binôme de Newton : (a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4.
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ä Exemple 4. Linéarisation de sin5(θ). Soit θ un réel. On a :

sin (θ) =
1

2i

(
ei θ − e−i θ

)
d'où : sin5 (θ) =

1

32i

(
ei θ − e−i θ

)5
Il s'ensuit 9 que :

sin5 (θ) =
1

32i

(
e5i θ − 5e3i θ + 10ei θ − 10e−i θ + 5e−3i θ − e−5i θ

)

=
1

32i

e5i θ − e−5i θ︸ ︷︷ ︸
=2i sin(5θ)

+5e−3i θ − 5e3i θ︸ ︷︷ ︸
=−10i sin(3θ)

+10ei θ − 10e−i θ︸ ︷︷ ︸
=20i sin(θ)



D'où �nalement : ∀ θ ∈ R, sin5 (θ) =
sin (5θ)− 5 sin (3θ) + 10 sin(θ)

16
.

Application 2 � Technique de l'angle-moitié

Propriété 4.11 - ∀ θ ∈ R, 1 + ei θ = 2eiθ/2 cos

(
θ

2

)
Preuve. Soit θ un réel.

On a : 1 + ei θ = eiθ/2
(
e−iθ/2 + eiθ/2

)
= 2eiθ/2

(
eiθ/2 + e−iθ/2

2

)
= 2eiθ/2 cos

(
θ

2

)
K

Propriété 4.12 - ∀ θ ∈ R, 1− ei θ = −2i eiθ/2 sin
(
θ

2

)
Preuve. Soit θ un réel.

On a : 1− ei θ = eiθ/2
(
e−iθ/2 − eiθ/2

)
= −2ieiθ/2

(
eiθ/2 − e−iθ/2

2i

)
= −2ieiθ/2 sin

(
θ

2

)
K

Au-delà de ces deux formules, ce qu'il faut retenir, c'est surtout la technique permettant de les établir, et
donc voici deux exemples d'application.

Exemple 1 � Calcul de
n∑
k=0

cos (kθ) (et
n∑
k=0

sin (kθ)) pour tout n ∈ N et pour tout θ ∈ R (exercice

classique).

Soient n et k deux entiers naturels et θ un réel. On a : cos (kθ) = Re
(
eikθ
)
. 10

Par conséquent :
n∑
k=0

cos (kθ) =
n∑
k=0

Re
(
eikθ
)
⇐⇒

n∑
k=0

cos (kθ) = Re

(
n∑
k=0

eikθ
)
.

Et de façon analogue :
n∑
k=0

sin (kθ) = Im

(
n∑
k=0

eikθ
)

9. D'après la formule du binôme de Newton : (a− b)5 = a5 − 5a4b+ 10a3b2 − 10a2b3 + 5ab4 − b5.
10. Puisqu'en général pour tout réel ,, ei, = cos (,) + i sin (,). Prendre , = kθ dans le présent cas.
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Il �ne reste plus qu'à� calculer la somme entre parenthèses pour achever la question de cours. En e�et, en
posant :

Sn =
n∑
k=0

eikθ, on a donc :
n∑
k=0

cos (kθ) = Re (Sn) (♠) et
n∑
k=0

sin (kθ) = Im (Sn) (♣)

Or : Sn =
n∑
k=0

eikθ ⇐⇒ Sn =
n∑
k=0

(
eiθ
)k

Sn est la somme des (n + 1) premiers termes d'une suite géométrique de raison eiθ. On peut donc lui
appliquer la formule que vous connaissez bien 11, sous réserve que eiθ 6= 1, c'est-à-dire si θ 6= 0 [2π].

On suppose donc θ 6= 0 [2π]. Alors :

Sn =
1−

(
eiθ
)n+1

1− eiθ
⇐⇒ Sn =

1− ei(n+1)θ

1− eiθ
⇐⇒ Sn =

ei(
n+1
2 )θ

(
e−i(n+1

2 )θ − ei(
n+1
2 )θ

)
ei

θ
2

(
e−i θ

2 − ei
θ
2

)

⇐⇒ Sn = ei(
n
2 )θ
−2i sin

(
n+1
2
θ
)

−2i sin
(
θ
2

) d'où �nalement : Sn = ei(
n
2 )θ

sin
(
n+1
2
θ
)

sin
(
θ
2

) (♥)

On déduit de (♠), (♣) et (♥) que :

∀ n ∈ N, ∀ θ ∈ R, θ 6= 0 [2π] ,



n∑
k=0

cos (kθ) = cos

(
nθ

2

)
sin
(
n+1
2
θ
)

sin
(
θ
2

)
n∑
k=0

sin (kθ) = sin

(
nθ

2

)
sin
(
n+1
2
θ
)

sin
(
θ
2

)

Dans le cas où θ = 0 [2π], on a cos θ = 1 et sin θ = 0 d'où

∀ n ∈ N, ∀ θ ∈ R, θ = 0 [2π] ,
n∑
k=0

cos (kθ) = n+ 1 et
n∑
k=0

sin (kθ) = 0 .

11. ∀ q ∈ C\ {1} , ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
.
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Exemple 2 � Calcul de
n∑
k=0

(
n

k

)
cos (kθ) pour tout n ∈ N et pour tout θ ∈ R (exercice classique).

Soient θ un réel, et n un entier naturel.

On a :
n∑
k=0

(
n

k

)
cos (kθ) = Re

(
n∑
k=0

(
n

k

)
eikθ
)

= Re
((
1 + ei θ

)n)
= Re

([
2ei θ/2 cos

(
θ

2

)]n)

= Re

(
2neinθ/2 cosn

(
θ

2

))

Conclusion. ∀n ∈ N, ∀ θ ∈ R,
n∑
k=0

(
n

k

)
cos (kθ) = 2n cos

(
nθ

2

)
cosn

(
θ

2

)
Application 3 � Formules d'Euler généralisées

Lemme 4.3 - ∀ (α, β) ∈ R2,


eiα + eiβ = 2ei(α+β)/2 cos

(
α− β
2

)

eiα − eiβ = 2iei(α+β)/2 sin

(
α− β
2

)
Preuve. Soient α et β deux réels.

On a : eiα+eiβ = ei(α+β)/2
(
ei(α−β)/2 + ei(β−α)/2

)
= ei(α+β)/2

(
ei(α−β)/2 + e−i(α−β)/2) = 2ei(α+β)/2 cos

(
α− β
2

)
Et : eiα − eiβ = ei(α+β)/2

(
ei(α−β)/2 − ei(β−α)/2

)
= ei(α+β)/2

(
ei(α−β)/2 − e−i(α−β)/2) = 2iei(α+β)/2 sin

(
α− β
2

)
K

Application 4 � Délinéarisation

Comme son nom le suggère, c'est l'opération qui consiste à faire l'opération inverse de celle de l'application
1, et à exprimer cos(nθ) (ou sin(nθ)) comme un polynôme en cos(θ) et sin(θ), par le biais suivant :

cos(nθ) = Re
(
einθ
)
= Re

((
eiθ
)n)

= Re ((cos(θ) + i sin(θ))n)

Exemple � Expression de cos (3a) en fonction de cos(a).

Soit a un nombre réel. On a :

cos (3a) = Re
(
ei3a
)
= Re

((
eia
)3)

= Re
(
(cos (a) + i sin (a))3

)
= Re

(
cos3 (a) + 3i cos2 (a) sin (a)− 3 cos (a) sin2 (a)− i sin3 (a)

)
= cos3 (a)− 3 cos (a) sin2 (a)

Il ne reste plus qu'à utiliser la relation fondamentale de la trigonométrie pour obtenir :

cos (3a) = cos3 (a)− 3 cos (a) (1− cos2 (a)) d'où : cos (3a) = 4 cos3 (a)− 3 cos (a)
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En utilisant cette relation avec a = π/9, on obtient :

cos
(π
3

)
= 4 cos3

(π
9

)
− 3 cos

(π
9

)
soit : 4 cos3

(π
9

)
− 3 cos

(π
9

)
− 1

2
= 0

D'où encore : 8 cos3
(π
9

)
− 6 cos

(π
9

)
− 1 = 0.

Conclusion : le réel cos
(π
9

)
est racine de l'équation 8X3 − 6X − 1 = 0 .

Remarque. On peut déduire de cette relation que cos
(π
9

)
est irrationnel (à l'issue du chapitre �Arith-

métique�).

4.5 Argument(s) d'un nombre complexe NON NUL

Propriété 4.13 - Tout nombre complexe NON NUL z peut s'écrire sous la forme |z| eiθ, où θ est
un réel, unique modulo 2π.

Avec des quanti�cateurs : ∀ z ∈ C∗, ∃ θ ∈ R, z = |z| eiθ (existence de θ)

Et :
[
z = |z| eiθ = |z| eiθ′

]
=⇒ [θ′ = θ [2π] ] (unicité de θ modulo 2π)

Preuve. Soit z un nombre complexe non nul.

Posons : Z =
z

|z|
. On a : |Z| =

∣∣∣∣ z|z|
∣∣∣∣ = |z|
||z||

=
|z|
|z|

= 1.

On en déduit que Z ∈ U ; à ce titre, il existe un réel θ tel que : Z = ei θ. On en déduit que : z = |z| ei θ.

Supposons à présent qu'il existe deux réels θ et θ′ tels que : z = |z| eiθ = |z| eiθ′ . On en déduit, puisque

|z| 6= 0 par hypothèse, que : eiθ = eiθ
′
. Il s'ensuit que θ′ = θ [2π].K

Définition 4.8 - Avec les notations de la propriété précédente, θ est un argument du nombre
complexe z, et est noté arg(z).

Remarque : pour enfoncer le clou, il résulte de la dé�nition qu'un argument d'un complexe non nul z est
dé�ni à un multiple de 2π près.

Exemples : arg(1) = 0 [2π] et plus généralement arg(x) = 0 [2π] pour tout x ∈ R∗
+.

arg(−1) = π [2π] et plus généralement arg(x) = π [2π] pour tout x ∈ R∗
−.

arg(i) =
π

2
[2π] et plus généralement arg(xi) =

π

2
[2π] pour tout x ∈ R∗

+.

arg(−i) = −π
2
[2π] et plus généralement arg(xi) = −π

2
[2π] pour tout x ∈ R∗

−.

arg(1 + i) =
π

4
[2π] et plus généralement arg(x+ xi) =

π

4
[2π] pour tout x ∈ R∗

+.

arg(−1− i) = −3π

4
[2π] et plus généralement arg(x+ xi) = −3π

4
[2π] pour tout x ∈ R∗

−.

arg(1 + i
√
3) =

π

3
[2π] ; arg(−1 + i

√
3) =

2π

3
[2π] ; arg(

√
3 + i) =

π

6
[2π] ; arg(−

√
3 + i) =

5π

6
[2π]. . .
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Interprétation géométrique :

O U(1)

V (i)

M(z)

a = Re(z)

b = Im(z)

axe réel

axe imaginaire pur

|z|

arg(z)

Propriété 4.14 - (Caractérisation des réels et imaginaires purs). Soit z ∈ C∗. On a :

[z ∈ R∗]⇐⇒ [arg(z) = 0 [π] ] et [z ∈ iR∗]⇐⇒
[
arg(z) =

π

2
[π]
]

Preuve. Soit z ∈ C∗. En notant θ = arg(z) [2π], on a : z = |z| eiθ, d'où : z = |z| cos(θ) + i |z| sin(θ).
Il s'ensuit que : Re(z) = |z| cos(θ) et Im(z) = |z| sin(θ).
D'où : [z ∈ R∗]⇐⇒ [Im(z) = 0]⇐⇒ [|z| sin(θ) = 0]⇐⇒︸︷︷︸

|z|̸=0

[sin(θ) = 0]⇐⇒ [θ = 0 [π]] .

De façon analogue : [z ∈ iR∗]⇐⇒ [Re(z) = 0]⇐⇒ [|z| cos(θ) = 0]⇐⇒︸︷︷︸
|z|̸=0

[cos(θ) = 0]⇐⇒
[
θ =

π

2
[π]
]
K

Propriété 4.15 - (Propriétés algébriques des arguments). Soient z et z′ deux nombres
complexes non nuls. On a :

1/ arg (z) = − arg (z) [2π]

2/ arg (zz′) = arg (z) + arg (z′) [2π]

3/ arg (−z) = arg (z) + π [2π]

4/ ∀n ∈ N, arg (zn) = n arg (z) [2π]

5/ arg

(
1

z′

)
= − arg (z′) [2π]

6/ arg
( z
z′

)
= arg (z)− arg (z′) [2π]
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Preuve. Soient z et z′ deux nombres complexes non nuls. Posons θ = arg(z) [2π] et θ′ = arg(z′) [2π], de
telle sorte que : z = |z| eiθ et z′ = |z′| eiθ′ .

1/ On a : z = |z| eiθ = |z| × eiθ = |z| e−iθ. Puisqu'en outre : |z| = |z|, on en déduit que : z = |z| e−iθ.

Par suite : arg (z) = − arg (z) [2π].

2/ On a : zz′ = |z| eiθ |z′| eiθ′ = |zz′| ei(θ+θ′). On en déduit que : arg (zz′) = arg (z) + arg (z′) [2π].

3/ D'après le point précédent : arg(−z) = arg((−1)z) = arg(−1) + arg(z) = π + arg(z) [2π].

4/ Conséquence du point 2, par une récurrence immédiate.

5/ D'après le point 2, on a : arg

(
z′ × 1

z′

)
= arg(z′) + arg

(
1

z′

)
[2π].

D'autre part : arg

(
z′ × 1

z′

)
= arg(1) = 0 [2π].

On déduit de ces deux égalités que : arg

(
1

z′

)
= − arg (z′) [2π].

6) Conséquence immédiate des points 2 et 5.K
Remarque. Une nouvelle fois, la propriété 2 peut être généralisée au produit de n nombres complexes
non nuls. Explicitement :

∀n ∈ N∗, ∀ (z1, . . . , zn) ∈ (C∗)n , arg

(
n∏
k=1

zk

)
=

n∑
k=1

arg (zk) [2π]

Exemple d'application 1. Déterminer une CNS sur l'entier n pour que (1 + i)n soit un réel positif.

On a : arg (1 + i) =
π

4
[2π]. Par suite : ∀n ∈ N, arg ((1 + i)n) =

nπ

4
[2π].

Par ailleurs, pour tout Z ∈ C∗, on a : Z ∈ R∗
+ ⇐⇒ arg(Z) = 0 [2π].

On en déduit que (1 + i)n soit un réel positif si et seulement si :
nπ

4
= 0 [2π]⇐⇒ n = 0 [8].

Conclusion. On a : [(1 + i)n]⇐⇒ [n est multiple de 8] .

Exemple d'application 2. Une autre méthode pour le calcul de cos
(π
8

)
.

On pose Z =
√
2 +
√
2 + i

√
2−
√
2. On a : |Z| =

√
2 +
√
2 + 2−

√
2 = 2.

Par ailleurs : Z2 =
(
2 +
√
2
)
+ 2i

√
2 +
√
2
√
2−
√
2−

(
2−
√
2
)
= 2
√
2 + 2i

√
2.

D'où : Z2 = 4eiπ/4. Par suite, arg(Z2) =
π

4
[2π] d'où : 2 arg(Z) =

π

4
[2π], donc : arg(Z) =

π

8
[π].

Puisque les parties réelle et imaginaire de Z sont positives, on peut a�rmer : arg(Z) =
π

8
[2π].

On en déduit que : cos
(π
8

)
=

Re(Z)
|Z|

=

√
2 +
√
2

2
et sin

(π
8

)
=

Im(Z)

|Z|
=

√
2−
√
2

2
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4.6 Exponentielle complexe

Définition 4.9 - Pour tout z ∈ C, de forme algébrique z = a+ ib, on pose ez = eaeib.

Exemples : eln(2)+i π
2 = 2i ; eln(4)+i π

4 = 2
√
2 + 2i

√
2 ; e1+iπ = −e.

Propriété 4.16 - (Propriétés de l'exponentielle complexe).

1/ ∀ z ∈ C, |ez| = eRe(z)

2/ ∀ z ∈ C, arg (ez) = Im (z) [2π]

3/ ∀ z ∈ C, z 6= 0 (l'exponentielle complexe ne s'annule pas sur C)

4/ ∀ (z, z′) ∈ C2, ez+z
′
= ezez

′

5/ ∀n ∈ N,∀ z ∈ C, (ez)n = enz

6/ ∀ z ∈ C, e−z =
1

ez

7/ ∀ z ∈ C, ez = ez+2iπ (2iπ-périodicité)

Preuve. Soient z = a+ ib et z′ = a′ + ib′ (avec a, a′, b et b′ réels) deux complexes.

1/ & 2/ Par dé�nition, on a : ez = eaei b. D'où : |ez| = ea et arg (ez) = b [2π].

On en déduit que : ∀ z ∈ C, |ez| = eRe(z) et ∀ z ∈ C, arg (ez) = Im (z) [2π].

3/ D'après ce qui précède, on a : |ez| = eRe(z) 6= 0. Il s'ensuit que : ∀ z ∈ C, ez 6= 0.

4/ On a : ez+z
′
= e(a+a

′)+i(b+b′) = ea+a
′
ei(b+b

′) = eaea
′
eibeib

′
= ea+ibea

′+ib′ = ezez
′
.

5/ On a : (ez)n =
(
eaeib

)n
= enaenib = en(a+ib) = enz.

6/ On a : e−z = e−ae−ib =
1

ea
× 1

eib
=

1

ea+ib
=

1

ez
.

7/ D'après le point 4, on a : ez+2iπ = ez e2iπ︸︷︷︸
=1

= ez.K

Théorème 4.2 - (Ensemble des solutions de ez = ω, avec ω ∈ C∗).

Pour tout complexe non-nul ω, l'ensemble des solutions de l'équation ez = ω est :

{ln |ω|+ i arg (ω) + 2ikπ / k ∈ Z}

Preuve. Soit ω un complexe non nul ; on peut écrire ω = |ω| ei arg(ω).
Par ailleurs soit z = a+ ib (avec a et b réels) un nombre complexe ;

[z est solution de ez = ω]

⇐⇒ eaeib = |ω| ei arg(ω) ⇐⇒
{

ea = |ω|
b = arg (ω) [2π]

⇐⇒
{
a = ln |ω|
∃ k ∈ Z, b = arg (ω) + 2kπ
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En résumé, un complexe z est solution de ez = ω si et seulement si il existe un entier relatif k tel que
z = ln |ω|+ i arg (ω) + 2ikπ.

Conclusion : pour tout nombre complexe non-nul arg (ω), l'ensemble des nombres complexes
solutions de l'équation ez = arg (ω) est {ln |arg (ω)|+ i arg (arg (ω)) + 2ikπ / k ∈ Z} . K

Remarque. On savait déjà que la fonction exponentielle complexe était à valeurs dans C∗ (puisque ez 6= 0

pour tout z ∈ C). Ce que précise le théorème, c'est que tout élément de C∗ admet un antécédent (mieux,
une in�nité d'antécédents) par l'exponentielle complexe. Dans ce contexte, on dira que l'exponentielle
complexe est surjective ; la notion de surjectivité (et d'autres !) sera étudiée dans le chapitre �Applications�.

4.7 Equations du second degré à coe�cients complexes

4.7.1 Racines carrées complexes

Définition 4.10 - Soit z un nombre complexe.

Une racine carrée (complexe) de z est un complexe ω tel que ω2 = z.

Exemples : 2 et −2 sont des racines carrées de 4 ; 3i et −3i sont des racines carrées de −9 ; 1+ i et −1− i
sont des racines carrées de 2i ;

√
2eiπ/12 et −

√
2eiπ/12 sont des racines carrées de

√
3 + i.

Théorème 4.3 - (Racines carrées dans C).
Tout nombre complexe z non nul possède exactement deux racines carrées dans C :

± |z|1/2 ei arg(z)/2

0 ne possède qu'une racine carrée (0 lui-même).

Preuve. Soit z un nombre complexe non nul. On peut écrire : z = |z| eiθ, où θ = arg (z) [2π].

Par dé�nition, un nombre complexe ω est une racine carrée de z si ω2 = z. Exploitons cette relation :

ω2 = z ⇐⇒
(
|ω| ei arg(ω)

)2
= |z| eiθ ⇐⇒ |ω|2 e2i arg(ω) = |z| eiθ

Cette dernière égalité entre deux formes exponentielles entraîne l'égalité des modules, et des arguments
(modulo 2π) de chaque terme, c'est-à-dire :


|ω|2 = |z|

2 arg (ω) = θ [2π]

⇐⇒


|ω| =

√
|z|

arg (ω) =
θ

2
[π]

On a ainsi établi que : (ω est une racine carrée de z) ⇐⇒
(
|ω| =

√
|z|
)
∧
(
arg (ω) =

θ

2
[π]

)
.

Reste à préciser l'argument de ω :(
arg (ω) =

θ

2
[π]

)
⇐⇒

(
∃ k ∈ Z, arg (ω) =

θ

2
+ kπ

)
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D'où : ω = |z|1/2 ei(
θ
2
+kπ) = |z|1/2 ei θ2 eikπ = (−1)k |z|1/2 ei θ2

Ainsi ω = |z|1/2 ei θ2 (si k est pair) ou ω = − |z|1/2 ei θ2 (si k est impair).

En résumé : z possède exactement deux racines carrées dans C, qui sont ±
√
|z|ei θ

2 (ou ± |z|1/2 ei θ
2 ) .K

ä 2 méthodes pour déterminer les racines carrées d'un nombre complexe non nul.

Soit z un complexe non nul. On décrit ci-dessous deux procédés permettant de déterminer les deux racines
carrées de z.

1ère méthode � Lorsque l'on connaît la forme exponentielle de z.

Dans ce cas, on écrit z = |z| eiθ où θ désigne un argument de z, et on utilise la formule obtenue précédem-
ment pour obtenir les racines carrées de z : ± |z|1/2 ei θ

2 .

Exemple. On pose z = 4 + 4i. On a : |z| =
√
32eiπ/4 = 25/2eiπ/4. Il s'ensuit que les deux racines carrées

complexes de z sont : ±25/4eiπ/8.
2ère méthode � Lorsque l'on ne connaît pas la forme exponentielle de z.

Dans ce cas, on recherche une racine carrée ω de z sous forme algébrique : ω = a+ i b (avec a et b réels).
Alors :

[ω2 = z]⇐⇒ [a2 − b2 + 2iab = z]⇐⇒


a2 − b2 = Re(z) (égalité des parties réelles)
2ab = Im(z) (égalité des parties imaginaires)
a2 + b2 = |z| (égalité des modules)

Exemple. On pose z = 3 + 4i. En notant θ un argument de z, on a : cos(θ) = 3/5 et sin(θ) = 4/5. . . ce
qui ne nous conduit pas vraiment à des valeurs remarquables !

On pose donc ω = a+ i b (avec a et b réels), et on applique le raisonnement précédent.

[ω2 = z]⇐⇒ [a2 − b2 + 2iab = 3 + 4i]⇐⇒


a2 − b2 = 3 (égalité des parties réelles)
2ab = 4 (égalité des parties imaginaires)
a2 + b2 = 5 (égalité des modules)

En exploitant les première et dernière ligne de ce système, on déduit facilement que : a2 = 4 et b2 = 1.
D'où a = ±1, et b = ±1 ; ce qui nous donne virtuellement 4 couples (a, b) solutions, et donc 4 racines
carrées pour 3 + 4i. Heureusement, la seconde équation permet de rétablir l'équilibre : le produit ab étant
positif, les réels a et b sont de même signe. Le système possède donc exactement deux couples solutions :
(3, 1) et (−3,−1).
On peut donc conclure que les deux racines carrées du complexe 3 + 4i sont 1 + i et −1− i.

4.7.2 Résolution de az2 + bz + c = 0

Théorème 4.4 - (Equations du second degré à coe�cients complexes).

Soit (a, b, c) ∈ C3, avec a 6= 0. On note (E) l'équation az2+bz+c = 0, et ∆ = b2−4ac son discriminant.

ä Si ∆ = 0, alors (E) possède une unique solution : − b

2a
.

ä Si ∆ 6= 0, alors (E) possède exactement deux solutions :
−b± δ
2a

, où δ est une racine carrée dans C
de ∆.
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Preuve. Soient a, b et c trois complexes, avec a 6= 0. On a :

(E) : az2 + bz + c = 0⇐⇒ a

(
z2 +

b

a
z +

c

a

)
= 0⇐⇒ z2 +

b

a
z +

c

a
= 0⇐⇒

(
z +

b

2a

)2

− b2

4a2
+
c

a
= 0

⇐⇒
(
z +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
(♠)

Posons ∆ = b2 − 4ac, et distinguons deux cas :

ä Si ∆ = 0 : alors on déduit de (♠) que
(
z +

b

2a

)2

= 0, donc que z +
b

2a
= 0, d'où z = − b

2a
.

ä Si ∆ 6= 0 : alors ∆ possède exactement deux racines carrées dans C, que l'on note ±δ. On peut alors
écrire : (

z +
b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
⇐⇒

(
z +

b

2a

)2

=

(
δ

2a

)2

⇐⇒ z +
b

2a
= ± δ

2a
⇐⇒ z =

−b± δ
2a

Ce qui prouve le théorème.K
Exemple. Soit θ un réel quelconque. On considère l'équation (E) :

(E) : z4 − 2i sin(θ) z2 − 1 = 0

On pose Z = z2. L'équation (E) se réécrit alors : (E ′) Z2 − 2i sin(θ)Z − 1 = 0. Calculons le discriminant
de (E ′). On a :

∆ = (−2i sin(θ))2 − 4× (−1) = −4 sin2(θ) + 4 = 4
(
1− sin2(θ)

)
= 4 cos2(θ)

D'où : ∆ = ± (2 cos (θ))2. On distingue alors deux cas :

ä Cas 1. Si ∆ = 0, càd si θ =
π

2
[π]. Alors l'équation (E ′) possède une unique solution : Z0 = i sin(θ).

Or sin(θ) = 1 ou −1 suivant que θ = π/2 [2π] ou θ = −π/2 [2π] ; ce qui conduit à distinguer deux sous cas.

ã Sous-cas 1.1. Si θ =
π

2
[2π]. Alors sin(θ) = 1, et l'équation (E ′) possède comme unique solution :

Z0 = i. En revenant à la variable initiale, on en déduit que : z2 = i, d'où : z = ±eiπ/4. Dans ce cas,

l'équation (E) possède donc exactement deux solutions : ±eiπ/4 .

ã Sous-cas 1.2. Si θ = −π
2
[2π]. Alors sin(θ) = −1, et l'équation (E ′) possède comme unique solution :

Z0 = −i. En revenant à la variable initiale, on en déduit que : z2 = −i, d'où : z = ±e−iπ/4. Dans ce cas,

l'équation (E) possède donc exactement deux solutions : ±e−iπ/4 .

ä Cas 2. Si ∆ 6= 0, càd si θ 6= π

2
[π]. Alors l'équation (E ′) possède exactement deux solutions :

Z+ = i sin(θ) + cos(θ) et Z− = i sin(θ)− cos(θ), soit encore : Z+ = eiθ et Z− = −e−iθ = ei(π−θ).

En revenant à la variable initiale, on en déduit que :

(E)⇐⇒
[
z2 = eiθ ∨ z2 = ei(π−θ)

]
⇐⇒

[
z = ±eiθ/2 ∨ z = ±ei(π−θ)/2

]
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Dans ce cas, l'équation (E) possède donc exactement quatre solutions : ±eiθ/2 et ±ei(π−θ)/2 .

ä Conclusion. L'ensemble des solutions de l'équation z4 − 2i sin(θ) z2 − 1 = 0 est :

{
±eiπ/4

}
si θ = π/2 [2π]{

±e−iπ/4
}

si θ = −π/2 [2π]{
±eiθ/2; ±ei(π−θ)/2

}
si θ 6= π/2 [π]

Relations coe�cients-racines : avec les notations du théorème, lorsque (E) possède deux racines z1 et
z2, on a :

z1 + z2 = −
b

a
et z1z2 =

c

a

�Dans l'autre sens�, si z1 et z2 sont deux complexes, ils sont racines de l'équation X2 − SX + P = 0 (où
l'on a noté P et S les produit et somme de z1 et z2).

Exemple. Considérons l'équation (E) : z2+2017z−2018 = 0. Le réel 1 est racine évidente de (E). Comme
il s'agit d'une équation du second degré, on en déduit que la deuxième racine est −2018 (le produit des
racines étant égal à �c/a�). Conclusion. (E) a exactement deux racines : 1 et −2018.

4.8 Racines n-ièmes

4.8.1 Racines n-ièmes de l'unité

Définition 4.11 - Soit n ∈ N, n > 2.

On appelle racine n-ième de l'unité un nombre complexe ω tel que ωn = 1.

Notation. On note Un l'ensemble des racines n-ièmes de l'unité.

Remarque. Le �U� de la notation est justi�é par l'observation que toute racine de l'unité est de module
1. Dans le langage ensembliste : Un ⊂ U.

Exemples. U2 = {±1} et U4 = {±1;±i}.
L'ensemble U3 est appelé l'ensemble des racines cubiques (plutôt de 3-ièmes) de l'unité. On a : U3 ={
1; e2iπ/3; e4iπ/3

}
.

Notation. On note j = e2iπ/3. Avec cette notation, on a : e4iπ/3 = j2, ou e4iπ/3 = j. Ainsi :

U3 =
{
1, j, j2

}
ou encore U3 =

{
1, j, j

}
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Propriété 4.17 - (Propriétés des racines de l'unité). Soit n un entier naturel supérieur ou
égal à 2.

1/ Toute racine n-ième de l'unité est de module 1. Ensemblistement : Un ⊂ U.

2/ 1 ∈ Un.

3/ Soient z et z′ deux éléments de Un. Alors zz′ ∈ Un.

4/ Soit z ∈ Un. Alors z−1 = z ∈ Un.

Preuve. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

1/ Soit z ∈ Un. Alors : zn = 1, donc |z|n = 1, donc |z| = 1. Ce qui signi�e que z ∈ U.

2/ Trivial.

3/ Soient z et z′ deux éléments de Un ; on a alors zn = 1 et z′n = 1. Sous cette hypothèse : (zz′)n =

znz′n = 1. Ce qui signi�e que zz′ ∈ Un.

4/ Soit z ∈ Un. Alors z est de module 1 (d'après le point 1/), d'où : z−1 = z. En outre : zn = 1 donc

zn = 1 donc z n = 1. Ce qui signi�e que z ∈ Un. K
Remarque : pour anticiper sur la notion de groupe, les propriétés ci-dessus permettent d'a�rmer que Un

est muni d'une loi de composition interne (la multiplication, d'après le point 3/) qui est associative ; en
outre, cette loi possède un élément neutre dans Un (le complexe 1, d'après le point 2/), et tout élément
de Un est inversible pour cette loi dans Un (d'après le point 4/).

Dans ce contexte, on dit que (Un,×) est un groupe. 12

Cette remarque faite, passons maintenant à l'énoncé suivant, qui assure qu'il existe exactement n racines
n-ièmes de l'unité, et qui les donne explicitement.

Théorème 4.5 - (Racines n-ièmes de l'unité).

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a

Un =
{
e

2ikπ
n / k ∈[[ 0;n− 1 ]]

}
ou Un =

{
ωk / k ∈[[ 0;n− 1 ]]

}
en ayant pris la précaution de noter ω = e

2iπ
n .

Preuve. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2, et soit z une racine n-ième de l'unité.
Par dé�nition, on a alors : zn = 1. Cette condition impliquant la non-nullité de z, on peut écrire z sous
forme exponentielle : z = |z| eiθ (avec θ = arg(z) [2π]).

Ceci posé : [zn = 1]⇐⇒ |z|n einθ = 1⇐⇒
{
|z|n = 1

nθ = 0 [2π]
⇐⇒

{
|z| = 1

θ = 0 [2π/n]

⇐⇒
{
|z| = 1

∃ k ∈ Z, θ = 2kπ/n

En résumé : [zn = 1]⇐⇒
[
∃ k ∈ Z, z = e2ikπ/n

]
. On a ainsi établi que : Un =

{
e

2ikπ
n / k ∈ Z

}
(♠) .

12. Pour utiliser des gros mots, le groupe multiplicatif des racines n-ièmes de l'unité.
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Reste à justi�er que l'ensemble Un est �ni, et contient n éléments. Pour cela, on admet provisoirement 13

le théorème de la division euclidienne dans Z :

Théorème (division euclidienne dans Z). ∀ (a, b) ∈ Z× N∗, ∃! (q, r) ∈ Z2,


a = bq + r

r ∈ [[ 0, b− 1 ]]

Posons : E =
{
e

2ikπ
n / k ∈[[ 0;n− 1 ]]

}
(♥) . Etablir le théorème, c'est établir l'égalité : E = Un. Pour ce

faire, on peut procéder par double inclusion.

ä Montrons E ⊂ Un. Il résulte clairement des descriptions respectives de E (♥) et de Un (♠) que tout
élément de E appartient à Un, 14 donc E ⊂ Un.

ä Montrons Un ⊂ E. Soit z ∈ Un. D'après (♠), il existe un entier relatif k tel que : z = e
2ikπ
n . On e�ectue

alors la division euclidienne de k par n. D'après le théorème du même nom :

∃! (q, r) ∈ Z2,


k = nq + r

r ∈ [[ 0, n− 1 ]]

Ainsi : z = e
2ikπ
n = e

2i(nq+r)π
n = e

2inqπ
n × e

2irπ
n =

(
e

2inπ
n

)q
︸ ︷︷ ︸

=1

×e 2irπ
n d'où : z = e

2irπ
n . Puisque r ∈ [[ 0, n − 1 ]],

cette dernière écriture signi�e que z ∈ E. Ce qui prouve que Un ⊂ E.

D'après la règle de double inclusion, on a : E = Un. Par suite : Un =
{
e

2ikπ
n / k ∈[[ 0;n− 1 ]]

}
K

Interprétation géométrique des racines de l'unité

Il résulte de la description de l'ensemble des racines n-ièmes de l'unité que les éléments de Un sont les
a�xes des sommets d'un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle unité.

On illustre ci-dessous cette a�rmation par quelques exemples.

ä Les éléments de U3 (1, j et j2 = j̄) sont les a�xes
des sommets d'un triangle équilatéral.

ä Les éléments de U4 (1, i, i2 = −1 et i3 = −i)
sont les a�xes des sommets d'un carré (de plus U4

contient U2).

13. En attendant le chapitre d'arithmétique.
14. Ceci repose sur l'observation puissante que tout entier compris entre 0 et n− 1 est en particulier un entier relatif.



86 Cours MPSI - sz

ä Les éléments de U5 sont les a�xes des sommets
d'un pentagone régulier.

ä Les éléments de U6 sont les a�xes des sommets
d'un hexagone régulier (de plus U6 contient U3 et
U2).

ä Les éléments de U7 sont les a�xes des sommets
d'un heptagone régulier.

ä Les éléments de U8 sont les a�xes des sommets
d'un octogone régulier (de plus U8 contient U4 et
U2).

ä Les éléments de U9 sont les a�xes des sommets
d'un ennéagone régulier (et U9 contient U3).

ä Les éléments de U12 sont les a�xes des sommets
d'un dodécagone régulier (et U12 contient U2, U3,
U4 et U6).

Pour insister sur un point déjà démontré, on voit clairement sur ces illustrations que l'ensemble Un est
stable par conjugaison.

Par ailleurs, il est encore très �visible� que pour deux entiers naturels n et p, on a :

[Un ⊂ Up]⇐⇒ [n divise p] (petit exercice d'arithmétique !)
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Propriété 4.18 - (Somme des racines de l'unité). Soit n un entier
naturel supérieur ou égal à 2. On a :

∑
ω∈Un

ω = 0

Explicitement, la somme des racines n-ièmes de l'unité est nulle.

Preuve. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a :∑
ω∈Un

ω =
n−1∑
k=0

e2ikπ/n =
n−1∑
k=0

(
e2iπ/n

)k
=

1−
(
e2iπ/n

)n
1− e2iπ/n

=
1− 1

1− e2iπ/n
= 0. Ainsi :

∑
ω∈Un

ω = 0 .

Remarque : il est légitime d'appliquer dans les calculs précédents la formule donnant la somme des termes
d'une suite géométrique, puisque la raison (égale à e2iπ/n dans le cas présent) est distincte de 1 (par

hypothèse n > 2). K

Application 1 � Valeur exacte de cos

(
2π

5

)
.

D'après la propriété précédente, on a :
∑
ω∈U5

ω = 0. Explicitement :
4∑

k=0

e2ikπ/5 = 0. En particulier :

Re(
4∑

k=0

e2ikπ/5) = 0. D'où :
4∑

k=0

cos

(
2kπ

5

)
= 0.

D'où : 1 + cos

(
2π

5

)
+ cos

(
4π

5

)
+ cos

(
6π

5

)
+ cos

(
8π

5

)
= 0

On peut alors observer que : cos

(
8π

5

)
= cos

(
2π

5

)
et cos

(
6π

5

)
= cos

(
4π

5

)
(par une double application

de la formule : cos(2π − θ) = cos(θ)).

Ainsi : 1 + 2 cos

(
2π

5

)
+ 2 cos

(
4π

5

)
= 0.

Or, d'après la formule de duplication, on a : cos

(
4π

5

)
= 2 cos2

(
2π

5

)
− 1.

On a donc : 4 cos2
(
2π

5

)
+ 2 cos

(
2π

5

)
− 1 = 0.

On en déduit que cos

(
2π

5

)
est solution de l'équation du second degré 4X2 + 2X − 1 = 0, qui possède

exactement deux solutions réelles : X+,− =
−1±

√
5

4
.

Il reste à observer que cos

(
2π

5

)
est positif (puisque 2π/5 est compris entre 0 et π/2) pour conclure que :

cos

(
2π

5

)
=
−1±

√
5

4
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Application 2 � Produit des racines de l'unité.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a :∏
ω∈Un

ω =
n−1∏
k=0

e2ikπ/n = e
∑n−1

k=0 (2ikπ/n) = e(2iπ/n)
∑n−1

k=0 k = e(2iπ/n)×(n(n−1)/2) = eiπ(n−1) =
(
eiπ
)(n−1)

= (−1)(n−1).

Conclusion.
∏
ω∈Un

ω = (−1)n−1 .

Application 3 � Résolution d'équation, et valeur exacte de tan
(π
5

)
.

On se propose de de résoudre dans C l'équation (E) : (1 + iz)5 = (1− iz)5

Première méthode : on développe, et on simpli�e.

(E)⇐⇒ 1 + 5iz − 10z2 − 10iz3 + 5z4 + iz5 = 1− 5iz − 10z2 + 10iz3 + 5z4 − iz5

⇐⇒ 10iz − 20iz3 + 2iz5 = 0

⇐⇒ 5z − 10z3 + z5 = 0

⇐⇒ z (5− 10z2 + z4) = 0

⇐⇒ [z = 0] ∨ [z4 − 10z2 + 5 = 0]

Reste donc à résoudre l'équation (E ′) : z4 − 10z2 + 5 = 0. Pour ce faire, on pose Z = z2. L'équation
devient alors Z2 − 10Z + 5 = 0. Celle-ci possède deux solutions réelles et positives 5± 2

√
5. On en déduit

que l'équation (E ′) possède quatre solutions réelles : ±
√
5± 2

√
5.

Conclusion : S =
{
0;
√
5 + 2

√
5;
√

5− 2
√
5;−

√
5 + 2

√
5;−

√
5− 2

√
5
}
.

Deuxième méthode : on utilise les racines cinquièmes de l'unité.

(E)⇐⇒ (1 + iz)5 = (1− iz)5

⇐⇒
(
1 + iz

1− iz

)5

= 1

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]],
1 + iz

1− iz
= e2ikπ/5

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], 1 + iz = e2ikπ/5 (1− iz)
⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], i

(
1 + e2ikπ/5

)
z = e2ikπ/5 − 1

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], iz =
e2ikπ/5 − 1

e2ikπ/5 + 1

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], iz =
eikπ/5

(
eikπ/5 − e−ikπ/5

)
eikπ/5 (eikπ/5 + e−ikπ/5)

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], iz =
2i sin (kπ/5)

2 cos (kπ/5)

⇐⇒ ∃ k ∈[[ 0; 4 ]], z = tan (kπ/5)

Conclusion : S =

{
tan

(
kπ

5

)
/ k ∈[[ 0; 4 ]]

}

soit encore : S =

{
0; tan

(π
5

)
; tan

(
2π

5

)
; tan

(
3π

5

)
; tan

(
4π

5

)}
.
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Synthèse :

ä En identi�ant les ensembles de solutions trouvés par les deux méthodes, on obtient la valeur exacte

de tan
(π
5

)
; on obtient également la valeur exacte de tan 0, mais c'est un résultat moins spectaculaire.

Explicitement : tan
(π
5

)
=
√

5− 2
√
5 (la plus petite des deux racines strictement positives de (E)) ; on

a également tan

(
2π

5

)
=
√

5 + 2
√
5 (la plus grande des deux racines strictement positives de (E)).

En�n : tan

(
4π

5

)
= −

√
5− 2

√
5 et tan

(
3π

5

)
= −

√
5 + 2

√
5 , ces deux valeurs se déduisant des pré-

cédentes par la relation tan (π − x) = − tan (x).

Application 4 � Résolution d'équation (bis).

On considère l'équation (E) : z = zn, où n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.

ä Observons déjà que z = 0 est solution de (E).

ä Par la suite, on ne cherche plus que les solutions non nulles de (E) (en clair, on suppose z 6= 0).

On a alors : (E)⇐⇒ zz = zn+1 ⇐⇒ |z|2 = zn+1.

En prenant les modules de chaque terme de l'équation, on obtient : |z|2 = |z|n+1 et puisque l'on a supposé
n > 2, cette condition implique : |z| = 1.

Par suite : (E)⇐⇒ zn+1 = 1⇐⇒ z ∈ Un+1.

Conclusion : S = {0} ∪ Un+1 ou encore : S = {0} ∪
{
e2ikπ/(n+1), k ∈ [[ 0;n ]]

}
Application 5 � Factorisation de polynômes.

Lemme 4.4 - ∀n ∈ N∗, ∀ (a, b) ∈ C2, an+1 − bn+1 = (a− b)
n∑
k=0

akbn−k

Preuve. Soit n un entier naturel supérieur non nul, et soient a et b deux complexes. On a :

(a− b)
n∑
k=0

akbn−k =
n∑
k=0

ak+1bn−k −
n∑
k=0

akbn+1−k =
n+1∑
k=1

akbn+1−k −
n∑
k=0

akbn+1−k = an+1 − bn+1 K

Corollaire 4.2 - Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a :

Xn − 1 = (X − 1)

(
n−1∑
k=0

Xk

)

Autrement écrit : Xn − 1 = (X − 1) (1 +X + · · ·+Xn−1).

Preuve. Formellement, c'est une conséquence immédiate du lemme précédent.K
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Propriété 4.19 - Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a :

1/ Xn − 1 =
∏
ω∈Un

(X − ω) =
n−1∏
k=0

(
X − e2i kπ/n

)

2/
n−1∑
k=0

Xk =
∏

ω∈Un\{1}

(X − ω) =
n−1∏
k=1

(
X − e2i kπ/n

)
Preuve. 15 Les racines n-ièmes de l'unité (resp. les éléments de Un\ {1}) sont racines des polynômes

Xn − 1 et
∏
ω∈Un

(X − ω) (resp.
n−1∑
k=0

Xk et
n−1∏
k=1

(
X − e2i kπ/n

)
).

Ces polynômes étant de degré n (resp. n − 1) et unitaires, ils sont égaux (principe du prolongement

algébrique).K
Exemple 1 : le polynôme 1 +X +X2 a pour racines j et j. On a donc : X2 +X + 1 = (X − j)

(
X − j

)
.

Exemple 2 : le polynôme 1 +X +X2 +X3 a pour racines −1 et ±i. On a donc :

X3 +X2 +X + 1 = (X + 1) (X − i) (X + i).

4.8.2 Racines n-ièmes d'un complexe

Définition 4.12 - Soit n ∈ N, n > 2, et soit z un complexe quelconque.

On appelle racine n-ième de z un nombre complexe ω tel que ωn = z.

Cette dé�nition posée, il est tentant de faire le lien avec le paragraphe précédent.
Théorème 4.6 - Tout nombre complexe z non nul possède exactement n racines n-ièmes, les
nombres

|z|1/n ei(
arg(z)+2kπ

n ) soit |z|1/n ei
arg(z)

n e
2i kπ
n

avec k entier compris entre 0 et n− 1.

Preuve. Soit z ∈ C∗. On a : z =
(
|z|1/n ei θ/n

)n
, où l'on a posé : θ = arg(z) [2π].

Soit Z un complexe arbitraire. On a :

Zn = z ⇐⇒ Zn =
(
|z|1/n ei θ/n

)n
⇐⇒ Z

|z|1/n ei θ/n
∈ Un ⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, n− 1 ]],

Z

|z|1/n ei θ/n
= e2i kπ/n

Conclusion : Z est une racine n-ième de z SSI ∃ k ∈ [[ 0, n− 1 ]], Z = |z|1/n ei θ/ne2i kπ/n. K
Méthode (recherche des racines n-ièmes d'un complexe z non nul) : sauf cas particulier (où vous
seriez guidés de toute façon), les racines n-ièmes d'un complexe non nul z ne peuvent être déterminées
(pour n > 2) qu'en utilisant la forme exponentielle de z. En outre, pour les déterminer toutes, il su�t d'en
trouver une que l'on multiplie ensuite par toutes les racines n-ièmes de l'unité.

15. A relire après le chapitre portant sur les polynômes.
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Exemple : 2 est une racine quatrième de 16 dans C. Les 4 racines quatrièmes de 16 dans C sont donc :
2, 2i, −2 et −2i .

Il revient au même de dire que l'ensemble des racines quatrièmes de 16 est :
{
2ik / k ∈ [[ 0, 3 ]]

}
.

Application à la résolution de (E) : (1 + z)4 = 16(1− z)4.

Soit z un nombre complexe. En observant que 1 n'est pas solution de l'équation (E), on peut écrire
que :

[z est solution de (E)]

⇐⇒ (1 + z)4

(1− z)4
= 16

⇐⇒
(
1 + z

1− z

)4

= 16

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, 3 ]],
1 + z

1− z
= 2ik

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, 3 ]], 1 + z = 2ik (1− z)

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, 3 ]], z
(
2ik + 1

)
= 2ik − 1

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, 3 ]], z =
2ik − 1

2ik + 1

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 0, 3 ]], z =
4 (−1)k − 4ik + 1

4 (−1)k − 1

Notons Zk =
4 (−1)k − 4ik + 1

4 (−1)k − 1
. On a : Z0 =

1

3
; Z1 =

3 + 4i
5

; Z2 = 3 et Z3 =
3− 4i
5

.

On déduit de ces calculs et de la chaîne d'équivalences précédente que :

[z est solution de (E)]⇐⇒
[
z ∈

{
1

3
; 3;

3 + 4i
5

;
3− 4i
5

}]
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4.9 Similitudes directes

4.9.1 Transformations du plan

Définition 4.13 - On appelle translation de vecteur
−→v la transformation du plan qui à tout point M associe
l'unique point M ′ tel que

−−−→
MM ′ = −→v .

Définition 4.14 - On appelle rotation de centre

Ω et d'angle θ la transformation du plan qui à tout
point M associe l'unique point M ′ tel que ΩM ′ = ΩM

et
(−−→
ΩM,

−−→
ΩM ′

)
= θ.

Définition 4.15 - On appelle homothétie de centre

Ω et de rapport k ∈ R∗ la transformation du plan qui
à tout point M associe l'unique point M ′ tel que

−−→
ΩM ′ =

k
−−→
ΩM .

Définition 4.16 - On appelle ré�exion (ou symétrie

axiale) d'axe ∆ la transformation du plan qui à tout point
M associe l'unique point M ′ tel que ∆ soit la médiatrice
de [MM ′] si M /∈ ∆, et M si M ∈ ∆.

4.9.2 Ecritures complexes

ã z 7−→ z + b est une écriture complexe de la translation de vecteur −→v (b) (avec b ∈ C) ;
ã z 7−→ z̄ est une écriture complexe de la ré�exion d'axe réel ;

ã z 7−→ k (z − ω)+ω est une écriture complexe de l'homothétie de centre Ω (ω), et de rapport k (avec
k ∈ R∗ et ω ∈ C) ;

ã z 7−→ eiθ (z − ω) + ω est une écriture complexe de la rotation de centre Ω (ω), et d'angle θ (avec
θ ∈ R et ω ∈ C) ;

ã z 7−→ az+ b (avec a ∈ C∗ et b ∈ C) est une écriture complexe de ce que l'on appelle une similitude

directe.
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Remarque : les translations, rotations et homothéties sont en particulier des similitudes directes.

4.9.3 Propriétés des similitudes directes

Propriété 4.20 - La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

Preuve. Soient S et S ′ deux similitudes directes d'écritures complexes respectives z 7−→ az + b et

z 7−→ a′z + b′. Leur composée S ◦ S ′ a pour écriture complexe z 7−→ aa′z + ab′ + b.K
Propriété 4.21 - L'identité du plan est une similitude directe, qui est l'élément neutre pour la
composition.

Preuve. Triviale.K
Propriété 4.22 - Pour toute similitude directe S, il existe une unique similitude directe S ′ telle
que S ◦ S ′ = S ′ ◦ S = id.

Preuve. Soient S une similitude directe d'écriture complexe z 7−→ az+b. Un calcul sans di�culté assure

que l'unique similitude directe S ′ de l'énoncé est celle d'écriture complexe z 7−→ a−1z − a−1b.K
Propriété 4.23 - Les similitudes directes conservent les angles orientés et les rapports de longueurs.

Preuve. Explicitement, il s'agit de prouver ceci : soit S une similitude directe, et soient M , N , P et Q
quatre points du plan tels que M 6= N et P 6= Q. On note M ′, N ′, P ′ et Q′ les images respectives de ces
points par S. Alors :

(−−−→
M ′N ′,

−−→
P ′Q′

)
=
(−−→
MN,

−→
PQ
)

et
P ′Q′

M ′N ′ =
PQ

MN

On se place donc dans les hypothèses des propriétés, et on convient de noter m, m′, n, n′,. . . les a�xes
respectives des pointsM ,M ′, N , N ′. . . On note par ailleurs z′ = az+b (avec (a, b) ∈ C∗×C) une écriture
complexe de la similitude S.

Avec ces notations, on a :(−−−→
M ′N ′,

−−→
P ′Q′

)
= arg

(
q′ − p′

n′ −m′

)
= arg

(
aq + b− (ap+ b)

an+ b− (am+ b)

)
= arg

(
a(q − p)
a(n−m)

)

= arg

(
q − p
n−m

)
=
(−−→
MN,

−→
PQ
)

16

Par ailleurs :
P ′Q′

M ′N ′ =

∣∣∣∣ q′ − p′m′ − n′

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ aq + b− (ap+ b)

am+ b− (an+ b)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a(q − p)a(m− n)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ q − pm− n

∣∣∣∣ = PQ

MN

Conclusion :
(−−−→
M ′N ′,

−−→
P ′Q′

)
=
(−−→
MN,

−→
PQ
)

et
P ′Q′

M ′N ′ =
PQ

MN
. Ce qui prouve que toute simi-

litude directe conserve les angles orientés et les rapports de longueurs.
K

16. Toutes ces égalités étant à lire modulo 2π.
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Plus précisément, il ressort de la preuve précédente qu'une similitude directe �multiplie les longueurs par
|a|�. D'où le :

Corollaire 4.3 - la similitude directe d'écriture complexe z 7−→ az + b est une isométrie si et
seulement si |a| = 1.

Preuve. Conséquence immédiate de la preuve de la propriété précédente.K
Théorème 4.7 - (Classi�cation des similitudes directes). Soit S une similitude directe, d'écri-
ture complexe z 7−→ az + b (avec a et b complexes, a 6= 0).

ã Si a = 1, alors S est une translation (de vecteur d'a�xe b).

ã Si a 6= 1, alors S admet un unique point invariant, noté Ω (ω) (où ω = b/ (1− a)). Une écriture
complexe de S est alors z 7−→ a (z − ω) + ω ; en écrivant a = |a| eiθ, S est la composée d'une
homothétie h de rapport |a| et d'une rotation R d'angle θ, toutes deux de centre Ω (et dans ce
cas particulier, h ◦R = R ◦ h).

Preuve. Soit S une similitude directe, d'écriture complexe z 7−→ az + b (avec a et b complexes, a 6= 0).
ä Si a = 1. Alors S a pour écriture complexe z 7−→ z+ b, qui est évidemment l'écriture d'une translation.

ä Si a 6= 1. Commençons par établir que S admet un unique point �xe (ou invariant). Le point
Ω (ω) est un point �xe de S si S (Ω) = Ω, c'est-à-dire si : aω + b = ω. Or :

aω + b = ω ⇐⇒ (1− a)ω = b⇐⇒ ω =
b

1− a
(la division par 1− a étant légitime puisque a 6= 1).

Ainsi : S admet un unique point �xe d'a�xe ω = b/ (1− a) .

Prouvons que S admet pour écriture complexe : z 7−→ a (z − ω) + ω (avec ω = b/ (1− a)). Soit
z ∈ C arbitraire. On a :

a (z − ω) + ω = a

(
z − b

1− a

)
+

b

1− a
= az − ab

1− a
+

b

1− a
= az +

(1− a)b
1− a

= az + b

On a établi que : ∀ z ∈ C, a (z − ω) + ω = az + b.
Ce qui prouve que S admet pour écriture complexe z 7−→ a (z − ω) + ω (toujours avec ω = b/(1− a)).

Pour conclure, on note a = |a| eiθ. On dé�nit h et R comme les transformations d'écritures complexes
respectives : z 7−→ |a| (z − ω) + ω et z 7−→ eiθ (z − ω) + ω (h est une homothétie et R une rotation).
Muni de ces dé�nitions, on véri�e par un calcul aisé (ci-dessous) que (h ◦ R) (z) = S(z) (et l'égalité
(R ◦ h) (z) = S(z) pourra être admise), ce qui achève la preuve.
∀ z ∈ C, (h ◦R) (z) = h (R(z)) = h

(
eiθ (z − ω) + ω

)
= |a|

[(
eiθ (z − ω) + ω

)
− ω

]
+ ω = |a| eiθ︸ ︷︷ ︸

=a

(z − ω) +

ω = S(z).K
Remarque pratique : le théorème fournit une méthode pratique pour déterminer la nature d'une simi-
litude S d'écriture z 7→ az+ b. Il su�t en e�et de regarder a �dans les yeux� pour y parvenir. Si vous avez
beaucoup de chance, a = 1 et S est une translation. Si a 6= 1, mais que a ∈ R, S est alors une homothétie
de rapport a. Si a ∈ U, alors S est une rotation d'angle arg(a). En�n, dans le cas plus général (a /∈ U), S
est la composée d'une rotation et d'une homothétie, comme indiqué dans le théorème.

Pour conclure, l'a�xe ω du centre de S (c'est-à-dire de l'unique point invariant ou �xe, qui existe dès
lors que S n'est pas une translation) est solution de l'équation ω = aω + b.
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Corollaire 4.4 - Deux similitudes directes de même centre commutent.

Preuve. Soient S et S ′ deux similitudes directes, qui ne sont pas des translations. On suppose que S
et S ′ ont même centre. Il existe donc a, a′ et ω trois complexes, avec a et a′ non nuls, tels que S et S ′

admettent pour écritures complexes respectives : z′ = a(z − ω) + ω et z′ = a′(z − ω) + ω.

Alors : ∀ z ∈ C, (S ′ ◦ S) (z) = S ′ (S(z)) = S ′ (a(z − ω) + ω) = a′a(z − ω) + ω

Et : ∀ z ∈ C, (S ◦ S ′) (z) = S ′ (S ′(z)) = S (a′(z − ω) + ω) = aa′(z − ω) + ω

D'où : ∀ z ∈ C, (S ′ ◦ S) (z) = (S ◦ S ′) (z). Il revient au même d'écrire que : S ′ ◦ S = S ◦ S ′.

Conclusion. S et S ′ deux similitudes directes de même centre commutent.K

4.9.4 Le groupe des similitudes directes

Bilan : notons Sim+ (C) l'ensemble des similitudes directes : Sim+ (C) possède les propriétés suivantes.

Prop 1 : ∀ (T, T ′) ∈
(
Sim+ (C)

)2
, (T ′ ◦ T ) ∈ Sim+ (C). La composée de deux similitudes directes est une

similitude directe. On dit que la composition est une loi de composition interne (lci) pour Sim+ (C).

Prop 2 : ∀T ∈ Sim+ (C) , (T ◦ idC) = T = (idC ◦ T ). L'identité du plan complexe idC est l'élément neutre
pour la composition des applications.

Prop 3 : ∀ (T, T ′, T ′′) ∈
(
Sim+ (C)

)3
, T ′′ ◦ (T ′ ◦ T ) = (T ′′ ◦ T ′) ◦ T . La composition dans Sim+ (C) est

associative.

Prop 4 : ∀T ∈ Sim+ (C) , ∃! T ′ ∈ Sim+ (C) , (T ′ ◦ T ) = idC = (T ◦ T ′). Tout élément T de Sim+ (C)
admet un inverse (unique) pour la composition.

Dans ce contexte, on dit que
(
Sim+ (C) , ◦

)
est un groupe. En outre, ce groupe est dit non commutatif

(ou non abélien) puisque nous avons observé que la composition des similitudes n'est pas commutative.

4.10 Epilogue

4.10.1 Constructibilité à la règle et au compas des pentagone et heptakaïdé-

cagone réguliers

L'objectif de ce problème est de déterminer les valeurs exactes de cos
(π
5

)
de cos

( π
17

)
.

Plus précisément, il s'agit de montrer que ces cosinus peuvent s'exprimer par radicaux carrés, c'est-à-
dire (grossièrement) que l'on peut en trouver des expressions ne faisant intervenir que des combinaisons
�nies de quotients et de racines carrées.

A titre d'exemples, sin
(π
3

)
=

√
3

2
, cos

(π
8

)
=

√
2 +
√
2

2
et e−iπ/4 =

√
2

2
− i

√
2

2
sont des expressions par

radicaux carrés.



96 Cours MPSI - sz

Première partie � Calcul de cos
(π
5

)
Le calcul de la valeur exacte de cos

(π
5

)
a été récemment fait en cours, comme application de la propriété

a�rmant que la somme des racines cinquièmes de l'unité est nulle. On propose dans cette partie une
méthode alternative pour déterminer cette valeur exacte. A cette �n, on considère l'équation

(E) : z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

D'après le cours, les racines de cette équation sont toutes les racines cinquièmes de l'unité sauf 1, c'est à
dire explicitement les nombres complexes e2iπ/5, e4iπ/5, e6iπ/5 et e8iπ/5.

On pose : ∀ z ∈ C, Q(z) = z4 + z3 + z2 + z + 1, de telle sorte que l'équation (E) s'écrit : Q(z) = 0.

1) Déterminer trois réels a, b et c tels que :

∀ z ∈ C∗,
Q(z)

z2
= a

(
z +

1

z

)2

+ b

(
z +

1

z

)
+ c

2) Résoudre dans C l'équation : aZ2 + bZ + c = 0 (on tâchera d'exprimer les solutions par radicaux
carrés).

3) Résoudre dans C l'équation : Q(z) = 0.

4) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de : cos

(
2π

5

)
, cos

(
4π

5

)
et cos

(π
5

)
.

(au regard de l'objectif du problème, on tâchera d'exprimer ces valeurs par radicaux carrés).

Deuxième partie � Calcul de cos
( π
17

)
5) Jusqu'à la �n du problème, on pose θ =

π

17
.

En outre, on pose :

x1 = cos (3θ) + cos (5θ) + cos (7θ) + cos (11θ)

x2 = cos (θ) + cos (9θ) + cos (13θ) + cos (15θ)

a) Montrer que x1 > 0.

b) Calculer x1+x2 en s'aidant de la propriété énoncée dans l'exercice de la section suivante (indication :
le résultat est un rationnel �simple�).

c) Calculer le produit x1x2 (indication 17 : on établira que x1x2 = −2 (x1 + x2)).

d) Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de x1 et x2 (que l'on tâchera d'exprimer par
radicaux carrés).

17. Plus que jamais, l'indication donnée ici a pour objectif de vous permettre d'aller plus loin dans le sujet (pour peu
que vous ayez traité la question précédente). En clair, il n'y a pas de méthode expéditive pour obtenir la relation �x1x2 =
−2 (x1 + x2)� ; il faut de la patience et de l'astuce pour parvenir à l'établir.
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6) On pose à présent :

y1 = cos (3θ) + cos (5θ)

y2 = cos (7θ) + cos (11θ)

y3 = cos (θ) + cos (13θ)

y4 = cos (9θ) + cos (15θ)

a) En s'inspirant de la question précédente, calculer les produits y1y2 et y3y4.

b) En déduire les valeurs exactes de y1, y2, y3 et y4 (que l'on tâchera d'exprimer par radicaux carrés).

c) Calculer le produit P = cos (θ) cos (13θ) et en déduire une méthode qui permette d'obtenir l'expres-
sion de cos (θ) par radicaux carrés.

Remarque : à l'issue de la dernière question du problème, on obtient une équation dont la résolution (que
je ne vous demande pas de faire ici 18) donne

cos
( π
17

)
=

1−
√
17 +

√
34− 2

√
17 +

√
68 + 12

√
17 + 2

√
680 + 152

√
17

16

On peut déduire de ce résultat la valeur exacte de cos

(
2π

17

)
. Il �su�t� en e�et d'utiliser la formule de

duplication pour le cosinus. . . Puis, à l'aide de cette valeur exacte, on peut construire très précisément
(à l'aide d'une règle non-graduée et d'un compas) un polygone régulier à dix-sept cotés. Pour des raisons
algébriques assez profondes, une telle construction n'est pas possible pour un polygone régulier à n côtés
avec n arbitraire (c'est impossible par exemple pour n = 13 ou n = 14 ou n = 19).

Pentagone régulier Heptakaïdécagone régulier

18. C'est gentil, n'est-ce pas ?
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Corrigé.

Première partie � Calcul de cos
(π
5

)
1) D'après l'énoncé : ∀ z ∈ C∗,

Q (z)

z2
=

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 (♠) .

D'autre part : ∀ z ∈ C∗, a

(
z +

1

z

)2

+ b

(
z +

1

z

)
+ c = az2 + 2a+

a

z2
+ bz +

b

z
+ c

⇐⇒ ∀ z ∈ C∗, a

(
z +

1

z

)2

+ b

(
z +

1

z

)
+ c =

a

z2
+
b

z
+ 2a+ c+ bz + az2 (♣)

En identi�ant les deux expressions obtenues dans (♠) et (♣), on a :


a = 1

b = 1

2a+ c = 1

d'où :


a = 1

b = 1

c = −1

Conclusion : ∀ z ∈ C∗,
Q (z)

z2
=

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
− 1

2) L'équation Z2 + Z − 1 = 0 a pour discriminant ∆ = 5. Elle a donc deux racines réelles :
−1±

√
5

2
.

3) En opérant le changement de variable Z = z +
1

z
, l'équation Q (z) = 0 se réécrit : Z2 + Z − 1 = 0. En

d'autres termes :

(z est solution de Q(z) = 0) ⇐⇒ (Z = z +
1

z
est solution de Z2 + Z − 1 = 0)

On déduit de la question précédente que : z est solution de Q(z) = 0 si et seulement si z +
1

z
= Z1 ou

z +
1

z
= Z2 (en ayant noté Z1 =

−1 +
√
5

2
et Z2 =

−1−
√
5

2
). Reste à résoudre ces deux équations.

ä Résolvons (E1) : z +
1

z
= Z1.

z +
1

z
= Z1 ⇐⇒ z2 + 1 = Z1z ⇐⇒ z2 − Z1z + 1 = 0.

Le discriminant est ∆ =

(
−1 +

√
5

2

)2

− 4 =
6− 2

√
5

4
− 4 =

−10− 2
√
5

4
= −5 +

√
5

2
. Comme ∆ est ici

un réel strictement négatif (et que l'équation est à coe�cients réels), on en déduit directement que (E1) a
deux solutions complexes conjuguées :

−1 +
√
5

2
± i

√
5 +
√
5

2

2
c'est-à-dire :

−1 +
√
5

4
± i

2

√
5 +
√
5

2

ä Résolvons (E2) : z +
1

z
= Z2.

z +
1

z
= Z2 ⇐⇒ z2 + 1 = Z2z ⇐⇒ z2 − Z2z + 1 = 0.
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Le discriminant est ∆ =

(
−1−

√
5

2

)2

− 4 =
6 + 2

√
5

4
− 4 =

−10 + 2
√
5

4
= −5−

√
5

2
. Comme précédem-

ment, on en déduit que (E2) a deux solutions complexes conjuguées :

−1 +
√
5

2
± i

√
5−
√
5

2

2
c'est-à-dire : −1 +

√
5

4
± i

2

√
5−
√
5

2

Conclusion : l'équation Q(z) = 0 a exactement quatre solutions dans C :

−1 +
√
5

4
± i

2

√
5 +
√
5

2
et −1 +

√
5

4
± i

2

√
5−
√
5

2

4) On sait (d'après l'énoncé. . . et le cours) que les racines du polynôme Q sont donc les racines cinquièmes
de l'unité distinctes de 1. Explicitement les racines de Q sont : e2iπ/5, e4iπ/5, e6iπ/5 et e8iπ/5. En observant
que les complexes e2iπ/5 et e8iπ/5 (resp. e4iπ/5 et e6iπ/5) sont conjugués, on peut a�rmer qu'ils ont la même
partie réelle, et que cette partie réelle est positive puisque 2π/5 ∈ [0; π/2] (resp. cette partie réelle est
négative puisque 4π/5 ∈ [π/2;π]). Par suite, en comparant avec les formes algébriques des racines de Q
obtenues à la question précédente, on a :

cos

(
2π

5

)
=
−1 +

√
5

4
et cos

(
4π

5

)
= −1 +

√
5

4

Il reste à noter que cos
(π
5

)
= − cos

(
4π

5

)
19 pour obtenir : cos

(π
5

)
=

1 +
√
5

4

Deuxième partie � Calcul de cos
( π
17

)
5) Jusqu'à la �n du problème, on pose θ =

π

17
.

a) Pour commencer, indiquons que les réels cos (3θ), cos (5θ) etcos (7θ) sont positifs (puisque 3π/17, 5π/17
et 7π/17 appartiennent à [0; π/2]).

D'autre part : cos (11θ) = cos (11π/17) = − cos (6π/17). Or cos (6π/17) < cos (5π/17) (puisque la fonction
cos est strictement décroissante sur [0; π/2]).

Donc : cos (5π/17)− cos (6π/17) > 0 d'où cos (5π/17) + cos (11π/17) > 0.

A fortiori : cos (3π/17) + cos (7π/17) + cos (5π/17) + cos (11π/17) > 0, c'est-à-dire : x1 > 0 .

b) On a : x1 + x2 = cos (3θ) + cos (5θ) + cos (7θ) + cos (11θ) + cos (θ) + cos (9θ) + cos (13θ) + cos (15θ)

= cos (θ)+ cos (3θ)+ cos (5θ)+ cos (7θ)+ cos (9θ)+ cos (11θ)+ cos (13θ)+ cos (15θ) =
7∑

k=0

cos (θ + 2kθ)

19. Via cos (π − θ) = − cos (θ).
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Ainsi, avec les notations de l'exercice de la section suivante, on a : x1 + x2 = C (θ, 2θ) avec n = 8. D'après
cette même question 4, on a donc :

x1 + x2 =
sin (8θ) cos (8θ)

sin (θ)
=

1

2

sin (16θ)

sin (θ)
=

1

2
20 Conclusion : x1 + x2 =

1

2
.

c) Accrochons nos ceintures :

x1x2 = [cos (3θ) + cos (5θ) + cos (7θ) + cos (11θ)]× [cos (θ) + cos (9θ) + cos (13θ) + cos (15θ)]

⇔ x1x2 = cos (3θ) cos (θ) + cos (3θ) cos (9θ) + cos (3θ) cos (13θ) + cos (3θ) cos (15θ) + cos (5θ) cos (θ) +

cos (5θ) cos (9θ)+cos (5θ) cos (13θ)+cos (5θ) cos (15θ)+cos (7θ) cos (θ)+cos (7θ) cos (9θ)+cos (7θ) cos (13θ)+

cos (7θ) cos (15θ) + cos (11θ) cos (θ) + cos (11θ) cos (9θ) + cos (11θ) cos (13θ) + cos (11θ) cos (15θ)

Or cette expression peut être linéarisée 21 en appliquant 16 fois la formule :

cos a cos b =
1

2
(cos (a+ b) + cos (a− b)).

En avant :

x1x2 =
1

2
(cos (2θ)+cos (4θ)+cos (6θ)+cos (12θ)+cos (10θ)+cos (16θ)+cos (12θ)+cos (18θ)+cos (4θ)+

cos (6θ) + cos (4θ) + cos (14θ) + cos (8θ) + cos (18θ) + cos (10θ) + cos (20θ) + cos (6θ) + cos (8θ) + cos (2θ) +

cos (16θ)+cos (6θ)+cos (20θ)+cos (8θ)+cos (22θ)+cos (10θ)+cos (12θ)+cos (20θ)+cos (2θ)+cos (24θ)+

cos (2θ) + cos (4θ) + cos (26θ))

⇔ x1x2 =
1

2
(4 cos (2θ)+4 cos (4θ)+4 cos (6θ)+3 cos (8θ)+3 cos (10θ)+3 cos (12θ)+cos (14θ)+2 cos (16θ)

+2 cos (18θ) + 3 cos (20θ) + cos (22θ) + cos (24θ) + cos (26θ))

Maintenant que le plus dur est fait 22, on peut utiliser la relation cos (2π − x) = cos(x) pour avancer que :

cos (18θ) = cos (16θ) ; cos (20θ) = cos (14θ) ; cos (22θ) = cos (12θ) ; cos (24θ) = cos (10θ) et cos (26θ) =

cos (8θ).

On peut donc réécrire la relation précédente :

x1x2 =
1

2
(4 cos (2θ) + 4 cos (4θ) + 4 cos (6θ) + 4 cos (8θ) + 4 cos (10θ) + 4 cos (12θ) + 4 cos (14θ) + 4 cos (16θ))

soit encore : x1x2 = 2 (cos (2θ) + cos (4θ) + cos (6θ) + cos (8θ) + cos (10θ) + cos (12θ) + cos (14θ) + cos (16θ))

Une octuple application de la formule cos (π − x) = − cos (x) nous autorise à réécrire la relation précé-
dente :

x1x2 = −2 (cos (15θ) + cos (13θ) + cos (11θ) + cos (9θ) + cos (7θ) + cos (5θ) + cos (3θ) + cos (θ))

C'est-à-dire : x1x2 = −2 (x1 + x2). Ainsi, d'après la question précédente : x1x2 = −1 .

d) Rappelons que deux complexes (a fortiori deux réels) sont racines de l'équation X2 − SX + P = 0, où

S et P désignent les somme et produit de ces deux nombres. Puisque x1 + x2 =
1

2
et x1x2 = −1, les réels

x1 et x2 sont racines de l'équation (E3) : X2 − X

2
− 1 = 0.

20. La dernière simpli�cation venant de sin (16π/17) = sin (π/17).
21. Dans l'allégresse.
22. Dans cette question en tout cas.
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La résolution (aisée) de cette équation fournit deux solutions :
1±
√
17

4
. Ces deux racines sont de signes

contraires. Et comme on a établi que x1 > 0 (question 5-a), on peut en déduire que :

x1 =
1 +
√
17

4
et x2 =

1−
√
17

4

Conclusion : cos

(
3π

17

)
+ cos

(
5π

17

)
+ cos

(
7π

17

)
+ cos

(
11π

17

)
=

1 +
√
17

4

et cos
( π
17

)
+ cos

(
9π

17

)
+ cos

(
13π

17

)
+ cos

(
15π

17

)
=

1−
√
17

4

6) a) On a : y1y2 = (cos (3θ) + cos (5θ)) (cos (7θ) + cos (11θ))

⇐⇒ y1y2 = cos (3θ) cos (7θ) + cos (3θ) cos (11θ) + cos (5θ) cos (7θ) + cos (5θ) cos (11θ)

⇐⇒ 2y1y2 = cos (10θ) + cos (4θ) + cos (14θ) + cos (8θ) + cos (2θ) + cos (12θ) + cos (16θ) + cos (6θ)

⇐⇒ 2y1y2 = − (cos (7θ) + cos (13θ) + cos (3θ) + cos (9θ) + cos (15θ) + cos (5θ) + cos (θ) + cos (11θ))

⇐⇒ 2y1y2 = − (x1 + x2)⇐⇒ 2y1y2 = −
1

2
⇐⇒ y1y2 = −

1

4

On a : y1y2 = (cos (3θ) + cos (5θ)) (cos (7θ) + cos (11θ))

D'autre part :

y3y4 = (cos (θ) + cos (13θ)) (cos (9θ) + cos (15θ))

⇐⇒ y3y4 = cos (θ) cos (9θ) + cos (θ) cos (15θ) + cos (13θ) cos (9θ) + cos (13θ) cos (15θ)

⇐⇒ 2y3y4 = cos (10θ) + cos (8θ) + cos (16θ) + cos (14θ) + cos (22θ) + cos (4θ) + cos (28θ) + cos (2θ)

Or cos (22θ) = cos (12θ) et cos (28θ) = cos (6θ) (car cos (π + x) = cos (π − x)) d'où :

⇐⇒ 2y3y4 = cos (10θ) + cos (8θ) + cos (16θ) + cos (14θ) + cos (12θ) + cos (4θ) + cos (6θ) + cos (2θ)

⇐⇒ 2y3y4 = − (cos (7θ) + cos (9θ) + cos (θ) + cos (3θ) + cos (5θ) + cos (13θ) + cos (11θ) + cos (15θ))

⇐⇒ 2y3y4 = − (x1 + x2)⇐⇒ 2y3y4 = −
1

2
⇐⇒ y3y4 = −

1

4

b) On a prouvé plus haut que : y1y2 = −1/4. Par ailleurs, il résulte de la dé�nition de y1 et y2 que :
y1 + y2 = x1. Par conséquent y1 et y2 sont les racines de l'équation 23 :

(E4) X2 − x1X −
1

4
= 0 c'est-à-dire : (E4) X2 −

(
1 +
√
17

4

)
X − 1

4
= 0

Résolvons (E4) : X2 −

(
1 +
√
17

4

)
X − 1

4
= 0 ⇐⇒ 4X2 −

(
1 +
√
17
)
X − 1 = 0. Le discriminant, dont

on sait à l'avance qu'il est strictement positif puisque les racines (y1 et y2) sont réelles et distinctes, est

égal à : ∆ =
(
1 +
√
17
)2

+ 16 = 34 + 2
√
17.

23. C'est une nouvelle application de la propriété a�rmant que deux nombres complexes z1 et z2 sont racines de X2 −
SX + P = 0, avec S = z1 + z2 et P = z1z2.
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Il s'ensuit que les racines de (E4) sont :(
1 +
√
17
)
±
√

34 + 2
√
17

8

Ces deux racines sont de signes opposés (leur produit étant égal à −1/4) ; on remarque alors que y1 est
positif (puisque y1 = cos (3θ) + cos (5θ), et cos (3θ) et cos (5θ) sont tous deux positifs) pour conclure.

Conclusion : y1 =

(
1 +
√
17
)
+
√

34 + 2
√
17

8
et y2 =

(
1 +
√
17
)
−
√

34 + 2
√
17

8

On conduit un raisonnement analogue pour obtenir y3 et y4. Mutatis mutandis, on obtient :

Conclusion : y3 =

(
1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17

8
et y4 =

(
1−
√
17
)
−
√

34− 2
√
17

8

c) En piste pour le �nal ! Une n-ième application de la formule cos(a) cos(b) =
cos (a+ b) + cos (a− b)

2
donne :

2 cos (θ) cos (13θ) = cos (12θ) + cos (14θ) = − (cos (5θ) + cos (3θ)) = −y1

Donc cos (θ) cos (13θ) = −y1/2 soit : cos (θ) cos (13θ) = −
(
1 +
√
17
)
+
√

34 + 2
√
17

16

Par ailleurs, et par dé�nition du réel y3, on a : y3 = cos (θ) + cos (13θ) soit :

cos (θ) + cos (13θ) =

(
1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17

8

Il s'ensuit que les réels cos (θ) et cos (13θ) sont racines de l'équation (E5) X2 − y3X − y1/2 = 0. Cette
équation possède deux racines de signes opposés (de nouveau en observant que le produit de ces racines,
égal à −y1/2, est négatif), ce qui tombe drôlement bien car cos (θ) est positif tandis que cos (13θ) est
négatif (13θ appartenant à l'intervalle [π; 2π]).

Il �su�t� donc à présent de résoudre (E5), et de choisir la racine positive pour avoir la valeur exacte de
cos (θ).

Remarque : le sujet demandait de s'arrêter ici, et de ne pas e�ectuer les calculs ci-dessous.

Résolvons (E5) : X2 − y3X − y1 = 0

⇐⇒ X2 −

((
1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17

8

)
X −

(
1 +
√
17
)
+
√

34 + 2
√
17

16
= 0

⇐⇒ 16X2 − 2
((

1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17
)
X −

((
1 +
√
17
)
+
√

34 + 2
√
17
)
= 0

Calculons son discriminant :

∆ = 4
((

1−
√
17
)
+
√
34− 2

√
17
)2

+ 64
((

1 +
√
17
)
+
√
34 + 2

√
17
)

⇐⇒ ∆ = 4

[((
1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17
)2

+ 16
((

1 +
√
17
)
+
√

34 + 2
√
17
)]

⇐⇒ ∆ = 4
(
18− 2

√
17 + 34− 2

√
17 + 2

(
1−
√
17
)√

34− 2
√
17 + 16 + 16

√
17 + 16

√
34 + 2

√
17
)

⇐⇒ ∆ = 4
(
68 + 12

√
17 + 2

(
1−
√
17
)√

34− 2
√
17 + 16

√
34 + 2

√
17
)
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On en déduit que les racines de (E5) sont :

2
((

1−
√
17
)
+
√

34− 2
√
17
)
± 2

√
68 + 12

√
17 + 2

(
1−
√
17
)√

34− 2
√
17 + 16

√
34 + 2

√
17

32
soit encore :

1−
√
17 +

√
34− 2

√
17±

√
68 + 12

√
17 + 2

(
1−
√
17
)√

34− 2
√
17 + 16

√
34 + 2

√
17

16

En choisissant la racine positive, on obtient en�n :

cos
( π
17

)
=

1−
√
17 +

√
34− 2

√
17 +

√
68 + 12

√
17 + 2

(
1−
√
17
)√

34− 2
√
17 + 16

√
34 + 2

√
17

16

Pour complément d'information, une valeur approchée de cos
( π
17

)
à 10−6 près est : 0, 982 973.

4.10.2 Un calcul de somme classique :
n−1∑
k=0

cos (a+ kh)

Soient a et h deux réels, et n un entier naturel non nul. On pose :

C (a, h) =
n−1∑
k=0

cos (a+ kh)

On suppose que h 6= 0 [2π]. Montrer que

C (a, h) =

sin

(
nh

2

)
cos

(
a+ (n− 1)

h

2

)
sin

(
h

2

)

Corrigé.Soient a et h deux réels avec h 6= 0 [2π], et n un entier naturel non nul. Calculons :

C (a, h) =
n−1∑
k=0

cos (a+ kh)

⇐⇒ C (a, h) = Re

(
n−1∑
k=0

ei(a+kh)
)

⇐⇒ C (a, h) = Re

(
eia

n−1∑
k=0

eikh
)

⇐⇒ C (a, h) = Re

(
eia

n−1∑
k=0

(
eih
)k)

⇐⇒ C (a, h) = Re

(
eia

1− einh

1− eih

)
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⇐⇒ C (a, h) = Re

(
eia

einh/2
(
e−inh/2 − einh/2

)
eih/2 (e−ih/2 − eih/2)

)

⇐⇒ C (a, h) = Re

(
ei(a+(n−1)h/2)−2i sin (nh/2)

−2i sin (h/2)

)
⇐⇒ C (a, h) = Re

(
ei(a+(n−1)h/2) sin (nh/2)

sin (h/2)

)

Par suite : C (a, h) =

sin

(
nh

2

)
cos

(
a+ (n− 1)

h

2

)
sin

(
h

2

) 24

4.10.3 Sinus hyperbolique complexe

Enoncé.On rappelle que la fonction exponentielle complexe est celle qui à un complexe z = a + ib (a
et b réels) associe ez = eaeib. La fonction sinus hyperbolique complexe (notée SH) est alors dé�nie en
posant :

∀ z ∈ C, SH (z) =
ez − e−z

2

1) Montrer que la fonction SH est impaire ; puis montrer qu'elle est périodique, de période 2iπ.

2) Résoudre dans C l'équation (E1) : SH(z) = 0.

3) Soit λ un nombre réel. Résoudre dans C l'équation (E2) : SH(z) = λ.

Corrigé.
1) Commençons par observer que l'ensemble de dé�nition de SH, qui est C, est symétrique par rapport

à zéro (∀ z ∈ C, −z ∈ C). Cette observation faite, on note que : ∀ z ∈ C, SH (−z) =
e−z − ez

2
=

−e
z − e−z

2
= −SH (z). La fonction SH est donc impaire .

ä Par ailleurs : ∀ z ∈ C, SH (z + 2iπ) =
ez+2iπ − e−z−2iπ

2
. Puisque la fonction exponentielle complexe est

2iπ-périodique, on en déduit que : ∀ z ∈ C, SH (z + 2iπ) =
ez − e−z

2
, soit : ∀ z ∈ C, SH (z + 2iπ) = SH(z).

La fonction SH est 2iπ-périodique .

c) [SH(z) = 0] ⇐⇒ [ez − e−z = 0] ⇐⇒ [ez = e−z] ⇐⇒ [e2z = 1]. Une application directe du cours permet
alors d'a�rmer que z est solution de cette équation si et seulement si il existe un entier relatif k tel que :
2z = 2ikπ.
Subséquemment : [SH(z) = 0]⇐⇒ [∃ k ∈ Z, z = kiπ] .

24. Et S (a, h) =

n−1∑
k=0

sin (a+ kh) =

sin

(
nh

2

)
sin

(
a+ (n− 1)

h

2

)
sin

(
h

2

) .
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d) Soit λ un réel. Alors : [SH(z) = λ]⇐⇒
[
ez − e−z

2
= λ

]
⇐⇒ [ez − e−z = 2λ]⇐⇒ [e2z − 1 = 2λez]

⇐⇒ [e2z − 2λez − 1 = 0]

On pose alors : X = ez. L'équation précédente se réécrit : X2 − 2λX − 1 = 0. Cette équation du second
degré a pour discriminant ∆ = 4 (λ2 + 1), qui est un réel strictement positif. L'équation (en X) possède
donc deux solutions :

X1 =
2λ+

√
4 (λ2 + 1)

2
et X2 =

2λ−
√

4 (λ2 + 1)

2
c'est-à-dire : X1 = λ+

√
λ2 + 1 et X2 = λ−

√
λ2 + 1

Faisons le point. Nous venons d'établir que z est solution de l'équation SH(z) = λ si et seulement si ez = X1

ou ez = X2. Pour conclure, il reste donc à résoudre ces deux équations (en déterminant les modules et
arguments de X1 et X2).

å Aucun problème pour X1 : puisque c'est un réel strictement positif, |X1| = X1 et arg (X1) = 0 [2π].

å Attention au petit piège pourX2, réel strictement négatif (puisque
√
λ2 + 1 > λ)) 25. D'où |X2| = −X2

et arg (X2) = π [2π].

Conclusion : pour tout réel λ, l'ensemble des solutions dans C de l'équation SH(z) = λ

est

{
ln
(
λ+
√
λ2 + 1

)
+ 2ikπ / k ∈ Z

}
∪
{
ln
(√

λ2 + 1− λ
)
+ iπ + 2ikπ / k ∈ Z

}

25. Tiens, pourquoi au fait ?
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Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Généralités

5.1.1 Dé�nitions

On commence par rappeler la notion de fonction que vous connaissez déjà, et que nous a�nerons en cours
d'année.

Définition 5.1 - Une fonction numérique f est un procédé permettant d'associer à tout réel x
appartenant à une partie E de R un unique réel noté f(x).

Dans ce contexte, l'ensemble E est appelé ensemble de dé�nition de la fonction f ; le réel f(x) est
appelé image du réel x par f ; et x est un antécédent de f(x) par f .

Remarque : si l'image d'un réel par une fonction est unique, un réel peut avoir un ou plusieurs ou
aucun antécédent. Par exemple, le réel 4 a pour antécédents 2 et −2 par la fonction carrée, 0 a un unique
antécédent par la même fonction et −1 n'en a aucun.

Définition 5.2 - L'image de f , notée Im(f) ou f(E) est l'ensemble :

f(E) = {y ∈ R /∃x ∈ E, f(x) = y} ou f(E) = {f(x) / x ∈ E}

C'est l'ensemble des valeurs de la fonctions, ou encore l'ensemble des réels admettant au moins un
antécédent par f .

Exemples. On a exp (R) = R∗
+ ; cos (R) = [−1, 1] ; sin ([0, π]) = [0, 1]. . .
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5.1.2 Opérations élémentaires sur les fonctions

Définition 5.3 - Soient f et g deux fonctions numériques dé�nies sur le même ensemble E. On
appelle somme, produit et quotient de f et de g les trois fonctions respectivement dé�nies en posant
pour tout réel x dans E :

(f + g) (x) = f(x) + g(x) (fg) (x) = f(x)× g(x)
(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

Ces opérations algébriques sur les fonctions sont associatives et commutatives.

Notation : lorsque E et F sont deux parties de R, on notera FE l'ensemble des fonctions dé�nies sur E
et à valeurs dans F . Par exemple, la fonction exponentielle est un élément de ] 0; +∞ [R (et de RR, qui
peut le plus peut le moins. . . ) ; la fonction sinus est un élément de [−1; 1]R (et de RR).

Définition 5.4 - Etant données deux fonctions f ∈ FE et g ∈ GF , la composée de g et f , est la
fonction notée g ◦ f de GE dé�nie en posant :

∀x ∈ E, (g ◦ f) (x) = g (f (x))

Exemple. On considère la fonction f : x ∈ R 7−→ x2 et la fonction g : x ∈ R 7−→ x + 1. Dans cette
situation, on a :

∀x ∈ R, (g ◦ f) (x) = x2 + 1 tandis que : ∀x ∈ R, (f ◦ g) (x) = (x+ 1)2.

En particulier, la composition n'est pas commutative ! En revanche :

Propriété 5.1 - La composition des fonctions est une opération associative.

Explicitement, cela signi�e que pour tout triplet de fonctions (f, g, h) telles que toutes les composées
écrites ci-dessous soient dé�nies, on a :

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

Preuve. Sous réserve que tout le monde soit dé�ni, on a par dé�nition de composée :

∀x ∈ E, [f ◦ (g ◦ h)] (x) = f ((g ◦ h) (x)) = f (g (h (x)))

et :
∀x ∈ E, [(f ◦ g) ◦ h] (x) = (f ◦ g) (h (x)) = f (g (h (x))) K

Définition 5.5 - Soit E une partie de R. L'identité de E est la fonction notée idE dé�nie en
posant :

∀x ∈ E, idE(x) = x



Cours MPSI - sz 109

Propriété 5.2 - L'identité est l'élément neutre pour la composition, dans le sens plus explicite
suivant :

∀ f ∈ FE, f ◦ idE = f et ∀ f ∈ FE, idF ◦ f = f

Preuve. Triviale. K

5.1.3 Transformations de la courbe représentative d'une fonction

Soit f une fonction dé�nie sur R, dont on note Cf la courbe représentative dans un repère orthonormal
du plan.

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ −f(x) est l'image de Cf par une symétrie axiale
par rapport à l'axe des abscisses ;

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ f(−x) est l'image de Cf par une symétrie axiale
par rapport à l'axe des ordonnées ;

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ f(x) + a est l'image de Cf par la translation de
vecteur −→v (0, a) (où a est un réel arbitraire) ;

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ f (x+ a) est l'image de Cf par la translation de
vecteur −→v (−a, 0) (où a est un réel arbitraire) ;

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ af (x) est l'image de Cf par une a�nité d'axe
celui des abscisses, de directrice l'axe des ordonnées, et de rapport a (où a est un réel arbitraire) ;

Ù la courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ f (ax) est l'image de Cf par une a�nité d'axe
celui des ordonnées, de directrice l'axe des abscisses, et de rapport 1/a (où a est un réel non nul
arbitraire).

On illustre ci-dessous ces di�érentes transformations, où l'on a choisi a = 2 dans toutes les situations (où
intervient le réel a. . . ).

Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ −f(x)
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Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ f(−x)

Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ f(x) + a

Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ f(x+ a)

Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ af(x)
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Ù Courbes représentatives de f et de x ∈ R 7−→ f(ax)

5.1.4 Fonctions paires et impaires

Définition 5.6 - Soit f une fonction dé�nie sur une partie E de R et à valeurs dans R. La fonction
f est paire (resp. impaire) si :

1/ E est symétrique par rapport à zéro : ∀x ∈ E, (−x) ∈ E

2/ ∀x ∈ E, f(−x) = f(x) (resp. f(−x) = −f(x))

Exemples. 1) La fonction x ∈ R 7−→ x2 est paire. La fonction x ∈ R+ 7−→ x2 n'est ni paire ni impaire
(R+ n'est pas symétrique par rapport à 0).

2) La fonction x ∈ R 7−→ x2n est paire (pour tout entier naturel n).

3) La fonction x ∈ R 7−→ x2n+1 est impaire (pour tout entier naturel n).

4) La fonction x ∈ R∗ 7−→ 1/x est impaire.

5) La fonction x ∈ R∗ 7−→ 1/x2 est paire.

6) La fonction cosinus est paire, et la fonction sinus est impaire.

7) Les fonctions exponentielle, racine carrée et logarithme népérien sur leurs ensembles de dé�nition usuels
ne sont ni paires ni impaires.

Remarque méthodologique. Pour établir qu'une fonction f est impaire, on peut (après avoir véri�é
que son ensemble de dé�nition est symétrique par rapport à zéro) véri�er l'identité :

∀x ∈ Df , f(x) + f(−x) = 0

Cette remarque banale peut se révéler bien pratique dans certains cas, notamment pour établir que la
fonction f : x ∈ R 7−→ ln

(
x+
√
x2 + 1

)
est impaire (exercice).

Propriété 5.3 - Dans un repère orthonormal du plan, la courbe représentative d'une fonction
paire (resp. impaire) est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées (resp. symétrique par rapport à
l'origine du repère).

Preuve. Dans un repère orthonormal du plan, les points de coordonnées (x, f(x)) et (−x, f(x)) sont
symétriques par rapport à l'axe des ordonnées ; et les points de coordonnées (x, f(x)) et (−x,−f(x)) sont
symétriques par rapport à l'origine du repère. K
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L'énoncé ci-dessous permet en pratique de n'étudier les variations d'une fonction paire ou impaire unique-
ment �d'un côté de zéro� pour connaître ses variations sur tout son ensemble de dé�nition.

Propriété 5.4 - Soit f une fonction dé�nie sur une partie E de R symétrique par rapport à zéro.
On note :

E+ = {x ∈ E / x > 0} et E− = {x ∈ E / x 6 0}

1) Si f est paire, et si f est croissante sur E+, alors f est décroissante sur E− ;

2) Si f est impaire, et si f est croissante sur E+, alors f est croissante sur E−.

Preuve. Triviale. K

Remarque. On peut bien entendu permuter les rôles de �croissante� et �décroissante� dans l'énoncé
précédent.

On rappelle pour conclure sur ce thème un énoncé établi au cours du premier chapitre.

Théorème 5.1 - (de décomposition �paire + impaire�). Toute fonction f : D −→ R avec
D ⊂ R symétrique par rapport à 0 s'écrit de manière unique comme la somme d'une fonction paire
et d'une fonction impaire.

Preuve. Voir page 23, preuve du théorème 1.1. K

5.2 Fonctions et inégalités

Définition 5.7 - Soit f une fonction dé�nie sur une partie E de R, et à valeurs réelles. La fonction
f est :

1/ minorée sur E si : ∃m ∈ R, ∀x ∈ E, f (x) > m

2/ majorée sur E si : ∃M ∈ R, ∀x ∈ E, f (x) 6M

3/ bornée sur E si elle est minorée et majorée sur E.

Terminologie : avec les notations de la dé�nition ci-dessus, le réel m est appelé un minorant de f , et
le réel M un majorant de f . Dès qu'une fonction f admet un minorant m (resp. un majorant M), alors
tout réel inférieur ou égal à m (resp. supérieur ou égal à M) est un minorant (resp. un majorant) de f .

Exemples. La fonction exponentielle est minorée par 0 sur R, mais n'est pas majorée. La fonction loga-
rithme népérien n'est ni minorée, ni majorée sur R∗

+. Les fonctions cosinus et sinus sont minorées par −1
et majorées par 1.
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Définition 5.8 - Soit f une fonction dé�nie sur une partie E de R, et à valeurs réelles. La fonction
f est :

1/ croissante sur E si : ∀ (x, y) ∈ E2, [x 6 y] =⇒ [f(x) 6 f(y)]

2/ décroissante sur E si : ∀ (x, y) ∈ E2, [x 6 y] =⇒ [f(x) > f(y)]

3/ monotone sur E si elle est croissante ou décroissante sur E.

Remarque. Comme vous le savez, on dispose également de versions strictes de ces dé�nitions.

Exemples. La fonction carrée est croissante sur R+, décroissante sur R−. La fonction cube, la fonction
exponentielle, la fonction logarithme népérien sont monotones sur leurs ensembles de dé�nition respectifs.

Définition 5.9 - Soit f une fonction dé�nie sur un ensemble E, et soit a un réel appartenant à E.
On dit que :

1/ f admet un maximum en a, ou que f(a) est le maximum de f sur E si :

∀x ∈ E, f(x) 6 f(a)

2/ f admet un minimum en a, ou que f(a) est le minimum de f sur E si :

∀x ∈ E, f(x) > f(a)

3/ f admet un extremum en a, ou que f(a) est un extremum de f sur E si f(a) est le minimum
ou le maximum de f sur E.

5.3 Valeur absolue

Définition 5.10 - Pour tout réel x, la valeur absolue de x est le réel noté |x| et dé�ni en posant :

|x| = max (−x, x)

Propriété 5.5 - ∀x ∈ R, |x| =
√
x2

Preuve. Le réel positif dont le carré est égal à x2 est x lorsque x est positif, et −x sinon. K

Conséquence : pour un nombre réel, la valeur absolue coïncide avec le module. Ceci implique que
la valeur absolue possède les propriétés ci-dessous (établies pour les modules dans C) :
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Propriété 5.6 - (Propriétés de la valeur absolue).

1/ ∀ (x, y) ∈ R2, |x× y| = |x| × |y|

2/ En particulier : ∀x ∈ R, |−x| = |x|

3/ ∀ (x, n) ∈ R× N, |xn| = |x|n

4/ ∀ y ∈ R∗,

∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ = 1

|y|

5/ ∀ (x, y) ∈ R× R∗,

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x||y|

6/ Inégalité triangulaire : ∀ (x, y) ∈ R2, |x+ y| 6 |x|+ |y|

Preuve. Voir chapitre sur les nombres complexes. K
Propriété 5.7 - (Inégalité triangulaire �renversée�).

∀ (x, y) ∈ R2, ||x| − |y|| 6 |x− y|

Preuve. Soient x et y deux nombres réels. D'après l'inégalité triangulaire, on a :

|x| 6 |y|+ |x− y| d'où : |x| − |y| 6 |x− y|

D'où : ||x| − |y|| 6 |x− y|. K
Interprétation géométrique de la valeur absolue (très important en pratique dans la suite de

cours de cette année) :
Pour tout réel x, on a : |x| = d (x, 0) (distance entre les points d'abscisse 0 et x).

Pour tout couple de réels (x, a), on a : d (x, a) = |x− a|. Il s'ensuit que : d (x, a) = 0⇐⇒ x = a.

Soit en outre ε un réel strictement positif. Alors :

ã |x− a| = ε SSI x = a± ε

ã |x− a| 6 ε SSI x ∈ [a− ε; a+ ε] ;

ã |x− a| > ε SSI x ∈ ]−∞; a− ε] ∪ [a+ ε; +∞ [ .
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On �nit ce paragraphe par une nouvelle propriété pratiquement importante pour la suite de cours de cette
année.

Lemme 5.1 - Soit f une fonction à valeurs réelles.

[f est bornée] ⇐⇒ [|f | est majorée]

Preuve. Supposons f bornée. Il existe deux réels m et M tels que : m 6 f 6M .

ã Premier cas. Si 0 6 m 6 M . Alors il résulte de l'hypothèse que : 0 6 f 6 M , d'où en particulier :
|f | 6M .

ã Second cas. Si m 6 M 6 0. Alors il résulte de l'hypothèse que : m 6 f 6 0, d'où en particulier :
|f | 6 −m.

ã Troisième cas. Si m 6 0 6 M . Alors il résulte de l'hypothèse que : m 6 f 6 0 et 0 6 f 6 M . D'où en
particulier : |f | 6 max (−m,M).

Dans tous les cas, si f est bornée, alors |f | est majorée.

L'implication réciproque est immédiate. K

5.4 Fonctions dérivables (rappels de Tale et un peu plus. . . )

Tout au long de ce paragraphe, f désignera une fonction à valeurs réelles dé�nie sur un intervalle ouvert
de R, et a un élément de I.

Définition 5.11 - La fonction f est dérivable en a si la limite du taux d'accroissement de f entre
a et a+ h lorsque h tend vers 0 existe et est �nie.

Lorsque tel est le cas, on appelle nombre dérivé de f en a et on note f ′(a) cette limite. Ainsi, sous
réserve d'existence et de �nitude :

f ′(a) = lim
h−→0

f (a+ h)− f(a)
h

ou f ′(a) = lim
x−→a

f (x)− f(a)
x− a

Exemples : en tout réel a, la fonction f : x 7−→ xn (avec n ∈ N∗) est dérivable et f ′ (a) = nan−1. La

fonction g : x 7−→
√
x est dérivable en tout réel non nul a, et g′ (a) =

1

2
√
a
; elle n'est en revanche pas

dérivable (à droite) en 0, puisque la limite (à droite) du taux d'accroissement de g entre 0 est h quand h
tend vers 0 est égale à +∞. La fonction h : x 7−→ |x| n'est pas dérivable en 0 puisque les limites du taux
d'accroissement de f à gauche et à droite de 0 existent, sont �nies (respectivement égales à −1 et 1), mais
sont distinctes.

Définition 5.12 - Lorsque la fonction f est dérivable en tout a ∈ I, on dit que la fonction f est
dérivable sur I et on note f ′ la dérivée de f (c'est la fonction dé�nie sur I, et qui à tout réel de a de
I associe le nombre dérivé f ′(a)).
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Théorème 5.2 - f est dérivable en a SSI il existe un réel ℓ et une fonction ε dé�nie sur I telle que :

∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0

Preuve. On raisonne par double implication.

ä Sens direct : supposons que f soit dérivable en a.

On écrit, pour tout réel h (tel que (a+ h) ∈ I) :

f (a+ h) = f(a) + hf ′(a) + f (a+ h)− f(a)− hf ′(a) 1

D'où : f (a+ h) = f(a)+hf ′(a)+h

(
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a)

)
d'où : f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + hε(h) (♠)

en ayant posé : ε(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a).

Or, f étant dérivable en a, on a : lim
h−→0

f(a+ h)− f(a)
h

= f ′(a) et donc lim
h−→0

ε(h) = 0.

En résumé, on a établi l'implication :

[f est dérivable en a] =⇒
[
∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim

h−→0
ε(h) = 0

]
(♥)

ä Réciproquement : supposons qu'il existe un réel ℓ tel que f véri�e : f(a + h) = f(a) + ℓh + hε(h)

avec lim
h−→0

ε(h) = 0.

Alors pour tout réel h non nul tel que (a+ h) ∈ I, on a :
f(a+ h)− f(a)

h
= ℓ+ ε(h).

D'où : lim
h−→0

f(a+ h)− f(a)
h

= ℓ. Ce qui signi�e que la fonction f est dérivable en a (et que f ′(a) = ℓ). Ce

qui assure que :

[
∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim

h−→0
ε(h) = 0

]
=⇒ [f est dérivable en a] (♣)

Conclusion. f est dérivable en a SSI il existe un réel ℓ et une fonction ε dé�nie au voisinage de zéro
tels que :

∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0. K

1. Diabolique, n'est-ce pas ?
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Lorsque la propriété du théorème précédent est satisfaite est le cas, on a : ℓ = f ′(a). L'égalité du théorème
se réécrit alors :

∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + hε(h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0

Le terme de droite de l'égalité ci-dessus est alors appelé développement limité à l'ordre 1 de f en a ;
l'expression f(a) + hf ′(a) est l'approximation a�ne de f au voisinage de a.

On déduit alors du théorème les DL 1 usuels en zéro, que voici :

1/ eh = 1 + h+ hε(h)

2/ sin(h) = h+ hε(h)

3/ tan(h) = h+ hε(h)

4/ sh(h) = h+ hε(h)

5/ th(h) = h+ hε(h)

6/ ln(1 + h) = h+ hε(h)

7/ cos(h) = 1 + hε(h)

8/ ch(h) = 1 + hε(h)

9/ Pour tout n ∈ N,

(1 + h)n = 1 + nh+ hε(h)

10/ Et même, pour tout α ∈ R,

(1 + h)α = 1 + αh+ hε(h)

11/ En particulier, pour α = 1/2,

√
1 + h = 1 +

h

2
+ hε(h)

12/ En particulier (bis), pour α = −1,

1

1 + h
= 1− h+ hε(h)

13/
1

1− h
= 1 + h+ hε(h)

14/ arccos(h) =
π

2
− h+ hε(h)

15/ arcsin(h) = h+ hε(h)

16/ arctan(h) = h+ hε(h)

ä Conséquences

1/ e1/n = 1 +
1

n
+

1

n
ε(
1

n
)

(avec lim
n−→+∞

ε

(
1

n

)
= 0)

2/ sin

(
1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
3/ tan

(
1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)

4/ ln

(
1 +

1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
5/ Etc. . .
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Exemple d'application - Exercice classique. Calcul de lim
n−→+∞

(
1 +

1

n

)n
.

Pour tout n ∈ N∗, on a :

(
1 +

1

n

)n
= en ln(1+ 1

n) (♠).

Par ailleurs : ∀h > −1, ln(1 + h) = h+ hε(h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0.

En posant h = 1/n (avec n ∈ N∗), le réel h tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, et il s'ensuit que :

∀n ∈ N∗, ln

(
1 +

1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
avec lim

n−→+∞
ε

(
1

n

)
= 0

D'où pour tout entier naturel n non nul : n ln

(
1 +

1

n

)
= 1 + ε

(
1

n

)
avec lim

n−→+∞
ε

(
1

n

)
= 0.

Par suite : lim
n−→+∞

n ln

(
1 +

1

n

)
= 1 (♥). On déduit de (♠) et (♥) que : lim

n−→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e .

Lien avec le cours de Physique : �pour des petites valeurs de θ, sin (θ) = θ�. Cette phrase, mathéma-
tiquement fausse, doit être comprise en Physique comme sin (θ) = θ + θε (θ) avec lim

θ−→0
ε(θ) = 0. Ce qui

signi�e grossièrement que lorsque θ est petit (�petit = proche de zéro�), on ne commet pas une grande
erreur en remplaçant sin(θ) par son approximation a�ne au voisinage de 0.

Propriété 5.8 - (Propriétés algébriques des dérivées). Soient f et g deux fonctions dé�nies
sur un voisinage ouvert d'un réel a. On suppose que f et g sont dérivables en a. Alors :

1/ f + g est dérivable en a et : (f + g)′ (a) = f ′(a) + g′(a)

2/ f × g est dérivable en a et : (f × g)′ (a) = f ′(a)× g(a) + f(a)× g′(a)

3/ Si g(a) 6= 0,
1

g
est dérivable en a et

(
1

g

)′

(a) = − g
′(a)

g2(a)

4/ Si g(a) 6= 0,
f

g
est dérivable en a et

(
f

g

)′

(a) =
f ′(a)× g(a)− f(a)× g′(a)

g2(a)

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, il existe deux fonctions ε1 et ε2 que l'on peut supposer SNALG
dé�nies sur un même voisinage V de a telles que :

∀x ∈ V, f(x) = f(a)+ (x− a)f ′(a)+ (x− a)ε1(x) et ∀x ∈ V, g(x) = g(a)+ (x− a)g′(a)+ (x− a)ε2(x)

avec : lim
a
ε1 = lim

a
ε2 = 0.

1/ On a : ∀x ∈ V, (f + g) (x) = (f + g) (a) + (x− a) (f ′(a) + g′(a)) + (x− a) [ε1(x) + ε2(x)].

En posant : ε3(x) = ε1(x) + ε2(x), on a : lim
a
ε3 = 0.

Il vient alors : ∀x ∈ V, (f + g) (x) = (f + g) (a) + (x − a) (f ′(a) + g′(a)) + (x − a)ε3(x). On déduit de
cette écriture et du théorème 5.2 que (f + g) est dérivable en a, et que : (f + g)′ (a) = f ′(a) + g′(a).



Cours MPSI - sz 119

2/ Soit x ∈ V . On a :

(f × g) (x) = [f(a) + (x− a)f ′(a) + (x− a)ε1(x)] [g(a) + (x− a)g′(a) + (x− a)ε2(x)].

⇐⇒ (f × g) (x) = (fg)(a) + (x− a) (f ′(a)g(a) + f(a)g′(a))

+(x− a) [f(a)ε2(x) + g(a)ε1(x) + (x− a)f ′(a)g′(a) + (x− a)f ′(a)ε2(x) + (x− a)g′(a)ε1(x) + (x− a) ε1(x)ε2(x)]

On pose alors :

ε3(x) = f(a)ε2(x)+g(a)ε1(x)+(x−a)f ′(a)g′(a)+(x−a)f ′(a)ε2(x)+(x−a)g′(a)ε1(x)+(x− a) ε1(x)ε2(x).

On observe avec soulagement que : lim
a
ε3 = 0.

Par suite :

∀x ∈ V, (f × g) (x) = (f × g) (a) + (x− a) (f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)) + (x− a)ε3(x)

On déduit de cette écriture et du théorème 5.2 que (f × g) est dérivable en a, et que :

(f × g)′ (a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

3/ Supposons donc en outre que g ne s'annule pas en a. Alors g ne s'annule pas sur un voisinage de a, et
pour tout réel x appartenant à ce voisinage, on a :(

1

g

)
(x) =

1

g(x)
=

1

g(a) + (x− a)g′(a) + (x− a)ε2(x)
D'où :(

1

g

)
(x) =

1

g(a)
× 1

1 + (x− a)g′(a)
g(a)

+ (x− a) ε3(x)
en posant : ε3(x) =

ε2(x)

g(a)
.

Par conséquent :(
1

g

)
(x) =

1

g(a)
×
[
1− (x− a)g

′(a)

g(a)
+ (x− a)ε4(x)

]
avec lim

a
ε4 = 0.

Finalement :(
1

g

)
(x) =

1

g(a)
− (x− a) g

′(a)

g2(a)
+ (x− a)ε4(x) avec lim

a
ε4 = 0.

On déduit de cette écriture et du théorème 5.2 que (1/g) est dérivable en a, et que : (
1

g

)′

(a) = − g
′(a)

g2(a)
.

4/ Conséquence immédiate des propriétés 2 et 3. K
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Propriété 5.9 - (Linéarité de la dérivation). Soient f et g deux fonctions dé�nies sur un
voisinage ouvert d'un réel a. On suppose que f et g sont dérivables en a.

Alors pour tout couple (λ, µ) de réels, la fonction (λf + µg) est dérivable en a et :

(λf + µg)′ (a) = λf ′(a) + µg′(a)

Preuve. Triviale. K
Théorème 5.3 - (Dérivée d'une composée). Soient I et J deux intervalles ouverts de R, et
a ∈ I.

Soient encore f ∈ RI et g ∈ RJ deux fonctions à valeurs réelles, avec f(I) ⊂ J .

Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), alors g ◦ f est dérivable en a et :

(g ◦ f)′ (a) = g′ (f (a))× f ′(a)

Preuve. Soient a, I, J , f et g comme indiqués dans l'énoncé du théorème. 2

Puisque f est dérivable en a, on a pour tout réel h �raisonnable� 3 : f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + hε(h) avec
lim
h−→0

ε(h) = 0.

De même, g étant dérivable en f(a), on a pour tout réel H �raisonnable� 4 :

g (f(a) +H) = g (f(a)) +Hg′ (f(a)) +Hε̂(H) avec lim
H−→0

ε̂(H) = 0

On en déduit que :

(g ◦ f) (a+ h) = g (f(a+ h)) = g

f(a) + hf ′(a) + hε(h)︸ ︷︷ ︸
=“H′′


= g (f(a)) + (hf ′(a) + hε(h)) g′ (f(a)) + (hf ′(a) + hε(h)) ε̂(H)

D'où �nalement :

(g ◦ f) (a+ h) = g (f(a)) + hf ′(a)g′ (f(a)) + h [ε(h)g′ (f(a)) + (f ′(a) + ε(h)) ε̂(H)]

Soit encore :

(g ◦ f) (a+h) = g (f(a))+hf ′(a)g′ (f(a))+hε̃(h) en ayant noté : ε̃(h) = ε(h)g′ (f(a))+(f ′(a) + ε(h)) ε̂(H).

Puisqu'il est assez immédiat que lim
h−→0

ε̃(h) = 0, on déduit de cette écriture (et du théorème 5.2) que :

g ◦ f est dérivable en a et : (g ◦ f)′ (a) = g′ (f (a))× f ′(a) . K
2. Non mais !
3. C'est-à-dire tel que a+ h appartienne à I, l'intervalle de dé�nition de la fonction f .
4. C'est-à-dire tel que f(a) +H appartienne à J , l'intervalle de dé�nition de la fonction g.
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Applications : colonne de droite du formulaire des dérivées (voir un peu plus loin dans ce chapitre).

Remarque - Attention ! : on ne peut en revanche pas conclure à la non-dérivabilité de g ◦ f si l'une des
deux fonctions f ou g n'est pas dérivable. Explicitement, notons g la fonction racine carrée (non dérivable
en 0), f1 la fonction x 7−→ x2, et f2 la fonction x 7−→ x4.

Dans ce cas g ◦ f1 (resp. g ◦ f2) est la fonction valeur absolue (resp. la fonction carrée). Ainsi g ◦ f1 n'est
pas dérivable en 0, tandis que g ◦ f2 est dérivable en 0.

5.5 Dérivées d'ordre supérieur

Définition 5.13 - Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle ouvert I de R. On appelle dérivée
n-ième de f la fonction dé�nie (sous réserve d'existence) récursivement en posant :

f (0) = f et ∀N ∈ N∗, f (N) =
(
f (N−1)

)′

Exemples � Dérivées n-ièmes usuelles

Les formules ci-dessous sont valables pour tout entier naturel n, et pour tout réel x raisonnable.

ä [ex](n) = [ex] ; et plus généralement
[
eax+b

](n)
=
[
aneax+b

]
ä [cos (x)](n) =

[
cos
(
x+ n

π

2

)]
ä [sin (x)](n) =

[
sin
(
x+ n

π

2

)]
ä [ch (x)](n) =

ex + (−1)n e−x

2
=

{
ch(x) si n est pair
sh(x) si n est impair

ä

[
1

x

](n)
=

[
(−1)n n!

xn+1

]

ä [ln(x)](n) =

[
(−1)n+1 (n− 1)!

xn

]
(n ∈ N∗)

ä
[
xN
](n)

=


N !

(N − n)!
xN−n si n 6 N

0 si n > N

ä [P (x)](n) = 0 si P polynôme, et n > deg (P )

ä [f (ax+ b)](n) = an
[
f (n) (ax+ b)

]
pour toute f (n fois dérivable)

Preuve. Récurrence, récurrence, récurrence, récurrence. . . K
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Propriété 5.10 - (�Linéarité de la dérivée n-ième�). Si f et g sont n fois dérivables sur I,
alors pour tout couple (λ, µ) de réels, (λf + µg) l'est également et :

(λf + µg)(n) = λf (n) + µg(n)

Preuve. Récurrence immédiate à partir de la propriété de linéarité de la dérivation. K
Théorème 5.4 - (Formule de Leibnitz). Si f et g sont n fois dérivables sur I, alors (fg) l'est
également et :

(fg)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) ou (fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (n−k)g(k)

Preuve. Prouvons le théorème par récurrence sur n.

Posons P(n) : (fg)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) (où f et g désignent deux fonctions n fois dérivables arbitraires).

äInitialisation : pour n = 0, on a (fg)(0) = fg et
0∑

k=0

(
0

k

)
f (k)g(0−k) =

(
0

0

)
f (0)g(0) = fg. Ainsi P(0) est

vraie.

äHérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. 5 Soient f et g deux fonctions (n+ 1)

fois dérivables. Alors :

(fg)(n+1) =
(
(fg)(n)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)(
f (k)g(n−k)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n−k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n+1−k)

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
f (k)g(n+1−k)+

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n+1−k) = f (n+1)+

[
n∑
k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (k)g(n+1−k)

]
+g(n+1)

D'où, en appliquant la relation de Pascal 6 : (fg)(n+1) =
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)g(n+1−k)

Cette relation assure que la propriété P(n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité.

Conclusion. Pour tout entier naturel n, et pour tout couple de fonctions (f, g) n fois dérivables sur
I, fg est n fois dérivable sur I et :

(fg)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) K

5. Hypothèse de récurrence.

6. ∀n ∈ N∗, ∀ k ∈ [[ 1, n ]],

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
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Application � Exercice classique. Calcul de
n∑
k=0

(
n

k

)2

.

Soit n un entier naturel arbitraire. Pour tout réel x, on pose φ(x) = x2n. La fonction φ est n fois
dérivable sur R. 7 On se propose de calculer φ(n) de deux façons di�érentes.

Ù Calcul direct de φ(n). ∀x ∈ R, φ(n)(x) =
(2n)!

n!
xn (♠) . 8

Ù Calcul de φ(n) via la formule de Leibniz. On écrit judicieusement : φ(x) = xn︸︷︷︸
f(x)

× xn︸︷︷︸
g(x)

.

Les fonctions f et g étant dérivables n fois sur R, la formule de Leibniz permet alors d'a�rmer que pour
tout réel x :

φ(n)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)!
xn−k

n!

k!
xn−(n−k) =

n∑
k=0

(
n

k

)
n!n!

(n− k)!k!
xn

= n!
n∑
k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)!k!︸ ︷︷ ︸
=(nk)

xn = n!
n∑
k=0

(
n

k

)2

xn

En résumé : ∀x ∈ R, φ(n)(x) = n!
n∑
k=0

(
n

k

)2

xn (♣)

Ù Epilogue. D'après (♠), on a : φ(n)(1) =
(2n)!

n!
. Et d'après (♣), on a : φ(n)(1) = n!

n∑
k=0

(
n

k

)2

. On en

déduit que :

n!
n∑
k=0

(
n

k

)2

=
(2n)!

n!
d'où :

n∑
k=0

(
n

k

)2

=
(2n)!

n!n!
soit �nalement :

n∑
k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)
.

7. Puisque c'est une fonction polynomiale, elle est dérivable sur R �autant de fois qu'on le souhaite�. Une telle fonction
sera dite de classe C∞ sur R.

8. On applique la formule mentionnée dans le programme de colle, et dont vous devez pouvoir retrouver l'expression assez

rapidement :
[
xN
](n)

=
N !

(N − n)!
xN−n si n ∈ [[ 0, N ]].



124 Cours MPSI - sz

5.6 Fonctions numériques usuelles

5.6.1 Fonction valeur absolue

Définition 5.14 - La fonction valeur absolue est la fonction qui à tout réel x associe le réel |x|.

Propriété 5.11 - (Propriétés de la fonction valeur absolue). La fonction valeur absolue
est :

1/ dé�nie sur R ;

2/ paire :

3/ croissante sur R+, décroissante sur R− ;

4/ continue sur R ;

5/ dérivable sur R∗, et non dérivable en 0 ;

6/ telle que : lim
x→+∞

|x| = +∞ et lim
x→−∞

|x| = +∞.

Preuve. Triviale. K

Courbe représentative de la fonction valeur absolue.
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5.6.2 Fonctions exponentielle et logarithme népérien

La fonction logarithme népérien

ä Dérivabilité : la fonction x 7−→ lnx est dé�nie
et dérivable sur R∗

+. Sa dérivée est donnée par :

∀ x ∈ R∗
+, ln′ x =

1

x

ä Sens de variation : strictement croissante sur
R∗

+.
ä Limites aux bornes :

lim
x−→+∞

lnx = +∞ et lim
x

x>0−−→0

lnx = −∞

(asymptote verticale d'équation x = 0).

ä Tableau de variation :

x

lnx

0 +∞
+∞

−∞

ä Bijection : la fonction ln induit une bijection
de R∗

+ vers R et de plus :

∀ (x, y) ∈
(
R∗

+

)2
, ln (x× y) = ln (x) + ln (y)

La fonction exponentielle

ä Dérivabilité : la fonction x 7−→ ex est dé�nie
et dérivable sur R. Sa dérivée est donnée par :

∀ x ∈ R, e′ (x) = ex

ä Sens de variation : strictement croissante sur
R.
ä Limites aux bornes :

lim
x−→+∞

ex = +∞ et lim
x−→−∞

ex = 0

(asymptote horizontale d'équation y = 0).

ä Tableau de variation :

x

ex

−∞ +∞
+∞

0

ä Bijection : la fonction exp induit une bijection
de R vers R∗

+ et de plus :

∀ (x, y) ∈ R2, ex+y = ex × ey

En�n vous savez que ces deux fonctions sont réciproques l'une
de l'autre, ce qui se traduit par les identités suivantes (et on
prendra bien garde aux domaines de validité respectifs de ces
identités) :

∀ x ∈ R∗
+, e

lnx = x et ∀ x ∈ R, ln (ex) = x

Sur la �gure ci-contre sont tracées les courbes représentatives
des fonctions logarithme népérien et exponentielle, dans un
repère orthonormé du plan ; ces courbes sont symétriques par
rapport à la droite d'équation y = x.
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5.6.3 Fonctions trigonométriques hyperboliques

ä La fonction cosinus hyperbolique (ch).

La fonction ch est dé�nie sur R par : ch : R // R

x � // e
x + e−x

2

. ch est paire.

La fonction ch est dérivable (et même de classe C 1) sur R, et ch′ =
sh. Il s'ensuit que c'est une fonction strictement décroissante sur R−, et
strictement croissante sur R+. Elle admet donc un minimum en 0, égal à
1. Pour �nir, on a : lim

x−→+∞
ch(x) = +∞, et (par parité) : lim

x−→−∞
ch(x) =

+∞.

La tangente à la courbe représentative Cch au point d'abscisse 0 a pour
équation y = 1 (tangente horizontale), et Cch est située au-dessus de cette
tangente (puisque ch est minorée par 1).

x

ch′(x)

ch(x)

−∞ 0 +∞
0− +

1

+∞ +∞

ä La fonction sinus hyperbolique (sh).

La fonction sh est dé�nie sur R par : sh : R // R

x � // e
x − e−x

2

. La fonction sh est impaire.

La fonction sh est dérivable (et même de classe C 1) sur R, et sh′ = ch.
Il s'ensuit que c'est une fonction strictement croissante sur R. En�n :
lim

x−→+∞
sh(x) = +∞, et (comme sh est impaire) : lim

x−→−∞
sh(x) = −∞.

La tangente à la courbe représentative Csh au point d'abscisse 0 a pour
équation y = x (première bissectrice des axes), et Csh est située au-dessus
(resp. en-dessous) de cette tangente sur R+ (resp. sur R−). 9

x

sh′(x)

sh(x)

−∞ 0 +∞
+

+∞
0

−∞

ä La fonction tangente hyperbolique (th) � (HP).

La fonction th est dé�nie sur R par : th : R // R

x � // sh(x)
ch(x)

=
ex − e−x

ex + e−x

. La fonction th est impaire.

La fonction th est dérivable (et même de classe C 1) sur R, et th′ =
1

ch2
=

1 − th2. Il s'ensuit que c'est une fonction strictement croissante sur R.
En�n : lim

x−→+∞
th(x) = 1, et (comme th est impaire) : lim

x−→−∞
th(x) = −1.

La tangente à la courbe représentative Cth au point d'abscisse 0 a pour
équation y = x (première bissectrice des axes), et Cth est située en-
dessous (resp. au-dessus) de cette tangente sur R+ (resp. sur R−). 10

x

th′(x)

th(x)

−∞ 0 +∞
+

1

0

−1



Cours MPSI - sz 127

Cosinus hyperbolique (Ch ou Cosh)

x

ch′(x)

ch(x)

−∞ 0 +∞
0− +

1

+∞ +∞

Sinus hyperbolique (Sh ou Sinh)

x

sh′(x)

sh(x)

−∞ 0 +∞
+

+∞
0

−∞
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Tangente hyperbolique (Th ou Tanh)

x

th′(x)

th(x)

−∞ 0 +∞
+

1

0

−1

5.6.4 Fonctions logarithmes de base a

Définition 5.15 - Soit a un réel strictement positif et di�érent de 1. On appelle fonction loga-

rithme de base a et on note loga la fonction dé�nie sur R∗
+ par :

∀ x ∈ R∗
+, loga (x) =

lnx

ln a

Si l'enseignement de la Chimie n'a pas trop changé depuis mon époque, il me semble que vous devez
y utiliser à tour de bras la fonction logarithme en base 10 (notée donc log10) pour calculer des pH par
exemple.

On peut par ailleurs observer que la fonction loga est obtenue en multipliant ln par une constante : 1/ ln a.
Or cette constante peut être strictement positive (lorsque a > 1) ou strictement négative (lorsque a < 1).
Deux cas peuvent donc se présenter :

+ Si a > 1 : la fonction loga est strictement croissante sur R∗
+ et on a

lim
x

>−→0

loga x = −∞ et lim
x

>−→+∞
loga x = +∞

+ Si 0 < a < 1 : la fonction loga est strictement décroissante sur R∗
+ et on a

lim
x

>−→0

loga x = +∞ et lim
x

>−→+∞
loga x = −∞

En revanche dans tous les cas, la fonction loga réalise une bijection qui �transforme les produits en sommes�.
Plus précisément :

Propriété 5.12 - Soit a un réel strictement positif, tel que a 6= 1.

La fonction loga : x 7−→ loga x réalise une bijection R∗
+ vers R, et en outre :

∀ (x, y) ∈
(
R∗

+

)2
, loga (x× y) = loga (x) + loga (y)

Preuve. Triviale. K
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5.6.5 Fonctions exponentielles de base a

Définition 5.16 - Soit a un réel strictement positif et di�érent de 1. On appelle fonction expo-

nentielle de base a et on note expa fonction dé�nie sur R en posant :

∀ x ∈ R, ax = ex ln a

Remarque. En particulier : ∀ x ∈ R, ax > 0.

Définition alternative. Soit a un réel strictement positif et di�érent de 1. On appelle fonction
exponentielle de base a et on note expa la bijection réciproque de la fonction loga. Autrement dit, c'est
la fonction qui associe à tout réel x l'unique solution de l'équation (d'inconnue X) : logaX = x. Avec des
quanti�cateurs :

∀ x ∈ R, y = expa x⇐⇒ x = loga y

En particulier, expa réalise une bijection de R sur R∗
+.

Propriété 5.13 - Soit a un réel strictement positif, et a 6= 1.

La fonction expa : x 7−→ ax est dérivable sur R et :

∀ x ∈ R, (expa)
′ (x) = (ln a)× ax

Preuve. Triviale. K

Cette propriété précédente permet d'obtenir aisément le sens de variation des fonctions exponentielles de
base a (voir page suivante).
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Etude de x 7→ ax (0 < a < 1)

ä Sens de variation : strictement décroissante
sur R.

ä Limites aux bornes :

lim
x−→−∞

ax = +∞ et lim
x−→+∞

ax = 0

ä Tableau de variation :

x −∞ +∞
(expa)

′

ax
+∞

0

ä Exemple de courbe représentative :

Etude de x 7→ ax (a > 1)

ä Sens de variation : strictement croissante sur
R.
ä Limites aux bornes :

lim
x−→−∞

ax = 0 et lim
x−→+∞

ax = +∞

ä Tableau de variation :

x −∞ +∞
(expa)

′

ax

0

+∞

ä Exemple de courbe représentative :

Pour conclure, on notera encore que pour tout réel a (strictement positif et 6= 1), la fonction exponentielle
de base a réalise une bijection de R vers R∗

+, et �transforme les sommes en produits�.
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5.6.6 Fonctions puissances

Définition 5.17 - Soit a un réel (quelconque). On appelle fonction puissance d'exposant a et
nous noterons Pa la fonction dé�nie sur R∗

+ dé�nie en posant :

∀ x ∈ R∗
+, Pa(x) = xa = ea lnx

Etude de x 7→ xa (a > 0)

ä Sens de variation : strictement croissante sur
R∗

+.

ä Limites aux bornes :

lim
x

>−→0

xa = 0 et lim
x−→+∞

xa = +∞

ä Tableau de variation :

x

P ′
a (x)

xa

0

0

+∞
+

+∞

ä Exemples de courbes représentatives :

Etude de x 7→ xa (a < 0)

ä Sens de variation : strictement décroissante
sur R∗

+.

ä Limites aux bornes :

lim
x

>−→0

xa = +∞ et lim
x−→+∞

xa = 0

ä Tableau de variation :

x

P ′
a (x)

xa

0
−

+∞

+∞

0

ä Exemple de courbe représentative :

Remarques. Soit n un entier naturel strictement positif, et x un réel strictement positif. On appelle racine
nième de x, et on note n

√
x le nombre x

1
n . C'est un cas particulier des fonctions xa étudiées ci-dessus.
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D'autre part, le graphique suggère que dans le cas a > 0, la fonction Pa : x 7→ xa peut être prolongée
par continuité en 0 en posant Pa(0) = 0. Ce choix est rendu légitime par le fait que si a > 0, la limite en
0 (à droite) de la fonction Pa est égale à 0.

Remarque : concernant les deux paragraphes précédents, le point-clef (qui permet de retrouver les pro-
priétés des fonctions puissances et exponentielles) est

∀ a ∈ R∗+, ∀ b ∈ R, ab = eb ln(a)
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5.7 Epilogue

5.7.1 Formulaire des dérivées usuelles

f(x) f ′(x)

xα αxα−1

1

x
− 1

x2

√
x

1

2
√
x

ln(x)
1

x

ex ex

cos (x) − sin (x)

sin (x) cos (x)

tan (x) 1 + tan2 (x) =
1

cos2(x)

ch (x) sh (x)

sh (x) ch (x)

arccos(x) − 1√
1− x2

arcsin(x)
1√

1− x2

arctan(x)
1

1 + x2

u (x) + v(x) u′(x) + v′(x)

u (x)× v(x) u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

u(x)

v(x)

u′(x)v(x)− u(x)v′(x)
v2(x)

f(x) f ′(x)

(v ◦ u) (x) v′ (u(x))× u′(x)

u(ax+ b) au′ (ax+ b)

1

v(x)
− v

′(x)

v2(x)

uα(x) (α 6= 0) αuα−1(x)u′(x)

u2(x) 2u(x)u′(x)

√
u(x)

u′(x)

2
√
u(x)

ln (u(x))
u′(x)

u(x)

eu(x) u′(x)eu(x)

cos (u(x)) −u′(x) sin (u(x))

sin (u(x)) u′(x) cos (u(x))

tan (u(x))
u′(x)

cos2 (u(x))

ch (u(x)) u′(x)sh (u(x))

sh (u(x)) u′(x)ch (u(x))

arccos (u(x)) − u′(x)√
1− u2(x)

arcsin (u(x))
u′(x)√
1− u2(x)

arctan (u(x))
u′(x)

1 + u2(x)
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5.7.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique (HP)

Note : les formules suivantes sont valables pour tout nombre réel x .

Relation fondamentale : ch2 (x)− sh2 (x) = 1

ch (−x) = ch (x)

sh (−x) = −sh (x)

Les formules suivantes sont hors-programme.

Formules d'addition :



ch (a+ b) = ch (a) ch (b) + sh (a) sh (b)

sh (a+ b) = sh (a) ch (b) + sh (b) ch (a)

th (a+ b) =
tha+ thb
1 + thathb

En utilisant la parité de la fonction ch, et l'imparité des fonctions sh et th, on obtient déjà :

Formules �de soustraction� :



ch (a− b) = ch (a) ch (b)− sh (a) sh (b)

sh (a− b) = sh (a) ch (b)− sh (b) ch (a)

th (a− b) = tha− thb
1− thathb

On déduit de ces formules les suivantes :

Formules de duplication :



ch (2a) = ch2 (a) + sh2 (a) = 2ch2 (a) + 1 = 1 + 2sh2 (a)

sh (2a) = 2sh (a) ch (a)

th (2a) =
2tha

1 + th2a

On peut également obtenir les formules ci-dessous à partir des formules d'addition :

Formules de linéarisation :



ch (a) ch (b) =
ch (a+ b) + ch (a− b)

2
d'où : ch2 (a) =

1 + ch (2a)

2

sh (a) sh (b) =
ch (a+ b)− ch (a− b)

2
d'où : sh2 (a) =

ch (2a)− 1

2

sh (a) ch (b) =
sh (a+ b) + sh (a− b)

2
d'où : sh (a) ch (a) =

sh (2a)

2
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5.7.3 Utilisation des puissances 1 : étude d'un Sup

Exercice : Déterminer sup
n∈N∗

n
√
n.

Notons que pour tout entier naturel non nul : n
√
n = n1/n = eln(n)/n. Dé�nissons donc la fonction f sur R∗

+

en posant : ∀x > 0, f(x) = eln(x)/x.

La fonction f est dérivable sur R∗
+, et : ∀x > 0, f ′(x) =

(
1− ln(x)

x2

)
eln(x)/x. Par suite le réel f ′(x) est

du signe de 1− ln(x) ; celui-ci est positif ] 0; e], négatif sur [e; +∞ [ .

La fonction f est donc croissante sur ] 0; e] et décroissante sur [e; +∞ [ . Elle admet donc un maximum en
e (qui vaut e1/e).

En se restreignant aux valeurs f (n), on a donc : sup
n∈N∗

n
√
n = f(2) =

√
2 ou sup

n∈N∗

n
√
n = f(3) =

3
√
3.

On note que :
(√

2
)6

= 8 tandis que
(

3
√
3
)6

= 9. Puisque la fonction x 7→ x6 est croissante sur R+ (et
même strictement croissante sur R∗

+), on en déduit que :
√
2 < 3
√
3.

Conclusion : sup
n∈N∗

n
√
n =

3
√
3

5.7.4 Utilisation des puissances 2 : résolution d'une inéquation

Exercice : Soit a > 0. Résoudre en fonction de a l'inéquation (I) a(x
2) < (

√
a)

7x−3.

Notons que : (I)⇐⇒ ex
2 ln(a) < e(7x−3) ln(

√
a) ⇐⇒ ex

2 ln(a) < e
(7x−3) ln(a)

2 ⇐⇒ x2 ln(a) <
(7x− 3) ln(a)

2

⇐⇒ ln(a) (2x2 − 7x+ 3) < 0

Etudions le signe de l'expression P (x) = 2x2− 7x+3. Ce polynôme de degré 2 possède deux racines (3 et
1/2), et on déduit donc son signe sur R :

x

Signe de P (x)

−∞ +∞1/2 3

0 0+ +−

On déduit de ce tableau de signes et du signe de la fonction ln sur R∗
+ que :

ä si a > 1, l'inéquation a pour solution ]−∞; 1/2 [ ∪ ] 3; +∞ [

ä si a = 1, l'inéquation n'a aucune solution.

ä si 0 < a < 1, l'inéquation a pour solution ] 1/2; 3 [ .
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5.7.5 Retour sur la technique de �l'angle-moitié�

ä Calcul de
n∑
k=0

ch (kx) (et
n∑
k=0

sh (kx)) pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R

Soient n et k deux entiers naturels et x un réel. On a : ch (kx) =
ekx + e−kx

2
.

Fixons x un réel arbitraire, et notons : C(x) =
n∑
k=0

ch (kx). En vertu de la remarque précédente :

C(x) =
n∑
k=0

ekx + e−kx

2
=

1

2
(S1 + S2) (♥), en ayant posé S1 =

n∑
k=0

ekx et S2 =
n∑
k=0

e−kx 11

Calculons S1 : si ex 6= 1 (càd si x 6= 0), on a : S1 =
n∑
k=0

(ex)k =
1− e(n+1)x

1− ex
. En appliquant la technique de

�l'angle-moitié�, on obtient :

S1 =
e(n+1)x/2

ex/2
× e−(n+1)x/2 − e(n+1)x/2

e−x/2 − ex/2
= enx/2

−2sh
(

(n+1)x
2

)
−2sh

(
x
2

) soit : S1 = enx/2
sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

) (♠)

Il résulte du calcul précédent 12 que pour tout réel x non nul : S2 =
n∑
k=0

e−kx = e−nx/2
sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

) (♣)

D'après (♥), (♠) et (♣) on a pour tout réel x non nul :

n∑
k=0

ch (kx) =
1

2

(
enx/2 + e−nx/2

) sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

) ⇐⇒ ∀x ∈ R∗,
n∑
k=0

ch (kx) = ch
(nx

2

) sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

)
Par ailleurs, pour x = 0 : C(0) =

n∑
k=0

ch (k0) =
n∑
k=0

1 = n+ 1.

Conclusion. ∀n ∈ N,
n∑
k=0

ch (kx) =


ch
(nx

2

) sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

) si x ∈ R∗

n+ 1 si x = 0

Les calculs précédents et quelques changements de signes aux bonnes places permettent d'obtenir :

∀n ∈ N,
n∑
k=0

sh (kx) =


sh
(nx

2

) sh
(

(n+1)x
2

)
sh
(
x
2

) si x ∈ R∗

0 si x = 0

11. Avec les mêmes notations, on a clairement :

n∑
k=0

sh (kx) =
1

2
(S1 − S2).

12. Et du fait que la fonction sh est impaire.
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5.7.6 Résolution d'une inéquation avec valeurs absolues

Résoudre l'équation : (E) ln (x+ 2) + ln (4− x) = ln |8x− 8|.

1) Ensemble de résolution de l'équation : en premier lieu, on détermine pour quelles valeurs de x les
expressions intervenant dans l'équation sont dé�nies simultanément.

ã ln (x+ 2) est dé�ni SSI x+ 2 > 0 c'est-à-dire pour : x > −2.

ã ln (4− x) est dé�ni SSI 4− x > 0 c'est-à-dire pour : x < 4.

ã ln |8x− 8| est dé�ni SSI |8x− 8| c'est-à-dire pour : x 6= 1.

L'ensemble de résolution de l'équation est donc : E = ]− 2, 1 [ ∪ ] 1, 4 [

2) Résolution de (E)

a) Résolution sur I1 = ] 1, 4 [ : pour tout x ∈ I1, on a : ln |8x− 8| = ln (8x− 8). Par suite :

(E) ⇐⇒ ln (x+ 2) + ln (4− x) = ln (8x− 8)⇐⇒ ln (−x2 + 2x+ 8) = ln (8x− 8)⇐⇒ x2 + 6x− 16 = 0

2 est racine évidente de cette équation ; la seconde est donc −8 (le produit des racines étant égal à �c/a�).
Dans l'intervalle I1, l'équation (E) possède une unique solution qui est 2.

b) Résolution sur I2 = ]− 2, 1 [ : pour tout x ∈ I2, on a : ln |8x− 8| = ln (8− 8x). Par suite :

(E) ⇐⇒ ln (x+ 2) + ln (4− x) = ln (8− 8x)⇐⇒ ln (−x2 + 2x+ 8) = ln (8− 8x)⇐⇒ x2 − 10x = 0

Cette équation possède deux racines : 0 et 10. Dans l'intervalle I2, l'équation (E) possède une unique
solution qui est 0.

Conclusion : l'équation ln (x+ 2) + ln (4− x) = ln |8x− 8| possède exactement deux solutions : 0 et 2.
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Chapitre 6

Applications

6.1 Généralités

Définition 6.1 - (�naïve�). Soient E et F deux ensembles. Une application de E dans F est
un procédé qui permet d'associer à tout élément x de l'ensemble E un unique élément noté f(x) de
l'ensemble F , appelé image de x par f .

En fait il est plus précis de dé�nir une application par identi�cation avec son graphe, explicitement :

Définition 6.2 - (�la vraie�). Soient E et F deux ensembles. Une application de E dans F est
une partie Γf de E × F telle que :

∀x ∈ E, ∃! y ∈ F, (x, y) ∈ Γf

Ainsi, pour tout x ∈ E, l'unique élément y de F tel que le couple (x, y) appartienne à Γf est noté f(x)
et est appelé image de x par f .

Exemples : les fonctions usuelles sont des applications (en général d'un intervalle I de R, vers K = R ou
C) ; le fait d'associer à un polynôme P ∈ Rn[X] son polynôme dérivé P ′ ∈ Rn−1[X] est une application ;
la conjugaison complexe (z 7→ z̄) est une application (de C dans C) ; etc. . .

Remarque : le point-clef est qu'une application n'est pas �qu'une formule�. C'est la donnée d'un nom
(f souvent), d'un ensemble de dé�nition (ou domaine), d'un ensemble d'arrivée (ou codomaine), et de la
description du procédé qui à un élément de l'ensemble de dé�nition associe son image. Une des notations
ci-dessous doit donc être respectée lorsque l'on se réfère à une application :

f : E // F

x � // f (x)

ou f : x ∈ E 7−→ f(x) ∈ F

Notation. On note FE l'ensemble des applications de E dans F .

Définition 6.3 - . Soit E un ensemble. L'identité de E est l'application qui à tout élément x de
E associe x.

Elle est notée idE.
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Définition 6.4 - Soit f ∈ FE.

â L'image de f , notée Im(f) ou f(E) est la partie de F suivante :

f(E) = {f(x), x ∈ E} ou f(E) = {y ∈ F, ∃x ∈ E, y = f(x)}

â Plus généralement, lorsque A est une partie de E, l'image (directe) de A par f , notée f(A) est
la partie de F suivante :

f(A) = {f(x), x ∈ A} ou f(A) = {y ∈ F, ∃x ∈ A, y = f(x)}

â Lorsque B est une partie de F , l'image réciproque de B par f , notée f−1(B) est la partie de E
suivante :

f−1(B) = {x ∈ E, f(x) ∈ B}

Exemples. Cf cours.

Définition 6.5 - Soit f ∈ FE. Pour toute partie A de E, on appelle restriction de f à A et on
note f|A l'application de FA dé�nie en posant : ∀x ∈ A, f|A (x) = f(x). Dans cette situation, on dit
que f est un prolongement de f|A à E.

Définition 6.6 - Soient E, F et G trois ensembles ; f : E −→ F et g : F −→ G deux applications.
On dé�nit la composée de f et g et on note g ◦ f l'application de E dans G qui à tout élément x de
E associe g (f (x)), ce que l'on écrit :

g ◦ f : E // G

x � // g (f (x))

Exemple : on note exp : x ∈ R 7→ ex ∈ R∗
+ et ln : x ∈ R∗

+ 7−→ ln(x) ∈ R. Alors exp ◦ ln = idR∗
+
; tandis que

ln ◦ exp = idR. Les composées exp ◦ ln et ln ◦ exp sont donc distinctes. Voir plus généralement la remarque
ci-dessous.

Remarque : on a déjà observé (dans le cadre des similitudes) que la composition des applications

n'est pas commutative. En revanche, la composition est associative :

Propriété 6.1 - Soient E, F , G et H quatre ensembles, et f ∈ FE, g ∈ GF , h ∈ HG trois
applications. On a : h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Preuve. Triviale. K

Propriété 6.2 - Pour toute application f : E −→ F , on a f ◦ idE = f et idF ◦ f = f (l'identité
est l'élément neutre pour la composition des applications).

Preuve. Triviale. K
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6.2 Applications injectives, surjectives et bijectives

Définition 6.7 - Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F . On dit que f est
injective (resp. surjective, resp. bijective) si tout élément de F admet au plus un (resp. au moins
un, resp. exactement un) antécédent par f dans E.

Traduction à l'aide de quanti�cateurs : soit f : E −→ F une application.

ã [f injective ]⇐⇒ [∀ (x, x′) ∈ E2, f (x) = f (x′) =⇒ x = x′]

ã [f surjective ]⇐⇒ [∀y ∈ F, ∃ x ∈ E, y = f (x)]

ã [f bijective ]⇐⇒ [∀y ∈ F, ∃! x ∈ E, y = f (x)]

Exemples : l'application f : x ∈ R 7→ x2 ∈ R n'est ni injective (f (2) = f (−2) par exemple), ni surjective
(tout réel y < 0 n'a aucun antécédent par f). L'application g : x ∈ R+ 7→ x2 ∈ R est injective et non
surjective. L'application h : x ∈ R+ 7→ x2 ∈ R+ est bijective.

La propriété ci-dessous signi�e que les notions d'injectivité et de surjectivité sont stables par composition.

Propriété 6.3 - Soient E, F et G trois ensembles ; f : E −→ F et g : F −→ G deux applications.
Si f et g sont injectives (resp. surjectives), alors la composée g ◦ f est injective (resp. surjective).

Preuve. Soient f : E −→ F et g : F −→ G deux applications.

ä Supposons f et g injectives.

Soient x et x′ deux éléments de E. Alors :

[(g ◦ f) (x) = (g ◦ f) (x′)]⇐⇒ [g (f(x)) = g (f (x′))] =⇒︸︷︷︸
g injective

[f(x) = f (x′)] =⇒︸︷︷︸
f injective

[x = x′]

Ce qui prouve l'injectivité de g ◦ f . Conclusion : si f et g sont injectives, alors g ◦ f est injective.

ä Supposons à présent f et g surjectives.

Soit z ∈ G.

Alors, l'application g étant surjective : ∃ y ∈ F, g (y) = z.

Et puisque f est surjective : ∃ x ∈ E, f (x) = y.

En exploitant ces deux relations, on a : g (f(x)) = z.

Puisque z est un élément arbitraire de G, on vient d'établir que : ∀ z ∈ G, ∃ x ∈ E, (g ◦ f) (x) = z.

Ce qui prouve la surjectivité de g◦ f . Conclusion : si f et g sont surjectives, alors g◦ f est surjective.K
Par suite, la notion de bijectivité est elle aussi stable par composition.

Corollaire 6.1 - Soient E, F et G trois ensembles ; f : E −→ F et g : F −→ G deux applications.
Si f et g sont bijectives, alors la composée g ◦ f est bijective.

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K



142 Cours MPSI - sz

Définition 6.8 - Deux ensembles E et F sont équipotents lorsqu'il existe une bijection entre E
et F . On le note E ∼ F .

Exemples : R et R∗
+ sont équipotents puisque la fonction exponentielle induit une bijection du premier

ensemble vers le second.

Définition 6.9 - Un ensemble E est dénombrable lorsqu'il existe une bijection entre E et une
partie de N.

Exemples : l'ensemble des étudiants de MPSI est dénombrable, puisqu'il est en bijection avec [[ 1, 45 ]], qui
est une partie de N. N∗ est dénombrable, puisque l'application n 7−→ n− 1 induit une bijection de N∗ vers
N. Plus rigolo, Z est dénombrable, puisqu'il est en bijection avec N (ce qui peut sembler contre-intuitif au
premier abord). Encore plus fort : Q est dénombrable (cf dernier exo de la feuille d'exos sur les applications
+ théorème de Cantor-Bernstein). Pour l'avenir (en Spé) : R n'est pas dénombrable.

Preuve de la dénombrabilité de Z : on établit l'existence d'une bijection entre Z et N, en considérant
l'application :

f : N // Z

n � // −n
2

si n est pair ;
n+ 1

2
sinon

On dé�nit également

g : Z // N
n � // −2n si n est négatif ou nul ; 2n− 1 sinon

On véri�e ensuite aisément que g ◦ f = idN et f ◦ g = idZ, d'où la conclusion.

6.3 Bijections réciproques

Théorème 6.1 - Soient E et F deux ensembles, et f : E −→ F une application.

f est bijective SSI il existe une application g : F −→ E telle que f ◦ g = idF et g ◦ f = idE.

Preuve. ä Sens direct : supposons f bijective.

Puisque f est bijective, tout élément y de F admet un unique antécédent dans E par f , que nous noterons
xy.

On dé�nit alors une application g : F −→ E en posant (pour tout y de F ) g(y) = xy l'unique antécédent
de y par f .

Véri�ons que f ◦ g = idF et g ◦ f = idE.

Pour la première égalité : soit y ∈ F . Alors (f ◦ g) (y) = f (g(y)) = f (xy) = y (puisque xy est l'unique
antécédent de y par f). Ainsi : f ◦ g = idF .

Passons à la seconde égalité : soit x ∈ F . Alors (g ◦ f) (x) = g (f(x)) = x (puisque, f étant bijective, x
est l'unique antécédent de f(x) par f). Ainsi : g ◦ f = idE.
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Conclusion intermédiaire : si f est bijective, alors il existe une application g : F −→ E telle que
f ◦ g = idF et g ◦ f = idE.

ä Réciproque : supposons qu'il existe une application g : F −→ E telle que f ◦ g = idF et g ◦ f = idE.

Soient x et x′ deux éléments de E tels que : f(x) = f(x′). On a alors : g (f (x)) = g (f (x′)) et puisque
g ◦ f = idE, on en déduit x = x′. Ce qui prouve que f est injective.

Soit y un élément de f . On a : y = idF (y) = (f ◦ g) (y) = f (g (y)). Donc y admet un antécédent par f
(qui est g(y)). Puisque y est un élément arbitraire de F dans ce petit raisonnement, on en déduit que f
est surjective.

L'application f étant injective et surjective, elle est bijective.

Conclusion intermédiaire bis : s'il existe une application g : F −→ E telle que f ◦ g = idF et
g ◦ f = idE, alors f est bijective.

Conclusion (des conclusions !) : f est bijective SSI il existe une application g : F −→ E telle que

f ◦ g = idF et g ◦ f = idE. K

Propriété 6.4 - (Propriété, dé�nition et notation). Lorsque f est bijective, l'application g du
théorème ci-dessus est unique, appelée bijection réciproque de f , et notée f−1.

Preuve. Seule l'unicité est à établir. Soit donc f ∈ FE une bijection, et supposons qu'il existe deux
applications g et h dans EF telles que f ◦ g = idF et g ◦ f = idE, et f ◦ h = idF et h ◦ f = idE.

On a : g = g ◦ idF = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idE ◦ h = h. K

Propriété 6.5 - (Propriétés des bijections réciproques). Soient f ∈ FE et g ∈ GF deux
applications.

1/ Si f est bijective, alors f−1 est bijective et (f−1)
−1

= f .

2/ Si f et g sont bijectives, alors (g ◦ f) est bijective et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Preuve. Repose sur des simples véri�cations. K

Exemples.

å La fonction racine carrée (de R+ dans R+) est la bijection réciproque de la fonction carrée (de R+

dans R+).

å La fonction logarithme népérien (de R∗
+ dans R) est la bijection réciproque de la fonction exponen-

tielle (de R dans R∗
+).

å C'est l'occasion de rappeler que les fonctions carrée (de C dans C) et exponentielle (de C dans C∗)
n'étant pas bijectives, elles n'admettent pas de réciproque ; dans ce contexte, il serait donc hautement
délirant d'écrire un nombre complexe sous une �√ � ou derrière un � ln� !
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å La fonction inverse (de R∗
+ dans R∗

+) est sa propre bijection réciproque (pour tout réel x non nul,
l'inverse de l'inverse de x est x lui-même). Une bijection qui est sa propre réciproque est appelée une
involution. D'autres exemples d'involution sont la conjugaison complexe, ou une symétrie centrale.
Plus précisément :

Définition 6.10 - Soit E un ensemble. Une involution de E est une application f de E dans E
telle que : f ◦ f = idE.

Propriété 6.6 - Soit E un ensemble. Toute involution de E est bijective, et est sa propre bijection
réciproque.

Preuve. Corollaire immédiat de la dé�nition d'involution et du théorème 6.1. K

6.4 Epilogue

6.4.1 Fonctions indicatrices

Définition 6.11 - Soient E un ensemble, et A une partie de E. La fonction indicatrice de A

est l'application de {0, 1}E notée 1A dé�nie en posant :

∀x ∈ E, 1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0 si x /∈ A

Propriété 6.7 - Soient E un ensemble, et A et B deux parties de E. On a :

1) 1Ā = 1− 1A ; 2) 1A∩B = 1A × 1B ; 3) 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B

Preuve. Soient E un ensemble, et A et B deux parties de E.

1) Soit x un élément de E.

Si x ∈ A, alors 1− 1A(x) = 0 et 1Ā(x) = 0 (puisqu'alors x /∈ Ā).

Sinon, on a x /∈ A d'où 1− 1A(x) = 1 et 1Ā(x) = 1.

Conclusion. ∀x ∈ E, 1Ā(x) = 1− 1A(x), soit : 1Ā = 1− 1A

2) Soit x un élément de E.

Si x ∈ A ∩B, alors 1A∩B(x) = 1 et 1A(x)× 1B(x) = 1.

Sinon, on a x /∈ A ou x /∈ B d'où 1A∩B(x) = 0 et 1A(x) × 1B(x) = 0 (puisqu'alors on a 1A(x) = 0 ou
1B(x) = 0).

Conclusion. ∀x ∈ E, 1A∩B(x) = 1A(x)× 1B(x), soit : 1A∩B = 1A × 1B

3) Soit x un élément de E.

ä Si x ∈ A ∪B, alors 1A∪B(x) = 1. Puis on distingue deux cas : x ∈ A ∩B et x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B).

ã Dans le premier cas (x ∈ A ∩ B) : alors 1A(x) = 1, 1B(x) = 1 et 1A∩B(x) = 1. D'où : 1A(x) +
1B(x)− 1A∩B(x) = 1.
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ã Dans le second cas (x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B)) : on distingue deux sous-cas. Soit (x ∈ A) ∧ (x /∈ B),
soit (x ∈ B)∧ (x /∈ A). Dans le premier de ces sous-cas on a : 1A(x) = 1, 1B(x) = 0 et 1A∩B(x) = 0.
D'où : 1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x) = 1. Le second se traite de manière analogue (ou en observant que
A et B jouent des rôles symétriques).

En résumé : ∀x ∈ A ∪B, 1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x)

ä Si x /∈ A ∪B, alors x /∈ A et x /∈ B. D'où : 1A∪B(x) = 0, 1A(x) = 0, 1B(x) = 0 et 1A∩B(x) = 0.

Il s'ensuit que : ∀x ∈ E\A ∪B, 1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x)

Conclusion. ∀x ∈ E, 1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x)− 1A∩B(x), soit : 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B K

Théorème 6.2 - L'application

φ : P (E) // {0, 1}E

A � // 1A

est bijective.

Preuve. ä Injectivité. Pour deux parties A et B de E, on a : [1A = 1B] ⇐⇒ [A = B] (lemme). Ce
qui établit l'injectivité de φA.

Lemme. Soient A et B deux parties de E. On a : [1A 6 1B]⇐⇒ [A ⊂ B].

Preuve du lemme : montrons l'implication [1A 6 1B] =⇒ [A ⊂ B]. On fait donc l'hypothèse que : 1A 6 1B. Soit

x un élément de A. Alors 1A(x) = 1, et d'après notre hypothèse : 1B(x) = 1, ce qui signi�e que x ∈ B. D'où

l'inclusion A ⊂ B, ce qui établit la première implication.

Réciproquement, supposons que A ⊂ B. Soit x ∈ E. Alors x ∈ A ou x /∈ A. Dans le premier cas : x ∈ A donc

1A(x) = 1 ; et comme A ⊂ B, on a aussi x ∈ B donc 1B(x) = 1. En particulier : 1A(x) 6 1B(x).

Dans le second cas : x /∈ A donc 1A(x) = 0, donc 1A(x) 6 1B(x) (puisqu'une fonction indicatrice prend

comme valeur 0 ou 1).

Par suite ∀x ∈ E, 1A(x) 6 1B(x). Ce qui établit la réciproque et achève la preuve du lemme.

ä Surjectivité. Soit f ∈ {0, 1}E. Posons A = f−1 ({1}), et montrons que f = 1A.

Soit x un élément de E. Alors x est un antécédent de 1 ou de 0 par f .

� Si x est un antécédent de 1 par f , alors x ∈ A donc f(x) = 1 et 1A(x) = 1.

� Sinon, x est un antécédent de 0 par f , donc x /∈ A donc f(x) = 0 et 1A(x) = 0.

Par conséquent : ∀x ∈ E, f(x) = 1A(x). Donc : f = φ (A). Ce qui prouve que φ est surjective.

Conclusion : l'application φ : P (E) // {0, 1}E

A � // 1A

est bijective. K
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6.4.2 Deux pseudo-réciproques. . .

Les propriétés ci-dessous, qui constituent des exercices classiques, sont à rapprocher des propriétés a�rmant
que les notions d'injectivité et de surjectivité sont stables par composition.

Propriété 6.8 - Soient E, F et G trois ensembles, et soient f ∈ FE et g ∈ GF .

On a :

1/ [g ◦ f injective] =⇒ [f injective]

2/ [g ◦ f surjective] =⇒ [g surjective]

Preuve. 1/ Soient x et x′ deux éléments de E. Supposons que f(x) = f(x′). Alors : (g ◦ f) (x) =

(g ◦ f) (x′). Puisque g ◦ f est injective par hypothèse, on en déduit que x = x′.

Finalement : ∀ (x, x′) ∈ E2, [f(x) = f(x′)] =⇒ [x = x′]. Ce qui signi�e que f est injective.

Ainsi : [g ◦ f injective] =⇒ [f injective].

2/ Soit z ∈ G. Puisque g◦ f est surjective par hypothèse, il existe un élément x de E tel que : g (f(x)) = z.
D'où z ∈ g (F ), ce qui signi�e que g est surjective.

Ainsi : [g ◦ f surjective] =⇒ [g surjective]. K



Chapitre 7

Fonctions circulaires réciproques

7.1 Fonctions à valeurs réelles bijectives

Propriété 7.1 - Soit f : I −→ R une fonction dé�nie sur un intervalle non vide de R. Si f est
strictement monotone sur I, alors f réalise une bijection de I vers f (I).

Preuve. La surjectivité provient de ce que l'on choisit f(I) comme codomaine, et l'injectivité de la

stricte monotonie. K
Exemple : la fonction exp réalise une bijection de R vers R∗

+.

Propriété 7.2 - La bijection réciproque d'une fonction strictement croissante (resp. décroissante)
est strictement croissante (resp. décroissante).

Preuve. On suppose que f : I −→ f(I) est une fonction dé�nie sur un intervalle I et à valeurs réelles,
bijective et strictement croissante. Montrons que f−1 est strictement croissante.

Soient a et b deux réels de f(I) tels que a < b.

Supposons f−1(a) > f−1(b) (♠).
Alors, f étant croissante, on en déduit que : f (f−1(a)) > f (f−1(b)), soit a > b, ce qui est en

contradiction avec l'hypothèse initiale (a < b). Ceci implique que l'assertion (♠) est fausse.

Par suite f−1(a) < f−1(b). En résumé, on a établi l'implication : ∀ (a, b) ∈ (f(I))2 , (a < b) =⇒
(f−1(a) < f−1(b)).

Conclusion : sous les hypothèses de l'énoncé, si f est strictement croissante, alors f−1 est strictement
croissante.

La propriété �si f est bijective et strictement décroissante, alors f−1 est strictement décroissante� se déduit

du raisonnement précédent, en modi�ant un seul signe. . . K
Propriété 7.3 - La bijection réciproque d'une fonction impaire est impaire.

Remarque : arrêtez-vous deux secondes pour vous demander pourquoi l'énoncé ci-dessus n'a aucune
chance de tenir si l'on remplace �impaire� par �paire� !
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Preuve. ä Montrons que si f est impaire, alors f−1 l'est.

On suppose que f : I −→ f(I) est une bijection impaire (en particulier, I est symétrique par rapport
à zéro).

ä Pour établir l'imparité de f−1, on commence par établir que f(I) est symétrique par rapport à
zéro.

Si y est dans f(I), alors il existe un élément x de I tel que : y = f(x). D'où −y = −f(x) = f (−x)
(f étant impaire). Or (−x) ∈ I, puisque x ∈ I et I est supposé symétrique par rapport à zéro. Donc
−y ∈ f(I).

En résumé, on a établi l'implication : (y ∈ f(I)) =⇒ (−y ∈ f(I)).

D'où f(I) est symétrique par rapport à zéro .

ä Ceci fait, il ne reste plus qu'à véri�er que : ∀ y ∈ f(I), f−1 (−y) = −f−1(y).

Soit y ∈ f(I). D'une part : f (f−1 (−y)) = −y (♠) puisque f ◦ f−1 = idf(I).

D'autre part : f (−f−1(y)) = −f (f−1(y)) (f étant impaire). D'où : f (−f−1(y)) = −y (♣).

D'après (♠) et (♣) : f (−f−1(y)) = f (f−1 (−y)). Puisque f est injective (car bijective), on en déduit que :
−f−1(y) = f−1 (−y).

Conclusion. Sous les hypothèses de l'énoncé, si f est impaire, alors f−1 est impaire. K

Propriété 7.4 - Soit f : I −→ f (I) une fonction bijective dé�nie sur un intervalle non vide de R,
et soit a ∈ I. Si f est dérivable en a et f ′(a) 6= 0, alors f−1 est dérivable en f(a) et :

(f−1)
′
(f(a)) =

1

f ′ (a)

Preuve. Prouvons la propriété. Soient f , I et a comme dans l'énoncé. La fonction f−1◦f est dérivable sur
I, puisque pour tout réel x ∈ I on a : (f−1 ◦ f) (x) = x. Il s'ensuit en particulier que : (f−1 ◦ f)′ (a) = 1.

Par ailleurs, en admettant la dérivablité de f−1 en f(a), on a : (f−1 ◦ f)′ (a) = (f−1)
′
(f (a)) × f ′(a), en

vertu de la propriété donnant la dérivée d'une composée de fonctions dérivables.

On déduit des deux identités précédentes que : (f−1) (f (a))× f ′(a) = 1.

D'où : (f−1)
′
(f(a)) =

1

f ′ (a)
(car f ′(a) 6= 0). K

Les 4 propriétés ci-dessus sont des outils fort pratiques pour dé�nir et étudier les réciproques des fonctions
trigonométriques ; c'est l'objet du paragraphe suivant.
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7.2 Fonctions trigonométriques réciproques

7.2.1 La fonction arccosinus

La fonction cosinus réalise une bijection de [0; π] dans [−1; 1] ; sa bijection réciproque est appelée fonction
arccosinus et est notée arccos (plutôt que cos−1, notation que vous avez sans doute déjà vue sur vos
calculatrices).

La fonction arccosinus est �explicitement� donnée par la construction de �g� dans le théorème 6.1 page
142 du chapitre précédent. Précisément :

arccos : [−1; 1] −→ [0; π]

y 7−→ unique solution dans [0; π]
de l'équation cos(x) = y

Il résulte de la dé�nition que (attention aux intervalles !) :

[∀ x ∈ [−1; 1] , cos (arccos (x)) = x] ∧ [∀ x ∈ [0;π] , arccos (cos (x)) = x]

Quelques valeurs : arccos (0) =
π

2
; arccos (1) = 0 ; arccos (−1) = π ; arccos

(
cos
( π
12

))
=

π

12
; mais

attention : arccos

(
cos

(
3π

2

))
=
π

2
.

Propriété 7.5 - La fonction arccos est strictement décroissante sur [−1, 1].

Preuve. La fonction arccos est la bijection réciproque de la fonction cos restreinte à [0, π]. Puisque cette
dernière est strictement décroissante sur [0, π], arccos est strictement décroissante sur [−1, 1] en vertu de
la propriété 7.2 (qui a�rme qu'une bijection strictement monotone et sa bijection réciproque ont le même

sens de variation. K

Propriété 7.6 - La fonction arccos est dérivable sur ]−1, 1[, et : ∀x ∈ ]−1, 1[, arccos′(x) = −1√
1− x2

.

Preuve. Soit x un réel de ] − 1, 1[. Il existe un unique réel a ∈ ]0, π[ tel que : x = cos(a). Puisque la
fonction cos est dérivable en a, et que sa dérivée (-sin) ne s'annule pas en a, 1 il résulte de la propriété 7.4
que la fonction arccos est dérivable en cos(a) et que :

arccos′(cos(a)) =
−1

sin(a)

Or d'après la relation fondamentale de la trigonométrie : sin2(a) = 1−cos2(a), d'où : |sin(a)| =
√

1− cos2(a).
En observant que sin(a) est positif (puisque a ∈ ]0, π[), on en déduit que : sin(a) =

√
1− cos2(a). Ainsi :

arccos′(cos(a)) =
−1√

1− cos2(a)

En revenant à notre variable initiale, on a donc : arccos′(x) =
−1√
1− x2

.

1. − sin(a) 6= 0 puisque 0 < a < π.
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Le réel x étant un réel arbitraire de ] − 1, 1[ dans le raisonnement précédent, on a établi que la fonction

arccos est dérivable sur ]− 1, 1[, et que : ∀x ∈ ]− 1, 1[, arccos′(x) =
−1√
1− x2

. K

Remarque. La propriété précédente ne dit rien sur la dérivabilité (ou non) de la fonction arccos en ±1.
De fait, arccos n'est dérivable ni en −1, ni en 1. Une preuve de cette a�rmation repose sur une propriété
que nous verrons ultérieurement (le théorème des accroissements �nis). Un argument (qui n'est pas une
preuve rigoureuse) graphique consiste à observer que la courbe représentative de la fonction arccos possède
aux points d'abscisses −1 et 1 des demi-tangentes verticales.

Corollaire 7.1 - (DL à l'ordre 1 en 0 de arccos).

∀h ∈ ]− 1, 1[, arccos(h) =
π

2
− h+ hε(h) et ∀n ∈ N\ {0, 1} , arccos

(
1

n

)
=
π

2
− 1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
avec lim

h→0
ε(h) = 0

Preuve. Conséquence immédiate du théorème 5.2 page 116 et de la propriété précédente. K

7.2.2 La fonction arcsinus

La fonction sinus réalise une bijection de [−π/2;π/2] dans [−1; 1] ; sa bijection réciproque est appelée
fonction arcsinus et est notée arcsin. La fonction arcsinus est donnée par :

arcsin : [−1; 1] −→ [−π/2; π/2]
y 7−→ unique solution dans [−π/2;π/2]

de l'équation sin(x) = y

Il résulte de la dé�nition que (re-attention aux intervalles !) :

[∀ x ∈ [−1; 1] , sin (arcsin (x)) = x] ∧ [∀ x ∈ [−π/2;π/2] , arcsin (sin (x)) = x]

Quelques valeurs : arcsin (0) = 0 ; arcsin (1) =
π

2
; arcsin (−1) = −π

2
; arcsin

(
sin
( π
12

))
=

π

12
; mais

attention : arcsin

(
sin

(
2π

3

))
=
π

3
.

Propriété 7.7 - La fonction arcsin est strictement croissante sur [−1, 1].

Preuve. La fonction arcsin est la bijection réciproque de la fonction sin restreinte à [−π/2;π/2]. Puisque
cette dernière est strictement croissante sur [−π/2;π/2], arcsin est strictement croissante sur [−1, 1] en
vertu de la propriété 7.2. K
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Propriété 7.8 - La fonction arcsin est impaire.

Preuve. La fonction arcsin est la bijection réciproque de la fonction sin restreinte à [−π/2; π/2]. Puisque
cette dernière est impaire, arcsin est impaire en vertu de la propriété 7.3. K

Propriété 7.9 - La fonction arcsin est dérivable sur ]−1, 1[, et : ∀x ∈ ]−1, 1[, arcsin′(x) = 1√
1− x2

.

Preuve. Soit x un réel de ]− 1, 1[. Il existe un unique réel a ∈
]
− π

2
,
π

2

[
tel que : x = sin(a). Puisque

la fonction sin est dérivable en a, et que sa dérivée (cos) ne s'annule pas en a, il résulte de la propriété 7.4
que la fonction arcsin est dérivable en sin(a) et que :

arcsin′(sin(a)) =
1

cos(a)

Or d'après la relation fondamentale de la trigonométrie : cos2(a) = 1−sin2(a), d'où : |cos(a)| =
√
1− sin2(a).

En observant que cos(a) est positif (puisque a ∈
]
− π

2
,
π

2

[
), on en déduit que : cos(a) =

√
1− sin2(a).

Ainsi :

arcsin′(sin(a)) =
1√

1− sin2(a)

En revenant à notre variable initiale, on a donc : arcsin′(x) =
1√

1− x2
.

Le réel x étant un réel arbitraire de ] − 1, 1[ dans le raisonnement précédent, on a établi que la fonction

arcsin est dérivable sur ]− 1, 1[, et que : ∀x ∈ ]− 1, 1[, arcsin′(x) =
1√

1− x2
. K

Remarque. La propriété précédente ne dit rien sur la dérivabilité (ou non) de la fonction arcsin en ±1.
De nouveau, nous pourrons prouver que la fonction arcsin n'est dérivable ni en −1, ni en 1.

Corollaire 7.2 - (DL à l'ordre 1 en 0 de arcsin).

∀h ∈ ]− 1, 1[, arcsin(h) = h+ hε(h) et ∀n ∈ N\ {0, 1} , arcsin
(
1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
avec lim

h→0
ε(h) = 0

Preuve. Conséquence immédiate du théorème 5.2 page 116 et de la propriété précédente. K

Remarque. On peut observer (ce serait même un crime de ne pas le faire !) que les fonctions arccos et
arcsin ont la même dérivée, au signe près. Une application de cette observation est la question standard
suivante.
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Exercice classique. Montrer que : ∀x ∈ [−1, 1], arccos(x) + arcsin(x) =
π

2

Preuve. Notons f la fonction dé�nie en posant : ∀x ∈ [−1, 1], f(x) = arccos(x)+arcsin(x). La fonction

f est dérivable sur ] − 1, 1[, et : ∀x ∈ ] − 1, 1[, f ′(x) =
−1√
1− x2

+
1√

1− x2
= 0. On en déduit que f

est constante sur ]− 1, 1[. Pour déterminer la valeur de cette constante, il su�t de calculer (par exemple)

f(0). 2 Par dé�nition : f(0) = arccos(0) + arcsin(0) =
π

2
.

On a donc établi que : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) =
π

2
, càd : ∀x ∈ ]− 1, 1[, arccos(x) + arcsin(x) =

π

2
.

Pour �fermer les crochets�, on peut observer que :

f(1) = arccos(1) + arcsin(1) = 0 +
π

2
=
π

2
et f(−1) = arccos(−1) + arcsin(−1) = π +

(
−π
2

)
=
π

2

Ainsi : ∀x ∈ [−1, 1] , arccos(x) + arcsin(x) =
π

2
K

7.2.3 La fonction arctangente

La fonction tangente réalise une bijection de
]
− π

2
;
π

2
[ dans R ; sa bijection réciproque est appelée

arctangente et est notée arctan (plutôt que tan−1).

La fonction arctangente est donnée par :

arctan : R −→
]
− π

2
;
π

2
[

y 7−→ unique solution dans
]
− π

2
;
π

2
[

de l'équation tan(x) = y

Il résulte de la dé�nition que (re-re-attention aux intervalles !) :

[∀ x ∈ R, tan (arctan (x)) = x] ∧
[
∀ x ∈

]
− π

2
;
π

2
[ , arctan (tan (x)) = x

]

Quelques valeurs : arctan (0) = 0 ; arctan (1) =
π

4
; arctan (−1) = −π

4
; arctan

(√
3
)
=
π

3
;

arctan
(
tan
( π
12

))
=

π

12
; mais, attention (ce n'est plus une surprise) : arctan

(
tan

(
5π

4

))
=
π

4
.

Propriété 7.10 - La fonction arctan est strictement croissante sur R.

Preuve. La fonction arctan est la bijection réciproque de la fonction tan restreinte à
]
− π

2
,
π

2

[
. Puisque

cette dernière est strictement croissante sur
]
− π

2
,
π

2

[
, arctan est strictement croissante sur R en vertu

de la propriété 7.2. K
2. Ou l'image par f de n'importe quel réel appartenant à ]− 1, 1[.
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Propriété 7.11 - La fonction arctan est impaire.

Preuve. La fonction arctan est la bijection réciproque de la fonction tan restreinte à
]
− π

2
,
π

2

[
. Puisque

cette dernière est impaire, arctan est impaire en vertu de la propriété 7.3. K

Propriété 7.12 - La fonction arctan est dérivable sur R, et : ∀x ∈ R, arctan′(x) =
1

1 + x2
.

Preuve. Soit x un réel. Il existe un unique réel a ∈
]
− π

2
,
π

2

[
tel que : x = tan(a). Puisque la fonction

tan est dérivable en a, et que sa dérivée (1+tan2) ne s'annule pas en a, il résulte de la propriété 7.4 que
la fonction arctan est dérivable en tan(a) et que :

arctan′(tan(a)) =
1

1 + tan2(a)

En revenant à notre variable initiale, on a donc : arctan′(x) =
1

1 + x2
.

Le réel x étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on a établi que la fonction arctan est dérivable

sur R, et que : ∀x ∈ R, arctan′(x) =
1

1 + x2
. K

Corollaire 7.3 - (DL à l'ordre 1 en 0 de arctan).

∀h ∈ R, arctan(h) = h+ hε(h) et ∀n ∈ N∗, arctan

(
1

n

)
=

1

n
+

1

n
ε

(
1

n

)
avec lim

h→0
ε(h) = 0

Preuve. Conséquence immédiate du théorème 5.2 page 116 et de la propriété précédente. K
On achève ce paragraphe consacré à la fonction arctangente avec une propriété remarquable de cette
dernière.

Exercice classique. Montrer que : ∀x ∈ R∗, arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=
π

2
sgn(x)

où sgn(x) est égal à 1 si x > 0, et égal à −1 si x < 0.

Preuve. Notons f la fonction dé�nie en posant : ∀x ∈ R∗, f(x) = arctan(x)+arctan

(
1

x

)
. La fonction

f est dérivable sur R∗ (théorèmes généraux), et : ∀x ∈ R∗, f ′(x) =
1

1 + x2
+
−1/x2

1 +
1

x2

= 0. On en déduit

que f est constante sur chacun des intervalles R∗
+ et R∗

−.

Pour déterminer la valeur de ces constante, il su�t de calculer (par exemple) f(1) et f(−1).
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Par dé�nition : f(1) = arctan(1) + arctan(1) =
π

4
+
π

4
=
π

2
. Et par �imparité� : f(−1) = −π

2
.

Ainsi : ∀x > 0, arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=
π

2
et ∀x < 0, arctan(x) + arctan

(
1

x

)
= −π

2
K

7.2.4 Bilan sur les fonctions circulaires réciproques

ä La fonction arccosinus (arccos).

arccos est dé�nie sur [−1; 1] par : arccos : [−1; 1] // [0; π]

x � // y

(où y : unique solution dans [0; π] de cos(y) = x).

La fonction arccos est dérivable (et même de classe C 1) sur ]− 1; 1 [ , et
n'est pas dérivable en 1, ni en −1.

De plus : ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ , arccos′x = − 1√
1− x2

.

La fonction arccos est strictement décroissante sur [−1; 1].

La tangente à la courbe représentative Carccos au point d'abscisse 0 a pour
équation y =

π

2
− x, et Carccos est située au-dessus (resp. en-dessous) de

cette tangente sur [−1; 0] (resp. sur [0; 1]).

x

arccos′x

arccos x

−1 1
−

π

0

ä La fonction arcsinus (arcsin).

arcsin est dé�nie sur [−1; 1] par : arcsin : [−1; 1] //
[
−π
2
;
π

2

]
x � // y

(où y : unique solution dans
[
−π
2
;
π

2

]
de sin(y) = x).

La fonction arcsin est impaire, dérivable (et même de classe C 1) sur
]− 1; 1 [ , et n'est pas dérivable en 1, ni en −1.

De plus : ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ , arcsin′x =
1√

1− x2
.

La fonction arcsin est strictement croissante sur [−1; 1].

La tangente à la courbe représentative Carcsin au point d'abscisse 0 a pour
équation y = x, et Carcsin est située au-dessus (resp. en-dessous) de cette
tangente sur [0; 1] (resp. sur [−1; 0]).

x

arcsin′x

arcsin x

−1 10

−π/2

π/2

0

+
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ä La fonction arctangente (arctan).

arctan est dé�nie sur R par : arctan : R // ]− π

2
;
π

2
[

x � // y

(où y : unique solution dans ]− π

2
;
π

2
[ de tan(y) = x).

La fonction arctan est impaire, dérivable (et même de classe C 1) sur
R.
De plus : ∀ x ∈ R, arctan′x =

1

1 + x2
.

La fonction arctan est strictement croissante sur R.

De plus elle est bornée (entre −π/2 et π/2).

La tangente à la courbe représentative Carctan au point d'abscisse 0 a
pour équation y = x, et Carctan est située au-dessus (resp. en-dessous) de
cette tangente sur R− (resp. sur R+).

La courbe Carctan admet au voisinage de +∞ (resp. de −∞) une asymp-
tote horizontale d'équation y = π/2 (resp. y = −π/2).

x

arctan′x

arctan x

−∞ +∞0
+

−π/2

+π/2

0

ä On achève ce paragraphe par les courbes représentatives des fonctions circulaires réciproques.
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Arccosinus (arccos)

x

arccos′x

arccos x

−1 1
−

π

0

Arcsinus (arcsin)

x

arcsin′x

arcsin x

−1 10

−π/2

π/2

0

+

Arctangente (arctan)

x

arctan′x

arctan x

−∞ +∞0
+

−π/2

+π/2

0
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7.3 Epilogue

7.3.1 Exercice classique : arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

)
= arctan

(
7

11

)

Montrons que : arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

)
= arctan

(
7

11

)
.

En utilisant la formule d'addition pour la fonction tangente (et le fait que tan ◦ arctan = idR), on
obtient :

tan

(
arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

))
=

1

3
+

1

4

1− 1

3
× 1

4

=
7/12

11/12
.

D'où : tan

(
arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

))
=

7

11
.

On a donc : tan

(
arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

))
= tan

(
arctan

(
7

11

))
.

Par suite : arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

)
= arctan

(
7

11

)
[π].

On peut conclure en notant 3 que arctan (7/11) ∈ [0, π/2 [ , et que arctan (1/3) et arctan (1/4) sont dans
[0, π/4 [ .

Par suite : arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

4

)
= arctan

(
7

11

)

7.3.2 Somme d'une série

Le but de l'exercice ci-dessous est de calculer :

lim
n−→+∞

[
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)]

1/ Soit p un entier naturel. Calculer : δp = arctan (p+ 1)− arctan (p)

2/ Pour tout entier naturel n, on pose : Sn =
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
Calculer Sn, puis la limite de Sn lorsque n tend vers +∞.

3. Comme dans la récente question de cours.
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Corrigé.

1/ Soit p un entier naturel. On a : tan (arctan(p+ 1)− arctan(p)) =
(p+ 1)− p
1 + (p+ 1) p

soit : tan (arctan(p+ 1)− arctan(p)) =
1

p2 + p+ 1

L'idée est maintenant d'appliquer la fonction arctangente aux deux membres de cette égalité. Il su�t pour
cela d'observer que arctan(p+1)− arctan(p) appartient à [0, π/2 [ (essentiellement en lisant le tableau de

variation de la fonction arctangente). De même, le réel arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
est dans [0, π/2 [ .

On en déduit que : ∀ p ∈ N, arctan(p+ 1)− arctan(p) = arctan

(
1

p2 + p+ 1

)

2/ D'après la question précédente :

∀n ∈ N,
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
=

n∑
p=0

arctan(p+ 1)− arctan(p)

⇐⇒ ∀n ∈ N,
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
= arctan(n+ 1)− arctan(0)

Conclusion : ∀n ∈ N,
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
= arctan(n+ 1)

Par suite, comme la fonction arctangente tend vers
π

2
en +∞ : lim

n−→+∞

[
n∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)]
=
π

2

Remarque : un peu plus tard dans l'année, nous traduirons ce dernier résultat en disant que la série de

terme général arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
est convergente et a pour somme π/2, et nous le noterons

+∞∑
p=0

arctan

(
1

p2 + p+ 1

)
=
π

2
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7.3.3 Formule de Machin

Exercice � (Formule de Machin). 4

1) Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y. Montrer que : arctan

(
x

y

)
+ arctan

(
y − x
y + x

)
=
π

4
.

2) Calculer A = 4arctan

(
1

5

)
.

3) Montrer que : 4arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
=
π

4
.

Corrigé.

1) Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y.

D'après la formule d'addition pour la tangente, on a :

tan

(
arctan

(
x

y

)
+ arctan

(
y − x
y + x

))
=

x

y
+
y − x
y + x

1− x

y
× y − x
y + x

=

(
x(y + x) + (y − x)y

y(y + x)

)
(
y(y + x)− x(y − x)

y(y + x)

) =

(
x2 + y2

y(y + x)

)
(
x2 + y2

y(y + x)

) = 1.

D'autre part : tan (π/4) = 1.

On en déduit que : arctan

(
x

y

)
+ arctan

(
y − x
y + x

)
=
π

4
[π].

Les hypothèses faites sur les réels x et y permettent alors d'a�rmer que les réels
x

y
et
y − x
y + x

sont strictement

compris entre 0 et 1. Donc les images par la fonction arctangente de ces deux derniers réels appartiennent à

l'intervalle ]0, π/4[ ; par suite leur somme est dans l'intervalle ]0, π/2[, et à plus forte raison : arctan

(
x

y

)
+

arctan

(
y − x
y + x

)
∈ ] 0, π [ .

Puisque arctan

(
x

y

)
+ arctan

(
y − x
y + x

)
=
π

4
[π] et que les deux réels intervenant dans cette congruence

appartiennent au même intervalle ]0, π[, on peut conclure qu'ils sont égaux.

Conclusion : ∀ (x, y) ∈ R2, [0 < x < y] =⇒
[
arctan

(
x

y

)
+ arctan

(
y − x
y + x

)
=
π

4

]
.

2) On a : tan

(
2arctan

(
1

5

))
=

2/5

1− (1/5)2
=

2/5

24/25
=

5

12
.

D'où : tan

(
4arctan

(
1

5

))
= tan

(
2× 2arctan

(
1

5

))
=

5/6

1− (5/12)2
=

5/6

119/144
=

120

119
.

4. John Machin fut un mathématicien anglais du 18ème siècle (1680-1751), notamment connu pour avoir démontré en
1706 la formule que l'on vous demande d'établir dans cet exercice, qui lui a permis d'obtenir une remarquable (pour l'époque)
approximation du nombre π (100 décimales).
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On en déduit que : 4arctan

(
1

5

)
= arctan

(
120

119

)
[π].

Puisque 1/5 est strictement compris entre 0 et 1, son image par la fonction arctangente appartient à

l'intervalle ]0, π/4[ ; par suite 4arctan

(
1

5

)
∈ ] 0, π [ .

Puisque 4arctan

(
1

5

)
= arctan

(
120

119

)
[π], et que les deux réels intervenant dans cette congruence appar-

tiennent au même intervalle ]0, π[, on peut conclure qu'ils sont égaux.

Conclusion : 4arctan

(
1

5

)
= arctan

(
120

119

)
.

3) D'après la relation de la question 1, appliquée à x = 119 et y = 120 on a :

arctan

(
119

120

)
+ arctan

(
1

239

)
=
π

4

Par ailleurs : arctan

(
119

120

)
=
π

2
− arctan

(
120

119

)
. 5 D'où : arctan

(
119

120

)
=
π

2
− 4arctan

(
1

5

)
.

On déduit de ce qui précède que :
π

2
− 4arctan

(
1

5

)
+ arctan

(
1

239

)
=
π

4
.

Ainsi : 4arctan

(
1

5

)
− arctan

(
1

239

)
=
π

4
.

7.3.4 Problème des 13 réels

Exercice.

1/ Calculer la valeur exacte de tan(π/12).

2/ Soient x1,. . . , x13 treize réels arbitraires. Etablir que :

∃ (i, j) ∈ [[ 1, 13 ]], i 6= j, 0 6 xj − xi
1 + xixj

6 2−
√
3

Corrigé.

1/ Pour déterminer la valeur exacte de tan(π/12), on peut observer que
π

12
=
π

3
− π

4
, et utiliser la formule

de soustraction pour la tangente :

tan
( π
12

)
=

tan
(π
3

)
− tan

(π
4

)
1 + tan

(π
3

)
tan
(π
4

) =

√
3− 1

1 +
√
3
=

(
√
3− 1)2

2
=

4− 2
√
3

2
= 2−

√
3

Ainsi : tan
( π
12

)
= 2−

√
3. 6

5. Puisque : ∀x ∈ R∗, arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=
π

2
sgn(x).

6. Quelle merveilleuse coïncidence !. . .
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2/ Il s'agit entre autres d'exploiter la remarquable coïncidence observée à la question précédente. . .
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Chapitre 8

Méthodes de calcul intégral

8.1 Fonctions de classe C 1, C n, C∞

Définition 8.1 - Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et à valeurs réelles.

ã f est de classe C 1 sur I si f est dérivable sur I et f ′ est continue sur I.

ã Plus généralement pour n ∈ N, f est de classe C n sur I lorsque f , f ′,. . . , f (n−1) sont
dérivables sur I, et f (n) est continue sur I.

ã En�n f est de classe C ∞ sur I lorsque f admet une dérivée à tout ordre sur I (c'est-à-dire
si f (n) existe pour tout entier naturel n).

Remarques : une fonction de classe C 0 sur I est une fonction continue sur I. Une fonction de classe
C 1 (resp. C n, resp. C ∞) est dite continûment dérivable (resp. n fois continûment dérivable, resp.
indé�niment dérivable) sur I.

Notation. On note C 1 (I,R) (resp. C n (I,R), resp. C ∞ (I,R)) l'ensemble des fonctions de classe C 1 (resp.
C n, resp. C ∞) sur I.

Il résulte des dé�nitions que l'on a une chaîne d'inclusions :

C ∞ (I,R) ⊂ · · · ⊂ C n+1 (I,R) ⊂ C n (I,R) ⊂ C n−1 (I,R) ⊂ · · · ⊂ C 1 (I,R) ⊂ C 0 (I,R)

On dispose par ailleurs de théorèmes généraux sur les fonctions de classe C N , que l'on peut énoncer un
peu informellement comme suit :

Théorème 8.1 - (Théorème général 1 sur les fonctions de classe C N). Soit N ∈ N ∪ {∞}.
Les fonctions usuelles sont de classe C N sur leurs ensembles de dérivabilité respectifs.

En particulier, les fonctions exp, sin, cos, th, arctan, polynomiales sont de classe C ∞ sur R ; les fonction
ln et �√ � sont de classe C ∞ sur R∗

+ ; les fonctions arcsin et arccos sont de classe C ∞ sur ] − 1, 1 [ ; la
fonction valeur absolue est de classe C ∞ sur R∗.

Théorème 8.2 - (Théorème général 2 sur les fonctions de classe C N). Soit N ∈ N∪{∞}. La
somme, le produit, le quotient (partout où il est dé�ni), la composée (sous réserve qu'elle soit dé�nie)
de fonctions de classe C N est une fonction de classe C N .
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Ce second énoncé provient par récurrence des propriétés analogues sur les fonctions dérivables (une fois !).

Exemples : la fonction x 7−→ x2e1/x est de classe C ∞ sur R∗. La fonction x 7−→ sin (x− 1) ln (1 + x2) est
de classe C ∞ sur R. . .

8.2 Primitives

Définition 8.2 - Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et à valeurs réelles. Une primitive
de F sur I est une fonction F dérivable sur I telle que F ′ = f .

Exemples : la fonction ln est une primitive de la fonction inverse sur R∗
+. La fonction (− cos) est une

primitive de sin sur R.

Propriété 8.1 - Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et à valeurs réelles. Deux primitives
de f sur I di�èrent d'une constante.

Explicitement, si F et G sont deux primitives de f sur I, alors : ∃K ∈ R, ∀x ∈ I, F (x)−G(x) = K.

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé : F ′ = G′ d'où (F −G)′ = 0 donc (F −G) est constante. K

Propriété 8.2 - Soient f et g deux fonctions dé�nies sur un intervalle I et à valeurs réelles.

Si F et G désignent des primitives respectives de f et g sur I, alors F +G est une primitive de f + g

sur I ; λF est un primitive de λf (pour tout réel λ) sur I. Il revient au même de dire que pour tout
couple de réels (λ, µ), la fonction λF + µG est une primitive de λf + µg sur I.

Preuve. Véri�cations immédiates. K

Théorème 8.3 - (Théorème fondamental) Toute fonction continue sur un intervalle I admet
une primitive sur I (donc une in�nité de primitives sur I).

Explicitement, la fonction x ∈ I 7−→
∫ x

a

f(t) dt est la primitive de f sur I s'annulant en a (avec

a ∈ I).

Remarque : ce théorème, dont je vous ai donné une idée de la preuve en cours, ne peut être démontré
rigoureusement qu'une fois la notion d'intégrale elle-même dé�nie rigoureusement, ce qui sera fait au
second semestre dans le cadre des compléments sur l'intégration que nous verrons alors.
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8.3 Primitives usuelles

Fonction f Primitives F

xα (α 6= −1) 1

α + 1
xα+1 + c

1

x
ln |x|+ c

1

x2
−1

x
+ c

1

xn
(n 6= 1)

−1
(n− 1)xn−1

+ c

1√
x

2
√
x+ c

ex ex + c

eax+b
1

a
eax+b + c

sin (x) − cos (x) + c

cos (x) sin (x) + c

sin (ax+ b) −1

a
cos (ax+ b) + c

cos (ax+ b)
1

a
sin (ax+ b) + c

1

cos2 (x)
tan (x) + c

tan (x) − ln (|cos (x)|)

ch (x) sh (x)

sh (x) ch (x)

Fonction f Primitives F

1√
1− x2

arcsin(x) + c

− 1√
1− x2

arccos(x) + c

1

1 + x2
arctan(x) + c

u′ (x)u (x)
1

2
u2 (x) + c

u′ (x)

u (x)
ln |u (x)|+ c

u′ (x)uα (x)
1

α + 1
uα+1 (x) + c

u′ (x) eu(x) eu(x) + c

u′ (x) sin (u (x)) − cos (u (x)) + c

u′ (x) cos (u (x)) sin (u (x)) + c

u′ (x)

cos2 (u (x))
tan (u (x)) + c

u′ (x) ch (u (x)) sh (u (x)) + c

u′ (x) sh (u (x)) ch (u (x)) + c

u′ (x)√
1− u2 (x)

arcsin (u (x)) + c

− u′ (x)√
1− u2 (x)

arccos (u (x)) + c

u′ (x)

1 + u2 (x)
arctan (u (x)) + c
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Cas particuliers � Primitives et composées

a) Une primitive de
u′

u
est ln |u| ;

b) Une primitive de u′eu est eu ;

c) Une primitive de u′uα est
uα+1

α + 1
(avec α ∈ R, α 6= −1).

8.4 Intégrale d'une fonction continue sur un segment

Définition 8.3 - Soit f une fonction continue sur [a; b].

L'intégrale de f sur [a, b] est le réel :
∫ b

a

f(t)dt = F (b)−F (a), où F désigne une primitive de f sur

[a, b].

En notant [F (t)]ba = F (b)− F (a), la relation précédente peut encore s'écrire :
∫ b

a

f(t)dt = [F (t)]ba.

Remarque. Il convient de remarquer que la valeur de l'intégrale
∫ b

a

f(t)dt est (heureusement !) indépen-

dante de la primitive F de f choisie pour la calculer. En e�et, si F et G désignent deux primitives de f ,
il existe une constante K telle que F = G+K. Dans ces conditions, on a clairement : [F (t)]ba = [G(t)]ba.

Exemples.

1/ On a :
∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln (1 + t)]10 = ln(2)

2/ On a :
∫ −1

−3

1

t
dt = [ln |t|]−1

−3 = − ln(3)

3/ On a :
∫ π/4

0

1

cos2 x
dx = [tan(x)]π/40 = ln(2)

4/ On a :
∫ π/2

0

cos2 x dx =

∫ π/2

0

1 + cos(2x)

2
dx =

[
x

2
+

sin(2x)

4

]π/2
0

=
π

4

Propriété 8.3 - (Propriétés de l'intégrale). Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b].

1/ ∀ (λ, µ) ∈ R2,

∫ b

a

(λf + µg) (t) dt = λ

∫ b

a

f(t)dt+ µ

∫ b

a

g(t)dt (linéarité)

2/
∫ b

a

f(t) dt =
∫ c

a

f(t)dt+
∫ b

c

f(t)dt (relation de Chasles)

3/ [f positive sur [a, b]] =⇒
[∫ b

a

f(t) dt > 0

]
(positivité)

4/

∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f(t)| dt (majoration de la valeur absolue)
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Preuve. Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b].

1/ Notons F et G deux primitives de f et g respectivement, et considérons λ et µ deux scalaires arbitrraires.
D'après la propriété 8.2 page 164, la fonction λF + µG est une primitive de λf + µg, d'où :

∫ b

a

(λf + µg) (t) dt = [λF (t) + µG(t)]ba = λF (b)− λF (a) + µG(b)− µG(a) = λ [F (t)]ba + µ [G(t)]ba

= λ

∫ b

a

f(t)dt+ µ

∫ b

a

g(t)dt

2/ Soit c ∈ [a, b]. On a :
∫ b

a

f(t) dt = F (b)−F (a) = F (b)−F (c)+F (c)−F (a) =
∫ b

c

f(t) dt+
∫ c

a

f(t) dt.

3/ Supposons f positive sur [a, b]. Alors F est croissante sur [a, b], d'où F (b)− F (a) > 0, ce qui équivaut

à
∫ b

a

f(t) dt > 0.

4/ Sur [a, b], la fonction |f |−f est positive. D'après le point précédent, on a donc :
∫ b

a

|f(t)|−f(t) dt > 0.

Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que :
∫ b

a

|f(t)| dt >
∫ b

a

f(t) dt.

Si
∫ b

a

f(t) dt > 0, on a :
∫ b

a

f(t) dt =

∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ; et on déduit alors de ce qui précède que :

∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f(t)| dt

Dans le cas où
∫ b

a

f(t) dt 6 0, on peut reprendre le raisonnement précédent en l'appliquant à (−f), pour

obtenir de nouveau :

∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f(t)| dt. K

Exemple 1. Soit n un entier naturel. Posons : In =

∫ 1

0

cos(t)tn dt.

Puisque la fonction t 7−→ cos(t)tn est positive sur [0, 1], on a : In > 0 (par positivité de l'intégrale).

Par ailleurs, pour tout réel t dans [0, 1], on a : cos(t)tn 6 tn.

On en déduit que pour tout n ∈ N, on a : 0 6 In 6
∫ 1

0

tn dt.

D'où : ∀n ∈ N, 0 6 In 6 1

n+ 1
.

En particulier, d'après le théorème des gendarmes : lim
n→+∞

In = 0

Exemple 2. On se propose de généraliser dans cet exemple la situation précédente. Soit n un entier

naturel, et soit f une fonction continue sur [0, 1]. Posons : In =

∫ 1

0

f(t)tn dt. Le but est de prouver que In

tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.
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Puisque f est continue sur [0, 1], f est bornée (et atteint ses bornes 1). En particulier :

∃M ∈ R+, ∀ t ∈ [0, 1], |f(t)| 6M

D'après le point 4 des propriétés précédentes, on a pour tout entier naturel n :

|In| 6
∫ 1

0

|f(t) tn| dt (♠)

Or :
∫ 1

0

|f(t) tn| dt =
∫ 1

0

|f(t)| tn dt 6M

∫ 1

0

tn dt (♣)

On déduit de (♠) et de (♣) que pour tout entier naturel n :

|In| 6M

∫ 1

0

tn dt d'où : |In| 6
M

n+ 1
.

Une nouvelle application du théorème des gendarmes permet de conclure que : lim
n→+∞

|In| = 0.

Il s'ensuit que : lim
n→+∞

In = 0.

On a donc établi que pour toute fonction f continue sur [0, 1], on a : lim
n→+∞

∫ 1

0

f(t) tn dt = 0.

On achève ce paragraphe par une propriété qui n'est �nalement qu'une retraduction de celle de positivité
de l'intégrale ; mais son importance pratique est su�samment grande pour ne pas la passer sous silence.

Corollaire 8.1 - (Croissance de l'intégrale). Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b].
On a :

[f 6 g sur [a, b]] =⇒
[∫ b

a

f(t) dt 6
∫ b

a

g(t) dt

]

Remarque. Il est essentiel dans cette propriété de faire l'hypothèse que les bornes sont �dans le bon

sens� , càd que a 6 b.

Preuve. Si f 6 g, alors g − f > 0. Par positivité de l'intégrale (propriété 8.3), on en déduit que :∫ b

a

g(t)− f(t) dt > 0, d'où la conclusion, par linéarité de l'intégrale. K

8.5 Intégration par parties

Théorème 8.4 - (Formule d'intégration par parties) Soient u et v deux fonctions de classe C 1

sur un intervalle I, et soient a et b deux réels dans I. On a :∫ b

a

u′v = [uv]ba −
∫ b

a

u′v

1. C'est ce que l'on appellera le théorème des bornes atteintes, valide pour une fonction continue sur un segment ;
voir chapitre �Limites et Continuité�.
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Preuve. Soient u et v deux fonctions de classe C 1 sur I. Alors uv est dérivable sur I et :

∀x ∈ I, (uv)′ (x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x). Par intégration (légitime car u, v, u′ et v′ sont continues

sur I), on en déduit que :
∫ b

a

(uv)′ (x) dx =

∫ b

a

u′(x)v(x)dx+
∫ b

a

u(x)v′(x)dx d'où :

∀ (u, v) ∈ C 1 (I,R) ,
∫ b

a

u′(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]ba −
∫ b

a

u(x)v′(x)dx K

Exemple. Posons : I =

∫ 1

0

te−t dt. Posons pour tout réel t : u(t) = t et v(t) = −e−t.

D'après les théorèmes généraux, les fonctions u et v sont de classe C 1 sur R, et pour tout réel t on a :
u′(t) = 1 et v′(t) = e−t.

On peut légitimement utiliser une intégration par parties pour obtenir :

I = [−te−t]10 −
∫ 1

0

−e−t dt = −e−1 −
[
e−t
]1
0
= −e−1 − e−1 + 1 soit : I = 1− 2e−1 .

Corollaire 8.2 - (IPP pour le calcul d'une primitive) Soient u et v deux fonctions de classe
C1 sur un intervalle I.

Alors : une primitive de u′v sur I est uv −
∫
u′v.

Preuve. Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I. Alors uv est dérivable sur I et :

∀x ∈ I, (uv)′ (x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x). Par intégration (légitime car u, v, u′ et v′ sont continues),

on en déduit que :
∫

(uv)′ (x) dx =

∫
u′(x)v(x)dx+

∫
u(x)v′(x)dx d'où :

∀ (u, v) ∈ C 1 (I,R) ,
∫
u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x)dx (+cste) K

ä Application 1.∫
ln(x)dx =

∫
1× ln(x)dx = x ln(x)−

∫
x× 1

x
dx = x ln(x)− x

La fonction x ∈ R∗
+ 7−→ x ln(x)− x est une primitive de la fonction ln sur R∗

+.

Remarque : on aura bien entendu observé que les fonctions x 7−→ x et x 7−→ ln(x) sont de classe C 1 sur
R∗

+, ce qui autorise l'utilisation d'une intégration par parties.

ä Application 2.∫
arctan(x)dx =

∫
1× arctan(x)dx = xarctan(x)−

∫
x

1 + x2
dx = xarctan(x)− ln

(√
1 + x2

)
La fonction x ∈ R 7−→ xarctan(x)− ln

(√
1 + x2

)
est une primitive de la fonction Arctan sur R.
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ä Application 3.∫
arccos(x)dx =

∫
1× arccos(x)dx = xarccos(x) +

∫
x√

1− x2
dx = xarccos(x)−

√
1− x2

La fonction x ∈ ]− 1, 1 [ 7−→ xarccos(x)−
√
1− x2 est une primitive de la fonction Arccos sur ]− 1, 1 [ .

ä Application 4.∫
arcsin(x)dx =

∫
1× arcsin(x)dx = xarcsin(x)−

∫
x√

1− x2
dx = xarcsin(x) +

√
1− x2

La fonction x ∈ ]− 1, 1 [ 7−→ xarcsin(x) +
√
1− x2 est une primitive de la fonction Arcsin sur ]− 1, 1 [ .

Remarque. Comme autres exemples d'application (parmi les innombrables conséquences de la formule
d'IPP), voir aussi en �n de chapitre les compléments consacrés aux intégrales de Wallis, au lemme de
Riemann-Lebesgue, et à l'écriture de e comme limite d'une somme.

8.6 Changement de variable

Théorème 8.5 - (Formule du changement de variable pour les intégrales) Soit f une
fonction continue sur un intervalle I, et φ une fonction de classe C 1 sur [a, b] et à valeurs dans I. On
a :

∫ b

a

f (φ(t))φ′(t) dt =
∫ φ(b)

φ(a)

f(x) dx

Preuve. Soient f une fonction continue sur un intervalle I, et φ une fonction de classe C 1 sur [a, b] et à
valeurs dans I. Puisque f est continue sur I, elle admet des primitives sur I : notons F l'une d'entre elles.
La fonction F ◦ φ est de classe C 1 sur [a, b] et pour tout réel t ∈ [a, b], on a :

(F ◦ φ)′ (t) = F ′ (φ(t))φ′(t) = f (φ(t))φ′(t)

Par intégration sur l'intervalle [a, b], on en déduit que :
∫ b

a

(F ◦ φ)′ (t) dt =
∫ b

a

f (φ(t))φ′(t) dt (♠).

Or :
∫ b

a

(F ◦ φ)′ (t) dt = [(F ◦ φ) (t)]ba = F (φ(b))− F (φ(a)) =

∫ φ(b)

φ(a)

f(t) dt (♣).

On déduit de (♠) et de (♣) que :
∫ b

a

f (φ(t))φ′(t) dt =
∫ φ(b)

φ(a)

f(x) dx. K

Exemple 1. Calcul de I =

∫ e

1

1

x
√

1 + ln(x)
dx.

La fonction x 7−→ 1/x
√

1 + ln(x) est continue sur [1, e] ; l'intégrale I est donc bien dé�nie.

Posons : u = ln(x). Lorsque x varie de 1 à e, u varie de 0 à 1. Par suite :
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I =

∫ 1

0

1

eu
√
1 + u

eu du =

∫ 1

0

1√
1 + u

du = 2
[
(1 + u)1/2

]1
0
= 2

(
21/2 − 1

)
Conclusion : I =

∫ e

1

1

x
√

1 + ln(x)
dx = 2

(
21/2 − 1

)
.

Exemple 2. Pour tout entier naturel n, on pose In =

∫ π/2

0

cosn(t) dt et Jn =

∫ π/2

0

sinn(t) dt.

Dans l'intégrale In, procédons au changement de variable : u =
π

2
− t (de la sorte : t = π

2
−u). On a alors :

In =

∫ 0

π/2

cosn
(π
2
− u
)
(−du) =

∫ π/2

0

sinn(t) dt = Jn

Conclusion : pour tout n entier naturel, on a :
∫ π/2

0

cosn(t) dt =
∫ π/2

0

sinn(t) dt

Exemple 3. Posons I =

∫ π
3

0

1

cos(x)
dx.

Un mot sur la dé�nition de I : la fonction 1/ cos est continue sur tout intervalle dans lequel la fonction
cos ne s'annule pas, c'est à dire tout intervalle ne contenant aucun réel congru à π/2 modulo π.

Calculons I. On utilise le changement de variable u = tan(x/2), la motivation étant d'utiliser la célèbre

formule de trigonométrie : cos(x) =
1− tan2(x/2)

1 + tan2(x/2)

Avec ce changement de variable, on a x = 2arctan(u) d'où dx =
2du

1 + u2
. Par ailleurs, lorsque x varie de 0

à π/3, u = tan(x/2) varie de 0 à
√
3/3, d'où :

I =

∫ √
3/3

0

1 + u2

1− u2
2du

1 + u2
=

∫ √
3/3

0

2du
1− u2

On e�ectue la décomposition en éléments simples (aisée) de 2/(1−u2) pour obtenir : 2

1− u2
=

1

1 + u
+

1

1− u

D'où : I =

∫ √
3/3

0

1

1 + u
+

1

1− u
du =

[
ln

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣]
√
3/3

0

Soit :
∫ π

3

0

1

cos(x)
dx = ln

∣∣∣∣∣3 +
√
3

3−
√
3

∣∣∣∣∣ .
Théorème 8.6 - (Formule du changement de variable pour les primitives) Soit f une
fonction continue et φ une fonction de classe C 1, toutes deux dé�nies sur des intervalles adéquats.
Alors : ∫

f (φ(t))φ′(t) dt =
∫
f(x) dx

Preuve. Conséquence directe du théorème précédent. K

Exemple 1. Une primitive de
1

ch
sur R est x 7−→ 2arctan (ex).
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Calculons : I =

∫
1

ch(x)
dx =

∫
2

ex + e−x
dx.

Posons u = ex ; alors x = ln(u) et dx =
1

u
du.

Il s'ensuit que : I = 2

∫
1

u+
1

u

× 1

u
du = 2

∫
1

u2 + 1
du = 2arctan(u).

En n'oubliant pas de revenir à la variable initiale, on en déduit que :
∫

1

ch(x)
dx = 2arctan (ex) .

Exemple 2. Une primitive de
1

sh
sur R∗

+ est x 7−→ ln

(
ex − 1

ex + 1

)
.

Calculons : I =

∫
1

sh(x)
dx =

∫
2

ex − e−x
dx.

Posons u = ex ; alors x = ln(u) et dx =
1

u
du.

Il s'ensuit que : I = 2

∫
1

u− 1

u

× 1

u
du = 2

∫
1

u2 − 1
du =

∫
1

u− 1
du−

∫
1

u+ 1
du = ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣.
D'où, en revenant à la variable initiale :

∫
1

sh(x)
dx = ln

(
ex − 1

ex + 1

)
.

Exemple 3. Une primitive sur ]−
√
a;
√
a [ de x 7−→ 1

x2 − a
est

x 7−→ 1√
a

ln

√∣∣∣∣x−√ax+
√
a

∣∣∣∣
Soit a un réel strictement positif. Calculons : I =

∫
1

x2 − a
dx =

∫
1

(x−
√
a) (x+

√
a)

dx.

Il existe deux réels α et β tels que : ∀ x ∈ ]−
√
a;
√
a [ ,

1

(x−
√
a) (x+

√
a)

=
α

x−
√
a
+

β

x+
√
a

Pour déterminer α et β, on peut procéder par identi�cation ou utiliser l'astuce que vous a expliquée Mr
Delooecker. En multipliant par (x−

√
a) la relation précédente, on obtient :

1

x+
√
a
= α +

β (x−
√
a)

x+
√
a

d'où, en donnant à x la valeur
√
a : 2 α =

1

2
√
a
.

On obtient de manière analogue : β = − 1

2
√
a
.

2. Ou, si vous préférez, en prenant la limite de chaque terme de l'égalité lorsque x tend vers
√
a.
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Par suite, pour tout réel x dans ]−
√
a;
√
a [ , on a :

1

x2 − a
=

1

2
√
a

(
1

x−
√
a
− 1

x+
√
a

)
D'où :

∫
1

x2 − a
dx =

1

2
√
a

(∫
dx

x−
√
a
−
∫

dx
x+
√
a

)
=

1

2
√
a

(
ln
(
x−
√
a
)
− ln

(
x+
√
a
))

soit �nalement :
∫

1

x2 − a
dx =

1√
a

ln

√∣∣∣∣x−√ax+
√
a

∣∣∣∣

Exemple 4. Une primitive sur R de x 7−→ 1

x2 + a
est x 7−→ 1√

a
arctan

(
x√
a

)
.

Soit a un réel strictement positif. Calculons :

I =

∫
1

x2 + a
dx =

∫
1

a
(
x2

a
+ 1
) dx =

1

a

∫
1(

x√
a

)2
+ 1

dx.

On pose u =
x√
a
. Alors x =

√
a u d'où dx =

√
a du. Ainsi :

I =
1

a

∫
1

u2 + 1

√
a du =

1√
a
arctan(u).

D'où, en revenant à la variable initiale :
∫

1

x2 + a
dx =

1√
a
arctan

(
x√
a

)

8.7 Compléments

8.7.1 Intégrale et parité

Propriété 8.4 - (Intégrale et parité). Soit f ∈ C 0 ([−a, a] ,R) (avec a ∈ R+).

Si f est paire, alors :
∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx Si f est impaire, alors :
∫ a

−a
f(x) dx = 0

Preuve. Soit f ∈ C 0 ([−a, a] ,R) (avec a ∈ R+).
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D'après la relation de Chasles pour les intégrales, on a :
∫ a

−a
f(x) dx =

∫ 0

−a
f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx (♠)

Le changement de variable u = −x donne :
∫ 0

−a
f(x) dx =

∫ 0

a

f(−u) (−du)

Soit :
∫ 0

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(−u) du (♣)

ä Si f est paire :
∫ a

0

f(−u) du =

∫ a

0

f(u) du. On en déduit, avec (♣) et (♠) que :∫ a

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(x) dx+
∫ a

0

f(u) du. Par conséquent : [f paire] =⇒
[∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx

]
ä Si f est impaire :

∫ a

0

f(−u) du =

∫ a

0

−f(u) du = −
∫ a

0

f(u) du. On en déduit, avec (♣) et (♠) que :

∫ a

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(x) dx−
∫ a

0

f(u) du. Par conséquent : [f impaire] =⇒
[∫ a

−a
f(x) dx = 0

]
K

Exemple 1. Pour tout entier naturel k, on a :
∫ π/2

−π/2
sin2k+1(x) dx = 0.

Exemple 2. Déterminer une condition nécessaire et su�sante sur les réels a, b et c pour que la fonction
polynomiale x 7−→ ax2 + bx+ c soit d'intégrale nulle sur [−1, 1].

Corrigé. Soient a, b et c trois réels. On a :∫ 1

−1

ax2 + bx+ c dx =

∫ 1

−1

ax2 + c dx+ b

∫ 1

−1

x dx︸ ︷︷ ︸
=0

= 2

∫ 1

0

ax2 + c dx = 2
(a
3
+ c
)

Conclusion.

[∫ 1

−1

ax2 + bx+ c dx = 0

]
⇐⇒ [a = −3c].

8.7.2 Intégrale et périodicité

Propriété 8.5 - (Intégrale et périodicité). Soit f ∈ C 0 (R,R), T -périodique (avec T ∈ R∗
+).

On a :

∀ a ∈ R,
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx

L'intégrale d'une fonction T périodique sur un segment de longueur T est indépendante de l'origine de
ce segment.
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Preuve. Soit f ∈ C 0 (R,R), T -périodique (avec T ∈ R∗
+), et soit a un réel. On distingue deux cas suivant

que a est un multiple entier de la période T ou non.

ä Premier cas : a = 0 [T ]. Dans ce cas : ∃! k ∈ Z, a = kT . On pose alors : u = x − kT (ce qui
implique : du = dx).

D'après la formule du changement de variable, on a :
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(u+ kT )︸ ︷︷ ︸
=f(u)car f T -pér.

du =

∫ T

0

f(u) du =

∫ T

0

f(x) dx

ä Second cas : a 6= 0 [T ]. Dans ce cas : ∃! k ∈ Z, (k − 1)T < a < kT . On utilise alors la relation de

Chasles pour écrire :
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ kT

a

f(x) dx+
∫ a+T

kT

f(x) dx

Dans la première (resp. seconde) intégrale intervenant au second membre de cette égalité, on procède au
changement de variable u = x− (k − 1)T (resp. u = x− kT ). On obtient alors :

∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

a−(k−1)T

f(u+ (k − 1)T )︸ ︷︷ ︸
=f(u)

du+
∫ a−(k−1)T

0

f(u+ kT )︸ ︷︷ ︸
=f(u)

du

D'où :
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

a−(k−1)T

f(u) du+
∫ a−(k−1)T

0

f(u) du =

∫ T

0

f(u) du =

∫ T

0

f(x) dx

Conclusion. Pour f continue et T -périodique, on a : ∀ a ∈ R,
∫ a+T

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx K
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8.7.3 Primitives de polynômes trigonométriques

Définition 8.4 - Un polynôme trigonométrique est une fonction f dé�nie sur
R par :

∀x ∈ R, f(x) =
n∑
i=0

p∑
j=0

aij cos
i(x) sinj(x)

Par linéarité, le calcul d'une primitive d'un polynôme trigonométrique se ramène au calcul de :

Fi,j =

∫
cosi(x) sinj(x)dx

ã Notons que si i = 0 (ou j = 0), on peut penser à linéariser. Exemples : les calculs des primitives de
cos3, sin5, cos6 . . . peuvent se faire à l'aide de la formule d'Euler.

ã Si i est impair (alors ∃ l ∈ Z, i = 2l+1) : on pose u = sin(x), pour se ramener au calcul d'une primitive

d'une fonction polynomiale
∫ (

1− u2
)l
ujdu. Explicitement :

∀x ∈ R, Fi,j(x) =
l∑

k=0

(−1)k
(
l

k

)
sin2k+j+1(x)

2k + j + 1

ã Si j est impair (alors ∃ l ∈ Z, j = 2l + 1) : on pose u = cos(x), pour se ramener au calcul d'une

primitive d'une fonction polynomiale −
∫
ui
(
1− u2

)l
du. Explicitement :

∀x ∈ R, Fi,j(x) =
l∑

k=0

(−1)k+1

(
l

k

)
cos2k+i+1(x)

2k + i+ 1

ã Si i et j sont tous deux pairs, on peut tenter de linéariser et croiser les doigts bien fort pour que les
calculs ne soient pas trop longs. . .

Propriété 8.6 - Une primitive sur R de x 7−→ cos2l+1(x) sinj(x) est :

x 7−→
l∑

k=0

(
l

k

)
(−1)k sin

2k+j+1(x)

2k + j + 1

Preuve. Soient j et l deux entiers naturels. La fonction fij : x ∈ R 7−→ cos2l+1(x) sinj(x) est continue
sur R ; 3 à ce titre, elle admet des primitives sur R. Notons Fij l'une d'entre elles. On a pour tout réel x :

Fij(x) =

∫
cos2l+1(x) sinj(x) dx =

∫
cos2l(x) sinj(x) cos(x) dx =

∫ (
1− sin2(x)

)l
sinj(x) cos(x) dx

3. Et même de classe C∞ sur R.
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On pose : u = sin(x). On a alors : du = cos(x) dx, et :

∫ (
1− sin2(x)

)l
sinj(x) cos(x) dx =

∫ (
1− u2

)l
uj du =

∫ l∑
k=0

(
l

k

)
(−1)k u2kuj du

=
l∑

k=0

(
l

k

)
(−1)k

∫
u2k+j du =

l∑
k=0

(
l

k

)
(−1)k u2k+j+1

2k + j + 1

Une primitive sur R de x 7−→ cos2l+1(x) sinj(x) est : x 7−→
l∑

k=0

(
l

k

)
(−1)k sin

2k+j+1(x)

2k + j + 1
K

Remarque. Pour achever ce paragraphe, observons que les mêmes raisonnements peuvent être adaptés
au calcul d'une primitive de x 7−→ chi(x)shj(x) sur R.

8.7.4 Primitives de x 7−→ 1

x2 + bx+ c
(b et c réels)

Dans ce paragraphe, il est important de ne pas retenir les formules, mais d'avoir parfaitement compris les
techniques permettant de conclure.

Soient b et c deux réels. Pour déterminer une primitive de f : x 7−→ 1

x2 + bx+ c
, on distingue 3 cas,

suivant que le discriminant ∆ du polynôme P = X2 + bX + c est strictement positif, nul ou strictement
négatif.

1/ Lorsque ∆ > 0 : le polynôme P possède exactement deux racines réelles α et β. On utilise alors une
décomposition en éléments simples, càd que l'on détermine deux réels k1 et k2 tels que :

∀x ∈ R\ {α, β} , 1

x2 + bx+ c
=

k1
x− α

+
k2

x− β

D'où :
∫

1

x2 + bx+ c
dx = k1 ln |x− α|+ k2 ln |x− β|

2/ Lorsque ∆ = 0 : le polynôme P possède une unique racine réelle α. Alors :

∀x ∈ R\ {α} , 1

x2 + bx+ c
=

1

(x− α)2

D'où :
∫

1

x2 + bx+ c
dx =

−1
x− α

3/ Lorsque ∆ < 0 : le polynôme P ne possède aucune racine réelle. Moyennant une tranformation

détaillée dans le cours, on peut alors se ramener au calcul d'une primitive sur R de u 7−→ 1

u2 + d2
(avec

d ∈ R∗
+) :

On obtient alors :
∫

1

u2 + d2
du =

1

d
arctan

(u
d

)
(poser v =

u

d
)

Exemple.
∫

dx
1 + x+ x2

=
2√
3
arctan

(
2√
3

(
x+

1

2

))
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8.8 Extension aux fonctions à valeurs complexes

Définition 8.5 - Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle I et à valeurs dans C. On appelle
partie réelle (resp. imaginaire) de f la fonction notée Re(f) (resp. Im(f)) dé�nie sur I en posant :

∀x ∈ I, [Re(f)] (x) = Re (f (x)) resp. ∀x ∈ I, [Im(f)] (x) = Im (f (x))

Remarque. Les fonctions Re f et Im f sont à valeurs réelles.

Définition 8.6 - Une fonction f ∈ CI est continue (resp. dérivable, resp. de classe C 1,. . . ) sur
I si les fonctions Re f et Im f sont continues (resp. dérivables, resp. de classe C 1,. . . ) sur I.

En outre, lorsque f est dérivable sur I, on pose : f ′ = (Re f)′ + i (Im f)′.

Dans �l'autre sens�, une primitive de f sur I est une fonction F ∈ CI dérivable sur I telle que F ′ = f .

Remarque. Dans le courant de cette année, nous justi�erons la formule : f ′ = (Re f)′ + i (Im f)′.

Propriété 8.7 - La fonction x ∈ R 7−→ 1

α
eαx est une primitive sur R de x ∈ R 7−→ eαx (avec

α ∈ C∗).

Preuve. Soit α ∈ C∗. Notons α = a+ ib (avec a et b réels), et F : x ∈ R 7−→ 1

α
eαx.

La fonction F est à valeurs complexes, et on a donc : F ′ = (ReF )′ + i (ImF )′. Or pour tout réel x on a :

F (x) =
1

a+ ib
e(a+ib)x =

a− ib
a2 + b2

eax (cos(bx) + i sin(bx))

⇐⇒ F (x) =
1

a2 + b2
(aeax cos(bx) + beax sin(bx))︸ ︷︷ ︸

=(ReF )(x)

+i

(
1

a2 + b2
(aeax sin(bx)− beax cos(bx))

)
︸ ︷︷ ︸

=(ImF )(x)

Ainsi pour tout réel x :

F ′(x) =
1

a2 + b2
(
a2eax cos(bx)− abeax sin(bx) + abeax sin(bx) + b2eax cos(bx)

)
+i

(
1

a2 + b2
(
a2eax sin(bx) + abeax cos(bx)− abeax cos(bx) + b2eax sin(bx)

))
D'où pour tout réel x :

F ′(x) =
1

a2 + b2
(
a2 + b2

)
eax cos(bx) + i

1

a2 + b2
(
a2 + b2

)
eax sin(bx) = eax (cos(bx) + i sin(bx)) = e(a+ib)x

Conclusion. ∀α ∈ C∗,

∫
eαx dx =

1

α
eαx K

Corollaire 8.3 - Soient k et µ deux réels non simultanément nuls.

ã Une primitive sur R de x ∈ R 7−→ ekx cos (µx) est x ∈ R 7−→ ekx

k2 + µ2
(k cos (µx) + µ sin (µx)).

ã Une primitive sur R de x ∈ R 7−→ ekx sin (µx) est x ∈ R 7−→ ekx

k2 + µ2
(k sin (µx)− µ cos (µx)).
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Preuve. Soient k et µ deux réels non simultanément nuls.

Commençons par observer que : ∀ x ∈ R, ekx cos (µ x) = Re
(
ekxeiµx

)
et ∀ x ∈ R, ekx sin (µ x) =

Im
(
ekxeiµx

)
.

Il s'ensuit que :

∫
ekx cos (µx) dx = Re

(∫
ekxeiµxdx

)
et
∫

ekx sin (µx) dx = Im

(∫
ekxeiµxdx

)
(♠)

Le calcul d'une seule primitive (d'une fonction à valeurs complexes) fournira d'après la précédente formule
deux primitives (de fonctions à valeurs réelles) :

∫
ekxeiµxdx =

∫
e(k+iµ)xdx d'où 4 :

∫
ekxeiµxdx =

1

k + iµ
e(k+iµ)xdx (♣) .

Il ne reste plus qu'à extraire la partie réelle et la partie imaginaire de cette dernière expression :

∀ x ∈ R,
1

k + iµ
e(k+iµ)x =

k − iµ
k2 + µ2

ekx (cos (µx) + i sin (µx))

D'où :

∀ x ∈ R,
1

k + iµ
e(k+iµ)x =

ekx

k2 + µ2
(k cos (µx) + µ sin (µx))︸ ︷︷ ︸

partie réelle

+i
ekx

k2 + µ2
(k sin (µx)− µ cos (µx))︸ ︷︷ ︸
partie imaginaire

(♥) .

On déduit de (♠), (♣) et (♥) les formules données dans l'énoncé. K

8.9 Epilogue

8.9.1 e = lim
n−→+∞

n∑
k=0

1

k!

On pose pour tout n ∈ N : In =

∫ 1

0

(1− x)n

n!
ex dx.

Etape 1 � Montrons que (In) tend vers 0.

Soit n un entier naturel. On a : |In| 6
∫ 1

0

|1− x|n

n!
|ex| dx d'où : |In| 6

∫ 1

0

e
n!
dx soit encore : |In| 6

e
n!
.

On en déduit que lim
n−→+∞

In = 0 .

4. Puisqu'une primitive sur R de la fonction x 7−→ eα x est la fonction x 7−→ eαx/α (pour tout complexe α non nul).
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Remarque : le recours aux valeurs absolues n'est ici pas indispensable, puisque tous les termes intervenant
dans la fonction à intégrer sont positifs sur [0, 1]. On peut donc bien évidemment reprendre le raisonnement
précédent en observant donc que le réel In est positif pour tout n, et en écrivant 0 6 In 6 e/n!.

Etape 2 � Montrons que pour tout n ∈ N : In =
1

(n+ 1)!
+ In+1.

Soit n un entier naturel. On a, grâce à une intégration par parties 5 :

In+1 =

∫ 1

0

(1− x)n+1

(n+ 1)!
ex dx =

1

(n+ 1)!

([
(1− x)n+1 ex

]1
0
+ (n+ 1)

∫ 1

0

(1− x)n ex dx
)

soit In+1 = −
1

(n+ 1)!
+

1

n!

∫ 1

0

(1− x)n ex dx D'où : In+1 = −
1

(n+ 1)!
+ In

Conclusion.

Soit n un entier naturel non nul. Alors :
n∑
k=0

1

k!
= 1 +

n∑
k=1

1

k!
=k=K+1 1 +

n−1∑
K=0

1

(K + 1)!
et d'après ce qui précède :

1

(K + 1)!
= IK − IK+1.

D'où :
n∑
k=0

1

k!
= 1 +

n−1∑
K=0

(IK − IK+1) soit :
n∑
k=0

1

k!
= 1 + I0 − In (♣)

Il reste à observer que I0 = e− 1 (calcul immédiat) et lim
n−→+∞

In = 0 pour déduire de (♣) la limite :

e = lim
n−→+∞

n∑
k=0

1

k!

Remarque : un peu plus tard dans l'année, nous pourrons traduire ce résultat en disant que la série de

terme général 1/k! est convergente et a pour somme le réel e. Et nous le noterons alors : e =
+∞∑
k=0

1

k!

8.9.2 Intégrales de Wallis

On appelle intégrales de Wallis les intégrales dé�nies en posant pour tout entier naturel n :

In =

∫ π/2

0

cosn(t)dt et Jn =

∫ π/2

0

sinn(t)dt

Observons déjà que :

J0 =

∫ π/2

0

1 dt =
π

2
et J1 =

∫ π/2

0

sin(t)dt = [− cos(t)]π/20 = 1 .

5. Légitime car les fonctions polynomiales et la fonction exponentielle sont de classe C 1 sur R (donc en particulier sur
[0; 1]).
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Par ailleurs : J2 =
∫ π/2

0

sin2(t)dt =
1

2

∫ π/2

0

1− cos(2t)dt =
1

2
[t− sin(2t)/2]π/20 . Ainsi : J2 =

π

4
.

ä Propriétés des intégrales de Wallis

Propriété 8.8 - ∀n ∈ N, In = Jn

Preuve. Posons : u =
π

2
− t. Lorsque t varie de 0 à π/2, u varie de π/2 à 0. En outre : dt = −du. D'après

la formule du changement de variable, on a donc pour tout entier naturel n :

In =

∫ π/2

0

cosn(t) dt = −
∫ 0

π/2

cosn
(π
2
− u
)
du =

∫ π/2

0

sinn(u) du

Conclusion. ∀n ∈ N, In = Jn .

Propriété 8.9 - ∀n ∈ N, In > 0.

Preuve. La fonction t 7−→ cosn(t) est positive sur [0, π/2]. Par positivité de l'intégrale, on en déduit

que : ∀n ∈ N, In > 0 K

Propriété 8.10 - La suite (In) (ou (Jn)) est décroissante.

Preuve. Soit n un entier naturel. Par linéarité de l'intégrale, on a :

Jn+1−Jn =

∫ π/2

0

sinn+1(t) dt−
∫ π/2

0

sinn(t) dt =
∫ π/2

0

sinn+1(t)−sinn(t) dt =
∫ π/2

0

sinn(t) (sin(t)− 1) dt

Or : ∀ t ∈ [0, π/2], sinn(t) > 0 et sin(t)− 1 6 0. On en déduit que : ∀ t ∈ [0, π/2], sinn(t) (sin(t)− 1) 6 0.

Par conséquent :
∫ π/2

0

sinn(t) (sin(t)− 1) dt 6 0. D'où : ∀n ∈ N, Jn+1 − Jn 6 0 . K

Corollaire 8.4 - La suite (In) (ou (Jn)) est convergente.

Preuve. D'après ce qui précède, la suite (In) est décroissante et minorée (par 0) ; d'après le théorème

de la limite monotone, elle converge donc (et sa limite est positive ou nulle). K
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Propriété 8.11 - ∀n ∈ N, In+2 =
n+ 1

n+ 2
In

Preuve. Soit n un entier naturel. On a : In+2 =

∫ π/2

0

cosn+2(t)dt =
∫ π/2

0

cos(t) cosn+1(t)dt

On pose alors : ∀ t ∈ [0, π/2] ,


u(t) = sin(t)

v(t) = cosn+1(t)

d'où : ∀ t ∈ [0, π/2] ,


u′(t) = cos(t)

v′(t) = − (n+ 1) sin(t) cosn(t)

Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur [0, π/2] (théorèmes généraux).

Il est donc légitime d'utiliser une intégration par parties pour écrire :

In+2 =
[
sin(t) cosn+1(t)

]π/2
0︸ ︷︷ ︸

=0

+(n+ 1)

∫ π/2

0

sin2(t) cosn(t)dt

D'où : In+2 = (n+ 1)

∫ π/2

0

(
1− cos2(t)

)
cosn(t)dt = (n+ 1)

∫ π/2

0

cosn(t)dt− (n+ 1)

∫ π/2

0

cosn+2(t)dt

C'est-à-dire : In+2 = (n+ 1) In − (n+ 1) In+2 d'où : ∀n ∈ N, In+2 =
n+ 1

n+ 2
In K

Propriété 8.12 - Pour tout entier naturel p :

I2p =
(2p)!

22p (p!)2
π

2
et I2p+1 =

22p (p!)2

(2p+ 1)!

Preuve. On souhaite établir que la propriété P (p) : I2p =
(2p)!

22p (p!)2
π

2
est vraie pour tout entier

naturel p.

Initialisation : pour p = 0, on a d'une part I0 =
π

2
et d'autre part

(0)!

20 (0!)2
π

2
=

π

2
. La propriété est

initialisée.

Hérédité : supposons P (p) vraie pour un certain entier naturel p, et montrons que P (p+ 1) l'est.

On a : I2(p+1) = I2p+2 =
2p+ 1

2p+ 2
I2p =

2p+ 1

2p+ 2

(2p)!

22p (p!)2
π

2
=

2p+ 2

2p+ 2

2p+ 1

2p+ 2

(2p)!

22p (p!)2
π

2
=

(2p+ 2)!

22p+2 ((p+ 1)!)2
π

2

Ce qui signi�e que P (p+ 1) est vraie, établit l'hérédité de la propriété, et achève donc cette récurrence.

Conclusion. ∀ p ∈ N, I2p =
(2p)!

22p (p!)2
π

2

La preuve de la formule donnant I2p+1 est analogue. K
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Propriété 8.13 - ∀n ∈ N, (n+ 1) In+1In =
π

2

Preuve. Pour tout entier naturel n posons : un = (n+ 1) In+1In. On a : un+1 = (n+ 2) In+2In+1.

Or, d'après une propriété précédente, on a : un+1 = (n+ 2)
n+ 1

n+ 2
InIn+1 = (n+ 1) In+1In, soit : un+1 = un.

On en déduit que (un) est constante.

Par suite : ∀n ∈ N, un = u0 = I1 × I0 =
π

2
.

Conclusion. ∀n ∈ N, (n+ 1) In+1In =
π

2
. K

Propriété 8.14 - lim
n→+∞

In+1

In
= 1

Preuve. Soit n un entier naturel.

La fonction cosn étant continue, positive, et ne s'annulant qu'en π/2 (sur l'intervalle [0, π/2]), on peut
a�rmer que : ∀n ∈ N, In > 0.

On sait par ailleurs que la suite (In) est décroissante.

On en déduit que : ∀n ∈ N, 0 < In+1 6 In. Par suite : ∀n ∈ N, 0 <
In+1

In
6 1 (♠) .

Par ailleurs, puisque la suite (In) est décroissante, on a : 0 < In+2 6 In+1 6 In.

Il s'ensuit que :
In+1

In
> In+2

In
.

D'après la propriété 8.11, on a donc :
In+1

In
> n+ 1

n+ 2
.

Ainsi : ∀n ∈ N,
In+1

In
> n+ 1

n+ 2
(♣) .

D'après (♠) et (♣) : ∀n ∈ N,
n+ 1

n+ 2
6 In+1

In
6 1. Puisque lim

n→+∞

n+ 1

n+ 2
= 1, le théorème d'encadrement

permet d'a�rmer que : lim
n→+∞

In+1

In
= 1 K

Propriété 8.15 - lim
p→+∞

2 (2p+ 1)

π
I22p = 1

Preuve. Soit p un entier naturel arbitraire. On a :

2 (2p+ 1)

π
I22p =

2 (2p+ 1)

π
I22p

I2p+1

I2p+1

=
2

π
[(2p+ 1) I2p+1I2p]︸ ︷︷ ︸
=
π

2
(d'après 7))

× I2p
I2p+1

D'où :
2 (2p+ 1)

π
I22p =

I2p
I2p+1

. Or, d'après la propriété précédente : lim
p→+∞

I2p
I2p+1

= 1.

Conclusion. lim
p→+∞

2 (2p+ 1)

π
I22p = 1 . K
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Corollaire 8.5 - lim
n→+∞

In = 0

Preuve. On sait déjà que la suite (In) est convergente vers une limite ℓ positive ou nulle. Si ℓ était

strictement positive, alors on aurait lim
p→+∞

2 (2p+ 1)

π
I22p = +∞, ce qui contredirait la propriété précédente.

On en déduit que : lim
n→+∞

In = 0. K

Corollaire 8.6 - π = lim
p−→+∞

24p (p!)4

p ((2p)!)2

Preuve. D'après les propriétés 8.15 et 8.12, on a : lim
p→+∞

2 (2p+ 1)

π

(
(2p)!

22p (p!)2
π

2

)2

= 1.

D'où : lim
p→+∞

(2p+ 1)
π

2

((2p)!)2

24p (p!)4
= 1. Donc : lim

p→+∞

(2p+ 1)

2p
× (2p)× π

2

((2p)!)2

24p (p!)4
= 1

Par suite : lim
p→+∞

π
p ((2p)!)2

24p (p!)4
= 1, et donc : lim

p→+∞

p ((2p)!)2

24p (p!)4
=

1

π
.

Finalement : π = lim
p−→+∞

24p (p!)4

p ((2p)!)2
. K

8.9.3 Formule de Stirling

L'énoncé ci-dessous est extrait d'un problème dont la première partie était consacrée aux intégrales de
Wallis. La partie reproduite ici a pour objectif d'établir la formule de Stirling, qui donne un équivalent de
n!.

On dé�nit trois suites réelles u, S et v en posant :

∀n ∈ N∗, un =

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1; ∀n ∈ N∗, Sn =

n∑
k=1

uk; et : ∀n ∈ N, n > 2, vn = e1−Sn−1

Soit n un entier naturel non nul.

14) Etablir que : un =

∫ n+1

n

2 (n− t) + 1

2t
dt ; puis que un =

∫ 1

0

1− 2u

2 (n+ u)
du

Pour la seconde formule, on utilisera un changement de variable très simple.

15) On pose : rn =

∫ 1/2

0

1− 2u

2 (n+ u)
du et tn =

∫ 1

1/2

2u− 1

2 (n+ u)
du .

a) A l'aide du sens de variation de u 7−→ 1

n+ u
, établir les encadrements suivants :

1

4 (2n+ 1)
6 rn 6 1

8n
et

1

8 (n+ 1)
6 tn 6 1

4 (2n+ 1)
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b) En déduire un encadrement de un, puis montrer que : ∀n ∈ N∗, Sn 6 1

8
.

NB : on peut observer que la suite (Sn) est croissante, et majorée (par 1/8) ; à ce titre, elle est
convergente. Il s'ensuit que la suite (vn) est convergente. On pose, jusqu'à la �n de ce problème :

ℓ = lim
n→+∞

vn

16) a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a :

Sn =

(
n+

1

2

)
ln (n+ 1)− n− ln (n!)

b) En déduire l'expression de vn en fonction de n.

c) A partir de l'expression de vn, montrer que : lim
n→+∞

n!

ℓnne−n
√
n
= 1

ä Partie E - Conclusion

17) A l'aide de la question 16-c, établir que : lim
n→+∞

I2n ℓ
√
2n

π
= 1

18) En déduire la valeur de ℓ.

Corrigé.

14) Soit n un entier naturel non nul. On a :∫ n+1

n

2 (n− t) + 1

2t
dt =

∫ n+1

n

−1+2n+ 1

2t
dt = −1+2n+ 1

2
[ln(t)]n+1

n = −1+
(
n+

1

2

)
(ln (n+ 1)− ln(n))

D'où :
∫ n+1

n

2 (n− t) + 1

2t
dt = −1 +

(
n+

1

2

)(
ln

(
1 +

1

n

))
.

Par suite : ∀n ∈ N∗, un =

∫ n+1

n

2 (n− t) + 1

2t
dt .

Dans l'intégrale précédente, on procède au changement de variable : t = n + u. Lorsque t varie de n à
(n + 1), u = t− n varie de 0 à 1 et dt = du. On en déduit grâce à la formule du changement de variable
que : ∫ n+1

n

2 (n− t) + 1

2t
dt =

∫ 1

0

−2u+ 1

2(n+ u)
du =

∫ 1

0

1− 2u

2(n+ u)
du

Ainsi : ∀n ∈ N∗, un =

∫ 1

0

1− 2u

2(n+ u)
du .
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15) a) La fonction n 7−→ 1

n+ u
est décroissante sur [0, 1]. Or une fonction décroissante sur un segment

[a, b] atteint son maximum en a, et son minimum en b. On en déduit que :


∀u ∈

[
0,

1

2

]
,

1

2n+ 1
6 1

2 (n+ u)
6 1

2n
(♠)

∀u ∈
[
1

2
, 1

]
,

1

2 (n+ 1)
6 1

2 (n+ u)
6 1

2n+ 1
(♣)

ä Soit u un réel dans

[
0,

1

2

]
. On a alors : (1− 2u) > 0. D'où, grâce à (♠) :

∀u ∈
[
0,

1

2

]
,

1− 2u

2n+ 1
6 1− 2u

2 (n+ u)
6 1− 2u

2n

Par croissance de l'intégrale, on obtient en intégrant terme à terme cet encadrement :

1

2n+ 1

∫ 1/2

0

1− 2u du 6 rn 6 1

2n

∫ 1/2

0

1− 2u du

Or :
∫ 1/2

0

1− 2u du =
[
u− u2

]1/2
0

=
1

4
. Donc :

1

2n+ 1
× 1

4
6 rn 6 1

2n
× 1

4
.

Ainsi : ∀n ∈ N∗,
1

4 (2n+ 1)
6 rn 6 1

8n
(♥)

ä Soit u un réel dans

[
1

2
, 1

]
. On a alors : (2u− 1) > 0. D'où, grâce à (♣) :

∀u ∈
[
1

2
, 1

]
,

2u− 1

2 (n+ 1)
6 2u− 1

2 (n+ u)
6 2u− 1

2n+ 1

Par croissance de l'intégrale, on obtient en intégrant terme à terme cet encadrement :

1

2 (n+ 1)

∫ 1

1/2

2u− 1 du 6 tn 6 1

2n+ 1

∫ 1

1/2

2u− 1 du

Or :
∫ 1

1/2

2u− 1 du =
[
u2 − u

]1
1/2

=
1

4
. Donc :

1

2 (n+ 1)
× 1

4
6 tn 6 1

2n+ 1
× 1

4
.

Ainsi : ∀n ∈ N∗,
1

8 (n+ 1)
6 tn 6 1

4 (2n+ 1)
(♦)

b) Soit n un entier naturel non nul. D'après la relation de Chasles pour les intégrales, on a :

un =

∫ 1/2

0

1− 2u

2 (n+ u)
du+

∫ 1

1/2

1− 2u

2 (n+ u)
du =

∫ 1/2

0

1− 2u

2 (n+ u)
du−

∫ 1

1/2

2u− 1

2 (n+ u)
du

En d'autres termes : un = rn − tn. On déduit de cette remarque et des encadrements (♥) et (♦) de la
question précédente que :

∀n ∈ N∗, 0 6 un 6 1

8

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.
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On en déduit que : Sn =
n∑
k=1

uk 6
n∑
k=1

1

8

(
1

k
− 1

k + 1

)
. D'où, �télescopiquement� : Sn 6 1

8

(
1− 1

n+ 1

)
.

En particulier : ∀n ∈ N∗, Sn 6 1

8
.

16) a) Prouvons par récurrence sur l'entier naturel non nul n l'assertion :

P (n) : Sn =

(
n+

1

2

)
ln (n+ 1)− n− ln (n!)

Initialisation : pour n = 1, on a d'une part S1 = u1 =
3

2
ln(2)− 1.

D'autre part :

(
1 +

1

2

)
ln (1 + 1)− 1− ln (1!) =

3

2
ln(2)− 1.

Il s'ensuit que P (1) est vraie.

Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et montrons que P (n+1) l'est.

On a : Sn+1 = Sn + un+1 =

(
n+

1

2

)
ln (n+ 1)− n− ln (n!)︸ ︷︷ ︸
=Sn (hyp. de réc.)

+

(
n+

3

2

)
ln

(
1 +

1

n+ 1

)
− 1︸ ︷︷ ︸

=un+1 (énoncé)

D'où : Sn+1 =

(
n+

1

2

)
ln (n+ 1)− n− ln (n!) +

(
n+

3

2

)
ln(n+ 2)−

(
n+

3

2

)
ln(n+ 1)− 1

⇐⇒ Sn+1 =

(
n+

3

2

)
ln(n+ 2)− (n+ 1)− ln (n!)− ln(n+ 1)

⇐⇒ Sn+1 =

(
n+

3

2

)
ln(n+ 2)− (n+ 1)− ln ((n+ 1)!)

Ce qui signi�e que P (n+ 1) est vraie, et établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. ∀n ∈ N∗, Sn =

(
n+

1

2

)
ln (n+ 1)− n− ln (n!) .

b) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. D'après l'énoncé et la question précédente :

vn = exp (1− Sn−1) = exp

(
1−

(
n− 1

2

)
ln (n) + n− 1 + ln ((n− 1)!)

)
= enn−n+1/2 (n− 1)!

Donc : vn =
en
√
n (n− 1)!

nn
=

enn!
nn
√
n
=

n!

nne−n
√
n
.

Conclusion. ∀n ∈ N, n > 2, vn =
n!

nne−n
√
n
.
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c) D'après l'énoncé : lim
n→+∞

vn = ℓ. D'où : lim
n→+∞

vn
ℓ

= 1. 6

On en déduit avec la question précédente que : lim
n→+∞

n!

ℓnne−n
√
n
= 1 .

ä Partie E - Conclusion

17) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On a, d'après la question 5 :

I2n ℓ
√
2n

π
=

(2n)!

22n (n!)2
π

2
× ℓ
√
2n

π
soit :

I2n ℓ
√
2n

π
=

(2n)!

(n!)2
ℓ
√
2n

22n+1
(♠)

Or, d'après la question précédente, on a :

lim
n→+∞

(2n)!

ℓ (2n)2n e−2n
√
2n

= 1 (♥) et lim
n→+∞

((n)!)2

ℓ2n2ne−2nn
= 1 (♦)

On écrit donc judicieusement :

I2n ℓ
√
2n

π
=

(2n)!

ℓ (2n)2n e−2n
√
2n
× ℓ2n2ne−2nn

(n!)2
× ℓ (2n)2n e−2n

√
2n

ℓ2n2ne−2nn
× ℓ
√
2n

22n+1︸ ︷︷ ︸
=1 (formidable !)

Ainsi :
I2n ℓ

√
2n

π
=

(2n)!

ℓ (2n)2n e−2n
√
2n
× ℓ2n2ne−2nn

(n!)2
.

Il résulte de cette égalité, de (♥) et de (♦) que : lim
n→+∞

I2n ℓ
√
2n

π
= 1 .

18) On peut déduire de la question 12 que : lim
n→+∞

√
2

π
×
√
2n× I2n = 1.

Donc : lim
n→+∞

√
2n× I2n
π

=
1√
2π

. On en déduit, grâce à la question 17, que : ℓ =
√
2π .

On a ainsi démontré la formule de Stirling : lim
n→+∞

n!√
2πnne−n

√
n
= 1

ou encore : lim
n→+∞

n!
√
2nπ

(n
e

)n = 1

Autrement énoncée :

Théorème 8.7 - (Formule de Stirling)

n! ∼+∞
√
2nπ

(n
e

)n

6. On pouvait admettre que ℓ 6= 0 à ce point du devoir. En voici toutefois la justi�cation. D'après la question 15, la suite
(Sn) admet une limite �nie, disons ℓ′. Donc la suite (vn) converge vers ℓ = e1−ℓ′ , qui est non nulle.
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8.9.4 Lemme de Riemann-Lebesgue

Propriété 8.16 - (Riemann-Lebesgue). Pour tout fonction ψ de classe C 1 sur [0, π], on a :

lim
n−→+∞

∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt = 0

Preuve. Soient n ∈ N∗ et ψ une fonction de classe C 1 sur [0, π].

On pose :

 u(t) = ψ(t)

v(t) = −cos (nt)

n

d'où :

{
u′(t) = ψ′(t)

v′(t) = sin (nt)

Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur [0, π], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir : ∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt =

[
−cos (nt)

n
ψ(t)

]π
0

+
1

n

∫ π

0

cos (nt)ψ′(t) dt

On en déduit que :∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt =

ψ(0) + (−1)n+1 ψ (π)

n︸ ︷︷ ︸
=An

+
1

n

∫ π

0

cos (nt)ψ′(t) dt︸ ︷︷ ︸
=Bn

D'après l'inégalité triangulaire, on a :

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt

∣∣∣∣ 6 |An|+ 1

n
|Bn|.

ä Il est clair que : |An| =
∣∣ψ(0) + (−1)n+1 ψ (π)

∣∣
n

ä Par ailleurs : |Bn| 6
∫ π

0

|cos (nt)|︸ ︷︷ ︸
61

× |ψ′(t)|︸ ︷︷ ︸
6M

dt 6
∫ π

0

M dt =Mπ

On déduit de ces inégalités que pour toute fonction ψ de classe C 1 sur [0, π] :

∃M ∈ R+, ∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt

∣∣∣∣ 6
∣∣ψ(0) + (−1)n+1 ψ (π)

∣∣
n

+
Mπ

n

Or : lim
n−→+∞

[∣∣ψ(0) + (−1)n+1 ψ (π)
∣∣

n
+
Mπ

n

]
= 0. On en déduit que : lim

n−→+∞

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt

∣∣∣∣ = 0.

D'où �nalement : lim
n−→+∞

∫ π

0

ψ (t) sin (nt) dt = 0 K
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8.9.5 Calcul de ζ(2)

Enoncé.

Nous avons établi en début d'année que lorsque l'on fait tendre n vers +∞, la somme

Sn = 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2

tend vers une limite �nie. Cette limite �nie est notée ζ(2), et on a donc

ζ(2) = lim
n−→+∞

(
n∑
k=1

1

k2

)
L'objectif de ce problème est de déterminer la valeur exacte de cette limite.

Partie 1 : pour se rafraîchir la mémoire

1) Etablir que pour tout entier k > 2, on a :
1

k2
6 1

k − 1
− 1

k
.

2) En déduire que pour tout entier naturel n non nul on a : 1 6
n∑
k=1

1

k2
6 2.

3) Pour tout entier naturel n non nul, on pose : un =
n∑
k=1

1

k2
.

a) Etablir que la suite (un) est croissante.

b) Déduire des questions précédentes que la suite est convergente.

Partie 2 : étude d'une fonction

On considère la fonction h dé�nie sur [0, π] par : ∀ t ∈ [0, π] , h(t) =
t2

2π
− t.

Et on dé�nit une seconde fonction φ sur [0, π] en posant :

∀ t ∈ [0, π] , φ (t) =


h (t)

2 sin
(
t
2

) si t 6= 0

−1 si t = 0

4) Quelle est la limite de
sin(t)

t
lorsque t tend vers 0 ? La réponse devra être justi�ée.

5) Déduire de la question précédente les limites de
t

2 sin
(
t
2

) puis de
h (t)

2 sin
(
t
2

) lorsque t tend vers 0.

Dans la suite du problème, on pourra supposer que φ est de classe C 1 sur [0, π].



Cours MPSI - sz 191

Partie 3 : sommes et intégrales

6) Montrer que pour tout entier naturel k, on a : cos (kπ) = (−1)k.

7) Etablir que :

∀ k ∈ N∗,

∫ π

0

t cos (kt) dt =
(−1)k − 1

k2

8) Etablir que :

∀ k ∈ N∗,

∫ π

0

t2 cos (kt) dt =
2π (−1)k

k2

9) Pour tout entier naturel k non nul, on pose :

Ik =

∫ π

0

h(t) cos (kt) dt

Déduire de ce qui précède l'expression exacte de Ik en fonction de k.

10) Soit n ∈ N∗. Montrer que :

∀ t ∈ ] 0, π] ,
n∑
k=1

cos (kt) = cos

((
n+ 1

2

)
t

)
sin
(
nt
2

)
sin
(
t
2

)
11) Déduire de la question précédente l'existence d'une constante réelle λ telle que :

∀ t ∈ ] 0, π] ,
n∑
k=1

cos (kt) =
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

2 sin
(
t
2

) − λ

Partie 4 : épilogue

12) Soit ψ une fonction de classe C 1 sur [0; π]. Montrer que :

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

∣∣∣∣ 6 |ψ(0)|
n+

1

2

+

 π

n+
1

2

×M


où l'on a posé : M = max

[0,π]
|ψ′(t)|. 7

13) Déduire de la question précédente que pour toute fonction ψ de classe C 1 sur [0; π], on a :

lim
n−→+∞

(∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

)
= 0

7. La fonction ψ′ est continue sur [0, π], puisque l'on a supposé ψ de classe C 1. Or nous verrons prochainement (et nous
admettons provisoirement) qu'une fonction continue dé�nie sur un intervalle borné est elle-même bornée. Donc dans le cas
présent, ψ′ est bornée sur [0, π], ce qui assure l'existence d'un réel M tel que : ∀ t ∈ [0, π] , |ψ′(t)| 6M .
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14) Etablir que :

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

h(t)

(
n∑
k=1

cos (kt)

)
dt

15) Déduire de ce qui précède la valeur exacte de :

ζ(2) = lim
n−→+∞

(
n∑
k=1

1

k2

)

Corrigé

Partie 1 : pour se rafraîchir la mémoire

1) Soit k > 2 un entier. On a :
1

k − 1
− 1

k
=

1

k2 − k
> 1

k2
.

2) Soit n un entier naturel non nul. On a :
n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
6 1 +

n∑
k=2

1

k − 1
− 1

k
d'où :

n∑
k=1

1

k2
6 1 + 1− 1

n

On en déduit que : ∀n ∈ N∗, 1 6
n∑
k=1

1

k2
6 2− 1

n
donc : ∀n ∈ N∗, 1 6

n∑
k=1

1

k2
6 2

3) a) ∀n ∈ N∗, un+1 − un =
1

(n+ 1)2
> 0. Donc : (un) est croissante .

b) La suite (un) est croissante (d'après la propriété précédente) et majorée (d'après 2), donc convergente .

Partie 2 : étude d'une fonction

4) On a : lim
t−→0

sin(t)

t
= lim

t−→0

sin(t)− sin(0)

t
= sin′(0) = cos(0) = 1 .

5) On commence par observer que d'après ce qui précède : lim
t−→0

t

sin(t)
= 1.

Puis, en procédant au changement de variable T = t/2, on obtient : lim
t−→0

t

2 sin(t/2)
= lim

T−→0

T

sin(T )
= 1.

Par ailleurs, pour tout t non nul :
h (t)

2 sin
(
t
2

) =
1

2π

t2

2 sin
(
t
2

) − t

2 sin
(
t
2

) .
On a déjà vu que : lim

t−→0

t

2 sin(t/2)
= 1 d'où lim

t−→0

t2

2 sin(t/2)
= 0. Par suite : lim

t−→0

h (t)

2 sin
(
t
2

) = −1 .
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Partie 3 : sommes et intégrales

6) ∀ k ∈ N, cos (kπ) =
eikπ + e−ikπ

2
=

(
eiπ
)k

+
(
e−iπ

)k
2

= (−1)k .

7) Soit k ∈ N∗. On pose :

 u(t) = t

v(t) =
sin (kt)

k

d'où :

{
u′(t) = 1

v′(t) = cos (kt)

Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur [0, π], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :∫ π

0

t cos (kt) dt =

[
t sin (kt)

k

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

−1

k

∫ π

0

sin (kt) dt =
1

k2
[cos (kt)]π0 =

cos (kπ)− 1

k2

d'où :
∫ π

0

t cos (kt) dt =
(−1)k − 1

k2

8) Soit k ∈ N∗. On pose :

 u(t) = t2

v(t) =
sin (kt)

k

d'où :

{
u′(t) = 2t

v′(t) = cos (kt)

Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur [0, π], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :∫ π

0

t2 cos (kt) dt =

[
t2 sin (kt)

k

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

−2

k

∫ π

0

t sin (kt) dt︸ ︷︷ ︸
=Jk

(♠)

Calculons Jk. On pose :

 U(t) = t

V (t) = −cos (kt)

k

d'où :

{
U ′(t) = 1

V ′(t) = sin (kt)

Les fonctions U et V sont de classe C 1 sur [0, π], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :

Jk =

∫ π

0

t sin (kt) dt =

[
−t cos (kt)

k

]π
0

+
1

k

∫ π

0

cos (kt) dt = −π cos (kπ)
k

+
1

k2
[sin(kt)]π0︸ ︷︷ ︸

=0

= −π (−1)
k

k
+

1

k2
(♣)

On déduit alors de (♠) et de (♣) que : ∀ k ∈ N∗,

∫ π

0

t2 cos (kt) dt =
2π (−1)k

k2

9) Soit k ∈ N∗.

On a : Ik =
∫ π

0

h(t) cos (kt) dt =
∫ π

0

(
t2

2π
− t
)
cos (kt) dt =

1

2π

∫ π

0

t2 cos (kt) dt−
∫ π

0

t cos (kt) dt

=
(−1)k

k2
− (−1)k − 1

k2
=

1

k2

Conclusion : ∀ k ∈ N∗, Ik =

∫ π

0

h(t) cos (kt) dt =
1

k2
.
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10) Soient t ∈ ] 0; π] et n ∈ N∗. Observons que :
n∑
k=1

cos (kt) = Re


n∑
k=1

expikt︸ ︷︷ ︸
S

, et calculons S.

S =
n∑
k=1

expikt =
n∑
k=1

(
expit

)k
= eit

1− eint

1− eit
(puisque eit 6= 1). Puis on applique la technique de l'angle

moitié :

S = eit
eint/2

eit/2
e−int/2 − eint/2

e−it/2 − eit/2
= ei

n+1
2

t−2i sin (nt/2)
−2i sin (t/2)

d'où : S = ei
n+1
2

t sin (nt/2)

sin (t/2)

On en déduit, en identi�ant les parties réelles de l'égalité ci-dessus que :

∀ t ∈ ] 0; π] , ∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

cos (kt) = cos

(
n+ 1

2
t

)
sin (nt/2)

sin (t/2)
.

11) Soient t ∈ ] 0; π] et n ∈ N∗. On a :

cos

(
n+ 1

2
t

)
sin

(
nt

2

)
=

sin

(
nt

2
+
n+ 1

2
t

)
+ sin

(
nt

2
− n+ 1

2
t

)
2

=

sin

(
2n+ 1

2
t

)
+ sin

(
− t
2

)
2

=

sin

((
n+

1

2

)
t

)
− sin

(
t

2

)
2

De cette identité et de la question précédente, on déduit que :

∀ t ∈ ] 0; π] , ∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

cos (kt) =

sin

((
n+

1

2

)
t

)
2 sin (t/2)

− 1

2
(d'où λ =

1

2
) .

Partie 4 : épilogue

12) Soient n ∈ N∗ et ψ une fonction de classe C 1 sur [0, π].

On pose :


u(t) = ψ(t)

v(t) = −
cos

((
n+

1

2

)
t

)
n+

1

2

d'où :

 u′(t) = ψ′(t)

v′(t) = sin

((
n+

1

2

)
t

)

Les fonctions u et v sont de classe C 1 sur [0, π], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour
obtenir :∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt =

−cos

((
n+

1

2

)
t

)
n+

1

2

ψ(t)


π

0

+
1

n+
1

2

∫ π

0

cos

((
n+

1

2

)
t

)
ψ′(t) dt
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En observant que cos

((
n+

1

2

)
π

)
= 0, on déduit de ce qui précède :∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt =

ψ(0)

n+
1

2︸ ︷︷ ︸
=A

+
1

n+
1

2

∫ π

0

cos

((
n+

1

2

)
t

)
ψ′(t) dt︸ ︷︷ ︸

=B

D'après l'inégalité triangulaire, on a :

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

∣∣∣∣ 6 |A|+ 1

n+
1

2

|B|.

ä Il est clair que : |A| = |ψ(0)|

n+
1

2

ä Par ailleurs : |B| 6
∫ π

0

∣∣∣∣cos((n+
1

2

)
t

)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
61

× |ψ′(t)|︸ ︷︷ ︸
6M

dt 6
∫ π

0

M dt =Mπ

On déduit de ces inégalités que pour toute fonction ψ de classe C 1 sur [0, π] :

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

∣∣∣∣ 6 |ψ(0)|
n+

1

2

+
Mπ

n+
1

2

13) D'après la question précédente, si ψ est de classe C 1 sur [0, π], alors :

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

∣∣∣∣ 6 |ψ(0)|
n+

1

2

+
Mπ

n+
1

2

Comme : lim
n−→+∞

|ψ(0)|

n+
1

2

+
Mπ

n+
1

2

= 0, on en déduit que lim
n−→+∞

∣∣∣∣∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt

∣∣∣∣ = 0 d'où :

lim
n−→+∞

∫ π

0

ψ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt = 0

14) D'après la question 9, on a : ∀ k ∈ N∗,

∫ π

0

h(t) cos (kt) dt =
1

k2

En sommant les égalités obtenues en faisant varier k de 1 à n (avec n ∈ N∗) dans la relation ci-dessus, on
obtient :

n∑
k=1

1

k2
=

n∑
k=1

∫ π

0

h(t) cos (kt) dt =
∫ π

0

h(t)
n∑
k=1

cos (kt) dt

la deuxième égalité provenant de la linéarité de l'intégrale.

Conclusion. ∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

h(t)
n∑
k=1

cos (kt) dt
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15) Soit n ∈ N∗. D'après la question précédente :
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

h(t)
n∑
k=1

cos (kt) dt

Et d'après la question 11 :
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

h(t)

sin

((
n+

1

2

)
t

)
2 sin (t/2)

− 1

2

 dt

D'où :
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

h(t)

2 sin (t/2)
sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt− 1

2

∫ π

0

h(t) dt

Soit :
n∑
k=1

1

k2
=

∫ π

0

φ(t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt− 1

2

∫ π

0

h(t) dt (^)

D'après l'énoncé, la fonction φ est de classe C 1 sur [0, π]. On peut donc lui appliquer le résultat de la

question 13 pour obtenir : lim
n−→+∞

∫ π

0

φ (t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt = 0

On déduit de cette observation et de la relation (^) que : lim
n−→+∞

n∑
k=1

1

k2
= −1

2

∫ π

0

h(t) dt (`)

Il reste à calculer : I =

∫ π

0

h(t) dt =
∫ π

0

t2

2π
− t dt = 1

6π

[
t3
]π
0
− 1

2

[
t2
]π
0
= −π

2

3

On déduit de ce calcul et de (`) que :

lim
n−→+∞

(
n∑
k=1

1

k2

)
=
π2

6
c'est à dire ζ (2) =

π2

6



Chapitre 9

Equations di�érentielles linéaires

Convention : dans ce chapitre, I est un intervalle non-vide de R, et K = R ou C.

9.1 Equations di�érentielles linéaires d'ordre 1

9.1.1 Généralités

Définition 9.1 - Soient a, b et c trois fonctions de C 0 (I,K). Une fonction f ∈ C 1 (I,K) est dite
solution sur I de l'équation di�érentielle a(x)y′ + b(x)y = c(x) si :

∀x ∈ I, a(x)f ′(x) + b(x)f(x) = c(x)

Terminologie. (E) a(x)y′+b(x)y = c(x) est appelée équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 (ou EDL1)
avec second membre ; et (H) a(x)y′ + b(x)y = 0 est appelée équation (di�érentielle linéaire d'ordre
1) homogène (ou sans second membre) associée à (E).

Par ailleurs, on note parfois simplement ay′ + by = c l'équation di�érentielle E.

Exemples. La fonction exponentielle est solution sur R de l'EDL1 homogène y′ − y = 0. La fonction sin

est solution sur R de l'EDL1 avec second membre cos(x)y′ + sin(x)y = 1.

Théorème 9.1 - (Structure de l'ensemble des solutions d'une EDL1). Soient a, b et c trois
fonctions de C 0 (I,K).
On note (E) l'EDL1 : a(x)y′ + b(x)y = c(x), et (H) : a(x)y′ + b(x)y = 0 l'équation homogène associée
à (E).

On suppose qu'il existe une solution φ de (E) sur I.

Alors, pour toute fonction f ∈ C 1(I,K) :

[f est solution de (E)]⇐⇒ [(f − φ) est solution de (H)]
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Preuve. Soit f une fonction de classe C 1 sur I à valeurs dans K. Avec les notations et hypothèses de
l'énoncé :

f est solution de (E)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)f ′(x) + b(x)f(x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)f ′(x) + b(x)f(x) = a(x)φ′(x) + b(x)φ(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x) (f ′(x)− φ′(x)) + b(x) (f(x)− φ(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x) (f − φ)′ (x) + b(x) (f − φ) (x) = 0 (linéarité de la dérivation)

⇐⇒ (f − φ) est solution de (H) K
En d'autres termes, et avec les notations précédemment introduites, toute solution f de (E) s'écrit fH+fP
où fH (resp. fP ) désigne une solution quelconque de l'équation homogène associée à (E) (resp. une solution
particulière de (E)).

Ce résultat fournit donc une méthode (et le plan de ce paragraphe consacré aux EDL1) de résolution, que
voici :

Méthode �universelle� de résolution des EDL

1) Choix de l'intervalle de résolution (s'il n'est pas imposé dans l'énoncé).

2) Résolution de l'équation homogène (ou sans second membre) associée.

3) Recherche d'une solution particulière de l'équation complète (avec second membre).

4) Solutions de l'EDL complète obtenues en �faisant la somme des deux étapes précédentes�.

9.1.2 Résolution d'une EDL 1 homogène

Théorème 9.2 - (Solution générale d'une EDL1 homogène). Soient a et b deux fonctions
de C 0 (I,K).
On note (H) l'EDL1 : a(x)y′ + b(x)y = 0.

On suppose que a ne s'annule pas sur I : ∀x ∈ I, a(x) 6= 0.

Alors, pour toute fonction f ∈ C 1(I,K) :

[f est solution de (H)]⇐⇒
[
∃K ∈ K, ∀x ∈ I, f(x) = Ke−A(x)

]
où A désigne une primitive sur I de

b

a
.

Terminologie. Le théorème ci-dessus se traduit aussi en écrivant que la solution générale de H est :

∀K ∈ K, ∀x ∈ I, f(x) = Ke−A(x)

Entre nous, et si personne ne nous écoute, nous pourrons parfois commettre l'abus d'écrire que la solution
générale de E est : f(x) = Ke−

∫
(b(x)/a(x)) dx.
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Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, la fonction b/a est continue sur I, en tant que quotient de
fonctions continues sur I dont le dénominateur ne s'annule pas sur I. A ce titre, b/a admet des primitives
sur I ; notons A l'une d'entre elles.

Soit φ une solution de (E). Introduisons une fonction auxiliaire g en posant : ∀x ∈ I, g(x) = φ(x)eA(x). 1

La fonction g est dérivable (et même de classe C 1) sur I, et :

∀x ∈ I, g′(x) = φ′(x)eA(x) + A′(x)φ(x)eA(x)

∀x ∈ I, g′(x) = φ′(x)eA(x) +
b(x)

a(x)
φ(x)eA(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, g′(x) = eA(x)
(
φ′(x) +

b(x)

a(x)
φ(x)

)
La fonction a ne s'annulant pas sur I, cette dernière assertion est encore équivalente à la suivante :

∀x ∈ I, a(x)g′(x) = eA(x) (a(x)φ′(x) + b(x)φ(x))︸ ︷︷ ︸
=0

la nullité de la parenthèse du terme de droite provenant de ce que φ est solution de (E).

Par suite : ∀x ∈ I, a(x)g′(x) = 0 d'où : ∀x ∈ I, g′(x) = 0 (puisque a ne. . . ).

Il s'ensuit que g est constante sur I, explicitement :

∃ K ∈ K, g(x) = K ⇐⇒ ∃ K ∈ K, φ(x)eA(x) = K ⇐⇒ ∃ K ∈ K, φ(x) = Ke−A(x)

On vient donc d'établir que toute solution de (E) est �de la forme Ke−A(x)�.

La réciproque (toute fonction �de la forme ke−A(x)� est solution de (E)) est une véri�cation aisée (et laissée
en exercice) qui permet de conclure :

La solution générale de l'EDL a(x)y′ + b(x)y = 0 est : ∀x ∈ I, fK (x) = Ke−A(x) (K ∈ K), où A

désigne une primitive sur I de la fonction
b

a
. K

Exemple 1 (Désintégration radioactive). Dans un tissu radioactif, les lois de la Physique permettent
d'a�rmer que la vitesse de désintégration des noyaux radioactifs (à l'instant t) est proportionnelle au
nombre N(t) de noyaux radioactifs présents dans le tissu à l'instant t. 2

Ce phénomène, appelé désintégration radioactive, peut être modélisé par le problème de Cauchy 3 suivant :


∀ t ∈ [0; +∞ [ ,

dN (t)

dt
+ λN (t) = 0

N (0) = N0

où N0 est le nombre de noyaux radioactifs présents
à l'instant t = 0, et λ désigne une constante stric-
tement positive.

1. Dans un certain sens, la fonction g �mesure l'écart� séparant une solution de (H) de la fonction x ∈ I 7−→ e−A(x). Au
regard de l'énoncé, l'objectif est de prouver que g est constante sur I.

2. Pour plus de précisions à ce sujet, consulter M Roveillo !
3. On appelle problème de Cauchy (d'ordre 1) la donnée d'une EDL1 et d'une condition initiale. Ce type de problème est

d'usage fréquent en Physique et en Chimie.
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Déterminons l'expression de N(t) pour tout réel t > 0. Avec les notations introduites depuis le début de
ce chapitre, ceci revient à résoudre sur I = [0;+∞ [ l'EDL1 homogène : (H) y′ + λy = 0.

Dans la présente situation, on a pour tout réel t > 0 :

a(t) = 1 ; b(t) = λ ; A(t) =

∫
b(t)

a(t)
dt = λt

D'après le théorème 9.2, la solution générale de (H) est : ∀ t > 0, y(t) = Ke−λt (avec K ∈ R). 4

La condition initiale permet de déterminer la valeur de K :

y(0) = N0 ⇐⇒ Ke−λ×0 = N0 ⇐⇒ K = N0

On en déduit, en revenant aux notations initiales, que le nombre N(t) de noyaux radioactifs présents dans

le tissu à l'instant t est donné par : ∀ t > 0, N(t) = N0e−λt .

Remarque. Dans ce contexte, on appelle période de demi-vie de l'élément radioactif la valeur de T telle
que : N(T ) = N0/2. D'après ce qui précède, on a donc :

N0e−λT =
N0

2
⇐⇒ e−λT =

1

2
⇐⇒ T =

ln(2)

λ

Exemple 2. Résolution dans R de (H) : cos(x)y′ + sin(x)y = 0.

Dans la présente situation, on a : a(x) = cos(x) ; b(x) = sin(x) et c(x) = 1. Les trois fonctions a, b et c

sont continues sur R, mais a s'annule en
π

2
+ kπ (avec k ∈ Z). On peut donc choisir comme intervalle

de résolution tout intervalle Ik = ] − π

2
+ kπ;

π

2
+ kπ [ (avec k ∈ Z). Pour �xer les idées, choisissons de

résoudre (H) sur I0 = ]− π

2
;
π

2
[ .

Calculons une primitive de b/a sur I0 :

∀x ∈ I0, A(x) =

∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫
tan(x) dx = − ln (|cos(x)|) = ln

(
1

cos(x)

)
la disparition des valeurs absolue étant rendue légitime par la positivité de la fonction cos sur l'intervalle
I0.

On en déduit, d'après le théorème 9.2, que la solution générale de (H) sur I0 est :

∀x ∈ I0, f(x) = Ke−A(x) = Keln(cos(x)) soit : ∀x ∈ I0, f(x) = K cos(x) (avec K ∈ R) .

Exemple 3. Résolution dans R de (H) : xy ′ + (x− 1)y = 0.

Commençons par choisir l'intervalle de résolution. Les trois fonctions a, b et c sont continues sur R, mais
a s'annule en 0. On peut choisir de résoudre (H) sur ] 0; +∞ [ ou sur ]−∞; 0 [ . Posons dans un premier
temps I = ] 0;+∞ [ . On a :

∀ x ∈ R∗
+,

b(x)

a(x)
=
x− 1

x
= 1− 1

x
; une primitive de

b

a
sur R∗

+ est donc A : x ∈ R∗
+ 7−→ x− ln(x).

D'après le théorème 9.2, la solution générale de (H) est fK : x ∈ R∗
+ 7−→ Keln(x)−x soit

fK : x ∈ R∗
+ 7−→ Kxe−x (K ∈ R) .

4. Dans le contexte, la fonction recherchée est évidemment à valeurs dans R.
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9.1.3 Recherche d'une solution particulière d'une EDL1 avec second membre

On présente ci-dessous deux méthodes générales pour déterminer une solution particulière de ay′+ by = c.

9.1.3.1 Le �air !

Dans certaines situations, il est facile de deviner la forme d'une solution particulière.

Par exemple, il est immédiat qu'une solution de l'EDL1 cos(x)y′ + sin(x)y = 1 est la fonction sinus.

Par ailleurs, en Physique, les coe�cients de l'EDL (les fonctions �a, b et c�) sont souvent des constantes ;
dans ce cas, on pourra chercher (et trouver !) une solution particulière fP constante elle aussi. On donne
ci-dessous un exemple d'illustration.

Exemple (Charge d'un condensateur).

On peut étudier l'évolution de la tension u(t) lors de la charge
d'un condensateur à travers un résistor, sous une tension E.
La tension u(t) est dans ce cas régie par le problème de Cauchy
suivant :


∀ t ∈ [0; +∞ [ ,

du (t)

dt
+
u (t)

RC
=

E

RC

u (0) = u0 (u0 ∈ R+)

Déterminons l'expression de u(t) pour tout réel t > 0.

On commence par résoudre l'équation homogène associée : (H)
du (t)

dt
+
u (t)

RC
= 0.

On a : ∀ t > 0,
b(t)

a(t)
=

1

RC
d'où : ∀ t ∈ R+, A(t) =

∫
b(t)

a(t)
dt =

t

RC
.

La solution générale de (H) est donc : ∀ t ∈ R+, u(t) = Ke−t/RC (avec K réel).

Puisque les coe�cients de l'équation avec second membre sont constants, on peut trouver une solution
particulière uP constante elle aussi. Explicitement, un calcul immédiat assure que la fonction constante
égale à E est solution de l'équation complète.

D'après le théorème 9.1, la solution générale de
du (t)

dt
+
u (t)

RC
=

E

RC
est :

∀ t ∈ R+, u(t) = E +Ke−t/RC (K ∈ R) .

Pour achever les calculs et déterminer la valeur de K, on exploite la condition initiale :

u(0) = u0 ⇐⇒ E +Ke−0/RC = u0 ⇐⇒ K = u0 − E

Finalement : ∀ t ∈ R+, u(t) = E + (u0 − E) e−t/RC (remarque : lim
t→+∞

u(t) = E).
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9.1.3.2 Méthode de variation de la constante

Présentons le principe de cette méthode sur un exemple. Considérons l'EDL1 (E) : xy ′+(x−1)y = x3.

On a déjà résolu (voir exemple 3, page 200) l'équation homogène associée, et obtenu :

∀x ∈ R∗
+, fH(x) = Cxe−x (C ∈ R)

La méthode de variation de la constante consiste à chercher une solution particulière fP de l'équation avec
second membre sous la forme :

∀ x ∈ R∗
+, fP (x) = C(x)xe−x où C est de classe C 1 sur R∗

+

Sous cette forme, fP est dérivable sur R∗
+ et : ∀ x ∈ R∗

+, f ′
P (x) = C ′(x)xe−x + C(x) (e−x − xe−x)

C'est-à-dire : ∀ x ∈ R∗
+, f ′

P (x) = C ′(x)xe−x + C(x)e−x (1− x)

Par suite : ∀ x ∈ R∗
+, xf ′

P (x) + (x− 1) fP (x) = C ′(x)x2e−x + C(x)e−xx (1− x) + C(x)e−xx (x− 1)︸ ︷︷ ︸
=0

D'où : ∀ x ∈ R∗
+, xf ′

P (x) + (x− 1) fP (x) = C ′(x)x2e−x

On en déduit que fP est solution de (E) si et seulement si : ∀ x ∈ R∗
+, C

′(x)x2e−x = x3, soit : ∀ x ∈
R∗

+, C
′(x) = xex. Il reste donc à déterminer une primitive sur R∗

+ de x 7→ xex, via une intégration par
parties :

∫
xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex = ex (x− 1) donc : ∀ x ∈ R∗

+, C(x) = ex (x− 1)

Une solution particulière de (E) est donc fP : x ∈ R∗
+ 7−→ x (x− 1) .

On déduit des calculs précédents et du théorème 9.1 que la solution générale de (E) est :

∀x ∈ R∗
+, f(x) = x (x− 1) + Cxe−x (C ∈ R) soit : ∀x ∈ R∗

+, f(x) = x (x− 1 + Ce−x) (C ∈ R) .

Remarque : très peu de modi�cations sont nécessaires pour résoudre cette EDL sur R∗
−. . . De fait, la

solution générale de (E) sur R∗
− est g : x ∈ R∗

− 7−→ x (x− 1 + Ce−x) (C ∈ R).

Remarquons encore qu'au cours des calculs précédents, un �petit miracle� s'est produit dans la recherche
d'une solution particulière de l'équation avec second membre : la �disparition� des termes en C(x), qui
nous a permis de d'achever nos calculs.

La propriété suivante assure que ce �miracle� n'en est pas un, et que la méthode de variation de la constante
marche �à tous les coups�. 5

5. Ce qui ne signi�e pas qu'il faut l'utiliser à tous les coups, voir paragraphe précédent.
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Théorème 9.3 - (Existence d'une solution pour une EDL1 avec second membre). Soient
a, b et c trois fonctions de C 0 (I,K).

On note (E) l'EDL1 : a(x)y′ + b(x)y = c(x).

On suppose que a ne s'annule pas sur I : ∀x ∈ I, a(x) 6= 0.

Alors il existe une fonction fP de classe C 1 sur I solution de (E).

Plus précisément, il existe une fonction K ∈ C 1 (I,K) telle que la fonction fp dé�nie par

∀x ∈ I, fP (x) = K(x)e−A(x) (où A est une primitive de
b

a
sur I)

est solution de l'équation di�érentielle (E).

Preuve. Soit K ∈ C 1 (I,K). Posons : ∀x ∈ I, fP (x) = K(x)e−A(x). La fonction fP est de classe C 1 sur
I (théorèmes généraux). A ce titre, elle est dérivable sur I et :

∀x ∈ I, f ′
P (x) = e−A(x) (K ′(x)− A′(x)K(x)) = e−A(x)

(
K ′(x)− b(x)

a(x)
K(x)

)
On en déduit que :

fP est solution de (E)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)f ′
P (x) + b(x)fP (x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)e−A(x)
(
K ′(x)− b(x)

a(x)
K(x)

)
+ b(x)K(x)e−A(x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)e−A(x)K ′(x)−b(x)K(x)e−A(x) + b(x)K(x)e−A(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, a(x)e−A(x)K ′(x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, K ′(x) =
c(x)

a(x)
eA(x) (♠)

Les hypothèses du théorème et les théorèmes généraux sur la continuité assure que la fonction x 7−→
c(x)

a(x)
eA(x) est continue sur I ; elle admet donc une primitive sur I. En d'autres termes, il existe une

fonction K de classe C 1 sur I satisfaisant l'identité (♠).

On en déduit que la fonction fP : x ∈ I 7−→ e−A(x)


∫

c(x)

a(x)
eA(x) dx︸ ︷︷ ︸

=K(x)

 est solution de (E). K

9.1.4 Conclusion - Problème de Cauchy

Il résulte du théorème 9.3 que toute EDL1 admet des solutions. On sait alors décrire complètement
l'ensemble des solutions de (E), grâce aux théorèmes 9.1 (décrivant l'ensemble des solutions) et 9.2 (don-
nant la solution générale de l'équation homogène associée). Un petit dessin valant mieux qu'un long
discours, on illustre par quelques graphiques la méthode mise en ÷uvre précédemment pour résoudre
(E) : xy ′ + (x− 1)y = x3 (page 202).
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ä Le premier graphique (�rouge�) montre quelques courbes représentatives de l'équation homogène,
c'est-à-dire des fonctions fC : x ∈ R∗

+ 7−→ Cxe−x (pour plusieurs valeurs de C).

ä Le second correspond à la courbe représentative d'une solution particulière de l'équation avec second
membre, la fonction fP : x ∈ R∗

+ 7−→ x (x− 1).

ä Sur le dernier graphique sont tracées les courbes de quelques solutions de l'équation avec second
membre, c'est-à-dire quelques fonctions gC : x ∈ R∗

+ 7−→ x (x− 1) + Cxe−x.

Solution générale de l'équation ho-

mogène

+ Une solution particulière de l'équa-

tion complète

= Solution générale de l'équation complète
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Le dernier graphique de la page précédente suggère que les courbes représentatives des solutions de (E)

�recouvrent le plan, et ne se coupent pas�. Cette intuition est précisée par l'énoncé ci-dessous.

Théorème 9.4 - (Existence et unicité d'une solution pour un problème de Cauchy d'ordre 1).
Soient a, b et c trois fonctions de C 0 (I,K).

On note (E) l'EDL1 : a(x)y′ + b(x)y = c(x).

On suppose que a ne s'annule pas sur I : ∀x ∈ I, a(x) 6= 0.

Pour tout couple (x0, y0) ∈ I ×K, il existe une unique fonction φ ∈ C 1 (I,K) telle que :


∀x ∈ I, a(x)φ′(x) + b(x)φ(x) = c(x)

φ (x0) = y0

Intuitivement : par tout point du plan, passe la courbe représentative d'une unique solution de (E).

Preuve. Avec les notations de l'énoncé, le théorème 9.3 assure qu'il existe une solution fP de (E).

Soit φ une solution arbitraire de (E). Il existe un scalaire K tel que : ∀x ∈ I, φ(x) = fP (x) +Ke−A(x).

Considérons à présent un couple (x0, y0) ∈ I ×K arbitraire. On a :

φ(x0) = y0 ⇐⇒ fP (x0) +Ke−A(x0) = y0 ⇐⇒ K = (y0 − fP (x0)) eA(x0)

On en déduit que la fonction φ dé�nie en posant :

∀x ∈ I, φ(x) = fP (x) + (y0 − fP (x0)) eA(x0)−A(x)

est l'unique solution de (E) telle que φ(x0) = y0. K

9.2 EDL2 à coe�cients constants

9.2.1 Généralités

Définition 9.2 - Soient a, b, c et d quatre fonctions de C 0 (I,K). Une fonction f ∈ C 2 (I,K) est
dite solution sur I de l'équation di�érentielle a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y(x) = d(x) si :

∀x ∈ I, a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + c(x)f(x) = d(x)

Terminologie. (E) a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = d(x) est appelée équation di�érentielle linéaire d'ordre 2
(ou EDL2) avec second membre ; et (H) a(x)y′′+b(x)y′+c(x)y = 0 est appelée équation (di�érentielle
linéaire d'ordre 2) homogène (ou sans second membre) associée à (E).

Par ailleurs, on note parfois simplement ay′′ + by′ + cy = d l'équation di�érentielle (E).

Exemples. La fonction cos est solution sur R de l'EDL2 homogène y′′ + y = 0. La fonction exponentielle
R de l'EDL2 avec second membre y′′ + y′ − y = ex.
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Remarque. Tout au long de ce paragraphe, nous nous restreindrons au cas particulier des EDL2 à
coe�cients constants, c'est à dire de la forme

y′′ + ay′ + by = c(x) avec a et b dans K, et c ∈ C 0(I,K)

Cette remarque faite, on peut conjecturer assez facilement que les propriétés relatives aux EDL1 s'étendent
aux EDL2. Commençons par le commencement :

Théorème 9.5 - (Structure de l'ensemble des solutions d'une EDL2). Soient a et b deux
scalaires, et c ∈ C 0 (I,K).

On note (E) l'EDL2 : y′′ + ay′ + by = c(x), et (H) : y′′ + ay′ + by = 0 l'équation homogène associée à
(E).

On suppose qu'il existe une solution φ de (E) sur I.

Alors, pour toute fonction f ∈ C 2(I,K) :

[f est solution de (E)]⇐⇒ [(f − φ) est solution de (H)]

Preuve. 6 Soit f une fonction de classe C 2 sur I à valeurs dans K. Avec les notations et hypothèses de
l'énoncé :

f est solution de (E)

⇐⇒ ∀x ∈ I, f ′′(x) + af ′(x) + bf(x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, f ′′(x) + af ′(x) + bf(x) = φ′′(x) + aφ′(x) + bφ(x)

⇐⇒ ∀x ∈ I, f ′′(x)− φ′′(x) + a (f ′(x)− φ′(x)) + b (f(x)− φ(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ I, (f − φ)′′ (x) + a (f − φ)′ (x) + b (f − φ) (x) = 0 (linéarité de la dérivation)

⇐⇒ (f − φ) est solution de (H) K
En d'autres termes, et avec les notations précédemment introduites, toute solution f de (E) s'écrit fH+fP
où fH (resp. fP ) désigne une solution quelconque de l'équation homogène associée à (E) (resp. une solution
particulière de (E)).

La méthode (et le plan de ce paragraphe consacré aux EDL2) de résolution des EDL2 sera donc rigoureu-
sement analogue à celui des EDL1.

9.2.2 Résolution d'une EDL 2 homogène

La petite di�culté dans ce paragraphe provient de ce que la solution générale d'une EDL2 pourra être
di�érent selon que l'on cherche des solutions à valeurs réelles ou valeurs complexes d'une EDL2.

6. Les mêmes causes produisant les mêmes e�ets, la démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème
analogue pour les EDL1.
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Théorème 9.6 - (Solution générale d'une EDL2 homogène - Cas COMPLEXE). Soient
a et b deux complexes.

On note (H) l'EDL2 : y′′ + ay′ + by = 0.

On note encore (EC) : X2 + aX + b = 0 l'équation caractéristique associée à (H).

En�n, on note ∆ = a2 − 4b le discriminant de l'équation caractéristique.

ä Premier cas :∆ 6= 0. L'équation (EC) possède deux racines complexes distinctes α et β. Les solutions
de (H) sont alors les fonctions dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = C1eαx + C2eβx

où C1 et C2 désignent deux complexes arbitraires.

ä Second cas : ∆ = 0. L'équation (EC) possède une racine double α. Les solutions de (H) sont alors
les fonctions dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = (C1 + C2x) eβx

où C1 et C2 désignent deux complexes arbitraires.

Preuve. Notons α et β les racines de l'équation caractéristique (même si éventuellement on peut avoir
α = β).

Posons : ∀x ∈ R, φ(x) = g(x)eαx, où g est de classe C 2 sur R (♣) .

La fonction φ est de classe C 2 sur R (en tant que produit de fonctions qui le sont) ; il est donc légitime de
la dériver deux fois. On a :

∀x ∈ R, φ′(x) = eαx (g′(x) + αg(x)) et ∀x ∈ R, φ′′(x) = eαx (g′′(x) + 2αg′(x) + α2g(x))

Par suite :

φ est solution de (H)

⇐⇒ ∀x ∈ R, φ′′(x) + aφ′(x) + bφ(x) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R, eαx (g′′(x) + 2αg′(x) + α2g(x) + ag′(x) + aαg(x) + bg(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R, eαx
g′′(x) + (2α + a) g′(x) +

(
α2 + aα + b

)︸ ︷︷ ︸
=0

g(x)

 = 0 7

On note alors que : 2α + a = α− β. 8 L'assertion précédente est donc encore équivalente à la suivante :
∀x ∈ R, eαx (g′′(x) + (α− β) g′(x)) = 0

⇐⇒ ∀x ∈ R, g′′(x) + (α− β) g′(x) = 0 9

⇐⇒ g′ est solution de l'équation di�érentielle : Y ′ + (α− β)Y = 0 (♠)

7. On a α2 + aα+ b = 0 puisque α est racine de l'équation caractéristique.
8. Lorsque les racines sont distinctes, cela provient de l'égalité α+β = −a (relation coe�cients racines pour un polynôme

de degré 2). Lorsque α est racine double de l'équation caractéristique, on a : 2α = −a donc 2α+ a = 0 ; et d'autre part dans
ce cas β − α = α− α = 0. En résumé, dans les deux situations, on a : 2α+ a = α− β.

9. Puisque la fonction x 7−→ eαx ne s'annule pas sur R.
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On distingue alors deux cas :

ã Premier cas � Si α 6= β : alors on déduit de (♠) que :

∃ λ ∈ C, ∀x ∈ R, g′(x) = λe(β−α)x

⇐⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀x ∈ R, g(x) =
λ

β − α
e(β−α)x + µ

En exploitant alors la relation (♣), on peut a�rmer que :

φ est solution de (H) ⇐⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀x ∈ R, φ(x) =
(

λ

β − α
e(β−α)x + µ

)
eαx

⇐⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀x ∈ R, φ(x) =
λ

β − α
eβx + µeαx

On en déduit donc que, dans le cas où ∆ 6= 0, toute solution est �de la forme C1eβx+C2eαx� ; la réciproque
est une véri�cation pas très rapide, mais aisée.

ã Second cas � Si α = β : alors on déduit de (♠) que :

∃ λ ∈ C, ∀x ∈ R, g′(x) = λ

⇐⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀x ∈ R, g(x) = λx+ µ

En exploitant alors la relation (♣), on peut a�rmer que :

φ est solution de (H) ⇐⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀x ∈ R, φ(x) = (λx+ µ) eαx

On en déduit donc que, dans le cas où ∆ = 0, toute solution est �de la forme (C1x+ C2) eαx� ; la réciproque

est, comme précédemment, aisée. Ce qui achève la preuve du théorème. K
Exemple 1. Résolution dans C de (E) : y′′ + 4y′ + 13y = 0.

L'équation caractéristique (EC) a pour discriminant ∆ = −36, et donc pour racines −2 ± 3i. D'après
le théorème 9.6, la solution générale de (E) est : ∀x ∈ R, fH(x) = C1e(−2+3i)x + C2e(−2−3i)x (C1, C2

complexes).

Exemple 2. Résolution dans C de (E) : y′′ + 4y′ + 4y = 0.

L'équation caractéristique (EC) est (X+2)2 = 0. Elle a donc une racine double : −2. D'après le théorème
9.6, la solution générale de (E) est : ∀x ∈ R, fH(x) = (C1 + C2x) e−2x (C1, C2 complexes).

On passe à présent au cas réel, c'est à dire que l'on déterminer les fonctions f ∈ C 2(R,R) (à valeurs réelles
donc) solution de l'EDL2 y′′ + ay′ + by = 0.



Cours MPSI - sz 209

Théorème 9.7 - (Solution générale d'une EDL2 homogène - Cas REEL). Soient a et b
deux réels.

On note (H) l'EDL2 : y′′ + ay′ + by = 0.

On note encore (EC) : X2 + aX + b = 0 l'équation caractéristique associée à (H).

En�n, on note ∆ = a2 − 4b le discriminant de l'équation caractéristique.

ä Premier cas : ∆ > 0. L'équation (EC) possède deux racines réelles distinctes α et β. Les solutions
de (H) à valeurs réelles sont alors les fonctions dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = C1eαx + C2eβx

où C1 et C2 désignent deux réels arbitraires.

ä Second cas : ∆ = 0. L'équation (EC) possède une racine double α. Les solutions de (H) à valeurs
réelles sont alors les fonctions dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = (C1 + C2x) eβx

où C1 et C2 désignent deux réels arbitraires.

ä Troisième cas : ∆ < 0. L'équation (EC) possède deux racines complexes (non réelles) conjuguées
u± i v. Les solutions de (H) à valeurs réelles sont alors les fonctions dé�nies par

∀x ∈ R, f(x) = (C1 cos(ux) + C2 sin(ux)) evx

où C1 et C2 désignent deux réels arbitraires.

Preuve. Mutatis mutandis, la preuve des deux premiers cas se déduit de la preuve du théorème 9.6.

Reste donc à traiter le cas où ∆ < 0. On note alors u ± i v les deux racines de l'équation caractéristique
associée à (H).

Soit φ ∈ C 2 (R,R) une solution de (H). Alors φ est en particulier une solution à valeurs complexes de
(H) (puisque R ⊂ C), et il existe donc deux nombres complexes C1 et C2 tels que :

∀x ∈ R, φ(x) = C1e(u+i v)x + C2e(u−i v)x

Il reste à déterminer à quelle(s) condition(s) sur C1 et C2 la fonction φ est à valeurs réelles. D'après ce qui
précède, on a :

∀x ∈ R, φ(x) = C1e(u+i v)x + C2e(u−i v)x

⇐⇒ ∀x ∈ R, φ(x) = C1eux (cos(vx) + i sin(vx)) + C2eux (cos(vx)− i sin(vx))

⇐⇒ ∀x ∈ R, φ(x) = eux [(C1 + C2) cos(vx) + i (C1 − C2) sin(vx)]

En particulier, on a :


φ(0) ∈ R

φ
( π
2v

)
∈ R

⇐⇒


(C1 + C2) ∈ R

i (C1 − C2) ∈ R
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En posant K1 = (C1 + C2) et K2 = i (C1 − C2), on a établi l'implication :

[φ ∈ C 2(R,R) est solution de (H)] =⇒ [∃ (K1, K2) ∈ R2, ∀x ∈ R, φ(x) = (K1 cos(ux) +K2 sin(ux)) evx]

L'implication réciproque est une véri�cation immédiate qui achève la preuve de ce théorème.K
Exemple 1. Résolution dans R de (E) : y′′ + 4y′ + 13y = 0.

L'équation caractéristique (EC) a pour discriminant ∆ = −36, et donc pour racines −2 ± 3i. D'après le
théorème 9.7, la solution générale de (E) (à valeurs réelles) est :

∀x ∈ R, fH(x) = (C1 cos(3x) + C2 sin(3x)) e−2x (C1, C2 réels).

Exemple 2. Résolution dans R de (E) : y′′ + 4y′ + 4y = 0.

L'équation caractéristique (EC) est (X + 2)2 = 0. Elle a donc une racine double : −2.
D'après le théorème 9.7, la solution générale de (E) est :

∀x ∈ R, fH(x) = (C1 + C2x) e−2x (C1, C2 réels).

9.2.3 Recherche d'une solution particulière

Propriété 9.1 - Soient a et b deux réels, et α un scalaire.

On note (E) l'EDL2 : y′′ + ay′ + by = eαx.

On note encore (EC) : X2 + aX + b = 0 l'équation caractéristique associée à (E).

ä Premier cas : α n'est pas racine de (EC). L'équation (E) possède une solution particulière fP avec :
∀x ∈ R, fP (x) = Keαx, pour un certain K ∈ C.

ä Second cas : α est racine simple de (EC). L'équation (E) possède une solution particulière fP avec :
∀x ∈ R, fP (x) = Kxeαx, pour un certain K ∈ C.

ä Troisième cas : α est racine double de (EC). L'équation (E) possède une solution particulière fP
avec : ∀x ∈ R, fP (x) = Kx2eαx, pour un certain K ∈ C.

Preuve. ä Premier cas : α n'est pas racine de (EC). Alors : α2 + aα + b 6= 0.

Soit K un complexe. Posons : ∀x ∈ R, fP (x) = Keαx. La fonction fP est de classe C 2 sur R et pour tout
réel x on a : fP

′(x) = αKeαx et fP
′′(x) = α2Keαx.

Ainsi, pour tout réel x on a : fP
′′(x) + afP

′(x) + bfP (x) = Keαx (α2 + aα + b).

Puisque eαx est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

[fP est solution de (E)] ⇐⇒ [K (α2 + aα + b) = 1]⇐⇒
[
K =

1

α2 + aα + b

]

La dernière égalité étant rendue légitime par le fait que α n'est pas racine de (EC).

On peut alors conclure que la fonction fP dé�nie en posant : ∀x ∈ R, fP (x) =
1

α2 + aα + b
eαx, est

solution de (E).
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ä Second cas : α est racine simple de (EC). Alors : α2 + aα + b = 0, et 2α + a 6= 0. 10

Soit K un complexe. Posons : ∀x ∈ R, fP (x) = Kxeαx. La fonction fP est de classe C 2 sur R et pour
tout réel x on a : fP

′(x) = Keαx (αx+ 1) et fP
′′(x) = Keαx (α2x+ 2α).

Ainsi, pour tout réel x on a : fP
′′(x) + afP

′(x) + bfP (x) = Keαx (α2x+ 2α + aαx+ a+ bx).

Puisque eαx est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

[fP est solution de (E)] ⇐⇒

K
(α2 + aα + b

)︸ ︷︷ ︸
=0

x+ 2α + a

 = 1

⇐⇒ [
K =

1

2α + a

]

La dernière égalité étant rendue légitime par le fait que α est racine simple de (EC).

On peut alors conclure que la fonction fP dé�nie en posant : ∀x ∈ R, fP (x) =
1

2α + a
xeαx, est solution

de (E).

ä Troisième cas : α est racine double de (EC). Alors : α2 + aα + b = 0, et 2α + a = 0.

Soit K un complexe. Posons : ∀x ∈ R, fP (x) = Kx2eαx. La fonction fP est de classe C 2 sur R et pour
tout réel x on a : fP

′(x) = Keαx (αx2 + 2x) et fP
′′(x) = Keαx (α2x2 + 4αx+ 2).

Ainsi, pour tout réel x on a : fP
′′(x) + afP

′(x) + bfP (x) = Keαx (α2x2 + 4αx+ 2 + aαx2 + 2ax+ bx2).

Puisque eαx est non nul pour tout réel x, on en déduit que :

[fP est solution de (E)] ⇐⇒

K
(α2 + aα + b

)︸ ︷︷ ︸
=0

x2 + (2a+ 4α)︸ ︷︷ ︸
=0

x+ 2

 = 1

⇐⇒ [
K =

1

2

]

On peut alors conclure que la fonction fP dé�nie en posant : ∀x ∈ R, fP (x) =
1

2
x2eαx, est solution de

(E) ; ce qui achève la preuve de la propriété.K

Exemple 1. Considérons l'équation (E) : y′′ − 5y′ + 6y = eix.

L'équation caractéristique (X2 − 5X + 6 = 0) a pour racines 2 et 3.

Puisque i n'est pas racine de l'équation caractéristique, (E) admet une solution particulière de la forme
Keix (avec K complexe).

Posons donc : ∀x ∈ R, φ(x) = Keix. La fonction φ est de classe C 2 sur R (et même de classe C ∞).

Pour tout réel x, on a : φ′(x) = iKeix et φ′′(x) = −Keix. Il s'ensuit que φ est solution de (E) si et
seulement si :

∀x ∈ R, −Keix − 5iKeix + 6Keix = eix ⇐⇒ ∀x ∈ R, (−1− 5i+ 6)Keix = eix ⇐⇒ K (5− 5i) = 1

⇐⇒ K =
1

5− 5i
⇐⇒ K =

1

10
+

1

10
i

On en déduit que la fonction φ : x ∈ R 7−→
(

1

10
+

1

10
i

)
eix est solution de (E) .

10. En e�et, si α était racine double de (EC), on aurait α = −a/2, et donc 2α+ a = 0.
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Exemple 2. Considérons l'équation (E) : y′′ − 3y′ + 2y = ex.

Puisque 1 est racine simple de l'équation caractéristique, (E) admet une solution particulière de la forme
Kxex (avec K complexe).

Posons donc : ∀x ∈ R, φ(x) = Kxex. La fonction φ est de classe C 2 sur R.

Pour tout réel x, on a : φ′(x) = Kex (x+ 1) et φ′′(x) = Kex (x+ 2). Il s'ensuit que φ est solution de (E)

si et seulement si :

∀x ∈ R, Kex (x+ 2− 3x− 3 + 2x) = ex ⇐⇒ K = −1

On en déduit que la fonction : φ : x ∈ R 7−→ −xex est solution de (E) .

Exemple 3. Considérons l'équation (E) : y′′ − 2y′ + y = ex.

Puisque 1 est racine double de l'équation caractéristique, (E) admet une solution particulière de la forme
Kx2ex (avec K complexe).

Posons donc : ∀x ∈ R, φ(x) = Kx2ex. La fonction φ est de classe C 2 sur R.

Pour tout réel x, on a : φ′(x) = Kex (x2 + 2x) et φ′′(x) = Kex (x2 + 4x+ 2). Il s'ensuit que φ est solution
de (E) si et seulement si :

∀x ∈ R, Kex (x2 + 4x+ 2− 2x2 − 4x+ x2) = ex ⇐⇒ K =
1

2

On en déduit que la fonction : φ : x ∈ R 7−→ 1

2
x2ex est solution de (E) .

La propriété 9.1 peut sembler restrictive, dans le sens où elle ne s'applique qu'à un cas très particulier
de second membre (�eαx�). Une extension de ce résultat est fourni par l'énoncé suivant, qui repose sur la
linéarité de l'application

∆ : C 2 (R,K) // C 0 (R,K)

f � // f ′′ + af ′ + bf

Propriété 9.2 - (Principe de superposition des solutions, v1). Soient a et b deux scalaires ;
c1 et c2 deux fonctions continues sur R à valeurs dans K.
On suppose que f1 (resp. f2) est solution de y′′ + ay′ + by = c1 (resp. y′′ + ay′ + by = c2).

Alors pour tout couple de scalaires (λ, µ) ∈ K2, la fonction (λf1 + µf2) est solution de l'équation
di�érentielle y′′ + ay′ + by = λc1 + µc2.

Preuve. On renvoie à la preuve de la version générale, propriété 9.3 page 213.K
Exemple. Considérons l'équation (E) : y′′ − 3y′ + 2y = 2ch(x).

Pour tout réel x, on a : 2ch(x) = ex+e−x. D'après le principe de superposition, une solution particulière de
(E) peut être obtenue en faisant la somme d'une solution particulière de (E1) et d'une solution particulière
de (E2), en ayant posé :

(E1) : y′′ − 3y′ + 2y = e−x et (E2) : y′′ − 3y′ + 2y = ex
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ã Recherche d'une solution particulière de (E1). On introduit l'équation (E1) : y′′ − 3y′ + 2y = e−x.

Puisque −1 n'est pas racine de l'équation caractéristique, (E1) admet une solution particulière de la forme
Ke−x (avec K scalaire). Posons donc : ∀x ∈ R, f1(x) = Ke−x. La fonction f1 est de classe C 2 sur R (et
même de classe C ∞), et on peut donc calculer ses dérivées successives.

Pour tout réel x, on a clairement : f1
′(x) = −Ke−x et f1

′′(x) = Ke−x. Il s'ensuit que f1 est solution de
(E1) si et seulement si :

∀x ∈ R, Ke−x (1 + 3 + 2) = e−x ⇐⇒ K =
1

6

On en déduit que la fonction f1 : x ∈ R 7−→ 1

6
e−x est solution de (E1) (♠).

ã Recherche d'une solution particulière de (E2). On a déjà établi page 212 qu'une solution de (E2) est la
fonction f2 : x ∈ R 7−→ −xex (♣).
ã D'après (♣), (♠) et le principe de superposition, on peut a�rmer que la fonction :

f : x ∈ R 7−→ 1

6
e−x − xex est solution de (E)

On énonce à présent le principe de superposition dans sa version générale.

Propriété 9.3 - (Principe de superposition des solutions, v2). Soient a et b deux scalaires,
et n ∈ N∗.

Soient c1, . . . , cn n fonctions continues sur R à valeurs dans K.
Soient f1, . . . , fn n fonctions de C 2 (R,K) telles que :

∀ i ∈ [[ 1, n ]], fi est solution de (Ei) : y′′ + ay′ + by = ci.

Alors pour tout (λ1, . . . , λn) ∈ Kn,

la fonction
n∑
i=1

λifi est solution de l'équation di�érentielle y′′ + ay′ + by =
n∑
i=1

λici.

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on a :(
n∑
i=1

λifi

)′′

+ a

(
n∑
i=1

λifi

)′

+ b
n∑
i=1

λifi =
n∑
i=1

λifi
′′ + a

n∑
i=1

λifi
′ + b

n∑
i=1

λifi

=
n∑
i=1

λi (fi
′′ + afi

′ + bfi) =
n∑
i=1

λici

la première égalité provenant de la linéarité de la dérivation, la seconde de la linéarité de la somme, et la

dernière de l'hypothèse suivant laquelle fi est solution de y′′ + ay′ + by = ci pour tout i ∈ [[ 1, n ]]. K
Le principe de superposition permet donc d'élargir la classe de seconds membres pour lesquels on peut
déterminer une solution particulière. On peut en particulier l'appliquer lorsque le second membre est un
cosinus hyperbolique ou un sinus hyperbolique.

On pourrait aussi l'appliquer lorsque le second membre est un cosinus ou un sinus ; mais il y a dans ce cas
mieux à faire, comme le précise l'énoncé suivant.
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Lemme 9.1 - (�Pont R←→ C� pour les EDL). Soient a et b deux réels.

Soient c ∈ C 0(R,C) et φ ∈ C 2(R,C). Alors :

[φ est solution de y′′ + ay′ + by = c]⇐⇒

 Re (φ) est solution de y′′ + ay′ + by = Re(c)

Im (φ) est solution de y′′ + ay′ + by = Im(c)


Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on a :

[φ est solution de y′′ + ay′ + by = c]

⇐⇒ ∀x ∈ R, φ′′(x) + aφ′(x) + bφ(x) = c(x)

⇐⇒ ∀x ∈ R, (Re (φ′′(x)) + aRe (φ′(x)) + bRe (φ(x))) + i (Im (φ′′(x)) + aIm (φ′(x)) + bIm (φ(x)))

= Re(c(x)) + i Im(c(x))

⇐⇒ ∀x ∈ R,
(
(Reφ)′′ (x) + a (Reφ)′ (x) + b (Reφ) (x)

)
+ i
(
(Imφ)′′ (x) + a (Imφ)′ (x) + b (Imφ) (x)

)
= (Re c) (x) + i (Im c) (x)

⇐⇒


∀x ∈ R, (Reφ)′′ (x) + a (Reφ)′ (x) + b (Reφ) (x) = (Re c) (x)

∀x ∈ R, (Imφ)′′ (x) + a (Imφ)′ (x) + b (Imφ) (x) = (Im c) (x)

⇐⇒


Re (φ) est solution de y′′ + ay′ + by = Re(c)

Im (φ) est solution de y′′ + ay′ + by = Im(c)

K

Exemple. Considérons l'équation (E) : y′′ − 5y′ + 6y = cos(x).

On introduit l'équation (E ′) : y′′ − 5y′ + 6y = eix.

On a déjà établi (voir exemple 1, page 211) que la fonction φ : x ∈ R 7−→
(

1

10
+

1

10
i

)
eix est solution de

(E ′).

En vertu du lemme, il ne reste plus qu'à en déterminer la partie réelle pour avoir une solution de (E).

Explicitement, la fonction φ : x ∈ R 7−→ 1

10
(cos (x)− sin(x)) est une solution particulière de (E).

Remarques. Pour conclure ce paragraphe, indiquons que l'énoncé de la propriété 9.1 peut être généralisé
aux seconds membres de la forme P (x)eαx, où P désigne un polynôme. Explicitement, l'équation y′′ +

ay′ + by = P (x)eαxadmet une solution de la forme Q(x)eαx où Q est un polynôme, avec :

ä deg(Q) = deg(P ) lorsque α n'est pas racine de (EC) ;

ä deg(Q) = deg(P ) + 1 lorsque α est racine simple de (EC) ;

ä deg(Q) = deg(P ) + 2 lorsque α est racine double de (EC).

Autre astuce : lorsque le second membre est un �cos� ou un �sin�, on peut chercher une solution particulière
sous la forme λ cos+µ sin avec λ et µ deux scalaires.
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9.2.4 Conclusion

On donne ci-dessous un exemple de résolution complète d'un problème de Cauchy, pour faire le point sur
la méthode générale et sur les résultats précédents.

Soient A, ω et y0 trois réels strictement positifs, et α un réel strictement supérieur à 1.

Résoudre dans R (c'est-à-dire déterminer les solutions dans C 2(R,R)) le problème de Cauchy suivant :


(E) : y′′ + ω2y = A sin (αx)

y(0) = y0 et y′(0) = 0

Commençons par résoudre (E) (EDL d'ordre 2 à coe�cients constants).

ä Résolution de l'équation homogène associée. Notons (H) y′′ + ω2y = 0 l'équation homogène
associée à (E). L'équation caractéristique associée est X2 + ω2 = 0, et elle a donc deux racines complexes
conjuguées : ±iω. On en déduit que la solution générale de (H) est

f : x ∈ R 7−→ C1 cos (ωx) + C2 sin (ωx) (avec C1 et C2 réels)

ä Recherche d'une solution particulière de l'équation complète. On peut penser à déterminer une
solution particulière de l'équation auxiliaire

(E') y′′ + ωy = Aeiαx

Mais il faut alors distinguer deux cas suivant que α = ω (car alors iα est racine de l'équation caractéristique)
ou α 6= ω. 11

ã Cas α 6= ω. Ici, on cherche une solution particulière fP de (E') en posant : ∀x ∈ R, fP (x) = Keiαx. On
en déduit que : ∀x ∈ R, f ′′

P (x) = −α2Keiαx. Il s'ensuit que fP est solution de (E') si et seulement si :

∀x ∈ R, Keiαx
(
ω2 − α2

)
= Aeiαx ⇐⇒ K =

A

ω2 − α2

Ainsi la fonction x ∈ R 7−→ A

ω2 − α2
eiαx est solution de (E'). On en déduit que sa partie imaginaire, la

fonction : fP : x ∈ R 7−→ A

ω2 − α2
sin (αx) est une solution particulière de (E).

Conclusion. Dans le cas α 6= ω, la solution générale de (E) sur R est

y : x ∈ R 7−→ A

ω2 − α2
sin (αx) + C1 cos (ωx) + C2 sin (ωx) (C1 et C2 réels)

11. Remarquons quand même, pour se remonter le moral, que l'on ne peut avoir α = −ω, puisque ces deux réels sont
supposés strictement positifs dans l'énoncé.
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ã Cas α = ω. Dans cette situation, on cherche une solution particulière fP de (E') en posant : ∀x ∈
R, fP (x) = Kxeiαx. On en déduit que : ∀x ∈ R, f ′

P (x) = (1 + iα x)Keiαx, puis : ∀x ∈ R, f ′′
P (x) =

(2iα− α2 x)Keiαx Il s'ensuit que fP est solution de (E') si et seulement si :

∀x ∈ R, Keiαx ((2iα− α2 x) + ω2x) = Aeiαx ⇐⇒ ∀x ∈ R, Keiαx (2iα) = Aeiαx ⇐⇒ K = − A

2α
i

Ainsi la fonction x ∈ R 7−→ − A

2α
ixeiαx est solution de (E'). On en déduit que sa partie imaginaire, la

fonction : fP : x ∈ R 7−→ − A

2α
x cos (αx) est une solution particulière de (E).

Conclusion. Dans le cas α = ω, la solution générale de (E) sur R est

y : x ∈ R 7−→ − A

2α
x cos (αx) + C1 cos (αx) + C2 sin (αx) (C1 et C2 réels)

Il ne reste �plus qu'à� résoudre le problème de Cauchy dans chaque cas :

ä Dans le cas α 6= ω, la solution générale de (E) sur R est :

y : x ∈ R 7−→ A

ω2 − α2
sin (αx) + C1 cos (ωx) + C2 sin (ωx) (C1 et C2 réels)

Les conditions de Cauchy y(0) = y0 et y′(0) = 0 imposent :
C1 = y0

Aα

ω2 − α2
+ ωC2 = 0

d'où :


C1 = y0

C2 =
Aα

ω (α2 − ω2)

Conclusion. Dans le cas α 6= ω, la solution du problème de Cauchy constitué de (E) et des conditions
y(0) = y0 et y′(0) = 0 est

y : x ∈ R 7−→ A

ω2 − α2
sin (αx) + y0 cos (ωx) +

Aα

ω (α2 − ω2)
sin (ωx)

ä Dans le cas α = ω, la solution générale de (E) sur R est

y : x ∈ R 7−→ − A

2α
x cos (αx) + C1 cos (αx) + C2 sin (αx) (C1 et C2 réels)

Les conditions de Cauchy y(0) = y0 et y′(0) = 0 imposent :


C1 = y0

− A

2α
+ αC2 = 0

d'où :


C1 = y0

C2 =
A

2α2

Conclusion. Dans le cas α = ω, la solution du problème de Cauchy constitué de (E) et des conditions
y(0) = y0 et y′(0) = 0 est

y : x ∈ R 7−→ − A

2α
x cos (αx) + y0 cos (αx) +

A

2α2
sin (αx)
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9.3 Compléments sur les équations di�érentielles

9.3.1 EDL2 et oscillateur harmonique

En Physique, le comportement d'un oscillateur harmonique 12 est régi par une EDL2 de la forme

y′′ + 2my′ + ω2
0y = c(t) avec m > 0 et ω0 > 0.

Plus précisément, on parle d'oscillateur harmonique libre lorsque c = 0 ; et d'oscillateur harmonique forcé
sinon.

En�n, lorsquem = 0, on parle d'oscillateur harmonique sans frottements lorsquem = 0, et avec frottements
sinon.

On étudie ci-dessous les di�érents cas.

Cas no1 � Etude de l'oscillateur harmonique libre, sans frottements (résolution de y′′ + ω2
0y = 0).

Solution gale peut s'écrire fK,φ(t) = K cos (ω0t− φ)

On suppose que ω0 ∈ R∗
+, et on note (H) l'équation di�érentielle linéaire du second ordre : y′′ + ω2

0y = 0.
L'équation caractéristique associée possède deux racines complexes conjuguées ±iω0. 13

On en déduit que la solution générale 14 est : ∀ (t, λ, µ) ∈ R3, fλ,µ(t) = λ cos(ω0t) + µ sin(ω0t).

Fixons à présent les réels t, λ et µ, avec (λ, µ) 6= (0, 0). On écrit :

fλ,µ(t) =
√
λ2 + µ2

(
λ√

λ2 + µ2
cos(ω0t) +

λ√
λ2 + µ2

sin(ω0t)

)

Puis on pose : X =
λ√

λ2 + µ2
et Y =

µ√
λ2 + µ2

Le couple de réels (X,Y ) véri�e clairement la relation X2 + Y 2 = 1. Par suite, le complexe X + iY est un
élément de U, et il existe donc un unique réel φ ∈ [0, 2π [ tel que X = cosφ et Y = sinφ. Par suite :

fλ,µ(t) =
√
λ2 + µ2 (cosφ cos(ω0t) + sinφ sin(ω0t)) d'où : fλ,µ(t) =

√
λ2 + µ2 cos (ω0t− φ)

Le cas (λ, µ) = (0, 0) est trivial (prendre K = 0 et φ arbitraire).

Conclusion. La solution générale de (H) est : ∀ (t,K, φ) ∈ R3, fK,φ(t) = K cos (ω0t− φ)

(régime périodique)

12. Pour plus de renseignements sur l'oscillateur harmonique, consulter M Roveillo !
13. Qui sont e�ectivement distinctes puisque ω0 est non nul par hypothèse.
14. Càd l'ensemble des fonctions solutions de (H) à valeurs réelles.
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Cas no2 � Etude de l'oscillateur harmonique libre, avec frottements (résolution de y′′+2my′+ω2
0y = 0

avec m > 0). Solution générale dans les trois cas.

On considère l'EDL2 : (H) y′′+2my′+ω2
0y = 0 avecm et ω0 strictement positifs. L'équation caractéristique

associée est : (EC) X2 + 2mX + ω2
0 = 0, dont le discriminant est ∆ = 4 (m2 − ω2

0).

On distingue alors trois cas :

ä Si ∆ < 0 (càd si : m < ω0) : l'équation (EC) possède deux racines complexes conjuguées

−m± i
√
ω2
0 −m2

Dans ce cas (�frottements faibles�), la solution générale de (H) est :

∀ (t, λ, µ) ∈ R3, fλ,µ(t) =
(
λ cos

((√
ω2
0 −m2

)
t
)
+ µ sin

((√
ω2
0 −m2

)
t
))

e−mt

(régime pseudo-périodique)

ä Si ∆ = 0 (càd si : m = ω0) : l'équation (EC) possède une racine double (réelle) : −m. Dans ce cas, la
solution générale de (H) est :

∀ (t, λ, µ) ∈ R3, fλ,µ(t) = (λt+ µ) e−mt (régime critique)

ä Si ∆ > 0 (càd si : m > ω0) : l'équation (EC) possède deux racines réelles X1,2 = −m±
√
m2 − ω2

0. Dans
ce cas (�frottements importants�), la solution générale de (H) est :

∀ (t, λ, µ) ∈ R3, fλ,µ(t) = λeX1t + µeX2 t (régime apériodique)

Cas no3 � Exemple d'étude de l'oscillateur harmonique forcé, sans frottements :

résolution de y′′ + ω2
0y = A cos (ωt).

Soient A, ω0 et ω trois réels strictement positifs. Notons :

(E) : y′′ + ω2
0y = A cos (ωt)

La résolution de l'équation homogène associée a déjà été faite précédemment : la solution générale de cette
dernière est

∀ (t,K, φ) ∈ R3, fK,φ(t) = K cos (ω0t− φ) (♠)

Déterminons à présent une solution particulière de (E). En utilisant la méthode détaillée dans le paragraphe
précédent, on s'intéresse en premier lieu à la résolution de

(E ′) : y′′ + ω2
0y = Aeiωt
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L'équation caractéristique associée possède deux racines complexes conjuguées ±iω0. On doit donc distin-
guer deux cas suivant que ω = ω0 ou ω 6= ω0.

ã Premier cas : ω 6= ω0. Dans ce cas, on cherche une solution particulière fP de (E') en posant

∀x ∈ R, fP (x) = Keiωx

On en déduit que : ∀x ∈ R, f ′′
P (x) = −ω2Keiωx. D'où fP est solution de (E') si et seulement si :

∀x ∈ R, Keiω x
(
ω2
0 − ω2

)
= Aeiω x ⇐⇒ K =

A

ω2
0 − ω2

Ainsi la fonction x ∈ R 7−→ A

ω2
0 − ω2

eiω x est solution de (E'). On en déduit que sa partie réelle, la fonction :

fP : x ∈ R 7−→ A

ω2
0 − ω2

cos (ω x) est une solution particulière de (E).

Conclusion. Dans le cas ω 6= ω0, la solution générale de (E) sur R est

y : x ∈ R 7−→ A

ω2
0 − ω2

cos (ω x) + C1 cos (ω0x) + C2 sin (ω0x) (C1 et C2 réels)

ã Second cas : ω = ω0. Dans cette situation, on cherche une solution particulière fP de (E') en posant :

∀x ∈ R, fP (x) = Kxeiω0x

On en déduit que : ∀x ∈ R, f ′
P (x) = (1 + iω0 x)Keiω0x, puis : ∀x ∈ R, f ′′

P (x) = (2iω0 − ω2
0 x)Keiω0x.

Donc fP est solution de (E') si et seulement si :

∀x ∈ R, Keiω0 x ((2iω0 − ω2
0 x) + ω2x) = Aeiω0 x ⇐⇒ ∀x ∈ R, Keiω0 x (2iω0) = Aeiω0 x ⇐⇒ K = − A

2ω0

i

Ainsi la fonction x ∈ R 7−→ − A

2ω0

ixeiω0 x est solution de (E'). On en déduit que sa partie réelle, la fonction

fP : x ∈ R 7−→ A

2ω0

x sin (ω0 x) est une solution particulière de (E).

Conclusion. Dans le cas ω0 = ω, la solution générale de (E) sur R est

y : x ∈ R 7−→ A

2ω0

x sin (ω0 x) + C1 cos (ω0x) + C2 sin (ω0x) (C1 et C2 réels)

Remarque : dans cette dernière situation, on parle alors de phénomène de résonance.

Les graphiques qui suivent font la synthèse des di�érents cas d'étude de l'oscillateur harmonique.
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Oscillateur harmonique libre, sans frottements

Régime périodique

Oscillateur harmonique libre, avec frottements (faibles)

Régime pseudo-périodique

Oscillateur harmonique libre, avec frottements (�intermédiaires�

Régime critique

Oscillateur harmonique libre, avec frottements (importants)

Régime apériodique
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Oscillateur harmonique forcé, sans frottements, cas général

Oscillateur harmonique forcé, sans frottements, résonance

9.3.2 Géométrie des équations di�érentielles

Soit −→u un vecteur non nul du plan réel. L'ensemble des multiples de −→u :

R−→u = {λ−→u / λ ∈ R}

est une droite qui passe par l'origine du plan (on parle alors de droite vectorielle).

Considérons un second vecteur −→v , non colinéaire à −→u . L'image de R−→u par la translation de vecteur −→v
est une droite :

−→v + R−→u = {−→v + λ−→u / λ ∈ R}

qui bien évidemment ne passe plus par l'origine du plan (on parle alors de droite a�ne).

Ces considérations sont illustrées par le graphique de la page suivante.
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Fin du premier acte.

Sous les hypothèses à présent usuelles, l'ensemble des solutions d'une EDL1 homogène (ay′ + by = 0) est
l'ensemble des multiples de e−A, où A désigne une primitive de b/a. On peut donc noter cet ensemble :

R e−A =
{
λ e−A / λ ∈ R

}
Par analogie avec la situation précédente, on dira que c'est une droite vectorielle (dans l'espace C 1 (I,R)).

Considérons à présent une solution particulière fP de l'EDL1 ay′ + by = c (avec c non nulle). La fonction
fP est non colinéaire à e−A (sinon elle serait solution de l'équation homogène). L'image de R e−A par la
translation de �vecteur� fP

fP + R e−A =
{
fP + λ e−A / λ ∈ R

}
est une droite a�ne (dans l'espace C 1 (I,R)).

Ces considérations sont illustrées par le graphique ci-dessous. . .

Remarque : de façon analogue, l'ensemble des solutions d'une EDL2 sans second membre est un plan
vectoriel, et l'ensemble des solutions d'une EDL2 avec second membre est un plan a�ne.
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9.3.3 Un exemple non linéaire : équation de Bernoulli

Une équation de Bernoulli 15 est une équation di�érentielle de la forme

(E) y′ + a(x)y = b(x)yα

où α est un réel quelconque 16 ; et a et b sont deux fonctions continues sur un certain intervalle de R. Une
telle équation est appelée une équation di�érentielle ordinaire du premier ordre. Elle n'est évidemment
plus linéaire ; tout ce qui a été vu en cours sur les équas di�s (linéaires) ne s'applique donc plus.

Le principe de résolution est de se ramener à une équation di�érentielle linéaire via un changement de
fonction inconnue, explicitement en posant : z = y1−α. On présente ci-dessous un exemple.

Exemple. Résolution de (E) y′ + xy = xy2 .

Supposant dans un premier temps que y ne s'annule pas, on réécrit (E) :
y′

y2
+ x

1

y
= x.

Le changement de fonction inconnue Y =
1

y
conduit à résoudre : −Y ′ + xY = x.

Des calculs sans di�culté permettent d'en déduire que : Y = 1 +Kex
2/2 (avec K ∈ R).

On en déduit qu'une solution de (E) est dé�nie par une expression de la forme : φ(x) =
1

1 +Kex2/2
.

9.3.4 Un problème : résolution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 3

L'objectif de ce problème est la résolution d'une équation di�érentielle linéaire d'ordre 3 (y′′′ − y = 0).
Cette résolution se fait essentiellement dans la partie C. Pour y parvenir, on introduit dans la partie B

des fonctions dont les dérivées possèdent des propriétés particulières, et qui seront utilisées dans la dernière
partie.

ä Partie A- Cadeaux. Les deux questions de cette partie sont indépendantes.

1) On considère l'application :
∆ : C ∞ (R,R) // C ∞ (R,R)

f � // f ′

qui à toute fonction de classe C ∞ sur R associe sa dérivée. L'application ∆ est-elle injective ?

2) Résoudre dans C l'équation z3 − 1 = 0. On précisera les formes exponentielles et algébriques des
solutions.

ä Partie B - Calculs de dérivées

On considère les trois fonctions dé�nies sur R suivantes :

15. Ainsi nommées en référence à Jakob Bernoulli (1654-1705), mathématicien suisse, que l'on ne confondra pas avec son
frère Jean Bernoulli (1667-1748), également mathématicien suisse, ni avec ses neveux Nicolas Bernoulli (1695-1726), Daniel
Bernoulli (1700-1782) et Jean Bernoulli dit Jean II (1710-1790), tous mathématiciens suisses.
16. On supposera quand même que α est di�érent de 0 et 1, puisque dans ces deux cas l'équation (E) est une équation

di�érentielle linéaire.
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g1 : x ∈ R 7−→ ex ; g2 : x ∈ R 7−→ e−
x
2 sin

(
x
√
3

2

)
et g3 : x ∈ R 7−→ e−

x
2 cos

(
x
√
3

2

)

3) Calculer g1′′′. 17

4) Calculer g2′. Véri�er qu'il existe deux réels a et b (que l'on précisera) tels que g2′ = ag2 + bg3.

5) Calculer g3′. Véri�er qu'il existe deux réels c et d (que l'on précisera) tels que g3′ = cg2 + dg3.

6) Calculer g2′′′ et g3′′′.

ä Partie C - Une équation di�érentielle

Dans cette partie, on note (E1) l'équation di�érentielle :

(E1) y′′′ = y

où y′′′ désigne la dérivée troisième de y. On note S l'ensemble des fonctions de classe C ∞ sur R et à valeurs
réelles solutions de (E1).

Remarques : Observez que comme l'équation di�érentielle (E1) est linéaire d'ordre 3, les propriétés vues
en cours ne vous permettent pas de la résoudre directement ; les questions ci-dessous donnent donc une
méthode pour y parvenir.

Par ailleurs dans cette partie, lorsque l'on demande de �résoudre l'équation di�érentielle. . . �, on entend
�déterminer les solutions à valeurs réelles de l'équation di�érentielle. . . �.

7) Montrer que les fonctions g1, g2 et g3 dé�nies au début de la partie B sont solutions de (E1).

8) On pose F = {ag1 + bg2 + cg3 / (a, b, c) ∈ R3}. 18 Etablir que F ⊂ S.

9) Le but des questions suivantes est de montrer l'inclusion réciproque de celle établie dans la question
précédente.

a) Soit f un élément de S. On pose : g = f ′′ + f ′ + f . Montrer que g est solution de l'équation
di�érentielle

(E2) y′ − y = 0

b) Donner la solution générale de l'équation di�érentielle (E2) (il n'est pas indispensable de détailler
cette question).

c) Résoudre l'équation di�érentielle : (E3) y′′ + y′ + y = 0.

d) Soit λ un nombre réel. Résoudre l'équation di�érentielle : (E4) y′′ + y′ + y = λex.

e) En déduire que S ⊂ F. Conclure.

17. On peut bien entendu noter g
(3)
1 en lieu et place et de g1

′′′.
18. En d'autres termes, l'ensemble F est l'ensemble de ce que l'on appelle les combinaisons linéaires de g1, g2 et g3, càd

des fonctions f s'écrivant sous la forme f = ag1 + bg2 + cg3 avec a, b et c réels.
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Corrigé.

ä Partie A - Cadeaux

1) On a : ∆(cos) = ∆ (1R + cos) = − sin. Conclusion. ∆ n'est pas injective .

2) [z3 − 1 = 0]⇐⇒ [z3 = 1]⇐⇒ [z ∈ U3]⇐⇒
[
z ∈

{
1, j, j2

}]
⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z ∈

{
1, e2iπ/3, e−2iπ/3

}
ou encore

z ∈

{
1,
−1± i

√
3

2

}
ä Partie B - Calculs de dérivées

3) Clairement : g1′′′ = g1 .

4) La fonction g2 est de classe C ∞ sur R (théorèmes généraux sur la dérivabilité) et : g2′ = −
1

2
g2 +

√
3

2
g3 .

5) La fonction g3 est de classe C ∞ sur R (théorèmes généraux sur la dérivabilité) et : g3′ = −
1

2
g3 −

√
3

2
g2 .

6) On dérive la relation de la question 4 pour obtenir la dérivée seconde de g2 :

g2
′′ = −1

2
g2

′ +

√
3

2
g3

′ ⇐⇒ g2
′′ = −1

2

(
−1

2
g2 +

√
3

2
g3

)
+

√
3

2

(
−1

2
g3 −

√
3

2
g2

)

⇐⇒ g2
′′ = −1

2
g2 −

√
3

2
g3

Et on redérive :

g2
′′′ = −1

2

(
−1

2
g2 +

√
3

2
g3

)
−
√
3

2

(
−1

2
g3 −

√
3

2
g2

)
⇐⇒ g2

′′′ = g2

Calculs analogues pour établir que g3
′′′ = g3 .

Solution alternative � On peut calculer g′′′2 à l'aide de la formule de Leibniz. On obtient alors :

∀ x ∈ R, g′′′2(x) =
1

8

[
−e−

x
2 sin

(
x
√
3

2

)
+ 3
√
3e−

x
2 cos

(
x
√
3

2

)
+ 9e−

x
2 sin

(
x
√
3

2

)
− 3
√
3e−

x
2 cos

(
x
√
3

2

)]

⇐⇒ ∀ x ∈ R, g′′′2(x) = e−
x
2 sin

(
x
√
3

2

)
⇐⇒ g′′′2 = g2.

ä Partie C - Une équation di�érentielle

7) D'après les questions 3 et 6, on a : ∀ i ∈ [[ 1, 3 ]], gi
′′′ = gi .
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8) Soit f ∈ F. Il existe trois réels a, b et c tels que : f = ag1 + bg2 + cg3. On a alors (essentiellement par
linéarité de la dérivation) :

f ′′′ = (ag1 + bg2 + cg3)
′′′ = ag1

′′′ + bg2
′′′ + cg3

′′′ = ag1 + bg2 + cg3 = f . Il s'ensuit que f ∈ S.

En résumé : [f ∈ F] =⇒ [f ∈ S]. Par conséquent : F ⊂ S .
9) a) Avec les hypothèses de l'énoncé : g′ = f ′′′ + f ′′ + f ′ et comme f est solution de (E1), on a f ′′′ = f ,
d'où : g′ = f ′′ + f ′ + f , soit : g′ = g. Ainsi g est solution de l'équation (E2) : y

′ − y = 0 .

b) La solution générale sur R de (E2) est fλ : x ∈ R 7−→ λ ex (λ ∈ R) .

c) L'équation caractéristique associée à l'équation (E3) est : r2 + r + 1 = 0. Cette équation possède deux

solutions complexes conjuguées :
−1± i

√
3

2
. 19 Les solutions dé�nies sur R et à valeurs réelles de l'équation

di�érentielle y′′ + y′ + y = 0 sont donc les fonctions :

fλ,µ : x ∈ R 7−→ e−x/2
(
λ cos

(
x
√
3

2

)
+ µ sin

(
x
√
3

2

))
= λg3(x) + µg2(x) (λ, µ réels) .

d) On observe que
λ

3
g1 est une solution particulière de (E4) pour obtenir directement que les solutions

dé�nies sur R et à valeurs réelles de l'équation di�érentielle y′′ + y′ + y = λex sont les fonctions :

fα,µ : x ∈ R 7−→ λ

3
ex + e−x/2

(
α cos

(
x
√
3

2

)
+ µ sin

(
x
√
3

2

))
=
λ

3
g1(x) + αg3(x) + µg2(x) (α, µ réels) .

e) D'après les questions précédentes, si f est solution de (E1), alors il existe trois réels (λ, α, µ) tels que :

f =
λ

3
g1 + αg3 + µg2. Donc : f ∈ F. On vient donc de prouver l'inclusion : S ⊂ F .

On déduit de cette inclusion et de celle établie dans la question 8) que : F = S.

Conclusion : les solutions sur R de l'équation di�érentielle y′′′ = y sont les fonctions fα1,α2,α3 avec :

fα1,α2,α3 = α1g1 + α2g2 + α3g3 (α1, α2 et α3 réels)

19. Vous avez évidemment reconnu j = e2iπ/3 et j2 = e−2iπ/3.



Chapitre 10

Nombres réels

10.1 Relations binaires, relations d'ordre, relations d'équivalence

Définition 10.1 - On appelle relation binaire sur un ensemble E est une partie R du produit
cartésien E × E.
Deux éléments x et y de E sont dits en relation (pour R) si (x, y) ∈ R ; lorsque c'est le cas, on le note
xRy.

Exemples : la relation d'égalité sur un ensemble quelconque, la relation de congruence dans Z, la relation
de comparaison 6 dans R, la relation d'inclusion dans P(E), la relation de divisibilité dans N sont des
relations binaires.

Définition 10.2 - Une relation binaire R sur un ensemble E est

� ré�exive lorsque ∀x ∈ E, xRx

� symétrique lorsque ∀ (x, y) ∈ E2, (xRy) =⇒ (yRx)

� antisymétrique lorsque ∀ (x, y) ∈ E2, (xRy) ∧ (yRx) =⇒ (x = y)

� transitive lorsque ∀ (x, y, z) ∈ E3, (xRy) ∧ (yRz) =⇒ (xRz)

Définition 10.3 - Une relation binaire R sur un ensemble E est une

� une relation d'ordre si elle est ré�exive, antisymétrique et transitive.

� une relation d'équivalence si elle est ré�exive, symétrique et transitive.

Exemples : la relation d'égalité dans un ensemble quelconque, la relation de comparaison 6 dans R, la
relation d'inclusion dans P(E), la relation de divisibilité dans N sont des relations d'ordre.

La relation de congruence dans Z, la relation d'égalité dans un ensemble, la relation [(a, b)R (a′, b′) si
b′ − a′ = b− a] dans N× N sont des relations d'équivalence.
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Définition 10.4 - Une relation d'ordre R est dite totale (on dit aussi que l'ordre est total) lorsque :
∀ (x, y) ∈ E2, (xRy) ∨ (yRx).

Exemples. La relation de comparaison 6 dans R est une relation d'ordre totale ; la relation d'inclusion
dans P(E) et celle de divisibilité dans N sont des relations d'ordre non totales.

Définition 10.5 - Un ensemble ordonné (resp. totalement ordonné) est un couple (E,R),
où E est un ensemble et R une relation d'ordre (resp. ordre total) sur E.

Exemples : (R,6) est un ensemble totalement ordonné. (Z, |) et (P (E) ,⊂) sont des ensembles ordonnés
(non totalement ordonnés).

Définition 10.6 - Soient (E,R) un ensemble ordonné, et A une partie de E. On appelle :

� majorant de A un élément M de E tel que : ∀ a ∈ A, aRM

� minorant de A un élément m de E tel que : ∀ a ∈ A, mRa

� plus grand élément de A un élément M de A tel que : ∀ a ∈ A, aRM

� plus petit élément de A un élément m de A tel que : ∀ a ∈ A, mRa

La partie A est dite majorée (resp. minorée, resp. bornée) lorsqu'elle admet un majorant (resp.
un minorant, resp. un majorant et un minorant).

Notations. Sous réserve d'existence, le plus grand (resp. petit) élément de A est noté maxA (resp.
minA).

Exemples. Dans (R,6), [0, 1 [ est bornée, admet un plus petit élément mais pas de plus grand élément.

Dans (Z,6) toute partie majorée (resp. minorée) non vide admet un plus grand (resp. petit)

élément.

Définition 10.7 - Soient (E,R) un ensemble ordonné, et A une partie de E. On appelle :

� borne supérieure de A le plus petit majorant de A (s'il existe)

� borne inférieure de A le plus grand minorant de A (s'il existe)

Notations. Sous réserve d'existence, la borne supérieure (resp. inférieure) de A est notée supA (resp.
inf A).

Exemples. Dans (R,6) : sup ([0, 1 [ ) = 1, et inf ([0, 1 [ ) = min ([0, 1 [ ) = 0.

10.2 Bornes supérieures et inférieures dans l'ensemble des nombres

réels

Jusqu'à la �n de ce chapitre, on se place dans (R,6).

Dans Q, la partie E = {r ∈ Q, r > 1 ∧ r2 < 2} ne possède ni plus grand élément, ni borne supérieure
(alors qu'elle est non vide et majorée). 1

Puisque la construction de l'ensemble des nombres réels n'est pas à votre programme, signalons simplement
que R est construit de telle manière que ce type de situation ne puisse se produire, et qu'il y ait donc
�assez de nombres pour que les trous y soient comblés�.

1. C'est vite écrit, mais c'est un peu technique à démontrer.
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Propriété 10.1 - (Caractérisation de la borne supérieure). Soit A une partie de R, et soit
S un réel.

S = supA⇐⇒


∀ a ∈ A, a 6 S

∀ ε > 0, ∃ a ∈ A, S − ε < a 6 S

Remarques. La première assertion (du membre de droite de l'équivalence) signi�e que S est un majorant
de A ; la seconde signi�e que S est le plus petit, dans le sens où dès que l'on retire un �p'tit quelquechose�
(strictement positif) à S, ce n'est plus un majorant de A.

Par ailleurs, on obtient mutatis mutandis un énoncé caractérisant la borne inférieure d'une partie A de R.

Preuve. Soit A une partie de R, et soit S un réel.

ä Supposons S = supA. Alors S est un majorant de A, d'où : ∀ a ∈ A, a 6 S.

En outre, S est le plus petit des majorants, ce qui signi�e que tout réel strictement inférieur à S n'est plus
un majorant de A. Autrement dit :

[∀ε > 0, S − ε n'est pas un majorant de A] ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃ a ∈ A, S − ε < a 6 S

On a donc établi l'implication : S = supA =⇒


∀ a ∈ A, a 6 S

∀ ε > 0, ∃ a ∈ A, S − ε < a 6 S

ä Réciproquement, supposons que :


∀ a ∈ A, a 6 S

∀ ε > 0, ∃ a ∈ A, S − ε < a 6 S

L'assertion �∀ a ∈ A, a 6 S� signi�e déjà que S est un majorant de A. Montrons que c'est le meilleur !

Soit S ′ un réel tel que : S ′ < S. Posons ε = S − S ′ > 0. D'après la seconde assertion :

[∃ a ∈ A, S − (S − S ′) < a 6 S]⇐⇒ [∃ a ∈ A, S ′ < a 6 S]

En particulier, S ′ n'est pas un majorant de A. Ce qui prouve que S est le plus petit majorant de A, càd :
S = supA.

On a ainsi établi l'implication réciproque :


∀ a ∈ A, a 6 S

∀ ε > 0, ∃ a ∈ A, S − ε < a 6 S

=⇒ S = supA.

Ce qui achève la preuve de la propriété. K

Pour la suite des évènements, le point-clef est la :

Propriété 10.2 - (Propriété de la borne supérieure dans R).

Toute partie non vide et majorée de R possède une borne supérieure.

Preuve. Admise (snif !), car repose en grande partie sur la construction même de R. K
Une conséquence en est que toute partie non vide et minorée de R possède une borne inférieure.
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Remarques. Pour traduire l'énoncé ci-dessus, on dit parfois que R possède la propriété de la borne
supérieure. Ce n'est pas le seul à jouir de cette propriété ; par exemple dans N ou Z (muni de la relation
d'ordre �6�), la propriété de la borne supérieure (et même �du max� !) tient aussi. Mais elle n'est pas
valable dans Q (cf exemple donné au début de ce paragraphe).

Propriété 10.3 - Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Alors A et B possèdent
chacun une borne inférieure et une borne supérieure, satisfaisant les propriétés ci-dessous :

1/ [A ⊂ B] =⇒ (supA 6 supB) ∧ (inf B 6 inf A)

2/ sup (A ∪B) = max (supA, supB)

3/ sup (A+B) = supA+ supB et inf (A+B) = inf A+ inf B

(en ayant noté A+B = {a+ b / a ∈ A, b ∈ B}).

Preuve. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. D'après la propriété de la borne supérieure
(et celle de la borne inférieure), supA, supB, inf A et inf B existent.

ä 1) Si A ⊂ B. Alors pour tout a ∈ A on a a ∈ B, donc a 6 supB. Il s'ensuit que supB est un majorant
de A, donc supA 6 supB . 2

ä 3) Soit x un élément de A+B ; il existe un couple (a, b) de A×B tel que x = a+ b. Puisque a 6 supA

et b 6 supB, on a : x 6 supA+ supB. Ce raisonnement tenant pour un élément arbitraire de A+B, on
en déduit que supA+ supB est un majorant de A+B ; d'où sup (A+B) 6 supA+ supB (♠) .

ä Soient a et b deux éléments quelconques de A et B respectivement. On a : a = (a+ b)−b. En particulier :
a 6 sup (A+B)− b.

On en déduit que pour tout b ∈ B, sup (A+B)− b est un majorant de A.

D'où : supA 6 sup (A+B)− b pour tout b ∈ B. D'où : ∀ b ∈ B, b 6 sup (A+B)− supA.

Par suite sup (A+B)− supA est un majorant de B, donc : supB 6 sup (A+B)− supA.

D'où supA+ supB 6 sup (A+B) (♣)

Conclusion : on déduit de (♠) et de (♣) que : sup (A+B) = supA+ supB

ä 2) Puisque A ⊂ (A ∪ B) et B ⊂ (A ∪ B), on a déjà supA 6 sup(A ∪ B) et sup(B) 6 sup(A ∪ B). Par
suite : max (supA, supB) 6 sup(A ∪B).

Réciproquement, soit x ∈ A ∪B. Alors x 6 supA (si x ∈ A) ou x 6 supB (si x ∈ B).

Donc x 6 max (supA, supB).

Il s'ensuit que max (supA, supB) est un majorant de A ∪B, d'où : sup(A ∪B) 6 max (supA, supB).

On en déduit �nalement que : sup (A ∪B) = max (supA, supB) . K

2. La ré�exion puissante derrière ce raisonnement est qu'un majorant quelconque est supérieur ou égal au plus petit
d'entre eux.
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10.3 Conséquences de la propriété de la borne supérieure dans R,
notion de densité

Théorème 10.1 - R est archimédien, càd : ∀ (x, y) ∈ R× R∗
+, ∃n ∈ N∗, ny > x.

Traduction : �un voyage de 1000 lieues commence toujours par un premier pas� (Lao-Tseu).

Preuve. Soit x un réel, et soit y un réel strictement positif. Si x 6 0, n = 1 fait l'a�aire.

On suppose donc à présent x > 0. Par l'absurde, supposons que Ny 6 x pour tout N ∈ N∗. Alors
A = {Ny, N ∈ N∗} est une partie non vide (clair) et majorée (par x). Elle admet donc une borne
supérieure, que nous noterons S.

On a alors : ∀N ∈ N∗, (N + 1) y 6 S, d'où ∀N ∈ N∗, Ny 6 S − y. On en déduit que S − y est un
majorant de A. Or ce majorant est strictement inférieur à S (comme y > 0), qui est la borne supérieure
de A : contradiction.

Il s'ensuit que l'hypothèse initiale est fausse d'où : ∃n ∈ N∗, ny > x . K
Conséquence fun : entre deux rationnels, il existe une in�nité d'irrationnels.

Définition 10.8 - Une partie A de R est dense dans R si :

∀ (x, y) ∈ R2, x < y, ∃ a ∈ A, x < a < y

Remarques à un sou. R est dense dans R ; N et Z ne sont pas denses dans R.

Propriété 10.4 - (Caractérisation séquentielle de la densité).

Soit A une partie R.

[A est dense dans R] ⇐⇒ [Tout réel est limite d'une suite d'éléments de A]

Preuve. Raisonnons par double implication.

ä Supposons que A est dense dans R : soit x un réel. Alors pour tout n ∈ N∗, il existe un élément an de

A tel que : x < an < x+
1

n
.

D'après le théorème d'encadrement, on en déduit que lim
n→+∞

an = x.

Par suite : [A est dense dans R] =⇒ [Tout réel est limite d'une suite d'éléments de A].

ä Supposons que tout réel est limite d'une suite d'éléments de A : soient x et y deux réels, tels que x < y.
Puisque (x+ y)/2 est limite d'une suite d'éléments de A, il existe au moins un élément an de A tel que :∣∣∣∣an − x+ y

2

∣∣∣∣ < y − x
2

, càd tel que : x < an < y.

Par suite : [A est dense dans R] ⇐= [Tout réel est limite d'une suite d'éléments de A].

Ce qui établit l'équivalence de la propriété. K
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Place à l'énoncé �star� de ce chapitre :

Théorème 10.2 - Q est dense dans R.

Traduction : entre deux nombres réels, il existe toujours un nombre rationnel. 3

Preuve. Il s'agit de prouver qu'il existe un nombre rationnels entre deux réels distincts. Considérons
deux réels x et y, tels que x < y.

ä Si x < 0 et y > 0 : alors 0 (qui est rationnel !) est compris entre x et y.

ä Si 0 6 x < y : puisque R est archimédien, il existe un entier naturel non nul N tel que : N (y − x) > 1

et il existe un entier naturel M tel que M/N > x.

Remarque : la �gure ci-dessous illustre ces choix, dont on explique ici l'origine très informellement.

Entre x et y, il y a un trou, de longueur y−x. Pour être certain de tomber dans ce trou en partant de zéro,
on doit s'assurer de deux conditions : ne pas faire des pas trop longs (sinon on pourrait passer au-dessus
du trou), et en faire su�samment.

Pour remplir la première, on choisit de faire des pas de longueur 1/N (qui est rationnel), de telle sorte
que : 1/N < (y − x) (longueur d'un pas < longueur du trou). Ce qui équivaut à : N(y − x) > 1.

Pour remplir la seconde, on observe qu'il faut au moins dépasser x pour tomber dans le trou. Or, R étant
archimédien, quitte à faire assez de pas de longueur 1/N , on dépassera x. Càd : il existe un entier M assez
grand pour que M × (1/N) > x.

Considérons l'ensemble : E =

{
k ∈ N /

k

N
6 x

}
. Cet ensemble est non vide, puisque 0 y appartient. En

outre, pour tout élément k de E, on a : (k/N) 6 x < (M/N) d'où en particulier k < M . Donc E est
majoré (par M).

En résumé : E est une partie de N, non vide et majorée. A ce titre elle admet un plus grand élément,
que nous noterons : N0. On a alors : N0 ∈ E et N0+1 /∈ E (sinon N0 ne serait pas le plus grand élément !).

D'où :
N0

N
6 x <

N0 + 1

N
(♠) .

Par ailleurs, puisque N (y − x) > 1, on a : y > x +
1

N
. On déduit de cette inégalité et de

N0

N
6 x que :

N0 + 1

N
< y (♣) .

On déduit de (♠) et de (♣) que : x < N0 + 1

N
< y , ce qui prouve l'existence d'un rationnel entre x et y.

3. Traduction plus libre : si on marche dans R, on ne peut pas poser le pied sans écraser un rationnel (sauf si on a des
pieds ponctuels).
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ä Si x < y 6 0 : posons X = −x et Y = −y. D'après ce que nous venons d'établir plus haut, il existe un
rationnel r tel que : Y < r < X. Donc x < −r < y, d'où la conclusion puisque l'opposé d'un rationnel est
encore un rationnel.

Synthèse : ∀ (x, y) ∈ R2, x < y, ∃ r ∈ Q, x < r < y (Q est dense dans R) K

Corollaire 10.1 - Tout nombre réel est limite d'une suite de rationnels.

Preuve. C'est une conséquence immédiate du théorème 10.2 et de la propriété 10.4. K

Corollaire 10.2 - R\Q est dense dans
R.

Traduction : �entre deux nombres réels, il existe toujours un nombre irrationnel�.

Preuve. Soit x un réel. Puisque Q est dense dans R, il existe une suite de rationnels (ρn) convergeant vers

x. Il su�t alors d'observer que la suite de terme général ρn +

√
2

n
est une suite d'irrationnels convergeant

vers x ; via la caractérisation séquentielle de la densité, on peut en e�et en déduire que R\Q est dense

dans R. K

10.4 Partie entière d'un nombre réel

Lemme 10.1 - Pour tout réel x, il existe un unique entier relatif N tel que

N 6 x < N + 1

Preuve. Soit x un réel positif ou nul. On considère l'ensemble E = {n ∈ N / n 6 x}. L'ensemble E est
une partie non vide (car 0 ∈ E) et majorée de N. En e�et, puisque R est archimédien, il existe un entier
n0 tel que n0 × 1 > x ; tout élément de E doit être inférieur à n0.

On en déduit que E possède un plus grand élément, càd qu'il existe un entier N tel que : N ∈ E et
N + 1 /∈ E. On en déduit que : N 6 x < N + 1.

Supposons à présent x strictement négatif. D'après le raisonnement précédent, il existe un unique entier
naturel tel que : N 6 −x < N + 1. On en déduit que : −N − 1 < x 6 −N . Deux cas peuvent alors se
présenter. Soit x = −N , et on a alors : −N 6 x < −N +1 ; soit x < −N , et on a alors −N−1 6 x < −N .

Conclusion. Dans tous les cas, on a établi l'existence et l'unicité d'un entier relatif N tel que :

N 6 x < N + 1. K

Définition 10.9 - L'unique entier relatif du corollaire ci-dessus est appelé partie entière de x,
et est noté bxc.

Exemples. On a : bπc = 3 ; b0, 5c = 0 ;
⌊√

2
⌋
= 1.

Mais attention : b−πc = −4 ; b−0, 5c = −1 ;
⌊
−
√
2
⌋
= −2.
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Courbe représentative de la fonction x ∈ R 7−→ bxc

Propriété 10.5 - (Propriétés de la partie entière).

1/ La fonction partie entière est croissante sur R

2/ ∀x ∈ R, bxc 6 x < bxc+ 1

3/ ∀x ∈ R, x− 1 < bxc 6 bxc

4/ ∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗,

⌊
bnxc
n

⌋
= bxc

Preuve. 1/ Soient x 6 y deux nombres réels. Par dé�nition de la partie entière, on a : bxc 6 x, d'où
par hypothèse : bxc 6 y. Donc bxc est un entier relatif inférieur ou égal à y, et à ce titre il est inférieur au
plus grand entier relatif véri�ant cette propriété, c'est à dire : bxc 6 byc.
Ce qui prouve que la fonction x ∈ R 7−→ bxc est croissante.
2/ Ce point est une conséquence immédiate de la dé�nition de partie entière.

3/ D'après le point précédent : ∀x ∈ R, x− 1 < bxc, l'autre inégalité de l'encadrement provenant du 1/.

4/ Soit x un réel, et soit n un entier naturel non nul. Alors bnxc 6 nx (dé�nition de partie entière), d'où
bnxc
n

6 x, d'où

⌊
bnxc
n

⌋
= bxc (♠) (croissance de la partie entière).

Réciproquement, on a : bxc 6 x (dé�nition) donc n bxc 6 nx donc n bxc 6 bnxc (croissance) donc

bxc 6
⌊
bnxc
n

⌋
(♣) (re-croissance).

Conclusion : on déduit de (♠) et de (♣) que : ∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, bxc =
⌊
bnxc
n

⌋
K
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10.5 Application � D est dense dans R

En préambule, commençons par une constatation : la partie entière de π vaut 3. . . OK !

On connaît aussi les premières approximations décimales par défaut de π, qui sont :

3, 1 =
31

10
; 3, 14 =

314

100
; 3, 141 =

3141

1000
; . . .

que l'on peut interpréter comme suit :

3, 1 =
b10× πc

10
; 3, 14 =

b102 × πc
102

; 3, 141 =
b103 × πc

103
; . . .

On connaît encore les premières approximations décimales par excès de π, qui sont :

3, 2 =
32

10
; 3, 15 =

315

100
; 3, 142 =

3142

1000
; . . .

que l'on peut interpréter comme suit :

3, 2 =
b10× πc+ 1

10
; 3, 15 =

b102 × πc+ 1

102
; 3, 142 =

b103 × πc+ 1

103
; . . .

Il semble que les deux suites ainsi construites convergent toutes deux vers une limite commune. C'est ce
que l'on s'attache à prouver dans ce paragraphe, dans une version plus générale.

Explicitement, pour tout réel x, on dé�nit la suite u (resp. v) des approximations décimales par défaut
(resp. par excès) de x en posant :

∀n ∈ N, un
b10nxc
10n

(resp. ∀n ∈ N, un
b10nxc+ 1

10n
)

L'énoncé ci-dessous a�rme que ces deux suites convergent et ont x pour limite commune.

Propriété 10.6 - Pour tout réel x on a : lim
n→+∞

b10nxc
10n

= x et lim
n→+∞

b10nxc+ 1

10n
= x.

Preuve. Soit x un réel. L'idée de la preuve est d'établir que les suites u et v sont adjacentes, donc
convergent vers une limite commune ; puis d'établir que cette limite commune est x.

Pour tout entier naturel n, on a b10nxc 6 10nx 6 b10nxc+ 1, d'où :

∀n ∈ N,
b10nxc
10n

6 x 6 b10
nxc+ 1

10n
(♠) .
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Posons à présent pour tout entier naturel n : un =
b10nxc
10n

et vn =
b10nxc+ 1

10n
.

On a : b10nxc 6 10nx⇒ 10 b10nxc 6 10n+1x. Or 10 b10nxc est un entier, et à ce titre il est plus petit que
le plus grand entier inférieur ou égal à 10n+1x. Autrement dit : 10 b10nxc 6 b10n+1xc.

Par suite 4 on obtient :
b10nxc
10n

6 b10
n+1xc

10n+1
, soit un 6 un+1. Ainsi : la suite (un) est croissante. (♣)

Symétriquement : 10nx < b10nxc + 1 ⇒ 10n+1x < 10 (b10nxc+ 1). Or 10 (b10nxc+ 1) est un entier, et
à ce titre il est supérieur ou égal au plus petit entier strictement supérieur à 10n+1x. Autrement dit :
10 (b10nxc+ 1) > b10n+1xc+ 1.

D'où :
b10nxc+ 1

10n
> b10

n+1xc+ 1

10n+1
, soit vn > vn+1. Ainsi : la suite (vn) est décroissante. (♥)

En�n : ∀n ∈ N, vn − un = 10−n. D'où : lim
n→+∞

(vn − un) = 0. (♦)

ä Il résulte de (♣), (♥) et (♦) que les suites u et v sont adjacentes. D'après le théorème du même nom,
u et v convergent vers une limite commune ℓ. Il découle alors de (♠) et de la stabilité des inégalités larges
par passage à la limite que ℓ = x.

Conclusion : Pour tout réel x on a : lim
n→+∞

b10nxc
10n

= x et lim
n→+∞

b10nxc+ 1

10n
= x. K

Corollaire 10.3 - D est dense dans R.

Preuve. D'après la propriété précédente, tout nombre réels est limite d'une suite de décimaux. Le
résultat provient de cette constatation, et de la caractérisation séquentielle de la densité (cf propriété 10.4,

page 231). K

10.6 Epilogue

10.6.1 C peut être totalement ordonné (si, si !)

On dé�nit une relation binaire (notée ≺) sur C en posant :

∀ (z, z′) ∈ C× C, z ≺ z′ ⇐⇒


Re(z) < Re(z′)
ou
Re(z) = Re(z′) et Im(z) 6 Im(z′)

Propriété 10.7 - La relation ≺ est une relation d'ordre totale sur C.

Preuve. Soit z un nombre complexe. On a : Re(z) = Re(z) et Im(z) 6 Im(z). Il s'ensuit que z ≺ z.
Ainsi la relation ≺ est ré�exive (♠).

Soient z et z′ deux nombres complexes. On suppose que : z ≺ z′ et z′ ≺ z. On commence par observer que
l'on ne peut avoir Re(z) 6= Re(z′) (sinon l'une des deux hypothèses n'est pas véri�ée).

4. En divisant les deux termes de l'inégalité par 10n+1.
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On a donc Re(z) = Re(z′), et Im(z) 6 Im(z′) et Im(z′) 6 Im(z). Il s'ensuit que Re(z) = Re(z′) et
Im(z) = Im(z′) d'où z = z′.

En résumé : [(z ≺ z′) ∧ (z′ ≺ z)] =⇒ [z = z′]. Ainsi la relation ≺ est antisymétrique (♣).
Soient z, z′ et z′′ trois nombres complexes. On suppose que : z ≺ z′ et z′ ≺ z′′. Supposons que : Re(z) =
Re(z′) et Im(z) 6 Im(z′), et Re(z′) = Re(z′′) et Im(z′) 6 Im(z′′).

Alors : Re(z) = Re(z′′) et Im(z) 6 Im(z′′). D'où z ≺ z′′.

Les autres cas se traitent de manière analogue, et permettent de conclure que :

[(z ≺ z′) ∧ (z′ ≺ z′′)] =⇒ [z ≺ z′′]. Ainsi la relation ≺ est transitive (♥).
Soient z et z′ deux nombres complexes. Si leurs parties réelles sont distinctes, alors on a Re(z) < Re(z′)
ou Re(z′) < Re(z), et donc : z ≺ z′ ou z′ ≺ z.

Sinon on a Re(z) = Re(z′), mais au moins l'une des inégalités Im(z) 6 Im(z′) ou Im(z′) 6 Im(z) est
véri�ée. Par suite, au moins l'une des relations z ≺ z′ ou z′ ≺ z est valide.

Dans tous les cas : ∀ (z, z′) ∈ C2, (z ≺ z′) ∨ (z′ ≺ z) (♦).
On déduit de (♠), (♣), (♥) et (♦) que la relation ≺ est une relation d'ordre totale sur C.

Conclusion. (C,≺) est totalement ordonné. K
Remarque. Evidemment, l'intérêt de cette relation d'ordre est à relativiser, notamment car elle n'est pas
compatible avec les opérations usuelles dans C. Par exemple, le carré d'un élément de C �positif� peut
éventuellement être �négatif�, ce qui fait un peu désordre. Explicitement, on a : 0 ≺ i mais i2 ≺ 02. . .

10.6.2 Un exemple-clef de relation d'équivalence : les congruences en arith-

métique

Définition 10.10 - Soient a, b et n trois entiers relatifs. On dit que a est congru à b modulo n

si b− a est multiple de n, c'est à dire s'il existe k ∈ Z tel que : b = a+ kn. On le note a ≡ b [n].

Notons que : a ≡ 0 [n] si et seulement si a est multiple de n.

Propriété 10.8 - Soit n un entier, n > 2.

i/ ∀ a ∈ Z, a ≡ a [n]

ii/ ∀ (a, b) ∈ Z2, a ≡ b [n]⇐⇒ b ≡ a [n]

iii/ ∀ (a, b, c) ∈ Z3, [a ≡ b [n] et b ≡ c [n]] =⇒ [a ≡ c [n]]

Autrement dit, la relation de congruence est une relation d'équivalence sur Z.
Preuve. Soit a un entier. On a : a = a+ 0× n, d'où le point i/.

Si a ≡ b [n], alors il existe k ∈ Z, a = b+kn. D'où b = a−kn. En posant K = −k, on a donc : a = b+Kn

avec k ∈ Z. Ainsi b ≡ a [n], ce qui prouve l'implication : a ≡ b [n] =⇒ b ≡ a [n] ; la réciproque vient du
fait que l'on peut permuter a et b dans le raisonnement précédent, ce qui prouve l'équivalence du point
ii/.

Sous les hypothèses de l'énoncé du iii, on a : b = a + kn et c = b + k′n d'où c = a + (k + k′)n ; ce qui

prouve le transitivité de la relation de congruence. K
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10.6.3 Une partie dense de R

Exercice. On rappelle que l'ensemble D des nombres décimaux est l'ensemble des rationnels s'écrivant
comme le quotient d'un entier relatif par une puissance de 10, explicitement :

D =
{ n

10k
/ n ∈ Z, k ∈ N

}
Dans cet exercice nous noterons M l'ensemble des nombres millimaux, c'est à dire l'ensemble des rationnels
s'écrivant comme le quotient d'un entier relatif par une puissance de 1000. Explicitement :

M =
{ n

103k
/ n ∈ Z, k ∈ N

}
Prouver que M est dense dans R.

Corrigé. Montrons que l'ensemble

M =
{ n

103k
/ n ∈ Z, k ∈ N

}
est dense dans R en prouvant que tout réel est limite d'une suite d'éléments de M.Soit x un réel. Pour

tout entier naturel n, on a b103nxc 6 103nx 6 b103nxc+ 1, d'où :

∀n ∈ N,
b103nxc
103n

6 x 6 b10
3nxc+ 1

103n
(♠) .

Posons à présent pour tout entier naturel n : un =
b103nxc
103n

et vn =
b103nxc+ 1

103n
.

On a : b103nxc 6 103nx⇒ 10 b103nxc 6 103n+1x. Or 10 b103nxc est un entier, et à ce titre il est plus petit
que le plus grand entier inférieur ou égal à 103n+1x. Autrement dit : 10 b103nxc 6 b103n+1xc.

Par suite 5 on obtient :
b103nxc
103n

6 b10
3n+1xc

103n+1
, soit un 6 un+1. Ainsi : la suite (un) est croissante. (♣)

Symétriquement : 103nx < b103nxc + 1 ⇒ 103n+1x < 10 (b103nxc+ 1). Or 10 (b103nxc+ 1) est un entier,
et à ce titre il est supérieur ou égal au plus petit entier strictement supérieur à 103n+1x. Autrement dit :
10 (b103nxc+ 1) > b103n+1xc+ 1.

D'où :
b103nxc+ 1

103n
> b10

3n+1xc+ 1

103n+1
, soit vn > vn+1. Ainsi : la suite (vn) est décroissante. (♥)

En�n : ∀n ∈ N, vn − un = 10−3n. D'où : lim
n→+∞

(vn − un) = 0. (♦)

ä Il résulte de (♣), (♥) et (♦) que les suites u et v sont adjacentes. D'après le théorème du même nom,
u et v convergent vers une limite commune ℓ. Il découle alors de (♠) et de la stabilité des inégalités larges
par passage à la limite que ℓ = x.

5. En divisant les deux termes de l'inégalité par 103n+1.
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Bilan : Pour tout réel x on a : lim
n→+∞

b103nxc
103n

= x et lim
n→+∞

b103nxc+ 1

103n
= x.

Conclusion. Tout réel est limite d'une suite d'éléments de M. Par caractérisation séquentielle de la
densité, ceci signi�e que M est dense dans R.

Remarque : il existe d'autres moyens pour obtenir résultat. Il est notamment beaucoup plus rapide
d'utiliser le fait que D est dense dans R, et d'utiliser les propriétés des suites extraites.

Explicitement : soit x ∈ R. Puisque D est dense dans R, il existe une suite de décimaux (un) qui converge
vers x. Alors la suite extraite (u3n) est une suite d'éléments de M qui converge vers x (théorème des suites
extraites). Ainsi tout réel est limite d'une suite d'éléments de M. Ce qui prouve (de nouveau, mais bien
plus vite) que M est dense dans R.
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Chapitre 11

Suites

Notations et conventions : une suite réelle est une application de N dans R ; on notera donc :

� RN l'ensemble des suites réelles ;

� CN celui des suites complexes ;

� KN celui des suites à valeurs dans K (avec K = R ou C).

Un élément de RN pourra être noté (un) ou (un)n ou simplement u. La notation un (sans parenthèse donc)
sera réservée au terme général de la suite (un).

Si u et v sont deux suites réelles, l'inégalité u > v signi�e que : ∀n ∈ N, un > vn.

En outre, on dira que l'inégalité u > v est valable à partir d'un certain rang s'il existe n0 ∈ N tel que :
∀n ∈ N, [n > n0]⇒ [un > vn].

On rappelle également que pour deux réels a et x �xés, l'inégalité :

|x− a| < R

signi�e que la distance entre a et x est strictement inférieure à R, c'est à dire que :

a−R < x < a+R ou x ∈ ] a−R; a+R [
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11.1 Généralités sur les suites réelles

Définition 11.1 - Soit u une suite réelle. u est :

ä majorée si : ∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un 6M .

ä minorée si : ∃m ∈ R, ∀n ∈ N, un >M .

ä bornée si elle est majorée et minorée.

ä croissante si : ∀n ∈ N, un+1 > un.

ä décroissante si : ∀n ∈ N, un+1 6 un.

ä monotone si elle est croissante ou décroissante.

ä constante si : ∀n ∈ N, un+1 = un.

ä stationnaire si : ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, un+1 = un.

ä périodique si ∃N ∈ N∗, ∀n ∈ N, un+N = un.

Exemples :

Ù La suite de terme général un =
n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
est majorée par 1, puisque :

∀n ∈ N∗, un = 1− 1

n+ 1
6 1

Ù Observation pas chère ! Une suite réelle positive (resp. négative) est minorée (resp. majorée) par 0.

Ù Si f est une fonction continue et positive sur R+, alors la suite de terme général un =

∫ n

0

f(t) dt est

croissante. En e�et :

∀n ∈ N, un+1 − un =

∫ n+1

0

f(t) dt−
∫ n

0

f(t) dt =
∫ n+1

n

f(t) dt > 0

la dernière inégalité provenant de la positivité de l'intégrale.

Ù Si f est une fonction continue et positive sur [0, 1], alors la suite de terme général un =

∫ n

0

tnf(t) dt

est décroissante. En e�et :

∀n ∈ N, un+1 − un =

∫ 1

0

tn+1f(t) dt−
∫ 1

0

tnf(t) dt =
∫ 1

0

tn (t− 1)︸ ︷︷ ︸
60

f(t) dt 6 0

la dernière inégalité provenant de nouveau de la positivité de l'intégrale.
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Ù Lorsque u est une suite réelle positive, la suite de terme général Sn =
n∑
k=0

uk est croissante, puisque :

∀n ∈ N, un+1 − un =
n+1∑
k=0

uk −
n∑
k=0

uk = un+1

Ù Notons In la n-ième intégrale de Wallis : In =

∫ π/2

0

cosn(t) dt. Pour tout entier naturel n, on a :

un+1 = (n+ 2) In+2In+1.

Or, il est par ailleurs connu que : un+1 = (n+ 2)
n+ 1

n+ 2
InIn+1 = (n+ 1) In+1In, d'où : un+1 = un. On

en déduit que (un) est constante.

Par suite : ∀n ∈ N, un = u0 = I1 × I0 =
π

2
. Conclusion. ∀n ∈ N, (n+ 1) In+1In =

π

2
.

Ù La suite de terme général

⌊
3

n

⌋
est stationnaire (constante égale à 0 à partir de n = 4), tout comme

celle de terme général

(
4

n

)
(constante égale à 0 à partir de n = 5).

Ù La suite de terme général (−1)n est périodique de période 2.

Ù La suite (complexe) de terme général in (resp. jn) est périodique de période 4 (resp. 3).

L'énoncé ci-dessous, démontré dans le cadre des fonctions, est encore valide pour les suites (et est très
utile en pratique) :

Lemme 11.1 - u est bornée SSI ∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, |un| 6M .

Preuve. On rappelle simplement le principe de la preuve : si u est bornée, alors il existe deux réels a et
b tels que pour tout entier naturel n, on a a 6 un 6 b. Ceci implique que :

∀n ∈ N, |un| 6 max (−a, b)

Par suite : u bornée =⇒ |u| majorée. L'implication réciproque est triviale. K

11.2 Limite d'une suite réelle

11.2.1 Généralités sur les limites

Définition 11.2 - soient u une suite et ℓ un réel. u converge vers ℓ (ou a pour limite ℓ) si :

∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ∈ N, (n > n0 =⇒ |un − ℓ| 6 ε)

Lorsque tel est le cas, on note : ℓ = lim
n→+∞

un, ou simplement ℓ = lim u.

La suite u diverge si elle n'est pas convergente, c'est-à-dire si elle n'a pas de limite �nie.
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Exemples :

Ù La suite de terme général un =
n∑
k=0

1

k!
converge vers e.

Ù La suite de terme général un =
n∑
k=1

1

k2
converge vers

π2

6
.

Ù La suite de terme général un =
n∑
k=1

1

k
diverge (pas de limite �nie).

Ù La suite de terme général un = (−1)n (pas de limite du tout).

Lemme 11.2 - u converge vers ℓ SSI (u− ℓ) converge vers 0.

Preuve. Soient u une suite réelle et ℓ un réel. On a :

u converge vers ℓ ⇐⇒ ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ∈ N, (n > n0 =⇒ |(un − ℓ)− 0| 6 ε). . . K
Propriété 11.1 - (unicité de la limite). Si u est une suite convergente, alors sa limite est unique.

Preuve. Soit u une suite réelle convergente. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'elle converge vers
ℓ et ℓ′, deux réels distincts. Sans nuire à la généralité, on peut supposer que ℓ < ℓ′.

Posons : ε =
ℓ′ − ℓ
3

(notons que ε > 0).

ä Comme u converge vers ℓ : ∃n0 ∈ N, (n > n0 =⇒ ℓ− ε < un < ℓ+ ε)

ä Comme u converge vers ℓ′ : ∃n1 ∈ N, (n > n1 =⇒ ℓ′ − ε < un < ℓ′ + ε)

Posons n2 = max (n0, n1). Pour tout entier n > n2, les deux inégalités ci-dessus sont satisfaites, et on en
déduit en particulier que :

ℓ′ − ε < ℓ+ ε d'où : ℓ′ − ℓ < 2ε⇐⇒ ℓ′ − ℓ < 2
ℓ′ − ℓ
3
⇐⇒ 1 <

2

3
ce qui est absurde.

Conclusion. Si u converge, alors sa limite est unique. K
Propriété 11.2 - Toute suite convergente est bornée (si u est une suite convergente, alors u est
bornée).

Preuve. Soit u une suite convergente de limite ℓ.

Alors : ∃n0 ∈ N, (n > n0 =⇒ ℓ− 1 < un < ℓ+ 1) (♠).

On pose alors : M =
n0−1
max
i=0

ui et m =
n0−1

min
i=0

ui. On a alors : ∀n ∈ N, (n < n0 =⇒ m 6 un 6M) (♣).

D'après (♠) et (♣) : ∀n ∈ N, min (ℓ− 1,m) 6 un 6 max (ℓ+ 1,M). Par suite, u est bornée.

Conclusion. Toute suite convergente est bornée. K
Remarque : la réciproque de la propriété précédente est évidemment fausse. La suite de terme géné-
ral (−1)n est bornée, mais ne converge pas pour autant (idem avec les suites de terme général cos(n),
sin(n),. . . ).
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Lemme 11.3 - Si u a pour limite un réel ℓ > 0, alors u > 0 à partir d'un certain rang.

Preuve. Soit u une suite réelle ayant pour limite un réel ℓ > 0. Alors :

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒
[
|un − ℓ| <

ℓ

2

]
En particulier : ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒ un >

ℓ

2
> 0. K

Remarque. Naturellement, le lemme précédent s'adapte au cas où ℓ < 0. On peut donc généraliser la
propriété précédente, et énoncer la suivante :

Lemme 11.4 - Si u a pour limite un réel ℓ 6= 0, alors la suite u est de signe constant à partir d'un
certain rang.

Preuve. A la lumière de ce qui précède, triviale. K

11.2.2 Opérations algébriques sur les limites

Propriété 11.3 - (Propriétés algébriques des limites). Soient u et v deux suites convergentes,
de limites respectives ℓ et ℓ′.

1/ u+ v converge vers ℓ+ ℓ′

2/ uv converge vers ℓℓ′

3/ 1/v converge vers 1/ℓ′ (sous réserve que ℓ′ 6= 0)

4/ u/v converge vers ℓ/ℓ′ (sous réserve que ℓ′ 6= 0)

Preuve. 1/ Soient u et v deux suites, de limites respectives ℓ et ℓ′.

Soit ε > 0.

Comme u a pour limite ℓ : ∃n0 ∈ N,
(
n > n0 =⇒ |un − ℓ| <

ε

2

)
(♠)

Comme v a pour limite ℓ′ : ∃n1 ∈ N,
(
n > n1 =⇒ |vn − ℓ′| <

ε

2

)
(♣)

Posons n2 = max (n0, n1). Pour tout entier n > n2, les deux inégalités ci-dessus sont satisfaites, et on a
donc :

|un + vn − (ℓ+ ℓ′)| 6 |un − ℓ| + |vn − ℓ′| < ε (la première inégalité provenant de l'inégalité
triangulaire).

En résumé, on a établi que : ∀ ε > 0, ∃n2 ∈ N, (n > n2 =⇒ |un + vn − (ℓ+ ℓ′)| < ε)

Conclusion. Si u et v convergent vers ℓ et ℓ′ respectivement, alors u+ v converge vers ℓ+ ℓ′

2/ Soient u et v deux suites, de limites respectives ℓ et ℓ′. On supposera dans cette preuve ℓ 6= 0 et ℓ′ 6= 0.

Soit ε > 0.

ä Pour tout entier naturel n, on a : unvn − ℓℓ′ = unvn − unℓ′ + unℓ
′ − ℓℓ′ = un (vn − ℓ′) + ℓ′ (un − ℓ), d'où

grâce à l'inégalité triangulaire :
∀n ∈ N, |unvn − ℓℓ′| 6 |un| × |vn − ℓ′|+ |ℓ′| × |un − ℓ| (♠)
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ä Puisque u est convergente, donc bornée : ∃M > 0, ∀n ∈ N, |un| 6M .

Et puisque v converge vers ℓ′ : ∃n0 ∈ N,
(
n > n0 =⇒ |vn − ℓ′| <

ε

2M

)
.

D'où : ∀n > n0 =⇒ |un| × |vn − ℓ′| <
ε

2
(♣)

ä D'autre part, puisque u converge vers ℓ : ∃n1 ∈ N,
(
n > n1 =⇒ |un − ℓ| <

ε

2 |ℓ′|

)
.

D'où : ∀n > n1 =⇒ |ℓ′| × |un − ℓ| <
ε

2
(♥)

Posons n2 = max (n0, n1). Pour tout entier n > n2, les deux inégalités de (♥) et (♣) sont satisfaites,
et on a donc, en utilisant (♠) :

∀n ∈ N,
(
n > n2 =⇒ |unvn − ℓℓ′| <

ε

2
+
ε

2
= ε
)

En résumé, on a établi que : ∀ ε > 0, ∃n2 ∈ N, (n > n2 =⇒ |unvn − ℓℓ′| < ε)

Conclusion. Si u et v convergent vers ℓ et ℓ′ respectivement, alors uv converge vers ℓℓ′.

3/ Soit v une suite réelle, convergeant vers un réel ℓ′ 6= 0. SNALG, on peut supposer : ℓ′ > 0.

D'après le lemme 11.3, les termes de la suite vn sont strictement positifs à partir d'un certain rang, disons
n0.

Considérons à présent un entier naturel n > n0. On a :∣∣∣∣ 1vn − 1

ℓ′

∣∣∣∣ = |ℓ′ − vn|ℓ′vn
. 1 (♠)

En outre, puisque la v converge vers ℓ′, il existe un entier naturel n1 tel que pour tout n > n1 on a :

vn >
ℓ′

2

Posons : n2 = max(n0, n1). On a : ∀n ∈ N,
[
n > n2 =⇒ 0 <

1

ℓ′vn
<

2

ℓ′2

]
(♣)

Ces précautions prises, considérons un réel ε > 0. La suite v convergeant vers ℓ′ :

∃n3 ∈ N, ∀n ∈ N,
[
n > n3 =⇒ |vn − ℓ′| <

εℓ′2

2

]
(♥)

En posant n4 = max (n2, n3), on déduit de (♠), (♣) et (♥) que :

∀n ∈ N,
[
n > n4 =⇒

∣∣∣∣ 1vn − 1

ℓ′

∣∣∣∣ < ε

]
Le réel ε > 0 étant arbitraire dans le raisonnement ci-dessus, on peut conclure que :

∀ ε > 0, ∃n4 ∈ N, ∀n ∈ N,
[
n > n4 =⇒

∣∣∣∣ 1vn − 1

ℓ′

∣∣∣∣ < ε

]

Ce qui signi�e exactement que : lim
n→+∞

1

vn
=

1

ℓ′
.

Conclusion. Si v converge ℓ′ 6= 0, alors 1/v est dé�nie à partir d'un certain rang et converge vers
1

ℓ′
.

1. Puisque ℓ′ et vn sont strictement positifs, on a : |ℓ′vn| = ℓ′vn
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4/ Conséquence immédiate des points 2/ et 3/. K
Corollaire 11.1 - Toute combinaison linéaire de suites convergentes est convergente.

Plus explicitement et précisément, si u et v sont deux suites convergentes de limites respectives ℓ et ℓ′,
alors pour tout couple de réels (λ, µ), la suite λu+ µv est convergente et

lim (λu+ µv) = λ limu+ µ lim v

Preuve. Conséquence immédiate des points 1 et 2 de la propriété précédente. K
Propriété 11.4 - Si u est bornée, et v converge vers 0, alors uv converge vers 0.

Preuve. Soient v une suite convergeant vers 0, et u une suite bornée.

Puisque u est bornée, il existe un réel strictement positif M tel que ∀n ∈ N, |un| 6M (♠).
Soit ε > 0.
Comme v a pour limite 0 : ∃n0 ∈ N,

(
n > n0 =⇒ |vn| <

ε

M

)
(♣)

On déduit de (♠) et (♣) : ∃n0 ∈ N,
(
n > n0 =⇒ |unvn| < M × ε

M
= ε
)

En résumé, on a établi que : ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, (n > n0 =⇒ |unvn| < ε)

Conclusion. Si u est bornée, et v tend vers 0, alors suite uv tend vers 0. K

Application. Considérons la suite de terme général wn =
1

n

∫ n

0

1

1 + t2
dt.

On a : ∀n ∈ N, 0 6
∫ n

0

1

1 + t2
dt 6 π

2
.

La suite de terme général
∫ n

0

1

1 + t2
dt est donc bornée, et puisqu'il est clair que celle de terme général

1

n

tend vers 0, on peut conclure que : lim
n→+∞

1

n

∫ n

0

1

1 + t2
dt = 0 .

11.2.3 Suites réelles de limite in�nie

Définition 11.3 - Soit u une suite. u diverge vers +∞ (ou a pour limite +∞) si : ∀M > 0, ∃n0 ∈
N,∀n ∈ N, (n > n0 =⇒ un >M). Et de manière analogue, u diverge vers −∞ si : ∀M < 0, ∃n0 ∈
N,∀n ∈ N, (n > n0 =⇒ un 6M).

Exemples : la suite de terme général
n∑
k=1

1

n
diverge vers +∞. Il en va de même pour la suite de terme

général
n∑
k=2

1

ln(n)
ou encore

n∑
k=1

1√
n
ou encore

n∑
k=0

1

cos2(n)
.

Lemme 11.5 - Si u diverge vers +∞, alors 1/u existe à partir d'un certain rang et converge vers 0.

Preuve. Si u diverge vers +∞, il découle immédiatemment de la dé�nition que u est strictement positive
à partir d'un certain rang ; ce qui permet de dé�nir la suite 1/u au moins à partir de ce rang.
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Soit à présent ε > 0.

Puisque u diverge vers +∞ :

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒
[
un >

1

ε

]
Par suite :

∀n ∈ N, [n > n0] =⇒
[
0 <

1

un
< ε

]
Le réel ε étant arbitraire dans le raisonnement ci-dessus, on peut conclure :

∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒
[
0 <

1

un
< ε

]
càd : lim

n→+∞

1

un
= 0 K

11.3 Suites réelles et inégalités

Toutes les suites considérées dans ce pragraphe sont REELLES.

11.3.1 Limites et inégalités

Propriété 11.5 - Stabilité des inégalités larges par passage à la limite Soient u et v deux
suites convergentes, de limites respectives ℓ et ℓ′. Si u 6 v à partir d'un certain rang, alors ℓ 6 ℓ′.

Preuve. Soient u et v deux suites réelles convergeant vers ℓ et ℓ′ respectivement. On suppose en outre
que :

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒ [un 6 vn]

Raisonnons par l'absurde et supposons que ℓ > ℓ′ (♠).

Alors, puisque u converge vers ℓ :

∃n1 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n1] =⇒
[
|un − ℓ| 6

ℓ− ℓ′

3

]

Et puisque v converge vers ℓ′ :

∃n2 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n2] =⇒
[
|vn − ℓ′| 6

ℓ− ℓ′

3

]

Posons : n3 = max(n0, n1, n2). On a pour tout entier n > n3 :

ℓ− ℓ− ℓ′

3
< un 6 vn < ℓ′ +

ℓ− ℓ′

3
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D'où en particulier : ℓ− ℓ− ℓ′

3
< ℓ′ +

ℓ− ℓ′

3
soit : ℓ− ℓ′ < 2

ℓ− ℓ′

3
, càd : 1 <

2

3
. Contradiction !

On en déduit que l'hypothèse (♠) est faisandée. Par conséquent : ℓ 6 ℓ′. K
Remarque. Les inégalités strictes ne sont en revanche pas stables par passage à la limite ; il su�t pour
cela de considérer la suite de terme général un = 1/n. On a évidemment un > 0, mais limun = 0.

Théorème 11.1 - (comparaison). Soient u et v deux suites telles que :

ä à partir d'un certain rang : u 6 v (resp. u > v)

ä limu = +∞ (resp. −∞)

Alors lim v = +∞ (resp. −∞).

Preuve. Soient u et v deux suites réelles. On suppose que : limu = +∞, et que :

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒ [un 6 vn]

Soit M un réel. Puisque u diverge vers +∞, il existe un entier naturel n1 tel que :

∀n ∈ N, [n > n1] =⇒ [un >M ]

Posons n2 = max(n0, n1). Pour tout entier naturel n > n2, on a : vn > un >M .

Le réel M étant arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃n2 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n2] =⇒ [vn >M ]

Ce qui signi�e exactement que : lim
n→+∞

vn = +∞.

La propriété est donc établie dans le cas �+∞�. L'autre cas en est une conséquence immédiate. K

Application : lim
n→+∞

[
n∑
k=1

1

k

]
= +∞.

Théorème 11.2 - (Encadrement ou �des gendarmes�). Soient u, v et w trois suites telles que :

ä à partir d'un certain rang : u 6 v 6 w

ä u et w sont convergentes

ä limu = limw

Alors v converge et lim v = lim u = limw.

Preuve. Soit ε > 0.

ä Par hypothèse : ∃n0 ∈ N, (n > n0 =⇒ un 6 vn 6 wn)

ä Comme u a pour limite ℓ : ∃n1 ∈ N, (n > n1 =⇒ ℓ− ε < un < ℓ+ ε)

ä Comme w a pour limite ℓ : ∃n2 ∈ N, (n > n2 =⇒ ℓ− ε < wn < ℓ+ ε)
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Posons : n3 = max (n0, n1, n2). Pour n > n3, les trois conditions précédentes sont réalisées simultanément,
et on a donc :

ℓ− ε < un 6 vn 6 wn < ℓ+ ε d'où en particulier : ℓ− ε < vn < ℓ+ ε soit : |vn − ℓ| < ε.

En résumé, on a prouvé que : ∀ ε > 0, ∃n3 ∈ N, (n > n3 =⇒ |vn − ℓ| < ε).

Donc la suite v est convergente et a pour limite ℓ = lim u = limw. K

Exemple 1 : lim
n→+∞

∫ 1

0

t2n+1arctan(t) dt = 0 puisque pour tout n : 0 6
∫ 1

0

t2n+1arctan(t) dt 6 π

8n+ 8
.

Exemple 2 : pour tout n ∈ N∗, on pose : Hn =
n∑
k=1

1

k
.

On peut établir que pour tout n ∈ N∗, ln (n+ 1) 6 Hn 6 ln (n) + 1. On en déduit que pour tout entier
n > 2, on a :

ln(n+ 1)

ln(n)
6 Hn

ln(n)
6 ln(n) + 1

ln(n)

Or :
ln(n+ 1)

ln(n)
=

ln(n) + ln(1 + 1/n)

ln(n)
= 1 +

ln(1 + 1/n)

ln(n)
d'où : lim

n→+∞

ln(n+ 1)

ln(n)
= 1.

D'autre part :
ln(n) + 1

ln(n)
= 1 +

1

ln(n)
d'où : lim

n→+∞

ln(n) + 1

ln(n)
= 1.

On en déduit grâce au théorème d'encadrement que : lim
n→+∞

Hn

ln(n)
= 1 2

11.3.2 Limites et monotonie

Théorème 11.3 - (Limite monotone). Toute suite croissante et majorée converge. Toute suite
décroissante et minorée converge.

Preuve. Soit u une suite croissante et majorée : ∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un 6M .

Notons E = {un / n ∈ N} l'ensemble des termes de la suite u. Cet ensemble est une partie non vide (par
dé�nition) et majorée (par hypothèse) de R. Il s'ensuit que E admet une borne supérieure, d'après la
propriété du même nom (qui est valide dans R).

Notons : S = supE, et considérons un réel ε > 0.

D'après la propriété caractérisant la borne supérieure, il existe un entier naturel n0 tel que : S−ε < un0 6 S.

Or, u étant croissante (par hypothèse) et majorée par S, on en déduit que :

∀n > n0, S−ε < un0 6 un 6 S, d'où : ∀n > n0, S−ε < un 6 S ce qui implique : ∀n > n0, |un − S| < ε

En résumé, on a prouvé que : ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, (n > n0 =⇒ |un − S| < ε).

Donc la suite u est convergente et a pour limite S.

Conclusion. Si u est croissante et majorée, alors u est convergente.

2. Plus tard dans l'année, nous traduirons cette relation en disant que ln(n) est un équivalent de Hn au voisinage de +∞.
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Dans l'autre situation (celle où u est décroissante et minorée), il su�t d'observer que la suite (−u) est
croissante et majorée pour se ramener au cas précédent, et conclure en observant que (−u) converge si et
seulement si u converge. K

Exemple. Pour tout n ∈ N∗, posons Sn =
n∑
k=1

1

k2
. La suite (Sn) est clairement croissante.

Par ailleurs : ∀ k ∈ N\ {0, 1} , 1

k − 1
− 1

k
=

1

k2 − k
> 1

k2
.

Il s'ensuit que pour tout entier naturel n non nul, on a :
n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
6 1 +

n∑
k=2

1

k − 1
− 1

k
d'où :

n∑
k=1

1

k2
6 1 + 1− 1

n

On en déduit que : ∀n ∈ N∗, 1 6
n∑
k=1

1

k2
6 2− 1

n
donc : ∀n ∈ N∗, 1 6

n∑
k=1

1

k2
6 2.

Conclusion : (Sn) étant croissante et majorée, elle converge. 3

Définition 11.4 - Deux suites u et v sont adjacentes si :

ä u et v sont monotones, de monotonies opposées

ä lim (v − u) = 0

Exemple : les suites de termes généraux un = 1− 1/n et vn = 1 + e−n sont adjacentes.

Théorème 11.4 - (Suites adjacentes). Deux suites adjacentes convergent et ont la même limite.

Preuve. Soient u et v deux suites adjacentes. SNALG, on peut supposer u croissante et v décroissante.
En outre, l'hypothèse �adjacentes� impose que : lim(v − u) = 0.

ä 1ère étape � Montrons que : ∀n ∈ N, un 6 vn.

Par l'absurde, supposons qu'il existe un entier n0 tel que : un0 > vn0 . Alors, pour tout entier n supérieur
ou égal à n0, on a : un > un0 > vn0 > vn (puisque u croît et que v décroît). Il s'ensuit que :

(n > n0) =⇒

vn − un > vn0 − un0︸ ︷︷ ︸
strict. pos.


Cette assertion est clairement incompatible avec l'hypothèse lim(v − u) = 0 ; contradiction. L'hypothèse
fait quelques lignes plus haut est donc fausse, et on en déduit que : ∀n ∈ N, un 6 vn (♠) .

ä 2ème étape � Montrons que u et v convergent.

La suite v étant décroissante, elle est majorée par v0. Explicitement : ∀n ∈ N, vn 6 v0 (♣).

On déduit de (♠) et (♣) que : ∀n ∈ N, un 6 v0. Ainsi u est majorée (par v0). Comme en outre elle est
croissante, le théorème de la limite monotone permet d'a�rmer qu'elle converge.

Symétriquement, la suite u étant croissante, elle est minorée par u0. Explicitement : ∀n ∈ N, un > u0 (♥).

3. Et lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.
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On déduit de (♠) et (♥) que : ∀n ∈ N, u0 6 vn. Ainsi v est minorée (par u0). Comme en outre elle est
décroissante, le théorème de la limite monotone permet d'a�rmer qu'elle converge.
Les suites u et v convergent .

ä 3ème étape � Concluons.

Puisque u et v sont convergentes, il est légitime d'utiliser la formule : lim (v − u) = lim v − limu. Or
lim(v − u) = 0 par hypothèse. D'où : limu = lim v .

Conclusion : u et v convergent et limu = lim v. K

Exemple. Les suites de termes généraux un =
2n∑
k=n

1

k
et ∀ n ∈ N∗, vn = un−

1

n
convergent et ont la même

limite (exercice).

11.3.3 Applications des suites adjacentes

11.3.3.1 Irrationnalité de e

On pose pour tout entier naturel n :

un =
n∑
k=0

1

k!
et vn = un +

1

n× n!

Il est clair que la suite de terme général un =
n∑
k=0

1

k!
est (strictement) croissante.

Par ailleurs, pour tout entier naturel n, on a :

vn+1 − vn = un+1 − un +
1

(n+ 1)× (n+ 1)!
− 1

n× n!
=

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 1)× (n+ 1)!
− 1

n× n!

=
n (n+ 1) + n− (n+ 1)2

n (n+ 1)× (n+ 1)!
= − 1

n (n+ 1)× (n+ 1)!

On en déduit que : ∀n ∈ N, vn+1 − vn < 0. La suite (vn) est donc (strictement) décroissante.

En�n : ∀n ∈ N, vn − un =
1

n× n!
. D'où : lim

n−→+∞
(vn − un) = 0.

Il résulte de ce qui précède que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. D'après le théorème du même
nom, elles convergent donc vers une limite commune.

De fait, on a déjà établi (cf chapitre portant sur le calcul intégral) que la limite de la suite u est e.

Montrons à présent l'irrationalité de e. D'après ce qui précède, la suite (un) est strictement croissante et
converge vers e. D'où : ∀n ∈ N, un < e.

D'après ce qui précède (bis !), la suite (vn) est strictement décroissante et converge vers e. D'où : ∀n ∈
N, vn > e.

Ainsi : ∀n ∈ N, un < e < vn .
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Raisonnons par l'absurde en supposant que e est rationnel. Il existe donc deux entiers naturels 4 m et p
(avec p 6= 0) tels que : e =

m

p
.

D'après ce qui précède, on a : up < e < vp. En d'autres termes :
p∑

k=0

1

k!
<
m

p
<

p∑
k=0

1

k!
+

1

p× p!

On en déduit que : p× p!×
p∑

k=0

1

k!
< m× p! < p× p!×

p∑
k=0

1

k!
+ 1

Notons N0 = p× p!×
p∑

k=0

1

k!
. On a : N0 = p×

p∑
k=0

p!

k!
. Pour tout entier k compris entre 0 et p, l'entier p!

est un multiple de k!, donc le rapport
p!

k!
est un entier naturel. D'où N0 est un entier naturel.

On a donc obtenu l'encadrement : N0 < m × p! < N0 + 1. Il en résulte que m × p! est un entier naturel
strictement compris entre deux entiers naturels consécutifs, ce qui est absurde.

Conclusion. e est irrationnel (e ∈ R\Q).

11.3.3.2 Approximations décimales d'un réel, et densité de D dans R

On rappelle que pour tout réel x, on dé�nit la suite u (resp. v) des approximations décimales par défaut
(resp. par excès) de x en posant :

∀n ∈ N, un
b10nxc
10n

(resp. ∀n ∈ N, un
b10nxc+ 1

10n
)

On a établi dans le chapitre précédent que ces deux suites convergent (car elles sont adjacentes) et ont x
pour limite commune.

La conséquence remarquable de ce résultat est que D est dense dans R.

11.3.3.3 Intervalles (segments) emboîtés

Théorème 11.5 - (Intervalles (segments) emboîtés). Soit (In)n une suite d'intervalles non
vides de R tels que :

ä pour tout n ∈ N, In = [an, bn] (avec an < bn réels) ;

ä pour tout n ∈ N, In+1 ⊂ In ;

ä lim
n→+∞

(bn − an) = 0

Alors : ∃!x ∈ R, ∀n ∈ N, x ∈ In (c-à-d : ∃!x ∈ R,
+∞⋂
n=0

In = {x})

Preuve. Sous les hypothèses du théorème, les suites (an) et (bn) sont respectivement croissante et
décroissante (d'après In+1 ⊂ In), et lim

n→+∞
(bn − an) = 0.

4. On sait en e�et que e > 0, en tant que limite de suites à termes positifs.
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Les suites (an) et (bn) sont donc adjacentes, et par suite convergentes. Notons x leur limite commune. On
a pour tout entier naturel n : an 6 x 6 bn puisque (an) est croissante (resp. (bn) est décroissante) et de
limite x. Par conséquent :

∀n ∈ N, x ∈ In càd : {x} ⊂
+∞⋂
n=0

In

La réciproque est aisée : si y est un réel distinct de x, alors on a y > x ou y < x. Supposons que : y > x

(l'autre cas se traitant de manière analogue). Puisque bn converge vers x, il existe un entier n0 tel que :
x < bn0 < y.

Pour cet entier n0 on a donc : an0 < x < bn0 < y. Il s'ensuit que y /∈ In0 . Par suite : y /∈
+∞⋂
n=0

In.

On vient donc d'établir que x ∈
+∞⋂
n=0

In, et que l'intersection
+∞⋂
n=0

In ne peut contenir d'autre réel que x.

Donc :
+∞⋂
n=0

In = {x}. K

Remarque A son tour, cette application (du théorème des suites adjacentes) en aura d'autres : un peu
plus tard dans ce chapitre, le théorème de Bolzano-Weiesrtrass (qui a�rme que de toute suite bornée on
peut extraire une sous-suite convergente). Puis, lors de l'étude de la continuité, le théorème des bornes
atteintes (qui a�rme que toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes).

11.4 Suites extraites

Définition 11.5 - Soit u = (un)n une suite. Une suite (vn)n est une suite extraite de u s'il existe
une application φ : N −→ N strictement croissante telle que : ∀n ∈ N, vn = uφ(n).

Exemples : lorsque φ(n) = 2n, la suite extraite est celle des termes pairs. Lorsque φ(n) = 2n+1, la suite
extraite est celle des termes impairs. Lorsque φ(n) = n+ 1, la suite extraite est la même que u, en ayant
�oublié� le premier terme u0.

Lemme 11.6 - Si φ : N −→ N est strictement croissante, alors : ∀n ∈ N, φ(n) > n.

Preuve. Notons P (n) l'assertion : φ(n) > n, et prouvons par récurrence sur N que l'assertion P (n) est
vraie pour tout n ∈ N.

La véracité de P (0) provient de l'ébouri�ante observation qu'un entier naturel est positif ou nul. . .

Cette remarquable observation faite, héréditons : on suppose P (n) vraie pour un certain entier naturel n.
Alors on a : φ(n+ 1) > φ(n) > n d'où φ(n+ 1) > n+ 1.

Ce qui établit l'hérédité de P (n) et achève cette récurrence. K
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Théorème 11.6 - (Suites extraites). Si u converge vers ℓ, toute suite extraite de u converge vers
ℓ.

Preuve. Soit (un) une suite convergente de limite ℓ ∈ K ; 5 et soit (vn) une suite extraite de n ; il existe
donc une application φ : N −→ N strictement croissante telle que ∀n ∈ N, vn = uφ(n).

Considérons un réel ε > 0.

Par hypothèse, il existe un entier n0 tel que pour tout entier n on a : (n > n0) =⇒ (|un − ℓ| < ε).

Or l'hypothèse faite sur φ implique que : ∀n ∈ N, φ(n) > n. 6

Il en résulte que : (n > n0) =⇒
(∣∣uφ(n) − ℓ∣∣ < ε

)
.

En recollant tous les morceaux du raisonnement précédent :

∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0) =⇒
(∣∣uφ(n) − ℓ∣∣ < ε

)
.

Conclusion. La suite
(
uφ(n)

)
est convergente et a pour limite ℓ = limu. En d'autres termes, toute suite

extraite de u converge vers ℓ. K
Exemple 1. Les suites de termes généraux (−1)n et cos(n) n'ont pas de limite.

Exemple 2. La propriété concernant la suite de terme général cos(n) peut être généralisée comme suit :

Exercice classique. La suite de terme général cos (nθ) converge si et seulement si θ = 0 [2π].

Posons un = cos (nθ). Puisque (un)n est bornée (entre −1 et 1), elle ne tend pas vers +∞ ou −∞.

Supposons que (un)n admette une limite �nie ℓ.

ã Considérons la suite (u2n) (suite extraite des termes pairs). Puisque (un) converge vers ℓ, alors d'après
la propriété des suites extraites, (u2n) converge elle aussi vers ℓ.

En outre : ∀ n ∈ N, u2n = cos (2nθ) = 2 cos2 (nθ) − 1 = 2u2n − 1. En passant à la limite lorsque n tend
vers +∞ dans cette relation, on obtient :

ℓ = 2ℓ2 − 1⇐⇒ 2ℓ2 − ℓ− 1 = 0

Cette équation du second degré admet 1 comme racine évidente, et puisque le produit des racines est égal

à �c/a�, on en déduit que la seconde racine est −1/2. D'où : (ℓ = 1) ∨
(
ℓ = −1

2

)
(♠) .

ã Par ailleurs, pour tout entier naturel n > 1 on a :

un+1 + un−1 = cos ((n+ 1) θ) + cos ((n− 1) θ) = 2 cos(nθ) cos(θ) = 2un cos(θ)

5. Où K désigne R ou C. Dans le cours, seule la preuve dans le cas des suites réelles a été faite. Or cette preuve s'adapte
sans aucun obstacle au cas des suites complexes ; l'écriture de la démonstration est rigoureusement la même, seule la lecture

des barres verticales sera di�érente (valeur absolue dans R et module dans C).
6. Voir lemme 11.6 énoncé un peu plus haut.
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En passant à la limite lorsque n tend vers +∞ dans cette relation, on obtient :

2ℓ = 2ℓ cos(θ)⇐⇒ ℓ (cos(θ)− 1) = 0.

ã Si cos(θ) 6= 1, on en déduit que : ℓ = 0 (♣) . Les assertions (♠) et (♣) étant clairement incompa-
tibles, la suite (un)n n'a donc pas de limite �nie (dans ce cas).

ã En revanche, si cos(θ) = 1, c'est-à-dire si θ = 0 [2π], alors la suite (un)n est convergente et de limite 1
(puisqu'elle est alors constante égale à 1).

Conclusion. La suite de terme général cos(nθ) admet une limite (égale à 1) SSI θ = 0 [2π].

Théorème 11.7 - (Suites extraites, �version in�nie�). Si u converge vers +∞ (resp. −∞),
toute suite extraite de u converge vers +∞ (resp. −∞).

Preuve. Soit (un) une suite divergeant vers +∞, et soit (vn) une suite extraite de n ; il existe donc une
application φ : N −→ N strictement croissante telle que ∀n ∈ N, vn = uφ(n).

Considérons un réel M .

Par hypothèse, il existe un entier n0 tel que pour tout entier n on a : (n > n0) =⇒ (un >M).

Or l'hypothèse faite sur φ implique que : ∀n ∈ N, φ(n) > n. 7

Il en résulte que : (n > n0) =⇒
(
uφ(n) >M

)
.

En recollant tous les morceaux du raisonnement précédent :

∀M ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0) =⇒
(
uφ(n) >M

)
.

Conclusion. La suite
(
uφ(n)

)
a pour limite +∞. En d'autres termes, toute suite extraite de u converge

vers +∞.

Le cas �−∞� est une conséquence immédiate du raisonnement précédent. K
L'énoncé ci-dessous fournit une forme de �réciproque� au théorème des suites extraites.

Propriété 11.6 - Soit u une suite réelle, et soit ℓ un réel.

(un) converge vers ℓ SSI (u2n) et (u2n+1) convergent vers ℓ.

Preuve. Supposons que (u2n) et (u2n+1) convergent vers ℓ.

Soit ε > 0.

Puisque (u2n) converge vers ℓ : ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n0] =⇒ [|u2n − ℓ| < ε] (♠)

Puisque (u2n+1) converge vers ℓ : ∃n1 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n1] =⇒ [|u2n+1 − ℓ| < ε] (♣)

Posons n2 = max (2n0, 2n1 + 1). Pour tout entier naturel n > n2, on a :

Ù si n est pair : il existe p ∈ N tel que n = 2p, avec p > n0, et on a donc |un − ℓ| < ε d'après (♠) ;

7. Voir lemme 11.6 énoncé un peu plus haut.
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Ù si n est impair : il existe p ∈ N tel que n = 2p+ 1, avec p > n1, et on a donc |un − ℓ| < ε d'après (♣).

Dans tous les cas, on a établi que :

∀ ε > 0, ∃n2 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n2] =⇒ [|un − ℓ| < ε]

Ce qui signi�e que u converge vers ℓ.

Finalement : [(u2n) et (u2n+1) convergent vers ℓ] =⇒ [(un) converge vers ℓ]

La réciproque est une application immédiate du théorème 11.6 des suites extraites. K
Comme exemple d'application de cette propriété, on prend un peu d'avance sur la suite des évènements,
en établissant un résultat relatif aux séries numériques, qui seront étudiées au second semestre.

Théorème 11.8 - (Critère spécial des séries alternées).
Soit (an) une suite réelle positive et décroissante, telle que : lim

n→+∞
an = 0.

La suite de terme général Sn =
n∑
k=0

(−1)k ak est convergente.

Preuve. Considérons les suites (S2n) et (S2n+1) ; ce sont les sommes partielles de rangs pairs et impairs
respectivement.

Pour tout entier naturel n, on a :

ä S2n+2 − S2n = an+2 − an+1 6 0 (puisque (an) décroît). Ainsi (S2n) est décroissante.

ä S2n+3 − S2n+1 = an+2 − an+3 > 0 (puisque (an) décroît). Ainsi (S2n+1) est croissante.

ä S2n+1 − S2n = −a2n+1. D'où : lim
n→+∞

S2n+1 − S2n = 0 (puisque lim
n→+∞

an = 0).

On en déduit que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes. A ce titre, elles convergent et ont une limite
commune, disons ℓ.

Il s'ensuit que la suite (Sn) converge vers ℓ, ce qu'il fallait démontrer. K
Application. La suite S de terme général

Sn =
n∑
k=0

(−1)k

k + 1
est convergente. 8

Remarquons encore que la propriété 11.6 est encore valable dans sa version �in�nie�. Explicitement :

Propriété 11.7 - Soit u une suite réelle convergeant vers ±∞.

(un) converge vers +∞ (resp. −∞) SSI (u2n) et (u2n+1) convergent vers +∞ (resp. −∞)

Preuve. Se déduit mutatis mutandis de la preuve de la propriété 11.6. K

8. En outre : lim
n→+∞

n∑
k=0

(−1)k

k + 1
= ln(2).
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L'énoncé ci-dessous, clou du spectacle sur les suites extraites, peut être vu comme une application (un
corollaire) du théorème des intervalles emboîtés.

Théorème 11.9 - (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée on peut extraire une sous-suite
convergente.

Remarque : si l'énoncé est clair pour la suite de terme général (−1)n, elle l'est nettement moins pour
celle de terme général cos(n). Pour cette dernière, on pourra d'ailleurs extraire des sous-suites convergeant
vers un réel x ∈ [−1, 1] arbitraire (ce qui va encore plus loin que l'énoncé de Bolzano-Weierstrass).

Preuve. Soit u une suite réelle bornée ; il existe deux réels m et M tels que : ∀n ∈ N, m 6 un 6M .

Appelons c =
m+M

2
l'abscisse du milieu du segment [m,M ]. On pose alors : a0 = m, c0 = c, b0 = M et

φ(0) = 0.

Au moins l'une des deux moitiés de l'intervalle [m,M ] contient une in�nité de termes.

ä Si [a0, c0] contient une in�nité de termes, on pose : a1 = a0, b1 = c0 et φ(1) le plus petit rang > φ(0)

d'un terme appartenant à [a1, b1] ;

ä Sinon, [c0, b0] contient une in�nité de termes, et on pose alors : a1 = c0, b1 = b0 et φ(1) le plus petit
rang > φ(0) d'un terme appartenant à [a1, b1].

En itérant ce processus, on construit une suite
(
uφ(n)

)
(extraite de u), et deux suites (an) et (bn) satisfaisant

les conditions suivantes :

ä ∀n ∈ N, uφ(n) ∈ [an, bn] (♠) ;

ä ∀n ∈ N, [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (♣) ;

ä ∀n ∈ N, bn − an =
b0 − a0
2n

(♥).

D'après (♥) et (♣), la suite d'intervalles ([an, bn]) véri�e les hypothèses du théorème des segments emboîtés,
et on peut donc conclure en particulier que les suites (an) et (bn) sont adjacentes et convergent vers une
limite commune, que nous noterons ℓ.

Or d'après (♠) : ∀n ∈ N, an 6 uφ(n) 6 bn. Le théorème d'encadrement permet alors de conclure que
la suite

(
uφ(n)

)
converge (et a pour limite ℓ).

Conclusion : de toute suite réelle bornée on peut extraire une sous-suite convergente. K

Applications (par anticipation) : toute fonction à valeurs réelles continue sur un intervalle fermé borné
est bornée et atteint ses bornes (théorème des bornes atteintes). Avec des quanti�cateurs :

∀ f ∈ C 0 ([a, b] ,R) , ∃ (c, d) ∈ [a, b]2 , ∀x ∈ [a, b] , f(c) 6 f(x) 6 f(d)

Une autre application est le théorème de Heine, qui assure que toute fonction continue sur un segment est
uniformément continue (voir chapitre portant sur l'intégration).
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11.5 Suites complexes

Définition 11.6 - Une suite complexe u est bornée si :

∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, |un| 6M

Exemple. Pour tout complexe q tel que |q| 6 1, la suite de terme général qn est bornée.

Définition 11.7 - Une suite complexe u converge vers ℓ ∈ C si :

∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0 =⇒ |un − ℓ| < ε)

Exemple. La suite de terme général un =
einθ

2n
converge vers 0, pour tout réel θ.

Remarque : la dé�nition de convergence est strictement la même que pour les suites réelles. Il su�t de lire
autrement les barres verticales (�module� au lieu de �valeur absolue�). Cette remarque faite, on démontre
l'énoncé ci-dessous en �copiant-collant� la preuve dans le cas réel.

Propriété 11.8 - Toute suite complexe convergente est bornée.

Preuve. Voir preuve de la propriété 11.2, page 244. K
Arrivé à ce point des dé�nitions, l'idée naturelle serait de reprendre les propriétés des suites réelles, et
de les étendre aux suites complexes. Malheureusement, toutes les propriétés faisant intervenir de près ou
de loin la relation d'ordre dans R (plus spéci�quement, tous les énoncés utilisant la propriété de la borne
supérieure) ne pourront avoir d'analogue dans C.

Explicitement, les théorèmes de la limite monotone, d'encadrement, des suites adjacentes ne s'étendent
pas aux suites complexes.

On dispose néanmoins d'une caractérisation de la convergence qui permet de se ramener au cas réel par
le biais de l'énoncé ci-dessous :

Théorème 11.10 - (pont R←→ C�). Soient u une suite complexe, et ℓ un nombre complexe.

u converge vers ℓ SSI Reu converge vers Re ℓ et Im u converge vers Im ℓ

Preuve. ä Sens direct (=⇒). Supposons que u converge vers ℓ.

Soit ε > 0. Alors il existe un entier naturel n0 tel que : ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |un − ℓ| < ε.

Ceci implique : ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |Re (un)− Reℓ| < ε et ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |Im (un)− Imℓ| < ε. 9

D'où : les suites (Re (un)) et (Im (un)) convergent (vers Re ℓ et Im ℓ respectivement).

9. Puisque pour tout nombre complexe z, on a : |Re z| 6 |z| et |Im z| 6 |z|.
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ä Réciproque (⇐=). Supposons que (Re (un)) et (Im (un)) convergent (vers Re ℓ et Im ℓ respectivement).

Soit ε > 0. Alors :

ã il existe un entier naturel n0 tel que : ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |Re (un)− Reℓ| < ε

2
;

ã il existe un entier naturel n1 tel que : ∀n ∈ N, n > n1 =⇒ |Im (un)− Imℓ| < ε

2
.

Posons : n2 = max (n0, n1). Alors : ∀n ∈ N, n > n2 =⇒ |un − ℓ| 6 |Re (un)− Reℓ|+ |Im (un)− Imℓ| < ε

(la première inégalité provenant de l'inégalité triangulaire).

On en déduit que : ∀ ε > 0, ∃n2 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n2 =⇒ |un − ℓ| < ε. Donc : la suite u converge vers ℓ.

Conclusion : u converge vers ℓ SSI Re(u) converge vers Re(ℓ) et Im(u) converge vers Im(ℓ). K

Corollaire 11.2 - La suite de terme général einθ converge SSI θ = 0 [2π].

Preuve. Soit q un nombre complexe.

ä Si q = 0 : la propriété est évidente.

ä Si q 6= 0 : pour tout entier naturel n, on a : |qn| = |q|n = en ln|q|.

ã Si |q| < 1 : alors ln |q| < 0 donc lim
n→+∞

n ln |q| = −∞ donc lim
n→+∞

|qn| = 0. On en déduit alors
que :

Si |q| < 1, alors lim
n→+∞

qn = 0

ã Si |q| > 1 : alors ln |q| > 0 donc lim
n→+∞

n ln |q| = +∞ donc lim
n→+∞

|qn| = +∞. On en déduit

alors que :

Si |q| > 1, alors (qn)n diverge (est non bornée).

ã Si |q| = 1 : alors il existe un réel θ tel que q = einθ. Or la suite
(
einθ
)
converge si et seulement

si les suites (cos (nθ)) et (sin (nθ)) convergent, ce qui ne se produit que lorsque θ = 0 [2π]. Et dans ce cas,
on a bien entendu q = 1.

Si |q| = 1, alors (qn)n converge SSI q = 1.

Conclusion : la suite de terme général qn converge SSI |q| < 1 ou q = 1. K
Une autre application : Q + iQ = {r1 + i r2 / r1 ∈ Q, r2 ∈ Q} est dense dans C, dans le sens où tout
nombre complexe est limite d'une suite d'éléments de Q + iQ. De la même façon, D + iD est dense dans
C. Et D+ iQ. . . et Q+ iD. . .

Théorème 11.11 - (Suites extraites). Si u converge vers ℓ ∈ C, toute suite extraite de u converge
vers ℓ.

Preuve. Voir preuve du théorème 11.6, page 255. K
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Propriété 11.9 - Soit u une suite complexe, et soit ℓ un complexe.

(un) converge vers ℓ SSI (u2n) et (u2n+1) convergent vers ℓ.

Preuve. Voir preuve de la propriété 11.6, page 256. K

Théorème 11.12 - (Bolzano-Weierstrass). De toute suite complexe bornée on peut extraire une
sous-suite convergente.

Preuve. Reprendre la preuve du théorème de Bolzano-Weierstrass dans le cas réel (théorème 11.9, page

258), en remplaçant les intervalles emboîtés par des rectangles emboîtés. K

11.6 Suites particulières

Sauf mention explicite du contraire, les suites de ce paragraphe sont complexes.

11.6.1 Suites arithmétiques

Définition 11.8 - Une suite u est arithmétique s'il existe un complexe r tel que ∀ n ∈ N, un+1 =

un + r.
Lorsque tel est le cas, le complexe r est appelé raison de la suite u.

Propriété 11.10 - Soit u une suite arithmétique de raison r. Alors :

1/ ∀ n ∈ N, un = u0 + nr

2/ ∀ N ∈ N,
N∑
k=0

uk = (N + 1)
u0 + uN

2

Preuve. Ces résultats ont déjà été établis : voir propriété ?? page ?? pour le premier point, et propriété

1.8 page 26 pour le second. K
Application : 1 + 2 + · · ·+ 100 = 5050.

Remarque à un sou. Une suite arithmétique u de raison r converge SSI r = 0.

11.6.2 Suites géométriques

Définition 11.9 - Une suite u est géométrique s'il existe un complexe q tel que ∀ n ∈ N, un+1 =

qun.

Lorsque tel est le cas, le complexe q est appelé raison de la suite u.

Exemple. La suite de terme général einθ est géométrique de raison ei θ.
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Propriété 11.11 - Soit u une suite géométrique de raison q. Alors :

1/ ∀ n ∈ N, un = u0q
n

2/ Si q 6= 1 : ∀ N ∈ N,
N∑
k=0

uk = u0
1− qN+1

1− q

Preuve. On renvoie pour cela à la propriété 2.2 page 36. K

Applications. Calculs de
N∑
k=0

ekx,
N∑
k=0

cos (kx),
N∑
k=0

sin (kx),
N∑
k=0

ch (kx),
N∑
k=0

sh (kx).

Propriété 11.12 - Soit q ∈ C. La suite (qn)n converge SSI |q| < 1 ou q = 1.

Un peu plus dans le détail :

ä si |q| < 1, alors qn tend vers 0 ;

ä si q = 1, alors qn tend vers 1 ;

ä si |q| = 1 et q 6= 1, alors (qn)n n'a pas de limite ;

ä si |q| > 1, alors (qn)n est non bornée.

Preuve. Voir preuve du corollaire 11.2 page 260. K

11.6.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 11.10 - Une suite u est arithmético-géométrique (SAG) s'il existe deux complexes
a et b tels que ∀ n ∈ N, un+1 = aun + b.

Remarque. Pour éviter de �retomber� sur des cas triviaux ou déjà connus, on pourra raisonnablement
supposer dans la suite des évènements que a 6= 0 (auquel cas u est stationnaire, car constante au moins à
partir de n = 1), a 6= 1 (u est alors arithmétique de raison b) et b 6= 0 (u est alors géométrique de raison
a).

Propriété 11.13 - Soient a et b deux complexes, et u une suite complexe telle que : ∀ n ∈ N, un+1 =

aun + b.

On suppose a 6= 1, et on pose ℓ = b/(1− a).

Alors la suite (u− ℓ) est géométrique de raison a.

Preuve. Soient a et b deux complexes (avec a 6= 1), et u ∈ CN telle que : ∀ n ∈ N, un+1 = aun + b. On

pose ℓ =
b

1− a
. 10 On pose : ∀n ∈ N, vn = un − ℓ.

Pour tout n ∈ N on a : vn+1 = un+1 − ℓ = aun + b− b

1− a
= aun +

b− ab− b
1− a

= a

(
un −

b

1− a

)
= avn.

10. Attention : à ce stade, on ne peut pas encore a�rmer que ℓ est la limite de la suite u, puisqu'on ne sait pas encore si
u converge ou non. On prendra donc garde à ne pas appeler ℓ la limite (tout au plus peut-on l'appeler �limite potentielle�,
ou �meilleure candidate imaginable pour la limite de u�, ou plus simplement. . . ℓ).
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Ainsi : La suite v est donc géométrique de raison a .

D'où : ∀n ∈ N, vn = v0 × an et donc : ∀n ∈ N, un = ℓ+ (u0 − ℓ)× an . K

Corollaire 11.3 - On conserve les notations et hypothèses de la propriété précédente.

On suppose en outre : u0 6= ℓ.

Alors : la suite u converge et a pour limite ℓ SSI |a| < 1.
Preuve. La propriété précédente nous conduit à considérer deux cas.

1er cas : si u0 − ℓ = 0 (⇐⇒ v0 = 0). Alors la suite u est constante (égale à ℓ). Elle converge alors évidem-
ment vers ℓ, quelle que soit la valeur de a.

2nd cas : si u0 − ℓ 6= 0 (⇐⇒ v0 6= 0). Alors la suite de terme général (u0 − ℓ)× an converge SSI |a| < 1. 11

On en déduit que : u converge et a pour limite ℓ SSI |a| < 1 . K

11.6.4 Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Définition 11.11 - Une suite u est récurrente linéaire d'ordre 2, si :

∃ (a, b) ∈ C× C∗, ∀ n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun (⋆)

Remarque. Une suite récurrente linéaire d'ordre 2 (SRL2) est donc entièrement déterminée par les com-
plexes a et b, et ses deux premiers termes (u0 et u1).

Définition 11.12 - Avec les notations de la dé�nition ci-dessus, on appelle équation caractéris-

tique associée à la relation (⋆) l'équation (EC) X2 − aX − b = 0.

Ces dé�nitions posées, l'idée est de décrire le terme général d'une SRL2, à l'instar de ce que nous avons
fait pour décrire la solution d'une EDL2 homogène à coe�cients constants. Deux observations sont très
utiles pour y parvenir.

Remarque-clef 1 : soit q ∈ C∗. La suite (qn)n véri�e (⋆) SSI q est racine de (EC).

Remarque-clef 2 : l'ensemble E des suites complexes véri�ant la relation (⋆) est stable par somme,
et par multiplication par un scalaire. Explicitement :

ä Si u et v sont dans E, alors (u+ v) ∈ E ;

ä Si u est dans E, alors pour tout λ ∈ C on a (λu) ∈ E.

Ces deux propriétés peuvent être synthétisés en une seule, que voici :

∀ (u, v) ∈ E2, ∀ (λ, µ) ∈ C2, (λu+ µv) ∈ E

On dit que E est stable par combinaison linéaire (ce qui justi�e a posteriori la terminologie).

Ces remarques faites, l'idée du théorème ci-dessous est que l'ensemble des SRL2 véri�ant une relation
de récurrence donnée peut être identi�é au plan C2 ; la correspondance entre ces deux ensembles est la
bijection qui à une suite u associe le couple (u0, u1) de ses deux premiers termes.

11. Voir corollaire 11.2 page 260, en observant que a est supposé di�érent de 1 dans la présente démonstration.
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Théorème 11.13 - (Terme général d'une SRL2, cas COMPLEXE). Soit (a, b) ∈ C× C∗.

On note (⋆) l'assertion ∀ n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun ; E l'ensemble des suites complexes véri�ant (⋆) ;
(EC) l'équation X2 − aX − b = 0 et ∆ le discriminant de (EC).

ä Si ∆ 6= 0 : (EC) a deux racines distinctes r1 et r2, et u ∈ E SSI :

∃ (C1, C2) ∈ C2, ∀ n ∈ N, un = C1r
n
1 + C2r

n
2

ä Si ∆ = 0 : (EC) a une racine double r0, et u ∈ E SSI :

∃ (C1, C2) ∈ C2, ∀ n ∈ N, un = (C1 + nC2) r
n
0

Preuve. La preuve du théorème repose essentiellement sur deux lemmes.

Lemme 11.7 - Soient u et v deux suites de E, et soit (λ, µ) un couple de complexes. Il existe une
unique suite w de E telle que :

w0 = λu0 + µv0 et w1 = λu1 + µv1

Explicitement : w = λu+ µv.

Preuve. (du lemme). On commence par observer qu'il existe une unique suite w de E telle que w0 =

λu0 + µv0 et w1 = λu1 + µv1, par dé�nition d'une SRL2.

En outre, pour une telle suite, une récurrence (double) immédiate permet d'établir que :

∀n ∈ N, wn = λun + µvn

Ce qui achève la preuve du lemme. K

Lemme 11.8 - Soient −→u (a, b) et −→v (c, d) deux vecteurs non colinéaires de C2, càd tels que ad−bc = 0.

Alors tout vecteur de C2 est combinaison linéaire de −→u et de −→v .

Explicitement :

∀−→w (x, y) ∈ C2, −→w =
dx− cy
ad− bc

−→u +
ay − bx
ad− bc

−→v

Preuve. (du lemme). Soit −→w (x, y) ∈ C2. On a :

dx− cy
ad− bc

−→u +
ay − bx
ad− bc

−→v =
dx− cy
ad− bc

(
a

b

)
+
ay − bx
ad− bc

(
c

d

)
=

1

ad− bc

(
adx− acy + acy − bcx
bdx− bcy + ady − bdx

)

=

(
x

y

)

Ce qui prouve le lemme.K
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Retour à la preuve du théorème. On distingue deux cas, suivant que l'équation caractéristique
possède une ou deux racines.

Ù Premier cas : ∆ 6= 0. Alors l'équation caractéristique possède deux racines r1 et r2. Les suites u et v de
termes généraux respectifs rn1 et rn2 sont des éléments de E (véri�cation immédiate).

En outre, les vecteurs −→u (1, r1) et −→v (1, r2) sont non-colinéaires (puisque r1 6= r2) (♠).

Soit w une suite quelconque de E. Notons −→w (w0, w1). En vertu de (♠) et du lemme 11.8 :

∃ (λ, µ) ∈ C2, −→w = λ−→u + µ−→v

On en déduit, grâce au lemme 11.7, que : w = λu+ µv. Autrement écrit :

∀n ∈ N, wn = λun + µvn càd : ∀n ∈ N, wn = λrn1 + µrn2 .

On a donc établi dans ce cas que : [w ∈ E] =⇒ [∃(λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, wn = λrn1 + µrn2 ]

La réciproque est une véri�cation sans aucun di�culté.

Ù Second cas : ∆ = 0. Alors l'équation caractéristique possède une unique racine r0 (non nulle car b 6= 0).
Les suites u et v de termes généraux respectifs rn0 et nrn0 sont des éléments de E ; la véri�cation est
immédiate pour la première. Pour la seconde, observons que :

∀n ∈ N, (n+ 2) rn+2
0 + a (n0 + 1) rn+1

0 + bnrn0 = rn0

 (
r20 + ar0 + b

)︸ ︷︷ ︸
=0 car r0 racine de (EC)

+r0 (2r0 + a)︸ ︷︷ ︸
=0 car ∆ = 0

 = 0

En outre, les vecteurs −→u (1, r0) et −→v (0, r0) sont non-colinéaires (puisque r0 6= 0) (♣).

Soit w une suite quelconque de E. Notons −→w (w0, w1). En vertu de (♣) et du lemme 11.8 :

∃ (λ, µ) ∈ C2, −→w = λ−→u + µ−→v

On en déduit, grâce au lemme 11.7, que : w = λu+ µv. Autrement écrit :

∀n ∈ N, wn = λun + µvn càd : ∀n ∈ N, wn = λrn0 + µnrn0 .

On a donc établi dans ce cas que : [w ∈ E] =⇒ [∃(λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, wn = λrn0 + µnrn0 ]

La réciproque est une nouvelle véri�cation sans aucun di�culté, qui achève la preuve du théorème. K
Théorème 11.14 - (Terme général d'une SRL2, cas REEL). Soit (a, b) ∈ R × R∗. Pour le
reste, on conserve les notations du théorème précédent.

ä Si ∆ > 0 : (EC) a deux racines réelles distinctes r1 et r2, et u ∈ E SSI :

∃ (C1, C2) ∈ R2, ∀ n ∈ N, un = C1r
n
1 + C2r

n
2

ä Si ∆ = 0 : (EC) a une racine réelle double r0, et u ∈ E SSI :

∃ (C1, C2) ∈ R2, ∀ n ∈ N, un = (C1 + nC2) r
n
0

ä Si ∆ < 0 : (E) a deux racines complexes conjuguées re±iθ, et u ∈ E SSI :

∃ (C1, C2) ∈ R2, ∀ n ∈ N, un = rn (λ cos (nθ) + µ sin (nθ))
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Preuve. Les cas ∆ > 0 et ∆ = 0 se déduisent des deux cas du théorème précédent.

Traitons le cas où ∆ < 0 : l'équation caractéristique (E) a deux racines complexes conjuguées re±iθ.

Soit u ∈ E. Alors u est en particulier à valeurs complexes, et d'après le théorème précédent :

∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, un = λrneniθ + µrne−niθ

=⇒ ∃ (λ, µ) ∈ C2, ∀n ∈ N, un = rn [(λ+ µ) cos (nθ) + i (λ− µ) sin (nθ)]
Puisque u est une suite réelle, on a : u0 et u1 réels. D'où :

u0 ∈ R

u1 ∈ R
⇐⇒


λ+ µ ∈ R

(λ+ µ) cos (θ) + i (λ− µ) sin (θ) ∈ R

En observant que θ 6= 0 [π] (sinon l'équation (E) possèderait une des racines réelles), on en déduit que :

(λ+ µ) ∈ R et i (λ− µ) ∈ R

En posant α = λ+ µ et β = i (λ− µ), on a donc établi que :

∃ (α, β) ∈ R2, ∀n ∈ N, un = rn [α cos (nθ) + i β sin (nθ)]

En résumé, dans le cas où ∆ < 0, on a établi que :

(u ∈ E) =⇒ (∃ (α, β) ∈ R2, ∀n ∈ N, un = rn [α cos (nθ) + i β sin (nθ)])

La réciproque est une véri�cation amusante qui permet de réviser le formulaire de trigonométrie. K
Application. La suite de Fibonacci est dé�nie par ses deux premiers termes u0 = 1, u1 = 1, et la relation
de récurrence ∀ n ∈ N, un+2 = un+1 + un.

L'équation caractéristique associée à (un)n est X2 −X − 1 = 0. Elle a deux racines réelles : x1 =
1 +
√
5

2

et x2 =
1−
√
5

2
. 12

Conclusion intermédiaire : ∃ (λ, µ) ∈ R2, ∀ n ∈ N, un = λ

(
1 +
√
5

2

)n

+ µ

(
1−
√
5

2

)n

.

ã De plus :


u0 = 0

u1 = 1

⇐⇒


λ+ µ = 0

λ
1 +
√
5

2
+ µ

1−
√
5

2
= 1

⇐⇒


µ = −λ

λ
((
1 +
√
5
)
−
(
1−
√
5
))

= 2

⇐⇒


µ = −λ

√
5 λ = 1

⇐⇒


µ = −λ

λ =

√
5

5

⇐⇒


µ = −

√
5

5

λ =

√
5

5

12. Le réel x1 est le célèbre nombre d'or, souvent noté φ ; et x2 = −1/φ (puisque le produit x1x2 vaut −1).
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Donc : ∀ n ∈ N, un =

√
5

5

((
1 +
√
5

2

)n

−

(
1−
√
5

2

)n)
.

Soit encore : ∀ n ∈ N, un =

√
5

2n5

[(
1 +
√
5
)n
−
(
1−
√
5
)n]

11.6.5 Suites récurrentes non-linéaires �un+1 = f (un)�

Définition 11.13 - une suite récurrente (non-linéaire) d'ordre 1 est une suite u satisfaisant une
relation de récurrence : ∀ n ∈ N, un+1 = f (un) (♠).

Les outils essentiels pour étudier une telle suite sont les suivants :

Propriété 11.14 - Soit u une suite véri�ant (♠). Si u converge vers ℓ et si f est continue en ℓ,
alors f (ℓ) = ℓ.

Preuve. Par hypothèse, on a : ∀ n ∈ N, un+1 = f (un). Supposons que u converge vers ℓ. Alors
(un+1) converge vers ℓ (propriété des suites extraites) et f(un) converge vers f(ℓ) (propriété de continuité

séquentielle, voir chapitre �Continuité�). D'où : f(ℓ) = ℓ. K

Propriété 11.15 - Soit u une suite véri�ant (♠). Si f est croissante, alors u est monotone.

Preuve. Récurrence triviale. K
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Propriété 11.16 - Soit u une suite véri�ant (♠). Si f est décroissante, alors (u2n) et (u2n+1) sont
monotones, de monotonies opposées.

Preuve. Récurrence triviale. K

11.7 Epilogue

11.7.1 And the winner is !. . . (de nouvelles croissances comparées)

Propriété 11.17 - Soient z un complexe, et α un réel strictement positif. On a :

lim
n→+∞

zn

nα
= +∞ si |z| > 1, et 0 sinon.

Preuve. Soit z un nombre complexe.

ä Si z = 0 : la propriété est triviale.

ä Sinon : pour tout entier naturel n, on a :

∣∣∣∣ znnα
∣∣∣∣ = en ln|z|−α ln(n) = en(ln|z|−α ln(n)/n)

Par croissances comparées, on a : lim
n→+∞

(ln |z| − α ln(n)/n) = ln |z|. La propriété s'en déduit immédiatem-

ment. K

Propriété 11.18 - Soit z un complexe. On a :

lim
n→+∞

zn

n!
= 0
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Preuve. Soit z un nombre complexe.

ä Si z = 0 : la propriété est triviale.

ä Si z ∈ R∗
+ : puisque R est archimédien, il existe un entier n0 tel que n0 > z. Considérons alors n un

entier > n0.

On a :
zn

n!
=

n∏
k=1

z

k
⇐⇒ zn

n!
=

(
n0∏
k=1

z

k

)(
n∏

k=n0+1

z

k

)
(♠)

Pour k > n0 + 1, on a : 0 6 z

k
6 z

n0 + 1
< 1. D'où : 0 6

n∏
k=n0+1

z

k
6
(

z

n0 + 1

)n−n0

. On déduit de cet

encadrement et de (♠) que :

0 6 zn

n!
6
(

n0∏
k=0

z

k

)
×
(

z

n0 + 1

)n−n0

. Or : lim
n→+∞

(
z

n0 + 1

)n−n0

= 0 (puisque

∣∣∣∣ z

n0 + 1

∣∣∣∣ < 1).

On en déduit, grâce au théorème d'encadrement que : ∀ z ∈ R∗
+, lim

n→+∞

zn

n!
= 0

ä Si z ∈ C∗ : on applique le résultat précédent au réel strictement positif |z| pour avoir : lim
n→+∞

|z|n

n!
= 0.

Puisque :
|z|n

n!
=

∣∣∣∣znn!
∣∣∣∣, on en déduit que lim

n→+∞

zn

n!
= 0. 13

Conclusion : ∀ z ∈ C, lim
n→+∞

zn

n!
= 0 K

11.7.2 Convergence en moyenne (ou au sens de Cesàro)

Propriété 11.19 - (Lemme de Cesàro, version �nie). Soit (un)n>1 une suite à valeurs dans
K, et soit ℓ ∈ K (avec K = R ou C).

Si lim
n→+∞

un = ℓ, alors lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

uk = ℓ

Preuve. Soit u une suite réelle, convergeant vers ℓ (avec ℓ ∈ R).

Soit ε > 0.

Puisque u converge vers ℓ : ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 =⇒ |un − ℓ| <
ε

2
(♠) .

Pour tout entier naturel non nul, on a :

|vn − ℓ| =

∣∣∣∣∣
(

n∑
k=1

uk
n

)
− ℓ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

uk − ℓ
n

∣∣∣∣∣ 6
n∑
k=1

|uk − ℓ|
n

13. Pour une suite complexe (un)n, il est équivalent de dire que (un)n tend vers 0 ou que (|un|)n tend vers 0.
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Or, pour n entier naturel tel que n > n0 :
n∑
k=1

|uk − ℓ|
n

=
1

n

n0∑
k=1

|uk − ℓ| +
1

n

n∑
k=n0+1

|uk − ℓ| d'où, d'après (♠) :
n∑
k=1

|uk − ℓ|
n

6 1

n

n0∑
k=1

|uk − ℓ| +

1

n

n∑
k=n0+1

ε

2

soit : |vn − ℓ| 6
1

n

n0∑
k=1

|uk − ℓ|+
(n− n0) ε

2n
(♣)

On note que : 0 6 (n− n0) ε

2n
<
ε

2
.

En outre (n0 étant �xé), l'expression
1

n

n0∑
k=1

|uk − ℓ| tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Donc il existe un

entier n1 tel que : n > n1 =⇒
1

n

n0∑
k=1

|uk − ℓ| <
ε

2
.

En posant n2 = max (n0, n1), on a : ∀n ∈ N, n > n2, |vn − ℓ| < ε. Ce qui signi�e que (vn) converge vers
ℓ.

Conclusion : si lim
n→+∞

un = ℓ, alors lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

uk = ℓ 14 K

Propriété 11.20 - (Lemme de Cesàro, version in�nie). Soit (un)n>1 une suite réelle.

Si lim
n→+∞

un = +∞, alors lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

uk = +∞

Preuve. Soit (un)n∈N∗ une suite de réels positifs, de limite +∞.

Soit M un réel positif.

Puisque u tend vers +∞, on peut avancer que : ∃n0 ∈ N, n > n0 =⇒ un > 2M (♠)
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à n0. On a :

vn =
1

n

n∑
k=1

uk =
1

n
soit vn =

1

n

n0∑
k=1

uk +
1

n

n∑
k=n0+1

uk

Comme la suite u est à termes positifs, on en déduit que : vn > 1

n

n∑
k=n0+1

uk (♣)

Grâce à (♠), on a :
1

n

n∑
k=n0+1

uk >
1

n

n∑
k=n0+1

2M soit :
1

n

n∑
k=n0+1

uk >
2 (n− n0)

n
M

On déduit de cette dernière inégalité et de (♣) que : vn > 2 (n− n0)

n
M .

14. La preuve reste valable dans le cas des suites complexes ; il su�t de lire les barres verticales �module� au lieu de �valeur
absolue�.
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Il reste à observer que lim
n−→+∞

2 (n− n0)

n
= 2. D'où en particulier, tous les termes de la suite

2 (n− n0)

n
sont plus grands que 1 à partir d'un certain rang :

∃n1 ∈ N, n > n1 =⇒
2 (n− n0)

n
> 1 En posant alors : n2 = max (n0, n1), on a : ∀n > n2, vn >M

En résumé, on vient d'établir que : ∀M ∈ R+, ∃n2 ∈ N, n > n2 =⇒ vn >M . D'où lim
n−→+∞

vn = +∞.

Conclusion : si (un)n tend vers +∞, alors

(
u1 + · · ·+ un

n

)
n

tend vers +∞ . 15 K

11.7.3 Développement asymptotique à un terme de la série harmonique, et

constante d'Euler

On a déjà établi que la suite de terme général Hn =
n∑
k=1

1

k
diverge vers +∞.

Le but de cette section est de préciser la vitesse de cette divergence, en déterminant ce que l'on appelle
un développement asymptotique à un terme de Hn.

On peut commencer par observer que pour tout réel x > −1, ln (1 + x) 6 x (c'est un exercice facile).

On en déduit que : ∀n ∈ N∗, ln (n+ 1)− ln(n) 6 1

n
; et pour tout n > 2,

1

n
6 ln(n)− ln (n− 1)

Par �sommation télescopique�, on en déduit que :

∀n ∈ N∗, ln (n+ 1) 6 Hn 6 ln (n) + 1 (♠)

Par comparaison, on retrouve ici le fait que : lim
n→+∞

Hn = +∞.

Par encadrement, on peut également déduire de (♠) que : lim
n→+∞

Hn

ln(n)
= 1 (♣).

On pose à présent pour tout entier naturel n non nul : un = Hn − ln(n). On a :

un+1 − un = Hn+1 − ln (n+ 1)−Hn + ln(n) =
1

n+ 1
− (ln (n+ 1)− ln(n))

Or il résulte des observations faites en préambule que :
1

n+ 1
− (ln (n+ 1)− ln(n)) 6 0.

Ainsi la suite u est décroissante. Il résulte par ailleurs de la dé�nition de la suite u et de la relation (♠)
que u est positive.

Puisque u est décroissante et minorée (par 0), elle converge (d'après le théorème de la limite monotone).

On note alors : γ = lim
n→+∞

un. Ce réel γ est appelé constante d'Euler.

15. La preuve du lemme de Cesàro �en +∞�, que l'on vient de faire dans le cas où u est positive, peut être adaptée
(exercice !) au cas d'une suite quelconque tendant vers +∞ (l'idée étant qu'une suite tendant vers +∞ est positive à partir
d'un certain rang).
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On a donc :

γ = lim
n→+∞

[(
n∑
k=1

1

k

)
− ln(n)

]
(♥)

Pour tout entier naturel n non nul, on a :

n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ +

[(
n∑
k=1

1

k

)
− ln(n)− γ

]

En notant εn =

(
n∑
k=1

1

k

)
− ln(n)− γ, l'égalité précédente peut être réécrite :

n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + εn

En outre, d'après la relation (♥), on a :

lim
n→+∞

εn = 0

On a �nalement établi que :

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + εn avec lim

n→+∞
εn = 0



Chapitre 12

Structures algébriques

12.1 Lois de composition internes

12.1.1 Généralités

Définition 12.1 - Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne (ℓci) dans E

une application φ : E × E −→ E.

Notation. Lorsque φ est une loi de composition interne dans E, alors nous conviendrons de noter x ∗ y
l'image φ (x, y).

Exemples :

1/ L'addition (ou la multiplication) des entiers, des rationnels, des réels, des complexes, des polynômes à
coe�cients réels ou complexes, des fonctions continues sur R, ou des suites réelles est une ℓci dans Z, dans
Q, dans R, dans C, dans K[X], 1 dans C 0 (R,R) ou dans RN respectivement.

1-bis/ La multiplication est une ℓci dans R∗
+ ; mais pas dans R∗

−.

2/ L'union (ou l'intersection) donne lieu à une ℓci dans P(E).

3/ Pour n un entier naturel, on note Kn[X] l'ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n.
L'addition donne lieu à une ℓci dans Kn[X] (le degré d'une somme de polynômes de Kn[X] étant au plus
égal à n). Mais pas la multiplication : X2 et X sont dans K2[X], pas X3 !

4/ Soit E un ensemble. La composition usuelle des applications est une ℓci sur EE.

5/ (S2i) Dans R3, le produit vectoriel est une ℓci (le produit vectoriel de deux vecteurs étant un vecteur).
Mais le produit scalaire n'en est pas une (le produit scalaire de deux vecteurs étant un nombre réel).

1. La notation K[X] désigne l'ensemble des polynômes à coe�cients dans K, càd pour faire court l'ensemble des écritures
formelles : anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 où n désigne un entier naturel et les ai des éléments de K.



274 Cours MPSI - sz

6/ Une matrice carrée de taille 2 à coe�cients réels est un tableau de réels à 2 lignes et 2 colonnes :

A =

(
a b

c d

)
. L'ensemble des matrices carrées de taille 2 est noté M2 (R). Pour deux éléments

A =

(
a b

c d

)
et A′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
on dé�nit l'addition et la multiplication en posant :

A+ A′ =

(
a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

)
et A× A′ =

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
L'addition et la multiplication donnent encore lieu à des ℓci dans M2 (R).

Définition 12.2 - Soit E un ensemble, muni d'une ℓci notée ∗. ∗ est une ℓci associative si :
∀ (x, y, z) ∈ E3, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

Exemples :
1/ Toutes les ℓci précédemment évoquées sont associatives.

2/ On peut dé�nir une ℓci sur R∗
+ en posant : x ∗ y = xy. On peut alors observer que (22)

3
= 64 tandis

que 2(2
3) = 256. On a donc (au moins sur cet exemple) (x ∗ y) ∗ z 6= x ∗ (y ∗ z) ; la ℓci ∗ n'est donc pas

associative.

3/ La soustraction dans R donne lieu à une ℓci non associative.

Définition 12.3 - soit E un ensemble, muni d'une ℓci notée ∗. ∗ est une ℓci commutative si :
∀ (x, y) ∈ E2, x ∗ y = y ∗ x.

Exemples :
1/ L'addition (ou la multiplication) des entiers, des rationnels, des réels, des complexes, des polynômes à
coe�cients réels ou complexes, des fonctions continues sur R, ou des suites réelles est une ℓci commutative.

2/ L'union (ou l'intersection) de deux parties de E est une ℓci (dans P(E)) commutative.

3/ L'addition des polynômes dans Kn[X] est une ℓci commutative. La multiplication des polynômes dans
K[X] est une ℓci commutative.

4/ L'addition des matrices dans M2 (R) est une ℓci commutative.

5/ Soit E un ensemble. La composition usuelle des applications est une ℓci NON-commutative sur EE.

6/ Le produit vectoriel (dans R3) est une ℓci NON-commutative (vous avez en e�et vu en S2i que :
−→v ∧ −→u = − (−→u ∧ −→v )).
7/ La multiplication des matrices dans M2 (R) est une ℓci NON-commutative. Par exemple :(

0 1

0 0

)
×
(

2 0

0 1

)
=

(
0 1

0 0

)
et :

(
2 0

0 1

)
×
(

0 1

0 0

)
=

(
0 2

0 0

)

12.1.2 Elément neutre

Définition 12.4 - Soit (E, ∗) un ensemble muni d'une ℓci.

Un élément x de E est neutre si : ∀ y ∈ E, x ∗ y = y ∗ x.

Propriété 12.1 - (Unicité de l'élément neutre). Soit (E, ∗) un ensemble muni d'une ℓci.
Si ∗ admet un élement neutre, alors celui-ci est unique.
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Preuve. Supposons qu'il existe deux éléments neutres e et e′. Alors : e ∗ e′ = e′ (puisque e est neutre) et

e ∗ e′ = e (puisque e′ est neutre). D'où : e = e′.K
Notation. Lorsqu'il existe, on notera en toute généralité e l'élément neutre.

Exemples :
1/ Dans Z, D, Q, R, C le neutre pour l'addition (resp. la multiplication) est 0 (resp. 1).

2/ Dans P(E), le neutre pour l'union (resp. l'intersection) est ∅ (resp. E).
3/ Dans K[X], le neutre pour l'addition est le polynôme nul, noté 0K[X] ou 0̃.

4/ Dans C 1 (R,R), le neutre pour l'addition est la fonction identiquement nulle.

5/ Dans M2 (R), le neutre pour l'addition est la matrice nulle 0M2(R) =

(
0 0

0 0

)
. Le neutre pour la

multiplication est la matrice I2 =

(
1 0

0 1

)
.

6/ Dans RN, le neutre pour l'addition est la suite nulle.

7/ Dans R3, il n'existe pas d'élément neutre pour le produit vectoriel.

8/ Dans EE, l'élément neutre pour la composition des applications est idE (l'identité de E).

12.1.3 Eléments inversibles

Définition 12.5 - Soit (E, ∗) un ensemble muni d'une ℓci, pour laquelle il existe un élément neutre
e.

Un élément x de E est dit inversible (ou symétrisable) s'il existe un élément y de E tel que :

x ∗ y = e ET y ∗ x = e.

Propriété 12.2 - (Unicité de l'inverse). Mêmes hypothèses que dans la dé�nition précédente.

Si x est inversible, alors l'élément y tel que x ∗ y = e ET y ∗ x = e est unique.

Preuve. Soient x, y et y′ trois éléments de E tels que : x ∗ y = y ∗ x = x ∗ y′ = y′ ∗ x = e.

Alors d'une part : y ∗ x ∗ y′ = (y ∗ x) ∗ y′ = e ∗ y′ = y′.

Et d'autre part : y ∗ x ∗ y′ = y ∗ (x ∗ y′) = y ∗ e = y.

D'où y = y′, ce qui prouve la propriété. K
Définition 12.6 - Lorsqu'il existe, l'unique élément y de la propriété précédente est appelé l'inverse
(ou le symétrique) de x, et il est noté x−1.

Exemples : 1/ Dans Z, l'inverse de n pour l'addition est son opposé −n. Il en serait de même dans D,
Q, R ou C (toujours pour la somme).

2/ Dans R, tout réel non nul est inversible pour la multiplication. Il n'en est pas de même dans Z : par
exemple 2 n'est pas inversible pour la multiplication.

3/ Dans K[X], tout polynôme est inversible pour l'addition, et a pour inverse −P . En revanche, X n'est
pas inversible pour la multiplication dans K[X] (de fait, seuls les polynômes constants non nuls le sont).
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4/ Dans RN, l'inverse d'une suite u pour l'addition est son opposée −u (et son inverse pour la multiplication
existe SSI tous ses termes sont non nuls).

5/ Dans EE, une application f est inversible pour la composition SSI elle est bijective.

6/ Dans M2 (R), l'inverse d'une matriceA =

(
a b

c d

)
pour l'addition est son opposée :−A =

(
−a −b
−c −d

)
.

En outre, nous verrons dans le prochain chapitre que A est inversible pour la multiplication SSI son dé-
terminant est non nul (ad− bc 6= 0). Dans ce cas, son inverse est :

A−1 =

(
d

ad−bc − b
ad−bc

− c
ad−bc

a
ad−bc

)
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
7/ Dans P(E), une partie A n'a en général pas d'inverse pour l'intersection (sauf si A = E), ni pour
l'union (sauf si A = ∅).

Propriété 12.3 - (Propriétés de l'inverse). Mêmes hypothèses que dans la propriété précédente.

1/ Si x et y sont deux éléments inversibles de E, alors x ∗ y est inversible et (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1

2/ Si x est un élément inversible de E, alors x−1 est inversible et (x−1)
−1

= x.

Preuve. 1/ Soient x et y deux éléments inversibles de E. On a :

(x ∗ y) ∗ (y−1 ∗ x−1) = x ∗ (y ∗ y−1) ∗ x−1 = x ∗ e ∗ x−1 = e

Et de la même façon : (y−1 ∗ x−1) ∗ (x ∗ y) = e.

Par unicité de l'inverse, on en déduit que : (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.

2/ On a : x ∗ x−1 = e et x−1 ∗ x = e.

En �se mettant dans la peau de x�, ces relations signi�ent que x est inversible et que son inverse est x−1.

En �se mettant dans la peau de x−1�, ces relations signi�ent que x−1 est inversible et que son inverse est x.

D'où : (x−1)
−1

= x. K
Remarques : 1) Dans le cas de EE muni de la composition, la propriété précédente a déjà été vue cette
année : �si f et g sont deux bijections (de E dans E), alors f ◦ g est une bijection est (f ◦ g)−1 = g−1◦ f−1�.

2) A retenir pour plus tard : dans le cadre des matrices, cette propriété signi�e que le produit de deux
matrices inversibles (pour la multiplication) A et B est encore inversible, et que (A×B)−1 = B−1× A−1.

12.2 Groupes et sous-groupes

Définition 12.7 - On dit que (G, ∗) est un groupe si :

(G1) ∗ est une ℓci sur G ;

(G2) la ℓci ∗ est associative ;
(G3) la ℓci ∗ admet un élément neutre (noté eG ou e) ;

(G4) tout élément g de G est inversible (pour ∗).
Si de plus la ℓci ∗ est commutative, on dit que (G, ∗) est un groupe abélien.
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Exemples :

1/ (Z,+), (D,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes abéliens.

2/ (Q∗,×), (R∗,×),
(
R∗

+,×
)
, (C∗,×) sont des groupes abéliens.

3/ (Z,−) n'est pas un groupe (�non-associativité de −�).

4/ (N,+) n'est pas un groupe. Dans N, l'addition est une ℓci, associative, commutative, avec un élément
neutre (0) ; mais un entier naturel n'est pas inversible (sauf s'il est nul) dans N.

5/ (Z,×) n'est pas un groupe.

6/ (K[X],+), (Kn[X],+),
(
KN,+

)
, (M2 (R) ,+), (C 0 (R,R) ,+) sont des groupes abéliens.

7/ (U,×) est un groupe abélien. Et pour tout entier naturel n > 2, (Un,×) est un groupe abélien.

8/
(
EE, ◦

)
n'est pas un groupe (toute application de E dans E n'est pas bijective). En revanche, l'ensemble

des bijections de E dans E (également appelées permutations de E), noté σE, est un groupe (non
abélien) pour la composition.

9/
(
Sim+ (C) , ◦

)
est un groupe (Sim+ (C) désignant l'ensemble des similitudes directes du plan complexe)

non abélien.

10/ (K[X],×), (Kn[X],×),
(
KN,×

)
ne sont pas des groupes.

11/ (P(E),∩) n'est pas un groupe, sauf si E = ∅ (auquel cas on a un groupe à un élément). Idem pour
(P(E),∪).

12/ Le groupe du Rubik's Cube est un groupe de cardinal 8!× 37× 12!× 210, càd qu'il contient

43 252 003 274 489 856 000 éléments.

Propriété 12.4 - Tout groupe de cardinal inférieur ou égal à 4 est abélien.

Preuve. Soit (G, ⋆) un groupe �ni.

ä Premier cas � G possède un élément. Dans ce cas l'ensemble G est le singleton {eG}. La loi de com-
position interne est ici particulièrement simple à décrire puisqu'il su�t d'observer que eG ⋆ eG = eG. . .
En tout état de cause le groupe ({eG} , ⋆) est abélien.

ä Deuxième cas � G possède deux éléments. L'ensemble G possède alors deux élé-
ments eG et g, où eG est l'élément neutre, et g est un élément (distinct de eG) qui est son
propre inverse : en e�et, on ne peut avoir g ⋆ g = g (sinon g n'aurait pas d'inverse). La
table de la loi ⋆ est donnée ci-contre.

On déduit de cette table qu'il existe un unique groupe
à deux éléments, et que celui-ci est abélien.

⋆ eG g

eG eG g

g g eG

Remarque : il n'est pas complètement exact de dire qu'il existe un unique groupe à deux éléments. Il serait
plus juste d'avancer qu'il n'existe qu'une structure possible pour un groupe à deux éléments, et que cette
structure est décrite par la table donnée plus haut.
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Plus explicitement, les groupes ({1,−1} ,×), ({idR,−idR} , ◦) et
(

Z
2Z
,+

)
possèdent deux éléments (et

tous les trois ont la même structure).

Si cette notion était encore au programme, on pourrait observer que ces trois groupes sont isomorphes (et
il existe un unique groupe à 2 éléments, à un isomorphisme près).

ä Troisième cas � G possède trois éléments. L'ensemble G est alors constitué des éléments eG, g1 et g2,
où eG est l'élément neutre.

On a nécessairement g1 ⋆ eG = eG ⋆ g1 = g1 et g2 ⋆ eG = eG ⋆ g2 = g2.

Pour la suite des évènements, il su�t d'observer que dans une même ligne (resp. colonne) de la

table décrivant la ℓci de G, chaque élément ne peut apparaître qu'une seule fois (et G étant de

cardinal �ni, chaque élément apparaît donc exactement une fois). En e�et, si x, y et z désignent
trois éléments de G, l'égalité x ⋆ y = x ⋆ z (resp. y ⋆ x = z ⋆ x) implique y = z.

Il s'ensuit que : g1⋆g1 = g2. En e�et, g1⋆g1 = g1 impliquerait g1 = eG ; et g1⋆g1 = eG
impliquerait g2 ⋆ g1 = g2 et donc g1 = eG.

On en déduit que : g1 ⋆ g2 = eG, g2 ⋆ g1 = eG et g2 ⋆ g2 = g1. La table de la loi ⋆ est
alors la suivante :

On déduit de cette table qu'il existe un unique groupe à trois éléments, et que celui-ci
est abélien.

⋆ eG g1 g2

eG eG g1 g2

g1 g1 g2 eG

g2 g2 eG g1

Remarque : pour faire écho à la remarque faite dans le cas précédent, il existe une unique structure de
groupe à 3 éléments. Mais ce groupe peut avoir di�érents. . . costumes ! Explicitement : ({1, j, j2} ,×),

({idC, ρ, ρ2} , ◦) (où ρ désigne la rotation de centre 0 et d'angle 2π/3),

(
Z
3Z
,+

)
sont des groupes à trois

éléments. Tous trois ont une ℓci décrite par la table ci-dessus.

ä Quatrième cas � G possède quatre éléments. L'ensemble G est alors constitué des éléments eG, g1, g2
et g3, où eG est l'élément neutre.

On a nécessairement gi ⋆ eG = eG ⋆ gi = gi pour i = 1, 2 ou 3 ; ce qui permet de remplir la première ligne
et la première colonne de la table de la ℓci de G.

Puis : g1 ⋆ g1 = eG ou g1 ⋆ g1 = g2 ou g1 ⋆ g1 = g3. Les deux derniers cas sont similaires (il su�t de
renuméroter les éléments du groupe et de permuter les rôles de g2 et g3). Il su�t donc de distinguer les
deux cas : g1 ⋆ g1 = eG et g1 ⋆ g1 = g2.
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â Cas 1 � g1 ⋆ g1 = eG En utilisant la règle �un même symbole par ligne ou
par colonne�, on en déduit que : g1 ⋆ g2 = g3, g1 ⋆ g3 = g2, g2 ⋆ g1 = g3 et
g3 ⋆ g1 = g2.

Pour l'instant, on dispose donc des informations contenues dans la table ci-
contre.

Deux cas peuvent alors se présenter, suivant que g2 ⋆ g2 = eG, ou g2 ⋆ g2 = g1.

⋆ eG g1 g2 g3

eG eG g1 g2 g3

g1 g1 eG g3 g2

g2 g2 g3

g3 g3 g2

â Sous-cas 1.1 � g2 ⋆ g2 = eG (et g1 ⋆ g1 = eG)

Dans ce cas, le remplissage de la table donne :

Table 1

⋆ eG g1 g2 g3

eG eG g1 g2 g3

g1 g1 eG g3 g2

g2 g2 g3 eG g1

g3 g3 g2 g1 eG

â Sous-cas 1.2 � g2 ⋆ g2 = g1 (et g1 ⋆ g1 = eG)

Dans ce cas, le remplissage de la table donne :

Table 2

⋆ eG g1 g2 g3

eG eG g1 g2 g3

g1 g1 eG g3 g2

g2 g2 g3 g1 eG

g3 g3 g2 eG g1
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â Cas 2 � g1 ⋆ g1 = g2 Toujours en utilisant la règle �un même symbole par
ligne ou par colonne�, on en déduit que : g1 ⋆ g2 = g3, g1 ⋆ g3 = eG, g2 ⋆ g1 = g3
et g3 ⋆ g1 = eG.

Dans un second temps (remplir le tableau progressivement pour s'en
convaincre !), on en déduit que : g2 ⋆ g2 = eG, g2 ⋆ g3 = g1, g3 ⋆ g2 = g1

Table 3

⋆ eG g1 g2 g3

eG eG g1 g2 g3

g1 g1 g2 g3 eG

g2 g2 g3 eG g1

g3 g3 eG g1 g2

Il reste alors à observer que les tables 2 et 3 sont �identiques�, dans le sens où elles donnent lieu à la même
structure de groupe ; il su�t en e�et pour passer de l'une à l'autre de permuter les rôles de g1 et de g2.
On peut ainsi conclure qu'il existe deux groupes abéliens de cardinal 4 ; ceux donnés par les lois décrites
dans les tables 1 et (2 ou 3). En outre il apparaît clairement sur ces tables que ces lois sont commutatives.
Donc tout groupe de cardinal 4 est abélien.

Conclusion : tout groupe �ni possédant 1, 2, 3 ou 4 éléments est abélien. K
Remarque L'énoncé reste valide pour les groupes à 5 éléments. En e�et, tout groupe �ni de cardinal 5,
et plus généralement tout groupe �ni de cardinal un nombre premier est abélien (car cyclique, c'est une
conséquence d'un théorème dû à Lagrange et que vous verrez en MP).
En revanche, il existe un groupe de cardinal 6 qui n'est pas abélien, présenté dans l'exemple suivant.

Exemple très classique 2. L'ensemble des bijections de E = {1, 2, 3} dans lui-même est un groupe. En
outre, ce groupe possède 6 éléments, et n'est pas abélien.

Notons σ3 l'ensemble des bijections de E = {1, 2, 3} dans lui-même 3.
ä Loi de composition interne : c'est ici la composition usuelle des applications. En e�et, si f et g sont
deux bijections de E dans E, alors g ◦ f est encore une bijection de E dans E, puisque la composée de
deux bijections est encore une bijection (voir colle 6, chapitre �Applications�).

En outre, cette loi est associative, puisque la composition usuelle des applications l'est : ∀ (f, g, h) ∈
σ3
3, f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

ä Elément neutre : l'identité de E (notée idE) est l'élément neutre pour la composition puisque pour
toute f ∈ σ3 on a : f ◦ idE = idE ◦ f = f .

ä Tout élément de σ3 est inversible : car si f est une bijection de E dans E, alors f admet une bijection
réciproque f−1 qui est encore une bijection de E dans E.

2. Qui sera systématiquement étudié dans un futur chapitre, celui consacré aux ensembles �nis et au groupe symétrique.
3. Une bijection de E dans E est appelée une permutation de E.
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L'ensemble σ3 est muni d'une loi de composition interne associative (la composition usuelle des ap-
plications), pour laquelle il existe un élément neutre (idE), et où tout élément est inversible. Ainsi,
(σ3, ◦) est un groupe, appelé groupe des permutations d'un ensemble à 3 éléments.

De plus, il existe exactement six bijections de E dans E : en e�et, pour dé�nir une bijection de E dans E,
on peut commencer par choisir l'image de 1 (trois choix possibles), puis celle de 2 (plus que deux choix)
et en�n celle de 3 qui ne peut être que le dernier élément de E restant. Explicitement, ces six bijections
sont :

idE : E // E

1 � // 1

2 � // 2

3 � // 3

(123) : E // E

1 � // 2

2 � // 3

3 � // 1

(132) : E // E

1 � // 3

2 � // 1

3 � // 2

(12) : E // E

1 � // 2

2 � // 1

3 � // 3

(13) : E // E

1 � // 3

2 � // 2

3 � // 1

(23) : E // E

1 � // 1

2 � // 3

3 � // 2

Le groupe (σ3, ◦) est un groupe à 6 éléments.

Pour �nir, avec les notations précédemment introduites :

(12) ◦ (13) : E // E

1 � // 3

2 � // 1

3 � // 2

tandis que (13) ◦ (12) : E // E

1 � // 2

2 � // 3

3 � // 1

d'où (12) ◦ (13) 6= (13) ◦ (12) .

Conclusion. Le groupe (σ3, ◦) est un groupe à 6 éléments, et n'est pas abélien.

Définition 12.8 - Soit (G, ∗) un groupe. Un sous-groupe de G est un groupe (H, ∗), où H est
une partie de G.

Propriété 12.5 - (Caractérisation des sous-groupes). Soit (G, ∗) un
groupe. (H, ∗) est un sous-groupe de G si :

(SG1) H ⊂ G

(SG2) e ∈ H

(SG3) ∀ (h, h′) ∈ H2, h ∗ h′ ∈ H (H est stable pour ∗)
(SG4) ∀h ∈ H, h−1 ∈ H (H est stable par passage à l'inverse).

Exemples :

1/ (Z,+) est un sous-groupe de (D,+) qui est un sous-groupe de (Q,+) qui est un sous-groupe de (R,+)

qui est un sous-groupe de (C,+).

2/ Pour n ∈ N, (Kn[X],+) est un sous-groupe de (K[X],+).

3/ Pour tout entier naturel n > 2, (Un,×) est un sous-groupe de (U,×) qui est un sous-groupe de (C∗,×).

4/ Lorsque (G, ∗) est un groupe, ({eG} , ∗) est un sous-groupe (que l'on peut appeler sous-groupe trivial).

5/ L'ensemble des translations T (C) dans le plan complexe, muni de la composition, est un sous-groupe du
groupe

(
Sim+ (C) , ◦

)
des similitudes directes du plan complexe. Il en est de même pour le sous-groupe

(Hom (C ) , ◦◦) des homothéties.
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6/ Dans (σ3, ◦) (dé�ni un peu plus haut), il existe trois sous-groupes à deux éléments : ({id, (12)} , ◦),
({id, (13)} , ◦) et ({id, (23)} , ◦). Il existe également un sous-groupe à 3 éléments ({id, (123) , (132)} , ◦) ;
ce dernier est appelé sous-groupe des permutations paires de σ3, et il est noté A3.

Propriété 12.6 - Tout sous-groupe d'un groupe abélien est lui-même abélien.

Preuve. Soient (G, ⋆) un groupe abélien, et (H, ⋆) un sous-groupe de G. Soient h et h′ deux éléments
de H.

Puisque h et h′ sont en particulier deux éléments de G et que G est abélien, on a : h ⋆ h′ = h′ ⋆ h.

On a donc établi que : ∀ (h, h′) ∈ H2, h ⋆ h′ = h′ ⋆ h. Ce qui signi�e que (H, ⋆) est abélien. K
Remarque : en revanche, un sous-groupe d'un groupe non abélien n'est pas nécessairement non abélien.
Par exemple : ({I2,−I2} ,×) est un sous-groupe abélien du groupe non abélien (GL2 (R) ,×).
Autre exemple illustrant cette situation : ({id, (12)} , ◦) est un sous-groupe abélien du groupe non abélien
(σ3, ◦).
Ultime exemple : le sous-groupe des translations (T (C) , ◦) du plan complexe est un sous-groupe abélien
du groupe

(
Sim+ (C)+ , ◦

)
des similitudes directes, qui est non abélien.

12.3 Anneaux et sous-anneaux

12.3.1 Présentation des anneaux

Définition 12.9 - Un anneau (A,+,×) est un ensemble A muni de deux
ℓci associatives telles que :

1/ (A,+) est un groupe abélien (de neutre 0A) ;

2/ ∃ 1A ∈ A, ∀ a ∈ A, 1A × a = a× 1A = a (1A neutre pour la multiplication) ;

3/ ∀ a ∈ A, 0A × a = a× 0A = a (0A élément absorbant) ;

4/ ∀ (a, b, c) ∈ A3, a × (b+ c) = a × b + a × c (distributivité de × par rapport
à +).

De plus, l'anneau (A,+,×) est dit commutatif si la loi × est commutative.

Exemples :

1/ (Z,+,×), (D,+,×), (Q,+,×), (R,+,×) et (C,+,×) sont des anneaux commutatifs.

2/ (C 1 (R,R) ,+,×) est un anneau commutatif : l'anneau des fonctions de classe C 1 sur R et à valeurs
réelles.

3/
(
RN,+,×

)
est un anneau commutatif : l'anneau des suites réelles.

4/ (K[X],+,×) est un anneau commutatif : l'anneau des polynômes à coe�cients dans K.

5/ (M2 (R) ,+,×) est un anneau NON commutatif : celui des matrices carrées de taille 2 à coe�cients
réels.
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En e�et, en posant :

A =

(
0 0

0 1

)
et B =

(
0 1

0 0

)
on a :

AB =

(
0 0

0 0

)
tandis que BA =

(
0 1

0 0

)
6/ On ne peut pas parler de l'anneau des polynômes de degré inférieur ou égal à n (pourquoi ?), de

l'anneau des suites divergentes (pourquoi ?), de l'anneau des fonctions majorées par 2 (pourquoi ?), de
l'anneau des matrices inversibles (pourquoi ?).

Remarque. En général, dans un anneau (non commutatif), les identités remarquables �de votre enfance�
ne sont plus valables. Par exemple, pour tout couple (a, b) d'éléments de A, on a :

(a+ b)2 = a2 + a× b+ b× a+ b2

Mais attention ! Il se peut très bien que :

a2 + a× b+ b× a+ b2 6= a2 + 2a× b+ b2

Considérons pour illustrer ce qui n'est jusqu'à présent qu'une a�rmation gratuite les matrices

A =

(
1 0

0 2

)
et B =

(
0 1

0 1

)

de l'anneau des matrices M2 (R) (qui est non commutatif, comme on l'a vu un peu plus haut). On a d'une
part :

(A+B)2 =

(
1 1

0 3

)(
1 1

0 3

)
=

(
1 4

0 9

)

Et d'autre part :

A2 + 2AB +B2 =

(
1 0

0 2

)2

+ 2

(
1 0

0 2

)(
0 1

0 1

)
+

(
0 1

0 1

)2

⇐⇒ A2 + 2AB +B2 =

(
2 0

0 4

)
+

(
0 2

0 4

)
+

(
0 1

0 1

)
⇐⇒ A2 + 2AB +B2 =

(
2 3

0 9

)

En résumé : A2 + 2AB +B2 =

(
2 3

0 9

)
6=
(

1 4

0 9

)
= (A+B)2.
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L'origine de cette di�érence réside dans le fait que AB 6= BA. On a en e�et :

AB =

(
0 1

0 2

)
tandis que BA =

(
0 2

0 2

)

Néanmoins, sous réserve que l'on choisisse des éléments de l'anneau qui commutent, on aura toujours le
droit d'utiliser les indetités remarquables bien connues, comme le justi�e la propriété ci-dessous.

Propriété 12.7 - (formule du binôme de Newton). Soient a et b deux éléments de A, tels
que a× b = b× a (on dit que a et b commutent ou sont deux éléments commutants). On a :

∀n ∈ N, (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
ak × bn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
bk × an−k

Preuve. Soient a et b deux éléments de A, tels que a× b = b×a, et prouvons la formule par récurrence
sur n.

Notons P(n) l'assertion : (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

ä Initialisation : pour n = 0, on a (a+ b)0 = 1 et
0∑

k=0

(
0

k

)
akb0−k =

(
0

0

)
a0b0 = 1, ce qui assure que

P(0) est vraie.

ä Hérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

(a+ b)n+1 = (a+ b) (a+ b)n = (a+ b)
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
ak+1bn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
bakbn−k

Puisque ab = ba, on a :
n∑
k=0

(
n

k

)
bakbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k. Cette observation faite, on achève la preuve

comme dans la preuve du binôme de Newton dans C.

(a+ b)n+1 =
n+1∑
K=1

(
n

K − 1

)
aKbn+1−K +

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k =

(
n

n

)
an+1b0 +

(
n

0

)
a0bn+1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
akbn+1−k

=
n+1∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k

La relation obtenue (a+ b)n+1 =
n+1∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k signi�e exactement que la propriété P(n+1) est vraie,

ce qui établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. Pour tout couple (a, b) d'éléments de A qui commutent (tels que ab = ba), on a la relation :

∀n ∈ N, (a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k. K
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Propriété 12.8 - (factorisation de an − bn dans un anneau). Soient a et b deux éléments de
A, tels que a× b = b× a. On a :

∀n ∈ N∗, an − bn = (a− b)×
n−1∑
k=0

ak × bn−1−k = (a− b)×
n−1∑
k=0

bk × an−1−k

Preuve. Soient a et b deux éléments de A, tels que a× b = b× a.

Notons P (n) la propriété �an − bn = (a− b)×
n−1∑
k=0

ak × bn−1−k�, et procédons par récurrence sur n.

ä Initialisation (n = 1) : d'une part a1−b1 = a−b et d'autre part (a− b)×
1−1∑
k=0

ak×b1−1−k = (a− b)×1 =

a− b. Donc la propriété P (1) est vraie.

ä Hérédité : supposons la propriété P (n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

(a− b)×
n∑
k=0

ak × bn−k = (a− b)×

(
n−1∑
k=0

ak × bn−k + an

)
= (a− b)×

n−1∑
k=0

ak × bn−k + (a− b)× an

= b× (a− b)×
n−1∑
k=0

ak × bn−1−k

︸ ︷︷ ︸
=an−bn (HR)

+(a− b)× an = b× (an − bn) + (a− b)× an = an+1 − bn+1

En résumé : (a− b)×
n∑
k=0

ak × bn−k = an+1 − bn+1 ce qui assure que P (n+ 1) est vraie, établit l'hérédité

de la propriété, et achève cette récurrence.

Conclusion : ∀n ∈ N∗, an − bn = (a− b)×
n−1∑
k=0

ak × bn−1−k.

La preuve de la seconde formule (an − bn = (a− b)×
n−1∑
k=0

bk × an−1−k) repose sur le fait que a et b jouent

des rôles symétriques dans cette somme. K
Corollaire 12.1 - (factorisation de 1A− an dans un anneau). Soit aun élément de A. On a :

∀n ∈ N∗, 1A − an = (1A − a)×
n−1∑
k=0

ak càd : 1A − an = (1A − a) (1A + a+ a2 + · · ·+ an−1)

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K

Remarque. Evidemment, on aurait aussi pu écrire : ∀n ∈ N∗, an − 1A = (a− 1A)×
n−1∑
k=0

ak

Application Dans K[X], on a : 1 − Xn = (1−X) (1 +X · · ·+Xn−1). On retrouve ainsi le fait que les
racines dans C du polynôme 1 +X + · · ·+Xn−1 sont les racines n-ièmes de l'unité distinctes de 1.
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12.3.2 Sous-anneaux

Définition 12.10 - Un sous-anneau d'un anneau (A,+,×) est un anneau (A′,+,×) où A′ désigne
une partie de A.

Exemples : 1/ (Z,+,×) est un sous-anneau de (D,+,×) qui est un sous-anneau de (Q,+,×) qui est un
sous-anneau de (R,+,×) qui est un sous-anneau de (C,+,×).

2/
(
RN,+,×

)
est un sous-anneau de

(
CN,+,×

)
.

3/ (R[X],+,×) est un sous-anneau de (C[X],+,×).

4/ L'anneau des entiers de Gauss (Z[i],+,×) est un sous-anneau de (C,+,×).

5/ (Q[i],+,×) est un sous-anneau de (C,+,×) (vous vous souvenez sans doute que c'est l'ensemble que
nous avions noté Q+ iQ ; pour mémoire, c'est une partie dense dans C).

6/ L'anneau (M2 (R) ,+,×) des matrices carrées de taille 2 à coe�cients réels est un sous-anneau de
l'anneau (M2 (C) ,+,×) des matrices carrées de taille 2 à coe�cients complexes.

Propriété 12.9 - (Caractérisation des sous-anneaux). Soit (A,+,×) un anneau.

(A′,+,×) est un sous-anneau de (A,+,×) si :

ä (SA1) A′ ⊂ A

ä (SA2) (A′,+) est un sous-groupe de (A,+)

ä (SA3) 1A ∈ A′

ä (SA4) ∀ (a, b) ∈ A′, a× b ∈ A′ (A′ est stable pour la seconde loi interne).

Preuve. La preuve, aisée mais rébarbative, consiste à véri�er que les conditions (SAi) énoncées plus

haut entraînent que (A′,+,×) est e�ectivement un anneau. K
Propriété 12.10 - Tout sous-anneau d'un anneau commutatif (resp intègre) est lui-même commu-
tatif (resp intègre).

Preuve. Triviale. K

12.3.3 Diviseurs de zéro

Définition 12.11 - Soit (A,+,×) un anneau. On appelle diviseur de zéro un élément a de A
tel que :

1) a 6= 0A 2) ∃ b ∈ A, b 6= 0A, a× b = 0A

Exemples :

1/ Dans (Z,+,×), (D,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×), (K[X],+,×) il n'existe pas de diviseur de
zéro (c'est pourquoi vous avez pu appliquer jusqu'ici la règle : �un produit de facteurs est nul SSI l'un
au moins de ses facteurs est nul�).
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2/ Dans
(
RN,+,×

)
, la suite de terme général 1 + (−1)n est un diviseur de zéro.

3/ Dans (M2 (R) ,+,×), la matrice A =

(
0 1

0 0

)
est un diviseur de zéro.

4/ Dans
(
RR,+,×

)
, la fonction 1Q est un diviseur de zéro. Dans (C 0 (R,R) ,+,×), la fonction 1[0;π]× sin

est un diviseur de zéro (puisqu'elle n'est pas nulle, et que
(
1[0;π] × sin

)
×
(
1[π;2π] × sin

)
est identiquement

nulle).

Définition 12.12 - Un anneau (A,+,×) est intègre s'il ne contient aucun diviseur de zéro.

Exemples :

1) (Z,+,×), (D,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×), (K[X],+,×) sont des anneaux intègres.

2) Les anneaux
(
RN,+,×

)
,
(
RR,+,×

)
, (C 0 (R,R) ,+,×), (M2 (R) ,+,×) ne sont pas intègres.

12.3.4 Eléments nilpotents

Définition 12.13 - Soit (A,+,×) un anneau. On appelle élément nilpotent un élément a de A
tel que :

∃n ∈ N∗, an = 0A

Exemples :

1) Dans (Z,+,×), (D,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×), (K[X],+,×), 0 est l'unique diviseur de 0.

2) Dans M2 (R), la matrice A =

(
0 2

0 0

)
est nilpotente (un calcul rapide permet de se convaincre que

A2 = 0M2(R)).

3) Dans M3 (R), la matrice A =

 0 2 1

0 0 4

0 0 0

 est nilpotente (un calcul un peu moins rapide permet de se

convaincre que A3 = 0M3(R)).

4) Dans M4(R), la matrice A =


0 2 1 3

0 0 4 5

0 0 0 6

0 0 0 0

 est nilpotente (un calcul un peu longuet permet de se

convaincre que A4 = 0M4(R)).

Propriété 12.11 - Dans un anneau intègre, 0 est l'unique élément nilpotent.

Preuve. Soit A un anneau intègre. On sait déjà que 0 est nilpotent ; montrons que A ne contient pas
d'autre élément nilpotent.
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On raisonne par l'absurde, et on suppose qu'il existe un élément nilptotent non nul a. Alors il existe un
entier naturel N non nul tel que aN = 0.

Notons E = {n ∈ N∗ / an = 0}. L'ensemble E est une partie de N∗, non vide (car N y appartient). Par
suite E contient un plus petit élément. Notons : N0 = minE.

Pour cet entier non nul N0, on a : aN0 = 0 et aN0−1 6= 0. En écrivant : aN0−1 × a = aN0 = 0, on donne un
exemple d'un couple (aN0 , a) d'éléments non nuls de A dont le produit est nul. Ce qui contredit le fait que
A est un anneau intègre.

Il s'ensuit que notre postulat de base est faux.

Conclusion. A ne contient pas d'élément nilpotent autre que 0. K
De fait, cette notion d'élément nilpotent interviendra essentiellement en algèbre linéaire, lorsque nous
étudierons plus spéci�quement les matrices (entre autres). 4

Propriété 12.12 - Si a et b sont nilpotents, et commutent (càd sont tels que ab = ba), alors (a+ b)

et (a× b) sont nilpotents.
Preuve. Soient a et b deux éléments nilpotents tels que ab = ba. Il existe deux entiers naturels non nuls
n et m tels que : an = 0 et bm = 0.

Alors : (ab)n+m = an+mbn+m =

(
an︸︷︷︸
=0

am

)(
bn bm︸︷︷︸

=0

)
= 0. 5

Il existe donc un entier naturel non nul (n+m) tel que (ab)n+m = 0. Donc (ab) est un élément nilpotent.

Par ailleurs, puisque a et b commutent par hypothèse, on peut utiliser la formule du binôme de Newton
pour écrire :

(a+ b)n+m =
n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn+m−k =

n−1∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn+m−k +

n+m∑
k=n

(
n+m

k

)
akbn+m−k

= bm
n−1∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn−k + an

n+m∑
k=n

(
n+m

k

)
ak−nbn+m−k = 0

Il s'ensuit que (a+ b) est nilpotent. K
Propriété 12.13 - Si a est nilpotent, alors (1− a) est inversible.
Preuve. Soit a un élément nilpotent. Il existe un entier naturel n non nul tel que : an = 0.

Par ailleurs, d'après la propriété de factorisation dans un anneau énoncée un peu plus haut, on a :

1− an = (1− a)
n−1∑
k=0

ak

On en déduit que : (1− a)
n−1∑
k=0

ak = 1.

4. On a déjà vu un peu plus haut quelques exemples de matrices carrées non nulles mais nilpotentes.
5. Le fait que a et b commutent est indispensable pour écrire la première égalité. Sans cette hypothèse, on a simplement :

(ab)
n+m

= (ab) (ab) · · · (ab).
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Par conséquent, (1− a) est inversible, et (1− a)−1 =
n−1∑
k=0

ak. K

Remarque. Evidemment, on aurait aussi pu énoncer la propriété : �si a est nilpotent, alors (a− 1) est
inversible�.

Exemple. On a déjà vu précédemment que la matrice A =

 0 2 1

0 0 4

0 0 0

 est nilpotente (car A3 = 0M3(R)).

On déduit alors de la propriété ci-dessus que la matrice : I3 −A =

 1 −2 −1
0 1 −4
0 0 1

 est inversible, et que

(I3 − A)−1 = I3 + A+ A2.

12.4 Corps et sous-corps

Propriété 12.14 - Soit (A,+,×) un anneau (non nul). On note A∗ l'ensemble des éléments
inversibles de A.

Alors : (A∗,×) est un groupe. En outre, c'est un groupe abélien dès que A est commutatif.

Preuve. Soit A un anneau (non nul), et A∗ l'ensemble des éléments inversibles de A.

La loi �×� de A est une ℓci dans A∗. En e�et, si a et b sont inversibles, alors ab l'est (et pour mémoire
(ab)−1 = b−1a−1).

Cette ℓci est associative (puisqu'elle l'est déjà dans A).

En outre, 1A est inversible. . . puisque 1A × 1A = 1A.

En�n, si a est inversible, alors a−1 est encore inversible (d'inverse a).

En résumé, la loi �×� restreinte à A∗ est une ℓci associative, possédant un élément neutre, et pour laquelle
tout élément de A∗ possède un inverse dans A∗.

Conclusion. (A∗,×) est un groupe.

Naturellement, lorsque A est commutatif, alors la loi × fait de A∗ un groupe abélien. K
Terminologie. On dit parfois que (A∗,×) est le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de A.

Exemples :

1/ Q∗ = Q\ {0} ; R∗ = R\ {0} ; C∗ = C\ {0}.

2/ Z∗ = {1,−1} ; ainsi Z∗ ( Z\ {0}

3/ K[X]∗ = K∗ ; ainsi K[X]
∗ ( K[X]\ {0}

4/ (C 0 (R,R))∗ est l'ensemble des fonctions continues sur R qui ne s'annulent pas. Ainsi : (C 0 (R,R))∗ (
(C 0 (R,R)) \ {0}

5/ M2 (R)∗ = GL2 (R) ; ainsi M2 (R)∗ ( M2 (R) \ {0}

6/ Q [i]∗ = Q[i]\ {0} ; Q
[√

2
]∗

= Q[
√
2]\ {0}.
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7/ Z [i]∗ = {±1; ±i} ; ainsi Z [i]∗ ( Z[i]\ {0}

Définition 12.14 - Un anneau commutatif (A,+,×) est un corps si A∗ = A\ {0A}.

Il revient au même dire qu'un corps est un anneau commutatif (non nul) où tout élément non nul est
inversible.

Enfonçons une porte ouverte : un corps est en particulier un anneau intègre.

Exemples. Grâce aux exemples précédents, on peut a�rmer que :

1/ R est un corps (le corps des réels) ; C est un corps (le corps des complexes) ; Q est un corps (le corps
des rationnels).

2/ L'anneau des entiers Z n'est pas un corps.

3/ L'anneau des entiers de Gauss Z [i] n'est pas un corps.

4/ Q [i] et Q
[√

2
]
sont des corps.

5/ L'anneau K[X] des polynômes à coe�cients dans K n'est pas un corps.

6/ L'anneau C 0 (R,R) des fonctions continues sur R et à valeurs réelles n'est pas un corps.

7/ L'anneau CN des suites complexes n'est pas un corps.

Définition 12.15 - Soit (K,+,×) un corps. Un sous-corps de K est un sous-anneau (K ′,+,×)
de K qui est un corps.

Exemple. Q est un sous-corps de R qui est un sous-corps de C.

12.5 Epilogue

12.5.1 Q est le plus petit sous-corps de R
Propriété 12.15 - Q est le plus petit sous-corps de R.

Explicitement, si K est un sous-corps de R, alors : Q ⊂ K.

Preuve. Soit K un sous-corps de R. Par dé�nition, 0 et 1 appartiennent à K.

PuisqueK est en particulier un sous-anneau de R, il est en stable pour l'addition. Par suite : 2 = 1+1 ∈ K.
Une récurrence immédiate permet alors d'établir que : N ⊂ K.

De plus, tout élément de K est inversible (dans K) pour l'addition, de nouveau car K est un sous-anneau
de R (et donc un sous-groupe additif de (R,+)). Grâce au résultat précédent, on en déduit que : Z ⊂ K.

En�n, tout élément non nul de K admet un inverse pour la multiplication dans K (puisque K est un
corps), et K étant stable par produit, on en déduit que :

∀ (p, q) ∈ Z× N∗,
p

q
= p︸︷︷︸

∈K

× 1

q︸︷︷︸
∈K

∈ K

Autrement écrit : Q ⊂ K. On a donc établi que tout sous-corps de R contient Q. K
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12.5.2 Un théorème de Lagrange sur les groupes �nis

Rappelons qu'un groupe �ni est un groupe G de cardinal �ni.

Notations.Soit (G, ∗) un groupe. Pour tout élément g de G, on note g2 = g ∗ g ; g3 = g ∗ g ∗ g et plus
généralement pour tout entier n ∈ N : gn = g ∗ g ∗ · · · ∗ g︸ ︷︷ ︸

n termes

.

Cette dé�nition est étendue à un exposant entier relatif, en posant pour tout n ∈ Z− : gn = (g−1)
−n.

On note par ailleurs : 〈g〉 =
{
gk / k ∈ Z

}
.

Propriété 12.16 - Soient (G, ∗) un groupe.

Pour tout élément g de G, 〈g〉 est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe engendré par g.

Preuve. Soit g un élément de G. Montrons que 〈g〉 est un sous-groupe de G.

SG1 : 〈g〉 ⊂ G par dé�nition.

SG2 : id = g0 ∈ 〈g〉.
SG3 : soient γ et γ′ deux éléments de 〈g〉. Par dé�nition de 〈g〉, il existe deux entiers k et k′ tels que :
γ = gk et γ′ = gk

′
. Il s'ensuit que : γ ∗ γ′ = gk+k

′
, d'où en particulier γ ∗ γ′ ∈ 〈g〉.

En résumé :
[
(γ, γ′) ∈ 〈g〉2

]
=⇒ [(γ ∗ γ′) ∈ 〈g〉]

SG4 : soit γ un élément de 〈g〉. Par dé�nition de 〈g〉, il existe un entier k tel que : γ = gk. Il s'ensuit que :
γ−1 = g−k, d'où en particulier γ−1 ∈ 〈g〉. En résumé : [γ ∈ 〈g〉] =⇒ [γ−1 ∈ 〈g〉]

Conclusion. Pour tout élément g de G, 〈g〉 est un sous-groupe de G. K
Deux exemples. Dans S3, considérons l'élément g = (123).

On a : (123)0 = id ; (123)1 = (123) ; (123)2 = (132) et (123)3 = id. Il s'ensuit que 〈(123)〉 = A3 .

Dans (Z,+), le sous-groupe engendré par 2 est 2Z, le sous-groupe des entiers pairs .

Définition 12.16 - On dit qu'un élément g de G est d'ordre �ni s'il
existe un entier naturel N non nul tel que gN = e.

Lorsque tel est le cas, on appelle ordre de g le plus petit N non nul tel que
gN = e.

Exemple 1. Dans (S4, ◦), on considère le 4-cycle σ = (1234).

On a : (1234)1 = (1234) ; (1234)2 = (13) (24) ; (1234)3 = (1432) et (1234)4 = id.

Il s'ensuit que le 4-cycle (1234) est d'ordre 4 .

Exemple 2. Dans (GL2 (R) ,×), on considère g = 2I2. La matrice g est telle que : ∀n ∈ N, gn = 2nI2.
Par conséquent : ∀n ∈ N∗, gn 6= I2. Il s'ensuit que la matrice g n'est pas d'ordre �ni dans GL2 (R) .

Propriété 12.17 - Dans un groupe �ni, tout élément est d'ordre �ni.
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Preuve. Soient G un groupe �ni, et g un élément de G. Notons n = Card(G). On considère l'ensemble :{
gk / k ∈ [[ 0, n ]]

}
. Si tous les éléments de cet ensemble étaient distincts, alors son cardinal serait (n+ 1) ;

ceci est absurde, puisqu'il s'agit d'une partie de G, qui est de cardinal n par hypothèse.

Il existe donc deux entiers k et k′ distincts dans [[ 0, n ]] tels que : gk = gk
′
. Sans nuire à la généralité on

peut supposer que k < k′ (si ce n'est pas le cas, on permute les rôles de k et k′). On a alors : g0 = gk
′−k,

c'est à dire : gk
′−k = e.

En observant que k′−k est un entier naturel non nul (puisque k < k′), on a établi l'existence d'un élément
N de N∗ tel que gN = e. Ce qui signi�e que g est d'ordre �ni.

Conclusion. Tout élément d'un groupe �ni est d'ordre �ni . K
Propriété 12.18 - Soit g un élément de G d'ordre N , et soit m un
entier. On a :

gm = e si et seulement si N divise m

Preuve. Soit g un élément de G d'ordre N , et soit m un entier.

Supposons que N divise m : alors il existe un entier k tel que m = kN . Il s'ensuit que : gm = gkN =(
gN
)k

= ek = e. D'où : [N divise m] =⇒ [gm = e].

Réciproquement, supposons que gm = e. D'après le théorème de la division euclidienne, il existe un (unique)
couple (q, r) tel que m = Nq+ r avec q ∈ Z et r ∈ [[ 0, N −1 ]]. On a alors : gNq+r = gNq ∗ gr = e∗ gr = gr ;
et donc gr = e.

Si r était non nul, on aurait alors prouvé l'existence d'un élément r de N∗ tel que gr = e, avec r strictement
inférieur à l'ordre de g : contradiction.

On en déduit que r = 0, ce qui implique que m = Nq, et donc que N divise m. D'où : [gm = e] =⇒
[N divise m].

Conclusion. Pour g un élément d'ordre N on a : [gm = e]⇐⇒ [N divise m] . K
Jusqu'à la �n de ce paragraphe, on considèrera un groupe �ni G, et H un sous-groupe de G.

Lemme 12.1 - Pour tout élément g de G, on note : gH = {g ∗ h / h ∈ H}. Alors :

1/ Pour tout élément g de G, on a : Card (gH) = Card (H).

2/ Soient g et g′ deux éléments de G. Montrer que les ensembles gH et g′H sont soit égaux, soit
disjoints.

Preuve. 1/ Soit H un sous-groupe d'un groupe �ni G. Observons que H est de cardinal �ni, en tant
que partie d'un ensemble �ni.

Soit g un élément arbitraire de G.

Les applications φ : H // gH

h � // g ∗ h
et ψ : gH // H

x � // g−1 ∗ x
sont clairement réciproques l'une de l'autre.

En particulier φ et ψ sont bijectives ; les ensembles H et gH sont donc équipotents. D'où : Card(H) =

Card(gH).

Conclusion. Pour tout élément g de G on a : Card(H) = Card(gH) .



Cours MPSI - sz 293

2/ Soient g et g′ deux éléments de G. Supposons que gH et g′H ne sont pas disjoints. Alors il existe deux
éléments h et k dans H tels que : g ∗ h = g′ ∗ k. En particulier : g−1 ∗ g′ = h ∗ k−1 ∈ H. 6

Soit alors γ un élément quelconque de g′H. Il existe un élément h0 de H tel que : γ = g′ ∗ h0. On écrit
alors judicieusement : γ = g ∗ g−1 ∗ g′ ∗ h0. On en déduit que : γ = g ∗ h ∗ k−1 ∗ h0︸ ︷︷ ︸

∈H

. Par suite : γ ∈ gH.

On a ainsi établi que : g′H ⊂ gH.

En réécrivant le même raisonnement en permutant g et g′, ou en observant que g et g′ jouent des rôles
symétriques dans le raisonnement précédent, on obtient l'autre inclusion : gH ⊂ g′H. Finalement, lorsque
gH et g′H ne sont pas disjoints, ils sont égaux.

Conclusion. Pour tout couple (g, g′) d'éléments de G, on a [gH = g′H] ou [gh ∩ g′H = ∅] . K

Théorème 12.1 - (de Lagrange). Soient G un groupe �ni, et H un sous-groupe de G.

Le cardinal de H divise le cardinal de G.

Preuve. Le groupe G est �ni par hypothèse. On peut donc noter : G = {g1, . . . , gn} (avec n = Card(G)).
On a alors :

G =
n⋃
i=1

{gi} et donc G =
n⋃
i=1

giH. La première égalité provient de l'observation puissante selon laquelle

un ensemble �ni est la réunion des singletons qui le composent ; la seconde découle de la première et du
fait que pour tout entier i on a : {gi} ⊂ giH ⊂ G.

D'après la question précédente, il peut exister parmi les giH des ensembles égaux. Notons alors k le nombre
de parties disjointes parmi ces giH. Quitte à renuméroter les gi, on peut supposer qu'il s'agit des k premières

parties, et on alors : G =
k⋃
i=1

giH. Cette union étant disjointe, on a donc : Card(G) =
k∑
i=1

Card (giH). Or

d'après la question 6, on a : Card(giH) = Card(H) (pour tout gi).

On en déduit que : Card(G) =
k∑
i=1

Card (H) d'où : Card(G) = kCard (H). Finalement, le cardinal de G

est multiple de celui de H.

Conclusion. Si G est un groupe �ni, le cardinal de tout sous-groupe de G divise celui de
G.

K

Corollaire 12.2 - Dans un groupe �ni G, tout élément g est d'ordre �ni, et l'ordre de g divise le
cardinal de G.

Preuve. Soit g un élément d'un groupe �ni G. Alors g est d'ordre �ni (résultat établi un peu plus haut),
et son ordre est le cardinal de 〈g〉. Or 〈g〉 est un sous-groupe de G, donc son ordre divise celui de G (d'après
le théorème de Lagrange).

Conclusion. Dans un groupe �ni G, tout élément g est d'ordre �ni, et l'ordre de g divise le cardinal de

G. K

6. En e�et, k est un élément de H. Puisque H est un sous-groupe, k−1 est un élément de H. Par ailleurs, h est un autre
élément de H. En utilisant une nouvelle fois le fait que H est un sous-groupe, on en déduit que : h ∗ k−1 ∈ H.



294 Cours MPSI - sz

12.5.3 Les groupes �nis de cardinal premier sont abéliens

Dans cette section, on prouve que les groupes �nis dont le cardinal est un nombre premier sont abéliens,
en utilisant de manière essentielle le théorème de Lagrange.

Définition 12.17 - Un groupe G �ni est appelé cyclique s'il existe un élément g de G tel que
G = 〈g〉.

Exemple. D'après la dé�nition, il est équivalent de dire que G est cyclique ou qu'il existe un élément g
de G dont l'ordre est égal au cardinal de G.

Dans le groupe S3, les éléments peuvent être d'ordre 1 (l'identité), d'ordre 2 (les trois transpositions) ou
d'ordre 3 (les deux 3-cycles). Aucun élément n'a donc un ordre égal au cardinal de S3, qui vaut 6. Donc
S3 n'est pas cyclique .

En revanche le groupe A3 est cyclique , puisque A3 = 〈(123)〉 (ou A3 = 〈(132)〉).

Propriété 12.19 - Tout groupe cyclique est abélien.

Preuve. Si G est un groupe cyclique, alors il existe un élément g de G tel que G =
{
gk /k ∈ Z

}
. Il est

alors clair que G est abélien (essentiellement car gk ∗ gk′ = gk+k
′
= gk

′ ∗ gk).

Conclusion. [G cyclique] =⇒ [G abélien] . K

Corollaire 12.3 - Soit G un groupe �ni. Si le cardinal de G est un nombre premier, alors G est
cyclique.

Preuve. Soit G un groupe de cardinal p, avec p premier. Soit g un élément de G, distinct de l'élément
neutre. On sait que g est d'ordre �ni, et que cet ordre divise p. Ainsi l'ordre de g pourrait valoir 1 ou p ;
mais g 6= e, donc g n'est pas d'ordre 1. Il s'ensuit que g est d'ordre p, ce qui signi�e que : G = 〈g〉. D'où
le groupe G est cyclique. K

Corollaire 12.4 - Soit G un groupe �ni. Si le cardinal de G est un nombre premier, alors G est
abélien.

Preuve. Soit G un groupe de cardinal p, avec p premier. D'après le corollaire précédent, G est cyclique,

donc abélien d'après la propriété 12.19. K

Corollaire 12.5 - Tout groupe de cardinal inférieur ou égal à 5 est abélien.

Preuve. On a déjà établi en début de chapitre que tout groupe de cardinal au plus 4 est abélien, et le

corollaire précédent assure que tout groupe de cardinal 5 est abélien, ce qui établit l'énoncé. K
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12.5.4 Arithmétique dans l'anneau des entiers de Gauss

Dans cette section, on présente un sous-anneau de C particulier : l'anneau des entiers de Gauss. Cet anneau
et celui des entiers relatifs 7 possèdent beaucoup de points communs. L'objectif de cet énoncé est de montrer
que, comme dans l'anneau des entiers relatifs, on peut construire dans Z [i] une division euclidienne. Cette
propriété implique que tous les idéaux de Z [i] sont monogènes, ce qui permet de dé�nir la notion de pgcd
de deux entiers de Gauss puis d'entiers de Gauss premiers entre eux. . .

Définition 12.18 - L'anneau des entiers de Gauss Z [i] est l'anneau des nombres complexes à
parties réelle et imaginaire entières. Explicitement :

Z [i] =
{
a+ i b/ (a, b) ∈ Z2

}

Par ailleurs, on utilise dans le problème ci-dessous une �norme�, l'application

 N : C // R+

z � // zz


Partie I � Quelques propriétés de l'anneau des entiers de Gauss

1) Description des inversibles de Z [i]. Un entier de Gauss u est inversible s'il existe v ∈ Z [i] tel
que : uv = 1.

a) Soient u et v deux éléments de Z [i]. 8 Montrer que : N (uv) = N (u)N (v), et justi�er que pour tout
u ∈ Z [i], N(u) ∈ N.

b) Montrer que si u est inversible, alors N(u) = 1.

c) Déterminer l'ensemble des éléments inversibles de Z [i].

2) Divisibilité dans Z [i]. Soient u et v deux éléments de Z [i]. On dit que u divise v dans Z [i] s'il existe
s ∈ Z [i] tel que : v = us. Lorsque c'est le cas, on le note : u|v.

a) Montrer que si u|v, alors N (u) |N(v) dans Z.

b) Déterminer les diviseurs de v1 = 1 + i dans Z [i], puis ceux de v2 = 1 + 3i.

3) Division euclidienne dans Z [i].

a) Montrer que pour tout z ∈ C, il existe u ∈ Z [i] tel que N (u− z) < 1. Ce u est-il unique ?

b) Montrer que pour tout u ∈ Z [i] et pour tout v ∈ Z [i]∗, il existe (q, r) ∈ Z [i]×Z [i] tel que u = vq+r

avec N(r) < N(v).

7. Et l'anneau des polynômes en une indéterminée K[X].
8. Il reviendrait au même de dire : �Soient u et v deux entiers de Gauss�.
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Partie II � Idéaux dans l'anneau des entiers de Gauss

Soient u et v dans Z [i]. On note I(u, v) = {uz + vz′ / z et z′ ∈ Z [i]}. 9

4) On suppose (u, v) 6= (0, 0). Montrer que l'ensemble A = {N(w) /w ∈ I(u, v)\ {0}} possède un plus
petit élément d > 0.

5) Soit δ un élément de I(u, v) tel que N(δ) = d. Etablir que : I(u, v) = δZ [i].

On pourra utiliser la division euclidienne présentée en I.2.b.

6) Montrer que δ|u et δ|v. Puis établir l'équivalence : ∀w ∈ Z [i] , [w|u ∧ w|v]⇐⇒ [w|δ]

Terminologie : on dit que δ est un pgcd de u et v (dans Z [i]).

Partie III � Entiers de Gauss premiers entre eux

Soient u et v dans Z [i], avec u 6= 0 ou v 6= 0.

On dit que u et v sont premiers entre eux si le nombre δ dé�ni dans la partie précédente appartient à
{±1; ±i}.
Dans les deux questions ci-dessous, on suppose que u et v sont deux entiers de Gauss premiers entre eux.

7) Justi�er qu'il existe deux entiers de Gauss z et z′ tels que : 1 = uz + vz′.

8) Soit w ∈ Z [i]. Montrer que si u|vw, alors u|w.

Partie IV � Entiers de Gauss irréductibles

Soit u ∈ Z [i] \ {0; ±1; ±i}.
On dit que u est irréductible si ses seuls diviseurs dans Z [i] sont ±1, ±i, ±u et ±iu. 10

9) Soit v ∈ Z [i]. On suppose que u est irréductible et ne divise pas v. Montrer que u et v sont premiers
entre eux.

10) Soient v et w ∈ Z [i]. On suppose que u est irréductible et divise vw. Montrer que u|v ou u|w.

Corrigé.

1) Description des inversibles de Z [i]. a) Soient u et v dans Z [i]. On a : N(uv) = uvuv = uuvv =

N(u)N(v).
En outre : ∀u ∈ Z [i] , ∃ (a, b) ∈ Z2, u = a+ ib. D'où : N(u) = a2 + b2 ∈ N.

Conclusion. ∀ (u, v) ∈ Z [i]× Z [i] , N(uv) = N(u)N(v) et ∀u ∈ Z [i] , N(u) ∈ N .

b) Si u ∈ Z [i] est inversible, alors il existe v ∈ Z [i] tel que : N(uv) = 1. D'après la question précédente,
on en déduit que N(u) est un diviseur entier naturel de 1, ce qui implique : N(u) = 1 .

c) D'après la question précédente, les entiers de Gauss u inversibles sont à rechercher parmi ceux véri�ant :
N(u) = 1. Or N(u) = 1 =⇒ Re2(u)+ Im2(u) = 1. Par suite : u est inversible si et seulement si Re(u) = ±1
et Im(u) = 0 ; ou Re(u) = 0 et Im(u) = ±1. En résumé : Z [i]∗ = {±1; ±i} .

9. Ou ce qui revient au même : I(u, v) = uZ [i] + vZ [i].
10. La notion d'entier de Gauss irréductible étend à Z [i] celle de nombre premier dans Z.
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2) Divisibilité dans Z [i]. a) Soient u et v dans Z [i], tels que u divise v dans Z [i]. Alors il existe s ∈ Z [i]
tel que : v = us. D'après la question 1-a, on en déduit que : N(v) = N(u)N(s), ce qui signi�e que N (u)

divise N(v) dans Z.

Conclusion.∀ (u, v) ∈ Z [i]× Z [i] , (u|v) =⇒ (N (u) |N(v)) .

b) Soit u ∈ Z [i] ; u est un diviseur de v1 = 1 + i si N(u)|N(v1). Or N(v1) = 2. Une condition nécessaire
pour que u|v1 est donc que N(u) = 1 ou 2. Les entiers de Gauss véri�ant cette condition sont ±1, ±i et
±1± i. Réciproquement, tous ces nombres sont des diviseurs de v1 puisque :

v1 = 1v1 ; v1 = (−1)(−v1) ; v1 = i (−iv1) ; v1 = (−i) (iv1) ; v1 = (1+ i) 1 ; v1 = (1− i) i ; v1 = (−1− i) (−1) ;
v1 = (−1 + i) (−i).

Conclusion. Les diviseurs de 1 + i dans Z [i] sont : ±1, ±i, ±1± i .

De façon analogue. Soit u ∈ Z [i] ; u est un diviseur de v2 = 1+ 3i si N(u)|N(v2). Or N(v2) = 10. Une
condition nécessaire pour que u|v2 est donc que N(u) = 1, 2, 5 ou 10. Les entiers de Gauss véri�ant cette
condition sont ±1, ±i, ±1 ± i, ±1 ± 2i, ±2 ± i, ±1 ± 3i, ±3 ± i. Réciproquement, tous ces nombres sont
des diviseurs de v2.

3) a) Soit z ∈ C. Posons a = bRe(z)c et a′ = a + 1. On a alors : |Re(z)− a| 6 1

2
ou (non exclusif)

|Re(z)− a′| 6 1

2
. Appelons A un des deux entiers relatifs (a ou a′) véri�ant cette condition.

De même, appelons B l'un des deux entiers relatifs b ou b′ véri�ant |Im(z)− b| 6 1

2
ou |Im(z)− b′| 6 1

2
.

Alors le nombre complexe u = A+ iB est un entier de Gauss tel que : N(z − u) 6
(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1

2

d'où en particulier : N(z − u) < 1. Conclusion.∀ z ∈ C, ∃u ∈ Z [i] , N(z − u) < 1 .

En général, on n'a pas unicité de l'entier de Gauss u : pour le complexe z =
1 + i
2

, les quatre entiers de

Gauss 0, 1, i et 1 + i conviennent.

b) Soient u ∈ Z [i] et v ∈ Z [i]∗. On pose z =
u

v
, et on choisit q ∈ Z [i] tel que : N

(u
v
− q
)
< 1. 11 On

pose alors : r = u− qv. On a : u = qv + r, et N(r) = N
(u
v
− q
)
N(v) donc N(r) < N(v) (l'inégalité est

stricte puisque N(v) ne peut être nul).

Conclusion.∀ (u, v) ∈ Z [i]× Z [i]∗ , ∃ (q, r) ∈ Z [i]× Z [i] , [(u = vq + r) ∧ (N(r) < N(v))] .

Remarque : on a ainsi prouvé qu'il existe une �pseudo�-division euclidienne dans Z [i]. L'originalité de
cette division par rapport à celle de Z ou de K[X] est que l'on n'a pas unicité du quotient ni du reste, en
vertu de la question précédente.

Partie II � Idéaux dans l'anneau des entiers de Gauss

4) L'ensemble A = {N(w) /w ∈ I(u, v)\ {0}} est non vide sous réserve que (u, v) 6= (0, 0). En e�et, dès
lors que u 6= 0 on a u ∈ I(u, v) et N(u) > 0 (de même si v 6= 0). De plus, A est une partie de N∗ ; elle
possède donc un plus petit élément minA. On pose alors : d = minA > 0.

11. On continue de noterN(Z) l'image d'un complexe Z quelconque par l'applicationN , c'est à dire : ∀Z ∈ C, N(Z) = ZZ.
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5) Soient u et v deux entiers de Gauss, non simultanément nuls. Notons δ un élément de I(u, v) tel que
N (δ) = d. Notons que δ 6= 0 puisque (u, v) 6= (0, 0).

Montrons que : δZ [i] ⊂ I(u, v). Puisque δ est un élément de I(u, v), il existe un couple d'entiers de Gauss
(a, b) tel que : δ = au+ bv. Considérons alors un élément x quelconque de δZ [i]. Il existe c ∈ Z [i] tel que :
x = cδ. Par suite : x = acu+ bcv, d'où : x ∈ I(u, v). D'où : δZ [i] ⊂ I(u, v).

Réciproquement, montrons que : I(u, v) ⊂ δZ [i]. Soit x un élément de I(u, v). D'après la question 3-b, il
existe un couple d'entiers de Gauss (q, r) tel que : x = qδ + r, avec N(r) < N(δ).

Raisonnons par l'absurde et supposons que r 6= 0. Alors r est un élément de I(u, v) (puisque r = x−δq
et que x et δ sont dans I(u, v)), pour lequel : 0 < N(r) < N(δ). Ce qui contredit la minimalité de N(δ).
Par suite : r = 0. Donc : x = qδ, ce qui assure que x ∈ δZ [i]. D'où : I(u, v) ⊂ δZ [i].

D'après la règle de double inclusion : I(u, v) = δZ [i] .

Remarque : ce résultat permet de montrer que tout idéal de Z [i] est monogène ; on dit que l'anneau des
entiers de Gauss est principal. On peut observer que le résultat tient encore dans le cas où u et v sont
simultanément nuls, puisqu'alors : I(u, v) = 0Z [i] = {0}.

6) Notons que u ∈ I(u, v). D'après la question précédente, on a donc : u ∈ δZ [i]. Par suite, il existe un
entier de Gauss a tel que : u = δa. En particulier : δ|u. Le raisonnement s'appliquant également à v, on
peut conclure : δ|u et δ|v .

Soit w un entier de Gauss. Supposons que w|δ. Puisqu'en outre δ|u, la transitivité de la divisibilité permet
d'a�rmer que : w|u. On montre de façon analogue que w|v. Par suite : [w|δ] =⇒ [w|u ∧ w|v].

Réciproquement, supposons que w|u et w|v. Alors il existe deux entiers de Gauss a et b tels que : u = aw

et v = bw. De plus, δ ∈ δZ [i] donc d'après la question précédente, δ ∈ I(u, v) ; il existe donc deux entiers
de Gauss c et d tels que δ = cu + dv. Par suite : δ = caw + dbw d'où δ = w (ca+ db) donc : w|δ. En
résumé : [w|u ∧ w|v] =⇒ [w|δ].
Conclusion. [w|u ∧ w|v]⇐⇒ [w|δ] .

Partie III � Entiers de Gauss premiers entre eux

7) Supposons que z et z′ soient deux entiers de Gauss premiers entre eux. En reprenant les notations de
la partie précédente, on a donc δ = ±1 ou ±i.
Par ailleurs, puisque I(u, v) = δZ [i] et que δ ∈ δZ [i], il existe deux entiers de Gauss a et b tels que :
δ = au+ bv.
En multipliant cette dernière égalité par δ on obtient : a

(
δu
)
+ b

(
δv
)
= 1. Il reste à voir que δu et δv

sont deux entiers de Gauss, d'une part car l'anneau Z [i] est stable par conjugaison, et d'autre part car il
est stable par produit (le produit étant une loi de composition interne dans Z [i]).

En posant donc : z = δu et z′ = δv, on peut conclure :

Si u et v sont deux entiers de Gauss premiers entre eux, alors : ∃ (z, z′) ∈ Z [i]2 , uz + vz′ = 1 .

8) Soit w un entier de Gauss tel que u|vw. D'après la question précédente, il existe un couple (z, z′)

d'entiers de Gauss tel que : uz + vz′ = 1. D'où : uwz + vwz′ = w. Il est immédiat que u|uwz, et par
hypothèse on peut a�rmer que u|vwz′. Donc u divise la somme de ces deux entiers, c'est à dire : u|w.
Conclusion. Si u et v sont deux entiers de Gauss premiers entre eux, alors : [u|vw] =⇒ [u|w] .
Remarque : ce résultat est à mettre en parallèle avec le lemme de Gauss dans Z : �soient a, b et c trois
entiers. Si a|bc et a est premier avec b, alors a|c�.
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Partie IV � Entiers de Gauss irréductibles

9) Soit d un entier de Gauss, diviseur commun à u et v. Puisque d est en particulier un diviseur de u, et
que u est irréductible, on a : d = ±1 ou ±i ou ±u ou ±iu.
Supposons que : d = ±u ou ±iu. Alors ±u ou ±iu serait un diviseur de v (puisque d|v), ce qui impliquerait
u|v : contradiction. Par suite : d± 1 ou ±i ; u et v sont donc premiers entre eux.

Conclusion. Si u est un entier de Gauss irréductible, et si u ne divise pas v ∈ Z [i], alors u et v sont
premiers entre eux.

Remarque : énoncé à mettre en parallèle avec celui connu dans Z : �un nombre premier est premier avec
tout entier qu'il ne divise pas�.

10) Soit u un entier de Gauss irréductible, et soit v un entier de Gauss. Prouvons la propriété de l'énoncé
par disjonction des cas.

Si u|v : l'assertion est prouvée.

Si u ne divise pas v : d'après la question précédente, u et v sont premiers entre eux. D'après la question
7, il existe alors deux entiers de Gauss z et z′ tels que : uz + vz′ = 1. D'où : uwz + vwz′ = w. Il est alors
immédiat que u|uwz, et u|vwz′ (par hypothèse). Donc u|uwz + vwz′, soit : u|w.
Conclusion. Soient v et w dans Z [i]. Si u est un entier de Gauss irréductible, et si u|vw, alors u|v
ou u|w.

Remarque : énoncé à mettre en parallèle avec celui connu dans Z : �soient a et b deux entiers, et p un
nombre premier. Si p|ab, alors p|a ou p|b�.
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Chapitre 13

Calcul matriciel

Sauf mention explicite du contraire, n et p désignent dans ce chapitre deux entiers naturels non nuls, et
K = R ou C.

13.1 Les ensembles de matrices

13.1.1 Généralités

Définition 13.1 - Une matrice à n lignes et p colonnes à coe�cients dans K est une famille
(aij)i∈ [[1,n]]; j∈ [[1,p]] d'éléments de K.

L'ensemble de ces matrices est noté Mnp (K).

On peut se représenter une matrice A = (aij)i∈ [[1,n]]; j∈ [[1,p]] de Mnp (K) comme un tableau de scalaires à n
lignes et p colonnes :

A =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anp


Exemples et cas particuliers :

1/ A =

(
1 2 4

3 5 6

)
∈ M23 (K) ; B =


1 2

3 4

5 6

7 8

 ∈ M42 (K) ; et C =

 1 2 3

5 6 7

7 8 9

 ∈ M3 (K). 1

2/ La matrice nulle de Mnp (K) est celle dont tous les coe�cients sont nuls ; pour éviter les confusions,
elle est notée 0Mnp(K).

1. Lorsque n et p sont égaux, on notera Mn (K) plutôt que Mnn (K).
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3/ La matrice

(
1 0

0 1

)
est appeléematrice identité de M2 (K), et est notée I2. La matrice

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


est appelée matrice identité de M3 (K), et est notée I3. Plus généralement, la matrice identité de
Mn (K), notée In, est une matrice carrée à n lignes et n colonnes dont les coe�cients diagonaux sont
égaux à 1, et les autres sont nuls.

4/ Une matrice colonne (resp. ligne) est un élément de Mn,1 (K) (resp. M1,p (K)).

13.1.2 Opérations sur les matrices

Remarque. Jusqu'à la �n de ce chapitre, pour une matrice A ∈ Mnp (K), on notera A = (aij) plutôt que
A = (aij)i∈ [[1,n]], j∈ [[1,p]].

13.1.2.1 Somme de deux matrices de Mnp (K)

Définition 13.2 - Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de Mnp (K). On dé�nit la somme

des matrices A et B et on note A+B la matrice de Mnp (K) telle que :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]] × [[ 1, p ]], (A+B)ij = aij + bij

Exemple :

(
1 2 4

3 5 6

)
+

(
0 3 −1
2 1 −2

)
=

(
1 5 3

5 6 4

)
Propriété 13.1 - Soient A, B et C trois matrices quelconques de Mnp (K).

1/ LCI : A+B ∈ Mnp (K)

2/ Associativité : (A+B) + C = A+ (B + C)

3/ Elément neutre : A+ 0Mnp(K) = A = 0Mnp(K) + A

4/ Inverse : A+ (−A) = 0Mnp(K) = (−A) + A (en ayant noté (−A) = (−aij) ∈ Mnp (K))

5/ Commutativité : A+B = B + A

Preuve. Ces di�érentes propriétés proviennent soit de la dé�nition de l'addition dans Mnp (K) (pour la

première), soit de véri�cations immédiates provenant des propriétés de l'addition dans K.K
En d'autres termes :

Propriété 13.2 - (Mnp (K) ,+) est un groupe abélien.

Remarque : pour A ∈ Mnp (K), la matrice (−A) est appelée matrice opposée de A.
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13.1.2.2 Multiplication par un scalaire dans Mnp (K)

.
Définition 13.3 - Soient A = (aij) et λ ∈ K. On dé�nit la matrice λA comme la matrice de
Mnp (K) telle que :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]] × [[ 1, p ]], (λA)ij = λaij

Exemple : 3

(
1 2 4

3 5 6

)
=

(
3 6 12

9 15 18

)

Propriété 13.3 - Soient A et B dans Mnp (K), λ et µ dans K :

1/ λA ∈ Mnp (K)

2/ 1A = A ; 0A = 0Mnp(K) ; (−1)A = −A

3/ (λ+ µ)A = λA+ µA

4/ λ (µA) = (λµ)A

5/ λ (A+B) = λA+ λB

Preuve. De nouveau, ces di�érentes propriétés proviennent soit de la dé�nition de la multiplication par
un scalaire (pour la première), soit de véri�cations immédiates provenant des propriétés de la multiplication

dans K.K
Remarque (�pour l'avenir�) : les propriétés de la somme et de la multiplication par un scalaire évoquées
plus haut permettront d'a�rmer que Mnp (K) est un K-espace vectoriel.

ã Un mot sur les combinaisons linéaires. Si (Ak)k∈[[1;m]] est une famille d'éléments de Mnp (K),

une combinaison linéaire de ces matrices s'écrit
m∑
k=1

λkAk, les λk étant des scalaires quelconques. Par

exemple, toute matrice de M2,2 (K) s'écrit comme combinaison linéaire de quatre matrices (appelées ma-
trices élémentaires), explicitement :

(
a b

c d

)
= a

(
1 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

E11

+ b

(
0 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

E12

+ c

(
0 0

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

E21

+ d

(
0 0

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

E22

Dans cette situation, nous dirons un peu plus tard que la famille {E11, E12, E21, E22} est une base du
K-espace vectoriel M2 (K).
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13.1.2.3 Produit matriciel

Définition 13.4 - Soient A ∈ Mnp (K) et B ∈ Mpq (K).

On dé�nit la matrice produit A×B (ou AB) comme la matrice de Mnq (K) telle que :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]] × [[ 1, q ]], (AB)ij =

p∑
k=1

aikbkj

Remarque 1. Dans un sens qui sera rendu plus précis au second semestre, le coe�cient (AB)ij est le
produit scalaire de la i-ème ligne de A et de la j-ème colonne de B.

Remarque 2. Le produit de deux matrices A×B est dé�ni si et seulement si le nombres de colonnes de
A est égal au nombre de lignes de B. Explicitement, en posant :

A =

(
1 2 4

3 5 6

)
et B =

 1 1 0

0 −1 1

1 0 0


le produit AB est dé�ni tandis que le produit BA ne l'est pas !

Au passage d'ailleurs, on a : AB =

(
5 −1 2

9 −2 5

)
.

Il se peut encore que les produits AB et BA soient simultanément dé�nis, mais ne soient pas de même
format. Pour illustrer cette a�rmation, considérons les matrices :

A =
(
1 2 4

)
et B =

 1

0

1


Dans cette situation, les produits AB et BA existent, mais : AB ∈ M1(K) tandis que BA ∈ M3 (K).
Explicitement :

AB =
(
5
)

et BA =

 1 2 4

0 0 0

1 2 4


En résumé, dans un produit matriciel, il faut faire très attention à l'ordre ! ! !
Remarque 3. Lorsque le produit AB est dé�ni, la matrice AB hérite du nombre de lignes de A et

du nombre de colonnes de B.

Propriété 13.4 - (Propriétés du produit matriciel). Sous réserve que les produits suivants
soient dé�nis, on a :

1/ A (BC) = (AB)C (associativité)

2/ A (B + C) = AB + AC (distributivité par rapport à la somme)

3/ (λA)B = λ (AB) = A (λB) (compatibilité avec la multiplication par un scalaire)
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Preuve. Les preuves de ces propriétés reposent encore une fois sur des véri�cations triviales, mais lourdes
à écrire. Pour ne pas botter une nouvelle fois en touche, on donne ci-dessous la preuve de l'associativité
(les deux autres propriétés se démontrent de manière analogue, mais un peu plus �légère�).

Soient A ∈ Mnp (K), B ∈ Mpq (K), et C ∈ Mqr (K).

Dans ce contexte, le produit AB est dé�ni, et AB ∈ Mnq (K). Par suite, le produit (AB)C est dé�ni
(puisque le nombre de colonnes de (AB) est égal au nombre de lignes de C), et (AB)C ∈ Mnr (K).

De même, le produit BC est dé�ni, et BC ∈ Mpr (K). Par suite, le produit A(BC) est dé�ni (puisque le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de (BC)), et A(BC) ∈ Mnr (K).

Posons P = (AB)C et Q = A(BC), et montrons que P = Q (∈ Mnr (K)).

Soient i ∈ [[ 1, n ]] et j ∈ [[ 1, r ]] deux entiers arbitraires. On a d'une part :

Pij =

q∑
k=1

(AB)ik ckj =

q∑
k=1

p∑
m=1

aimbmkckj

Et d'autre part :

Qij =

p∑
k=1

aik (BC)kj =

p∑
k=1

aik

q∑
m=1

bkmcmj =

p∑
k=1

q∑
m=1

aikbkmcmj

Le changement d'indice �k ←→ m� permet de conclure que : Pij = Qij. En résumé, on a établi que :

(AB)C ∈ Mnr (K) et A(BC) ∈ Mnr (K), et : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]] × [[ 1, r ]], [(AB)C]ij = [A(BC)]ij

Ce qui prouve l'associativité du produit matriciel (encore une fois, sous réserve de dé�nition).K
Remarque.Attention ! ! ! Le produit matriciel n'est pas commutatif.

Un type d'exemple-classique à connaître pour illustrer cette a�rmation : on pose

A =

(
1 0

0 2

)
et B =

(
0 1

0 0

)

On a alors :

AB =

(
0 1

0 0

)
tandis que BA =

(
0 2

0 0

)

La raison pour laquelle cette situation est classique est que la matrice A est diagonale avec des coe�cients
distincts sur la diagonale, et que les seules matrices M ∈ M2 (K) commutant avec A (càd telles que
AM =MA) sont les matrices diagonales (comme nous le verrons un peu plus tard).
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13.1.2.4 Transposée d'une matrice

Définition 13.5 - Soit A ∈ Mnp (K). La transposée de A, notée tA est la matrice de Mpn (K)

dé�nie en posant : ∀ i ∈[[ 1; p ]], ∀ j ∈[[ 1;n ]], (tA)ij = Aji.

Informellement, la transposée de A est obtenue en �écrivant en colonnes les lignes de A�.

Exemple. En posant A =

(
1 2 4

3 5 6

)
, on a : tA =

 1 3

2 5

4 6

.

Propriété 13.5 -

1/ ∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (A,B) ∈ Mnp (K)2 , t (λA+ µB) = λ tA+ µ tB (linéarité)

2/ ∀A ∈ Mnp (K) , t (tA) = A

3/ ∀A ∈ Mnp (K) , ∀B ∈ Mpq (K) (K) , t (AB) = tB tA.

Preuve. Les preuves des points 1 et 2 sont immédiates.

Etablissons le point 3. Soient A ∈ Mnp (K) et B ∈ Mpq (K). Le produit AB est bien dé�ni, et appartient
à Mnq (K). De même, le produit tB tA est dé�ni, et appartient à Mqn (K).

Soient i ∈ [[ 1, q ]] et j ∈ [[ 1, n ]] deux entiers arbitraires. On a d'une part :

[t (AB)]ij = (AB)ji =

p∑
k=1

ajkbki

Et d'autre part :

(tB tA)ij =

p∑
k=1

(
tB
)
ik

(
tA
)
kj

=

p∑
k=1

bkiajk

D'où : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, q ]] × [[ 1, n ]], [t (AB)]ij = (tB tA)ij.

Ce qui prouve que : t (AB) = tB tA (égalité à lire dans Mqn (K)).K

13.2 Matrices carrées

13.2.1 Généralités

Définition 13.6 - Une matrice est carrée lorsqu'elle a autant de lignes que de colonnes (�n = p′′).

Le groupe abélien des matrices carrées à n lignes et n colonnes (de taille n) à coe�cients dans K est
noté Mn (K) (plutôt que Mn,n (K)).
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Définition 13.7 - La matrice identité de Mn (K), notée In, est la matrice n'ayant que des 1 sur
sa diagonale, des 0 partout ailleurs. Plus précisément :

∀ (i, j) ∈ ([[ 1;n ]])2 , (In)ij = 1 si i = j, et 0 sinon.

Notation. Pour faire plus court, on peut réécrire la dé�nition précédente en utilisant le symbole de

Kronecker :

∀ (i, j) ∈ ([[ 1;n ]])2 , (In)ij = δij

Le symbole de Kronecker δij est précisément dé�ni comme l'entier égal à 1 lorsque i = j, nul sinon.

Propriété 13.6 - La matrice In est l'élément neutre pour la multiplication dans Mn (K), càd :

∀ A ∈ Mn (K) , AIn = InA = A

Preuve. Soient n un entier naturel non nul, et A = (aij) une matrice de Mn (K).

Notons P = (pij) la matrice produit A× In. On rappelle que ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, (In)ij = δij.

Soient i et j deux entiers de [[ 1, n ]]. On a : Pij =
n∑
k=1

aik (In)kj.

Or (In)kj = 0 pour k 6= j, et (In)jj = 1. Il s'ensuit que : Pij = aij.

En résumé : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, Pij = aij. Donc P = A, et donc : A× In = A .

�Din l'aut'sinse� : notons Q = (qij) la matrice produit In × A.

Soient i et j deux entiers de [[ 1, n ]]. On a : Qij =
n∑
k=1

(In)ik akj.

Or (In)ik = 0 pour k 6= i, et (In)ii = 1. Il s'ensuit que : Qij = aij.

En résumé : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, Qij = aij. Donc Q = A, et donc : In × A = A .K

Corollaire 13.1 - La matrice In, et plus généralement la matrice λIn (λ ∈ K) commutent avec
toute matrice de Mn (K), dans le sens où :

∀λ ∈ K, ∀ A ∈ Mn (K) , A (λIn) = (λIn)A = λA

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la propriété précédente.K
Propriété 13.7 - (Mn (K) ,+,×) est un anneau (non commutatif et non intègre pour
n > 2).

Preuve. On a déjà établi que (Mn (K) ,+,×) est un groupe abélien. En outre, la multiplication dans
Mn (K) est distributive par rapport à l'addition (voir propriété 13.4 page 304) ; et elle possède un élément
neutre, qui est In d'après une récente propriété.

Il reste à véri�er que pour toute matrice A ∈ Mn (K), on a : 0Mn(K)A = 0Mn(K) = A0Mn(K), ce qui est une
démonstration encore plus facile qu'inintéressante, à moins que ce ne soit le contraire.
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On en déduit que (Mn (K) ,+,×) est un anneau.

Finalement, il est plus intéressant de s'intéresser aux �anti-propriétés� de l'énoncé : l'anneau Mn (K) n'est
ni commutatif, ni intègre (pour n > 2). Considérons pour illustrer ces a�rmations les matrices suivantes :

A =

(
1 0

0 0

)
et B =

(
0 1

0 0

)

On a alors :

A 6= 0M2(K) ; B 6= 0M2(K) ; AB =

(
0 1

0 0

)
; BA =

(
0 0

0 0

)

On peut en conclure que M2 (K) n'est ni commutatif (AB 6= BA), ni intègre (BA = 0M2(K) avec A et B non

nulles). Cet exemple se généralise à Mn (K) avec n > 2 (il su�t de rajouter su�samment de zéros !).K

On achève ce paragraphe en insistant une dernière fois sur les dangers du produit matriciel.

ATTENTION

Pour deux matrices A et B carrées (et de même taille) :

AB 6= BA (en général)

On peut avoir A 6= 0, B 6= 0 mais AB = 0

On peut avoir AB = 0 et BA 6= 0

Voir plus haut pour des illustrations de chaque situation.

Conséquences : les simpli�cations sont interdites (AC = BC n'implique

pas A = B), et les identités remarquables ne sont plus valides en général

((A +B)2 = A2 + AB +BA +B2).
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13.2.2 (Quelques) sous-anneaux remarquables de Mn (K)

Définition 13.8 - Une matrice carrée est diagonale lorsque tous ses coe�cients sont nuls en
dehors de la diagonale.

Explicitement, une matrice diagonale est une matrice D ∈ Mn (K) (pour un certain entier naturel n
non nul) telle que :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, [i 6= j] =⇒ [dij = 0]

Exemples. Dans Mn (K), la matrice nulle et la matrice identité sont diagonales.

Dans M3 (K), les matrices

 2 0 0

0 −1 0

0 0 3

 et

 0 0 0

0 1 0

0 0 0

 sont diagonales.

Définition 13.9 - Une matrice carrée D est scalaire s'il existe un scalaire λ tel que D = λIn.
Explicitement, une matrice scalaire est une matrice D ∈ Mn (K) (pour un certain entier naturel n non
nul) telle que :

∃λ ∈ K, ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, dij = λδij

Notation. Si λ1,. . . , λn désignent n scalaires, on notera diag (λ1, . . . , λn) la matrice diagonale de Mn (K)

ayant pour coe�cients diagonaux les λi.

Explicitement : diag (λ1, . . . , λn) =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn



Avec cette notation, une matrice scalaire est donc de la forme : diag (λ, . . . , λ) =


λ 0 · · · 0

0 λ · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λ


Définition 13.10 - Une matrice carrée A ∈ Mn (K) est triangulaire supérieure (resp.
triangulaire inférieure) lorsque :

∀ (i, j) ∈ [[ 1;n ]]2, (i > j)⇒ (aij) = 0 (resp. (i < j)⇒ (aij) = 0)

Exemples. Informellement, une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est une matrice carrée
dont tous les coe�cients situés strictement en-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale sont nuls.

Dans M3 (K), les matrices :

 2 0 0

0 −1 0

0 0 3

,

 2 1 4

0 −1 2

0 0 3

,

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 sont triangulaires supérieures.
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Dans M3 (K), les matrices :

 2 0 0

0 −1 0

0 0 3

,

 2 0 0

4 −1 0

7 2 3

,

 0 0 0

−1 0 0

0 1 0

 sont triangulaires inférieures.

La matrice identité In et la matrice nulle 0Mn(K) sont des matrices triangulaires supérieures et inférieures.

Plus généralement, toute matrice diagonale est une matrice triangulaire supérieure et inférieure.

En�n, en général, une matrice triangulaire supérieure s'écrit :


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann



Tandis qu'une matrice triangulaire inférieure s'écrit :


a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · an


Notations : notons Dn (K), T+

n (K) et T−
n (K) les ensembles des matrices diagonales, triangulaires supé-

rieures et triangulaires inférieures de Mn (K) respectivement.

On peut observer que : T+
n (K) ∩ T−

n (K) = Dn (K) . 2

Propriété 13.8 - (Dn (K) ,+,×),
(
T+
n (K) ,+,×

)
et
(
T−
n (K) ,+,×

)
sont des sous-anneaux de

(Mn (K) ,+,×).

En outre, l'anneau (Dn (K) ,+,×) est commutatif pour tout n ∈ N∗.

En�n, pour n > 2, aucun de ces anneaux n'est intègre, et les anneaux T+
n (K) et T−

n (K) ne sont pas
commutatifs.

Preuve. Montrons que T+
n (K) est un sous-anneau de Mn (K). En premier lieu, il s'agit de véri-

�er que (T+
n (K) ,+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+), ce qui passe par quatre véri�cations

immédiates :

(SG1) : T+
n (K) ⊂ Mn (K) (par dé�nition)

(SG2) : T+
n (K) est stable par somme (véri�cation aisée)

(SG3) : 0Mn(K) ∈ T+
n (K) (idem)

(SG4) : l'opposée d'une matrice de T+
n (K) est encore dans T+

n (K) (idem).

Ainsi (T+
n (K) ,+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+).

Pour achever la preuve de la propriété concernant T+
n (K), il su�t d'observer que In ∈ T+

n (K), et que
T+
n (K) est stable par produit, ce qui est le seul point non trivial de cette série de véri�cations.

Soient donc A = (aij) et B = (bij) deux matrices triangulaires supérieures de Mn (K). Par dé�nition (de
T+
n (K)), on a :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, (i > j) =⇒ (aij = 0 ∧ bij = 0) (♠)

Notons P = A×B. Soient i et j deux entiers de [[ 1, n ]], avec i > j (♣).

On a : Pij =
n∑
k=1

aikbkj =
i−1∑
k=1

aikbkj +
n∑
k=i

aikbkj.

2. Petit exercice.
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Dans la somme :
i−1∑
k=1

aikbkj on a k < i, donc aik = 0 (d'après (♠)). Ainsi :
i−1∑
k=1

aikbkj = 0.

Dans la somme :
n∑
k=i

aikbkj on a k > i d'où k > j (d'après (♣)), donc bkj = 0 (d'après (♠)). Ainsi :

n∑
k=i

aikbkj = 0.

Finalement Pij = 0. En résumé, on a établi que : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, (i > j) =⇒ (Pij = 0) ; ce qui signi�e
exactement que P ∈ T+

n (K).

Conclusion : ∀ (A,B) ∈ T+
n (K)2 , A× B ∈ T+

n (K) (la matrice produit de deux matrices triangu-
laires supérieures est une matrice triangulaire supérieure).

Synthèse. On déduit de ce qui précède que
(
T+
n (K) ,+,×

)
est un sous-anneau de (Mn (K) ,+,×).

Ceci établi, on démontre de façon analogue que les matrices triangulaires inférieures dans Mn (K) consti-
tuent un sous-anneau de Mn (K) ; il su�t essentiellement de modi�er ce qui doit l'être dans la preuve de
la stabilité par produit. Ainsi :(
T−
n (K) ,+,×

)
est un sous-anneau de (Mn (K) ,+,×).

Montrons que Dn (K) est un sous-anneau de Mn (K). De nouveau, il s'agit de véri�er que (Dn (K) ,+)

est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+), ce qui re-passe par quatre véri�cations immédiates 3 :

(SG1) : Dn (K) ⊂ Mn (K) (par dé�nition)

(SG2) : Dn (K) est stable par somme (véri�cation aisée)

(SG3) : 0Mn(K) ∈ Dn (K) (idem)
(SG4) : l'opposée d'une matrice de Dn (K) est encore dans Dn (K) (idem).

Ainsi (Dn (K) ,+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+).

Pour achever la preuve de la propriété concernant Dn (K), il su�t d'observer que In ∈ Dn (K), et que
Dn (K) est stable par produit. Etablissons ce dernier point.

Soient D et D′ deux matrices dans Dn (K). Par dé�nition, il existe (2n) scalaires α1, β1,. . . , αn, βn tels
que D = diag(α1, . . . , αn) et D′ = diag(β1, . . . , βn).

Notons leur produit : P = DD′.

Puisque les matrices D et D′ sont toutes deux triangulaires supérieures et inférieures, leur produit est une
matrice triangulaire supérieure et inférieure, càd une matrice diagonale.
Ainsi : ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, (i 6= j) =⇒ (Pij = 0).

Il reste donc à calculer les coe�cients diagonaux de la matrice P . Soit i un entier quelconque dans [[ 1, n ]].
On a :

Pii =
n∑
k=1

dik︸︷︷︸
=αiδik

{d′}ki︸ ︷︷ ︸
=βiδik

= αiβi

3. Ou par l'utilisation de ce qui précède, et du fait que T+
n (K) ∩ T−

n (K) = Dn (K).
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On en déduit �nalement que :

diag(α1, . . . , αn)× diag(β1, . . . , βn) = diag(α1β1, . . . , αnβn) (♭)

Ce résultat permet de faire d'une pierre deux coups, dans le sens où il permet d'abord de conclure que le
produit de deux matrices diagonales (dans Mn (K)) est encore une matrice diagonale. D'où, d'après ce qui
précède :

(Dn (K) ,+,×) est un sous-anneau de (Mn (K) ,+,×).

En outre, il découle de la formule (♭) que la multiplication est commutative dans Dn (K). Ainsi :

(Dn (K) ,+,×) est un anneau commutatif.

ä Pour �nir, il reste à véri�er les �anti-propriétés� de l'énoncé, à savoir que pour n > 2, les anneaux
Dn (K), T+

n (K) et T−
n (K) ne sont pas intègres. A cette �n, il su�t de considérer les matrices :

A = diag(1, 0, . . . , 0) et B = In − A = diag(0, 1, 1, . . . , 1)

On a alors A ∈ Dn (K) (donc A ∈ T+
n (K) et A ∈ T−

n (K)) ; B ∈ Dn (K) (donc B ∈ T+
n (K) et B ∈

T−
n (K)) ; A et B sont non nulles, mais AB = 0Mn(K). On en déduit que les anneaux Dn (K), T+

n (K) et
T−
n (K) ne sont pas intègres.

On renvoie en�n à la preuve de la non-commutativité de Mn (K) pour un exemple permettant d'a�rmer

que les anneaux T+
n (K) et T−

n (K) ne sont pas commutatifs dès que n > 2 (voir page 308).K
Remarques. Il résulte en particulier de cette propriété que le produit de deux matrices triangulaires
supérieures (ou inférieures) est une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure). Et c'est un bon petit
exercice de savoir retrouver la démonstration de cette a�rmation.

Il résulte également de la propriété précédente que l'ensemble des matrices diagonales Dn (K) est un
anneau (muni de l'addition et de la multiplication), tout comme T+

n (K) et T−
n (K). On peut donc parler

de l'anneau Dn (K) des matrices diagonales, de l'anneau T+
n (K) des matrices triangulaires

supérieures et de l'anneau T−
n (K) des matrices triangulaires inférieures.

Pour en �nir avec ces remarques, l'ensemble des matrices scalaires de Mn (K) (muni de l'addition et de
la multiplication) est un sous-anneau de l'anneau Dn (K) des matrices diagonales ; il est commutatif (sans
surprise puisque Dn (K) l'est) et intègre (trivial).

ä Outre le fait d'être stable par somme et par produit, l'ensemble des matrices diagonales (ou triangulaires)
est également stable par multiplication par un scalaire, et donc par combinaison linéaire. Cette remarque
est formalisée par l'énoncé suivant.

Propriété 13.9 - Soient A et B deux matrices de Dn (K) (resp. T+
n (K), resp. T−

n (K)). Alors :

∀ (λ, µ) ∈ K2, (λA+ µB) ∈ Dn (K) (resp. T+
n (K), resp. T−

n (K))

Preuve. Puisque l'on a déjà établi que Dn (K) (resp. T+
n (K), resp. T−

n (K)) est stable par somme, il
su�t de véri�er que pour toute matrice A ∈ Dn (K) (resp. T+

n (K), resp. T−
n (K)), et pour tout scalaire

λ, la matrice (λA) est encore dans Dn (K) (resp. T+
n (K), resp. T−

n (K)), ce qui est une véri�cation sans

di�culté. K
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Remarque (�pour l'avenir�) : les propriétés de la somme et de la multiplication par un scalaire évoquées
plus haut permettront d'a�rmer que Dn (K), T+

n (K) et T−
n (K) sont des K-espaces vectoriels, et plus

précisément que ce sont des sous-espaces vectoriels de Mn (K).

13.2.3 Commutant d'une matrice carrée

Définition 13.11 - Soit A ∈ Mn (K) une matrice carrée. On appelle commutant de la matrice
A et on note COM(A) l'ensemble des matrices B ∈ Mn (K) qui commutent avec A, càd telles que
AB = BA. Explicitement :

COM(A) = {B ∈ Mn (K) /AB = BA}

Exemple 1. Puisque toute matrice de Mn (K) commute avec la matrice identité, on a : COM (In) = Mn (K).
Dans le même registre, on a aussi : COM

(
0Mn(K)

)
= Mn (K).

Exemple 2. Pour généraliser l'exemple 1, notons que pour tout scalaire λ, on a : COM (λIn) = Mn (K).

Exemple 3 (exercice). On pose : A = diag(1, 2, 3) ∈ M3 (K). On a : COM(A) = D3(K).

Exemple 4. La situation de l'exemple précédent peut être généralisée de la façon suivante.

Exercice classique � Soient n un entier > 2, et soient λ1,. . . , λn n scalaires deux à deux distincts.
Le commutant de D = diag (λ1, . . . , λn) est l'ensemble des matrices diagonales de Mn (K).

Preuve. Soient λ1,. . . , λn n scalaires distincts. Notons D = diag (λ1, . . . , λn).

Une matrice M = (mij)16i,j6n est dans le commutant de D si et seulement si MD = DM .

Or : MD = DM ⇐⇒ ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, (MD)ij = (DM)ij

⇐⇒ ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2,
n∑
k=1

mikdkj =
n∑
k=1

dikmkj

⇐⇒ ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, mijdjj = diimij

⇐⇒ ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, mijλj = λimij

⇐⇒ ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, (λj − λi)mij = 0

D'où, puisque l'on a supposé les λi distincts : ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, i 6= j =⇒ mij = 0

On en déduit que les matrices M commutant avec D sont celles dont tous les coe�cients situés en dehors
de la diagonale (i 6= j) sont nuls ; en d'autres termes, ce sont exactement les matrices diagonales de Mn (K).

Conclusion : le commutant de D est l'ensemble des matrices diagonales de Mn (K) . K

Propriété 13.10 - Pour toute A ∈ Mn (K), (COM(A),+,×) est un sous-anneau de (Mn (K) ,+,×).

En outre : ∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (B,C) ∈ COM(A)2, (λB + µC) ∈ COM(A)

Preuve. Montrons que COM(A) est un sous-anneau de Mn (K). En premier lieu, il s'agit de vé-
ri�er que (COM(A),+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+), ce qui passe par quatre véri�cations
aisées :

(SG1) : COM(A) ⊂ Mn (K) (par dé�nition)
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(SG2) : COM(A) est stable par somme. Soient en e�et B et C deux matrices de COM(A). On a :

(B + C)A = BA+ CA = AB + AC = A(B + C)

La deuxième égalité provenant de l'hypothèse suivant laquelle B et C appartiennent au commutant de A ;
les autres égalités provenant des propriétés du produit matriciel dans Mn (K).

(SG3) : 0Mn(K) ∈ COM(A) (trivial)
(SG4) : l'opposée d'une matrice de COM(A) est encore dans COM(A). En e�et, si B est dans COM(A)

alors :

(−B)× A = −(BA) = −(AB) = A× (−B) Ce qui signi�e que : (−B) ∈ COM(A).

Ainsi (COM(A),+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+).

Pour achever la preuve de la propriété, il reste à observer que In ∈ COM(A) (puisque la matrice identité
commute avec �tout le monde�), et que COM(A) est stable par produit, ce que l'on prouve ci-dessous.

Soient donc B et C deux matrices de COM(A). Par dé�nition (de COM(A)), et en utilisant à plein régime
l'associativité du produit dans Mn (K), on a :

(BC)A = B(CA) = B(AC) = (BA)C = (AB)C = A(BC) Ce qui signi�e que : (BC) ∈ COM(A).

Conclusion : ∀ (B,C) ∈ COM(A)2, B × C ∈ COM(A).

Synthèse. On déduit de ce qui précède que (COM(A),+,×) est un sous-anneau de (Mn (K) ,+,×).

La véri�cation de la dernière partie de la propriété (stabilité de COM(A) par combinaison linéaire) est

aisée (et laissée en exercice). K
Remarque (�pour l'avenir�) : les propriétés de la somme et de la multiplication par un scalaire évoquées
plus haut permettront d'a�rmer que COM(A) est un K-espace vectoriel, et plus précisément que c'est
un sous-espace vectoriel de Mn (K).

13.2.4 Puissances d'une matrice carrée, et matrices carrées nilpotentes

Définition 13.12 - (Puissances d'une matrice carrée). Soit A ∈ Mn (K), et soit N un entier
naturel. On dé�nit la matrice AN en posant :

A0 = In, et pour tout N ∈ N∗, AN = A× AN−1

Enfonçons trois portes ouvertes :

Propriété 13.11 - ∀N ∈ N, INn = In

Propriété 13.12 - ∀ A ∈ Mn (K) , ∀ (N,M) ∈ N2, AN × AM = AN+M = AM × AN

Propriété 13.13 - ∀ N ∈ N, [diag (λ1, . . . , λn)]N = diag
(
λN1 , . . . , λ

N
n

)
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Les preuves de ces trois dernières propriétés reposent sur des récurrences aisées.

Exemple 1 - Exercice classique. Calculer An pour tout n ∈ N avec A =

(
1 α

0 1

)
où α est un scalaire

quelconque.

On peut commencer par calculer les premières puissances de A, dans l'idée de conjecturer l'expression de
An.

On a : A0 =

(
1 0

0 1

)
; A =

(
1 α

0 1

)
; A2 =

(
1 2α

0 1

)
; A3 =

(
1 3α

0 1

)
A ce stade du raisonnement, on se propose donc de noter pour tout n entier naturel P(n) l'assertion :

�An =

(
1 nα

0 1

)
�.

Démontrons que P(n) est vraie pour tout entier naturel n par récurrence sur n. Il est immédiat que P(0)
est vraie, ce qui fournit l'initialisation de notre raisonnement.

Passons à l'hérédité : supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

An+1 = A× An =

(
1 α

0 1

)(
1 nα

0 1

)
=

(
1 nα + α

0 1

)
=

(
1 (n+ 1)α

0 1

)
On en déduit que P(n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité de la propriété.

Il s'ensuit que : ∀n ∈ N,
(

1 α

0 1

)n
=

(
1 nα

0 1

)
.

Exemple 2 - Exercice classique. Calculer A (θ)n pour tout n ∈ N avec A (θ) =

(
cos (θ) − sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

)
où θ désigne un réel quelconque.

L'idée ici est de faire une observation qui sera justi�ée par la suite du cours de cette année 4 :

∀ (θ, φ) ∈ R2, A(θ)A(φ) = A(θ + φ) (♠)

En e�et, pour tout couple de réels θ et φ on a :

A(θ)A(φ) =

(
cos (θ) − sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

)(
cos (φ) − sin (φ)

sin (φ) cos (φ)

)

=

(
cos (θ) cos (φ)− sin (θ) sin (φ) − cos (θ) sin (φ)− sin (θ) cos (φ)

cos (θ) sin (φ) + sin (θ) cos (φ) cos (θ) cos (φ)− sin (θ) sin (φ)

)
En reconnaissant les formules d'addition pour le cosinus et le sinus, on en déduit que :

∀ (θ, φ) ∈ R2, A(θ)A(φ) =

(
cos (θ + φ) − sin (θ + φ)

sin (θ + φ) cos (θ + φ)

)

4. Plus précisément, par l'interprétation géométrique que nous ferons de la matrice A(θ).
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Ce qui établit la formule (♠).

Cet outil en poche, on véri�e (encore à l'aide d'une récurrence facile) que :

∀ θ ∈ R, ∀n ∈ N, [A(θ)]n = A (nθ)

Autrement écrit : ∀ θ ∈ R, ∀n ∈ N,
(

cos (θ) − sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

)n
=

(
cos (nθ) − sin (nθ)

sin (nθ) cos (nθ)

)
Exemple 3. Le petit jeu des deux exemples précédents, qui consiste �nalement à conjecturer l'expression
de An, puis à démontrer cette conjecture par récurrence, trouve assez vite ses limites. Grossièrement, elle
fonctionne bien pour des matrices carrées (évidemment) de taille 2, mais devient plus pénible à mettre en
÷uvre, voire carrément inextricable pour de �plus grandes� matrices.

Explicitement, il faut un peu de courage pour calculer les puissances de A avec : A =

 2 1 1

0 2 1

0 0 2

.

Exemple 4. Comme dans l'exemple précédent, il faut cette fois-ci beaucoup de courage pour tenter de

conjecturer l'expression de An avec A =

 0 3/4 0

3/4 0 1

1/4 1/4 0

.

Nous verrons d'ici la �n de ce chapitre deux nouvelles méthodes pour calculer les puissances d'une matrice
carrée, qui fourniront les réponses aux exemples 3 et 4.

La notion introduite ci-dessous est un premier pas pour y parvenir.

Définition 13.13 - Une matrice carrée N ∈ Mn (K) est nilpotente s'il existe un entier naturel
m tel que Nm = 0Mn(K).

Remarque. Cette dé�nition n'est pas nouvelle, puisque c'est la traduction dans l'anneau Mn (K) de la
dé�nition plus générale d'élément nilpotent dans un anneau quelconque énoncée dans le chapitre précédent.

Exemples. Les matrices de la forme

(
0 a

0 0

)
dans M2 (K) et

 0 a b

0 0 c

0 0 0

 dans M3 (K) sont nilpotentes

(preuves laissées en exercice).

Plus généralement d'ailleurs :

Propriété 13.14 - Dans Mn (K), toute matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) ayant une
diagonale nulle est nilpotente.

Preuve. Voir au second semestre, chapitres d'algèbre linéaire. K
Propriété 13.15 - (Formule du binôme de Newton dans Mn (K)). Soient A et B dans
Mn (K), telles que AB = BA, et soit N ∈ N. Alors :

(A+B)N =
N∑
k=0

(
N

k

)
AkBN−k =

N∑
k=0

(
N

k

)
AN−kBk
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Preuve. C'est un cas particulier d'une formule démontrée plus généralement dans le cadre d'un anneau

quelconque (voir propriété 12.7, page 284). K

Application pratique importante. Calcul des puissances d'une matrice A se décomposant comme :
A = λIn +N , avec λ ∈ K et N matrice nilpotente.

Exemple. On reprend la situation de l'exemple 3, page 316, avec : A =

 2 1 1

0 2 1

0 0 2

.

Observons que : A = 2I3 +B avec B =

 0 1 1

0 0 1

0 0 0

.

ä On a : B2 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 et B3 = 0M3(K). Ainsi : ∀ k ∈ N, (k > 3) =⇒
(
Bk = 0M3(K)

)
(♠). 5

ä On a : (2I3) × B = B × (2I3) (♣). En e�et, toute matrice de la forme (λ I3) 6 commute avec toute
matrice de M3 (K).

ä Soit N un entier naturel. On a : AN = (2I3 +B)N . Grâce à (♣), on peut utiliser la formule du binôme
de Newton pour écrire :

AN =
N∑
k=0

(
N

k

)
Bk (2I3)

n−k =
N∑
k=0

(
N

k

)
2N−kBk

D'après (♠), on a encore :

AN =
2∑

k=0

(
N

k

)
2N−kBk = 2N B0︸︷︷︸

=I3

+N2N−1B +
N(N − 1)

2
2N−2B2

Explicitement :

AN =

 2N 0 0

0 2N 0

0 0 2N

+

 0 N2N−1 N2N−1

0 0 N2N−1

0 0 0

+

 0 0 N(N − 1)2N−3

0 0 0

0 0 0


D'où �nalement :

∀N ∈ N, AN =

 2N N2N−1 N (N + 3) 2N−3

0 2N N2N−1

0 0 2N



5. Ainsi la matrice B est nilpotente.
6. Une telle matrice est appelée matrice scalaire.
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13.2.5 Matrices symétriques et antisymétriques

Dans tout ce paragraphe, on ne considère de nouveau que des matrices carrées.

Définition 13.14 - Une matrice carrée A de Mn (K) est symétrique (resp. antisymétrique)
lorsque

tA = A (resp. tA = −A)

Notations. Dans ce chapitre, nous conviendrons de noter Sn (K) et An (K) les ensembles des matrices de
Mn (K) symétriques et antisymétriques respectivement, càd :

Sn (K) = {A ∈ Mn (K) / tA = A} et An (K) = {A ∈ Mn (K) / tA = −A}

Exemples.

1/ La matrice nulle 0Mn(K) est symétrique et antisymétrique.

2/ La matrice identité In est symétrique, mais pas antisymétrique.

3/ La matrice

 1 2 3

2 0 4

3 4 5

 est symétrique mais pas antisymétrique.

4/ La matrice

 0 2 3

−2 0 4

−3 −4 0

 est antisymétrique mais pas symétrique.

5/ La matrice

 1 2 3

−2 0 4

−3 −4 5

 n'est ni symétrique ni antisymétrique.

6/ La matrice

(
cos (θ) − sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

)
est symétrique (resp. antisymétrique) si θ = 0 [π] (resp. θ =

π

2
[π]) ;

ni symétrique ni antisymétrique lorsque θ 6= 0
[π
2

]
.
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Propriété 13.16 - (Propriétés des matrices symétriques et antisymétriques).

1/ (Sn (K) ,+) et (An (K) ,+) sont des sous-groupes de (Mn (K) ,+).

2/ Sn (K) est stable par combinaison linéaire, càd :

∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (A,B) ∈ Sn (K)2 , (λA+ µB) ∈ Sn (K)

3/ An (K) est stable par combinaison linéaire, càd :

∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (A,B) ∈ An (K)2 , (λA+ µB) ∈ An (K)

4/ Une matrice antisymétrique ne comporte que des zéros sur sa diagonale.

5/ La matrice nulle 0Mn(K) est la seule matrice de Mn (K) simultanément symétrique et antisymétrique,
càd :

Sn (K) ∩ An (K) =
{
0Mn(K)

}
Preuve. 1/ Montrons que (Sn (K) ,+) est un sous-groupe de (Mn (K) ,+).

(SG1) : Sn (K) ⊂ Mn (K) (par dé�nition)

(SG2) : Sn (K) est stable par somme. En e�et, si A et B sont deux matrices symétriques, alors 7 :

t (A+B) = tA+ tB = A+B D'où : (A+B) ∈ Sn (K).

(SG3) : 0Mn(K) ∈ Sn (K) car t0Mn(K) = 0Mn(K) ( ! ! !)

(SG4) : l'opposée d'une matrice de Sn (K) est encore dans Sn (K), puisque si A ∈ Sn (K), on a

t(−A) = − tA = −A D'où : (−A) ∈ Sn (K).

Ainsi (Sn (K) ,+) est un sous-groupe abélien de (Mn (K) ,+).

La démonstration est analogue pour An (K) (il su�t de rajouter des signes �-� aux places idoines).

2/ Puisqu'on a déjà établi que Sn (K) est stable par somme, il su�t de véri�er que Sn (K) est stable par
multiplication par un scalaire pour conclure. Considérons donc A ∈ Sn (K) et λ ∈ K. On a (encore une
fois par linéarité de la transposée) :

t (λA) = λ tA = λA D'où : (λA) ∈ Sn (K).

On en déduit, avec le point 1, que : ∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (A,B) ∈ Sn (K)2 , (λA+ µB) ∈ Sn (K).

3/ Puisqu'on a déjà établi que An (K) est stable par somme, il su�t de véri�er que An (K) est stable par
multiplication par un scalaire pour conclure. Considérons donc A ∈ An (K) et λ ∈ K. On a :

t (λA) = λ tA = λ(−A) = −λA D'où : (λA) ∈ An (K).

7. Par linéarité de la transposée, voir propriété 13.5 page 306.
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On en déduit, avec le point 1, que : ∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (A,B) ∈ An (K)2 , (λA+ µB) ∈ An (K).

4/ Soit A ∈ An (K) une matrice antisymétrique (on a donc tA = −A). Soit i un entier dans [[ 1, n ]]. On
a :

(tA)ii = aii (par dé�nition de transposée) et (tA)ii = −aii (par hypothèse)

D'où : [∀ i ∈ [[ 1, n ]], aii = −aii] =⇒ [∀ i ∈ [[ 1, n ]], aii = 0]

On a ainsi établi que : [A ∈ An (K)] =⇒ [La diagonale de A est nulle].

5/ Soit A ∈ Mn (K). On a :

[A ∈ Sn (K) ∩ An (K)]⇐⇒ [tA = A ∧ tA = −A]⇐⇒ [A = −A]⇐⇒
[
A = 0Mn(K)

]
D'où : Sn (K) ∩ An (K) =

{
0Mn(K)

}
. K

Remarque (�pour l'avenir�) : les points 1 et 2 de la propriété énoncée plus haut permettront d'a�rmer
que Sn (K) et An (K) sont des sous-espaces vectoriels de Mn (K).

�Anti-propriété� : il n'est pas vrai en général que le produit de deux matrices symétriques est encore
une matrice symétrique. Considérons par exemple les matrices :

A =

(
1 0

0 2

)
et B =

(
0 1

1 0

)

Il est clair que A et B sont symétriques. En revanche :

AB =

(
1 0

0 2

)(
0 1

1 0

)
=

(
0 1

2 0

)

AB n'est donc pas symétrique.

Tout le malheur dans cet exemple provient encore une fois de la non commutativité du produit matriciel.
Explicitement, lorsque A et B sont symétriques, on a :

t (AB) = tB tA = BA

Mais on ne peut conclure que AB est symétrique que si BA = AB, càd seulement si A et B commutent.

Il est donc correct d'a�rmer que le produit de deux matrices symétriques qui commutent est une matrice
symétrique.

Les mêmes remarques peuvent être adaptées aux matrices antisymétriques.
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Théorème 13.1 - (Décomposition �Symétrique + Antisymétrique�). Toute matrice de
Mn (K) s'écrit de manière unique (à l'ordre des facteurs près) comme somme d'une matrice symétrique
et d'une matrice antisymétrique. Formellement :

∀M ∈ Mn (K) , ∃! (S,A) ∈ Sn (K)× An (K) , M = S + A

Explicitement : S =
1

2

(
M + tM

)
et A =

1

2

(
M − tM

)
.

Preuve. On raisonne par analyse-synthèse. Soit M ∈ Mn (K).

ä Analyse : supposons qu'il existe une matrice symétrique S et une matrice antisymétrique A telles que :
M = S + A.

Alors : tM = tS + tA. Or par hypothèse tS = S et tA = −A. On a donc : tM = S − A.

Il s'ensuit que S et A sont solutions du système :

{
S + A = M

S − A = tM

La résolution aisée de celui-ci donne : S =
1

2

(
M + tM

)
et A =

1

2

(
M − tM

)
.

ä Synthèse : il ne reste plus qu'à véri�er que le couple (S,A) obtenu précédemment convient. A cette �n,
on commence par s'assurer que M = S + A (trivial). En outre :

ã en posant S =
1

2

(
M + tM

)
, on a : tS =

1

2

(
tM + t

(
tM
))

=
1

2

(
tM + M

)
=

1

2

(
M + tM

)
= S ;

donc S est symétrique ;

ã et en posant A =
1

2

(
M − tM

)
, on a : tA =

1

2

(
tM −M

)
= −1

2

(
M − tM

)
= −A ; donc A est

antisymétrique.

Conclusion (partielle) : nous venons d'établir l'existence, pour toute matrice carrée M d'un couple
(S,A) (avec S symétrique et A antisymétrique) tel que : M = S + A.

En outre, ce couple est explicitement donné par les formules : S =
1

2

(
M + tM

)
et A =

1

2

(
M − tM

)
.

Pour achever la preuve du théorème, il reste à établir l'unicité du couple (S,A) (pour une matrice M
�xée).

ä Unicité : supposons qu'il existe deux couples (S,A) et (S ′, A′) tels que S+A =M et S ′+A′ =M , avec
S et S ′ symétriques, et A et A′ antisymétriques. Dans ce cas : S + A = S ′ + A′, d'où S − S ′ = A′ − A.

Dans cette dernière égalité la matrice de gauche (S−S ′) est symétrique (puisque S et S ′ le sont) ; mais
elle est aussi antisymétrique, car égale à A′ − A (et A et A′ sont antisymétriques).

Or la seule matrice symétrique et antisymétrique est la matrice nulle. On en déduit donc que S−S ′ =

0Mn(K) d'où S = S ′ ; et A′ − A = 0Mn(K) d'où A = A′. Par suite les couples (S,A) et (S ′, A′) sont égaux,

ce qui prouve l'unicité et complète la démonstration du théorème. K
Remarque : ne pas rater (c'est inratable !) la fantastique analogie avec la propriété concernant les fonc-
tions paires et impaires. Rappelons que si I est une partie de R symétrique par rapport à zéro, toute fonction
f dé�nie sur I et à valeurs dans K peut s'écrire de manière unique (à l'ordre près) comme somme d'une
fonction paire et d'une fonction impaire.
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Exemple. Soit M =

 1 2 3

0 4 −2
6 0 −2

. On a : tM =

 1 0 6

2 4 0

3 −2 2

.

D'où :
1

2

(
M + tM

)
=

 1 1 9/2

1 4 −1
9/2 −1 0

 et
1

2

(
M − tM

)
=

 0 1 −3/2
−1 0 −1
3/2 1 0

.

La décomposition de M comme somme d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique est
donc :  1 2 3

0 4 −2
6 0 −2

 =

 1 1 9/2

1 4 −1
9/2 −1 0


︸ ︷︷ ︸

symétrique

+

 0 1 −3/2
−1 0 −1
3/2 1 0


︸ ︷︷ ︸

antisymétrique

13.2.6 Trace d'une matrice carrée

Dans tout ce paragraphe, on ne considère que des matrices carrées.

Définition 13.15 - Soit A ∈ Mn (K). La trace de A, notée tr (A), est le scalaire :

tr(A) =
n∑
i=1

aii (somme des éléments diagonaux)

Exemples : tr (In) = n ; tr
(
0Mn(K)

)
= 0 ; tr

 1 2 3

0 4 −2
6 0 −2

 = 3 ; tr

(
1 0

0 −1

)
= 0.

Propriété 13.17 - (Propriétés de la trace d'une matrice carrée).

1/ ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , ∀ (λ, µ) ∈ K2, tr (λA+ µB) = λtr(A) + µtr(B) (linéarité de la trace)

2/ ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , tr (AB) = tr (BA)

Preuve. 1/ Soient A et B deux matrices de Mn (K), et λ et µ deux scalaires. On a :

tr (λA+ µB) =
n∑
i=1

(λA+ µB)ii =
n∑
i=1

(λaii + µbii) = λ

n∑
i=1

aii + µ

n∑
i=1

bii = λtr(A) + µtr(B)

2/ Soient A = (aij) et B = (bij) deux matrices de Mn (K).

D'une part : tr (AB) =
n∑
i=1

(AB)ii =
n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki.

D'autre part : tr (BA) =
n∑
i=1

(BA)ii =
n∑
i=1

n∑
k=1

bikaki =
n∑
k=1

n∑
i=1

bikaki =
n∑
i=1

n∑
k=1

bkiaik.

Conclusion : ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , tr (AB) = tr (BA) K
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13.3 Matrices inversibles

Dans ce paragraphe on ne considère encore une fois que des matrices carrées.

13.3.1 Généralités

Définition 13.16 - Une matrice carrée A = (aij)16i,j6n de Mn (K) est inversible s'il existe une
matrice B ∈ Mn (K) telle que : AB = BA = In.

Notation : lorsque A est inversible, on note A−1 son inverse (qui est unique en vertu de la propriété 12.2,
page 275).

Quelques exemples de matrices inversibles (ou pas)

ã In est inversible et I−1
n = In. Plus généralement, pour tout scalaire λ non nul, la matrice λIn est

inversible, et (λIn)
−1 =

1

λ
In.

ã La matrice diag (λ1, . . . , λn) est inversible SSI tous les λi sont non nuls. Lorsque tel est le cas, on

a : [diag (λ1, . . . , λn)]
−1 = diag

(
1

λ1
, . . . ,

1

λn

)
.

ã Pour tout scalaire α, la matrice A =

(
1 α

0 1

)
est inversible et on a A−1 =

(
1 −α
0 1

)
.

ã La matrice nulle n'est pas inversible, mais il ne su�t pas qu'une matrice soit non nulle pour être

inversible : par exemple, les matrices

(
1 1

2 2

)
et

(
0 1

0 0

)
ne sont pas inversibles (bien que non nulles).

Propriété 13.18 - (provisoirement admise). Une matrice A de Mn (K) est inversible si et
seulement si il existe une matrice B telle que AB = In ou BA = In.

Preuve. On renvoie au chapitre portant sur le rang d'une application linéaire pour la preuve de cette
propriété. Observons que la di�érence entre cet énoncé et la dé�nition de matrice inversible repose sur
l'utilisation du �ou� en lieu et place d'un �et�. Sa conséquence pratique est qu'il su�t de véri�er qu'une

matrice est inversible à gauche ou à droite pour pouvoir a�rmer qu'elle est inversible tout court. K

Propriété 13.19 - Soient A et B deux matrices carrées de Mn (K).

1/ Si A est inversible, alors A−1 est inversible et (A−1)
−1

= A.

2/ Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)−1 = B−1A−1.

3/ Si A est inversible, alors AN est inversible pour tout entier naturel N ; et
(
AN
)−1

= (A−1)
N . Dans

ce cas, on notera A−N pour désigner
(
AN
)−1

.

4/ Si A est inversible, alors tA est inversible et ( tA)−1
= t (A−1).

Preuve. Les points 1 et 2 sont des cas particuliers des propriétés plus générales de l'inverse démontrées
au cours du chapitre 11 (voir propriété 12.3, page 276) ; le point 3 se déduit par récurrence du point 2.
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Prouvons le point 4 : supposons que A ∈ Mn (K) est inversible. Alors on a :

t(AA−1) = t (A−1) tA et t(AA−1) = tIn = In

Il s'ensuit que : t (A−1) tA = In. On en déduit, à l'aide de la propriété 13.18, que tA est inversible et que :

( tA)
−1

= t (A−1). K
Notation. On note GLn (K) l'ensemble des matrices de Mn (K) inversibles (pour le produit. . . ). Avec les
notations du chapitre précédent, il revient au même d'écrire que : GLn (K) = Mn (K)∗.

Propriété 13.20 - (GLn (K) , ∗) est un groupe (appelé groupe linéaire des matrices inversibles).

Preuve. Encore une fois, c'est un cas particulier d'une propriété plus générale démontrée dans le cadre
des anneaux : lorsque (A,+,×) est un anneau. Explicitement, lorsque (A∗,×) est un groupe (voir propriété
12.14, page 289). K

13.3.2 Cas particulier des matrices inversibles dans M2 (K)

Théorème 13.2 - (Description de GL2 (K)). Dans M2 (K), la matrice A =

(
a b

c d

)
est inver-

sible si et seulement si ad− bc 6= 0. Son inverse est alors : A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Preuve. Soit A =

(
a b

c d

)
.

Supposons que ad− bc 6= 0. Alors la matrice B =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
est bien dé�nie, et on véri�e sans

di�culté que BA = I2. En vertu de la propriété 13.18, on en déduit que A est inversible et que A−1 = B.

On a prouvé l'implication : [ad− bc 6= 0] =⇒ [A ∈ GLn (K)] .

Montrons l'implication réciproque, en établissant sa contraposée : [ad− bc = 0] =⇒ [A /∈ GLn (K)].

On suppose donc : ad− bc = 0.

Raisonnons par l'absurde et supposons que A soit inversible : il existerait alors une matrice B =

(
e f

g h

)
telle que AB = I2.

Or, puisque ad − bc = 0, les vecteurs

(
a

c

)
et

(
b

d

)
sont colinéaires. Deux cas peuvent se présenter :

soit le vecteur

(
a

c

)
est nul, soit il existe un scalaire λ tel que :

(
b

d

)
= λ

(
a

c

)
.

Premier cas : le vecteur

(
a

c

)
est nul. Dans ce cas :

AB = I2 ⇐⇒
(

0 b

0 d

)(
e f

g h

)
=

(
1 0

0 1

)
⇐⇒

(
bg bh

dg dh

)
=

(
1 0

0 1

)
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D'où : AB = I2 ⇐⇒


bg = 1 (L1)

bh = 0 (L2)

dg = 0 (L3)

dh = 1 (L4)

On déduit de (L2) que b = 0 ou h = 0. Dans le premier cas, l'égalité (L1) ne peut être satisfaite, et dans
le second, c'est l'égalité (L4) qui ne l'est pas. Contradiction.

Second cas : il existe un scalaire λ tel que :

(
b

d

)
= λ

(
a

c

)
.

Par suite : A =

(
a λa

c λc

)
. On a alors :

AB = I2 ⇐⇒
(
a λa

c λc

)(
e f

g h

)
=

(
1 0

0 1

)
⇐⇒

(
a (e+ λg) a (f + λh)

c (e+ λg) c (f + λh)

)
=

(
1 0

0 1

)

D'où : AB = I2 ⇐⇒


a (e+ λg) = 1 (L1)

a (f + λh) = 0 (L2)

c (e+ λg) = 0 (L3)

c (f + λh) = 1 (L4)

On déduit de (L2) que a = 0 ou (f + λh) = 0. Or dans le premier cas, l'égalité (L1) n'est pas satisfaite,
et dans le second, c'est (L4) qui ne l'est pas. Contradiction.

Il s'ensuit que A n'est pas inversible lorsque ad− bc = 0.

En d'autres termes : [ad− bc = 0] =⇒ [A /∈ GLn (K)] . Soit encore : [A ∈ GLn (K)] =⇒ [ad− bc 6= 0] .

Ce qui achève la preuve de ce théorème. K
Définition 13.17 - Mêmes notations que précédemment. Le scalaire ad− bc est appelé détermi-

nant de la matrice A et est noté detA.

En utilisant le déterminant, le théorème précédent peut être énoncé comme suit :

[
A =

(
a b

c d

)
∈ GL2 (K)

]
⇐⇒ [det(A) 6= 0]

Et lorsque detA 6= 0 on a : A−1 =
1

det(A)

(
d −b
−c a

)
Exemples.

1/ La matrice A =

(
1 2

3 4

)
est inversible puisque detA = −2, et A−1 = −1

2

(
4 −2
−3 1

)
.

2/ La matrice A =

(
1 2

3 6

)
n'est pas inversible puisque detA = 0.
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3/ Pour tout réel θ, la matrice A (θ) =

(
cos (θ) − sin (θ)

sin (θ) cos (θ)

)
est inversible (car son déterminant vaut 1),

et son inverse est la matrice A (−θ). 8

En�n, pour anticiper sur la suite des évènements, on peut citer les propriétés suivantes du déterminant
dans M2 (K).

Propriété 13.21 - (Propriétés du déterminant dans M2 (K)).

1/ ∀ (A,B) ∈ M2 (K)2 , det(AB) = det(A) det(B)

2/ ∀A ∈ M2 (K) , ∀λ ∈ K, det(λA) = λ2 det(A)

3/ ∀A ∈ GL2 (K) , det (A−1) =
1

det(A)

4/ ∀A ∈ M2 (K) , det( tA) = det(A)

Preuve. Toutes ces propriétés peuvent être établies à l'aide de la dé�nition de déterminant dans M2 (K)

donnée plus haut ; il s'agit alors de calculs mécaniques somme toute assez froids. . . Nous établirons ces
propriétés en les généralisant et en les interprétant lors du chapitre consacré au déterminant au second

semestre. K

13.3.3 Matrices inversibles et systèmes linéaires

Théorème 13.3 - (Caractérisation des éléments de GLn (K)). Soit A ∈ Mn (K).

A est inversible si et seulement si pour tout B ∈ Kn, le système AX = B admet une (unique) solution.

Lorsque tel est le cas, l'unique solution du système AX = B est A−1B (qui est en e�et un élément de
Kn).

Terminologie. Lorsque A est inversible, le système AX = B est dit de Cramer.

Preuve. On raisonne par double implication. Soit A ∈ Mn (K).

ä Supposons que A est inversible. Soit B ∈ Kn un vecteur quelconque.

Alors A (A−1B) = (AA−1)B = InB = B. Donc le vecteur X0 = A−1B est solution du système AX = B.

Etablissons son unicité : soit X1 ∈ Kn un vecteur solution du système AX = B. Alors : AX0 = AX1.
Puisque A est inversible, on en déduit que : X0 = X1 (il su�t de multiplier à gauche par A−1 les deux
termes de l'égalité précédente).

En résumé : si A est inversible, alors pour tout B ∈ Kn, le système AX = B admet une unique solution.

8. Cette propriété matricielle devient très intuitive dès que l'on sait que la matrice A (θ) �correspond� à une rotation de
centre O et d'angle θ dans le plan. Cette correspondance sera précisée au second semestre.
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ä Réciproquement, supposons que pour tout B ∈ Kn, le système AX = B admet une unique solution.

Notons alors : e1 =


1

0
...
0

, e2 =


0

1
...
0

, . . . , en =


0
...
0

1

.

Soit j un entier quelconque entre 1 et n. Par hypothèse, il existe un unique vecteur Xj tel que : AXj = ej.

En notant Xj =

 x1j
...
xnj

, ceci signi�e que : A



x1j
...
...
...
xnj

 =


0
...
1
...
0

 ←− j-ème place

Formons alors une matrice C en concaténant les colonnes X1, . . . , Xn (dans l'ordre) :

C =



x11 · · · x1j · · · x1n
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

xn1︸︷︷︸
X1

· · · xnj︸︷︷︸
Xj

· · · xnn︸︷︷︸
Xn


Alors, par construction des vecteurs Xj, on a :

AC = A



x11 · · · x1j · · · x1n
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

xn1︸︷︷︸
X1

· · · xnj︸︷︷︸
Xj

· · · xnn︸︷︷︸
Xn


=



1 · · · 0 · · · 1
...

. . .
...

... 1
...

...
. . .

...
1︸︷︷︸
e1

· · · 0︸︷︷︸
ej

· · · 1︸︷︷︸
en


= In

Une nouvelle application de la propriété 13.18 permet de conclure que A est inversible et que A−1 = C.

En résumé : si pour tout B ∈ Kn, le système AX = B admet une (unique) solution, alors A est inversible.

Ce qui achève la preuve de la réciproque, et donc de l'équivalence du théorème. K

Remarque. Cet énoncé est d'une très grande utilité pratique, car il fournit une méthode pour déterminer
concrètement si une matrice carrée de Mn (K) est inversible ou non ; et dans l'a�rmative, on peut expliciter
son inverse (voir exemples traités en cours, avec la méthode �AX = B�).
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Exemple 1. Soit la matrice A =

 1 −1 0

0 1 −1
0 0 1

.

On veut déterminer si A est inversible, et dans l'a�rmative obtenir A−1.

A cette �n, on introduit un vecteur B =

 b1
b2
b3

 et on résout le système : AX = B où X =

 x1
x2
x3


désigne un vecteur inconnu.

Pratiquement :

AX = B ⇐⇒

 1 −1 0

0 1 −1
0 0 1

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒


x1 − x2 = b1
x2 − x3 = b2

x3 = b3

⇐⇒


x1 = b1 + b2 + b3
x2 = b2 + b3
x3 = b3

Il s'ensuit que le système AX = B admet une unique solution (pour tout choix de B), puisque le triplet
(x1, x2, x3) est déterminé de manière unique en fonction de b1, b2 et b3. On en déduit déjà que A est

inversible.

Puisqu'en outre on sait que dans ce cas l'unique solution de AX = B est A−1B, la lecture des coe�cients
intervenant devant b1, b2 et b3 dans les expressions de x1, x2 et x3 permet d'obtenir A−1, à savoir :

A−1 =

 1 1 1

0 1 1

0 0 1

.

Exemple 2. On considère la matrice : B =


1 −1 0 0

−1 1 −1 0

0 −1 1 −1
0 0 −1 1

 ∈ M4 (K).

On veut déterminer si B est inversible, et dans l'a�rmative obtenir B−1.

On �xe donc C un vecteur arbitraire de K4, et on cherche X ∈ K4 tel que BX = C.

BX = C ⇐⇒


x1 − x2 = c1
−x1 + x2 − x3 = c2

− x2 + x3 − x4 = c3
− x3 + x4 = c4

⇐⇒


x2 = −c3 − c4
x1 = c1 − c3 − c4
x3 = −c1 − c2
x4 = −c1 − c2 + c4

Conclusion : B est inversible et B−1 =


1 0 −1 −1
0 0 −1 −1
−1 −1 0 0

−1 −1 0 1

 .

Remarque. Puisque B est clairement symétrique, elle est égale à sa transposée. D'où (tB)
−1

= B−1 .
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Exemple 3. En suivant le même plan, on peut montrer que la matrice P =

 1 3 12

−1 −1 16

0 −2 7

 est

inversible, et que P−1 =



5

14
− 9

14

6

7

1

10

1

10
−2

5

1

35

1

35

1

35


.

Exemple 4. Considérons la matrice A =

 1 1 2

0 1 −1
0 0 0

.

On veut déterminer si A est inversible, et dans l'a�rmative obtenir A−1.

A cette �n, on introduit un vecteur B =

 b1
b2
b3

 et on résout le système : AX = B où X =

 x1
x2
x3


désigne un vecteur inconnu.

Or : AX = B ⇐⇒

 1 1 2

0 1 −1
0 0 0

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒


x1 + x2 + 2x3 = b1
x2 − x3 = b2

0 = b3

Clairement, la dernière équation n'est véri�ée que lorsque b3 est nul, et le système AX = B n'admet donc
pas de solution pour tout B ∈ K3. Il s'ensuit que la matrice A n'est pas inversible.

Remarque. Plus généralement d'ailleurs, une matrice possédant une ligne ou une colonne nulle n'est pas
inversible. 9

Exemple 5. Une matrice peut encore être non inversible de manière �moins évidente� que sur l'exemple
précédent.

Considérons la matrice A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

.

On veut déterminer si A est inversible, et dans l'a�rmative obtenir A−1.

A cette �n, on introduit un vecteur B =

 b1
b2
b3

 et on résout le système : AX = B où X =

 x1
x2
x3


désigne un vecteur inconnu.

9. Cela encore, nous l'établirons au second semestre lorsque nous étudierons le rang des matrices et des applications
linéaires.
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Or : AX = B ⇐⇒

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒


x1 + 2x2 + 3x3 = b1
4x1 + 5x2 + 6x3 = b2
7x1 + 8x2 + 9x3 = b3

⇐⇒


x1 + 2x2 + 3x3 = b1
−3x2 − 6x3 = b2 − 4b1
−6x2 − 12x3 = b3 − 7b1

⇐⇒


x1 + 2x2 + 3x3 = b1
−3x2 − 6x3 = b2 − 4b1

0 = b1 − 2b2 + b3

Encore une fois, la dernière équation n'est véri�ée que de manière conditionnelle, lorsque b1−2b2+ b3 = 0.
Le système AX = B n'admet donc pas de solution pour tout B ∈ K3. On peut donc conclure que la
matrice A n'est pas inversible.

On présente ci-dessous une méthode de résolution des systèmes linéaires, celle dite du pivot de Gauss . Elle
consiste de fait à présenter di�éremment les calculs faits lors de la résolution du système AX = B.

ä Une autre présentation des calculs.

Le système linéaire que l'on est conduit à résoudre lors du calcul de l'inverse d'une matrice peut 10 être
e�ectué systématiquement grâce à un algorithme, appelé algorithme du pivot de Gauss. Celui-ci consiste
essentiellement à faire des combinaisons linéaires sur les équations du système que l'on doit résoudre, de
manière à se ramener à un système triangulaire (c'est ce que nous avons fait lors des exemples précédents).

En outre, on peut présenter les calculs en faisant apparaître uniquement les coe�cients des di�érentes
inconnues dans le système, et non les équations dans leur intégralité.

Comme un petit exemple vaut mieux qu'un long discours, on présente sur l'exemple ci-dessous la :

Méthode du pivot de Gauss pour la résolution des systèmes linéaires

Considérons la matrice A =

 2 −1 −3
1 −1 −1
−3 3 4

. Montrons que A est inversible et calculons son inverse

par la méthode du pivot de Gauss.

ä Etape 1 : construction de ce que l'on appelle la �matrice augmentée� , c'est-à-dire la matrice
obtenue en �concaténant� A et la matrice I3 :

M =

 2 −1 −3 1 0 0

1 −1 −1 0 1 0

−3 3 4 0 0 1


ä Etape 2 : on fait apparaître des zéros dans la première colonne

M =

 2 −1 −3 1 0 0

0 1 −1 1 −2 0

0 3 −1 3 0 2

 L1

L2 ←− L1 − 2L2

L3 ←− 3L1 + 2L3

ä Etape 3 : on fait apparaître un zéro à la dernière ligne de la seconde colonne

M =

 2 −1 −3 1 0 0

0 1 −1 1 −2 0

0 0 −4 0 6 2

 L1

L2

L3 ←− L3 − 3L2

10. Remarque pour l'avenir : �peut et non �doit�.
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ä Etape 4 : et on remonte ! On fait apparaître des zéros sur la dernière colonne du système

M =

 4 −2 0 2 18 6

0 2 0 2 2 2

0 0 2 0 6 2

 L1 ←− 2L1 + 3L3

L2 ←− L3 + 2L2

L3

ä Etape 5 : En�n, on fait apparaître un zéro à la première ligne, deuxième colonne

M =

 4 0 0 4 20 8

0 1 0 2 10 2

0 0 2 0 6 2

 L1 ←− L1 + L2

L2

L3

ä Etape 6 : il ne reste plus qu'à faire apparaître des 1 sur la diagonale

M =

 1 0 0 1 5 2

0 1 0 1 1 1

0 0 1 0 3 1

 L1 ←− L1/4

L2 ←− L2/2

L3 ←− L3/2

Conclusion : A est inversible et A−1 =

 1 5 2

1 1 1

0 3 1

 .

13.3.4 Synthèse (nécessaire et su�sante ?) sur les matrices inversibles

Pour commencer, insistons sur le fait que la question �la matrice A est-elle inversible ?� n'a de sens que
pour les matrices carrées. Cette observation faite, rappelons la dé�nition :

Dé�nition : une matrice carrée A = (aij)16i,j6n de Mn (K) est inversible s'il existe une matrice B ∈
Mn (K) telle que : AB = BA = In.

Cette dé�nition fournit une première stratégie pour déterminer si une matrice est inversible et le cas
échéant pour obtenir son inverse. Explicitement :

Méthode 1 : pour déterminer si une matrice carrée donnée A est inversible, on cherche une matrice B
(à coe�cients inconnus) telle que AB = In et BA = In.

Exemple 1 : soit la matrice A =

(
1 2

3 4

)
. Pour établir que A est inversible, on cherche une matrice

B =

(
a b

c d

)
telle que AB =

(
1 0

0 1

)
et BA =

(
1 0

0 1

)
. Chacune de ces égalités donne lieu à un

système de 4 équations à quatre inconnues, dont la résolution n'est pas insurmontable, mais le processus
est un peu long et rébarbatif.

Evidemment, les choses se compliquent si l'on souhaite utiliser cette méthode pour inverser une matrice
3 × 3, puisqu'il s'agira cette fois de résoudre deux systèmes de 9 équations à 9 inconnues. . . Et plus
généralement :

Inconvénient de la méthode 1 : pour inverser une matrice carrée de taille n par la méthode ci-dessus,
il faut résoudre deux systèmes de n2 équations à n2 inconnues 11.

11. Ce qui fait beaucoup.
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Heureusement, la propriété suivante permet de simpli�er la méthode 1.

Propriété : une matrice carrée A = (aij)16i,j6n de Mn (K) est inversible s'il existe une matrice B ∈
Mn (K) telle que : AB = In ou BA = In.

On déduit de cette propriété une spectaculaire( !) amélioration de la première méthode :

Méthode 2 : pour déterminer si une matrice carrée donnée A est inversible, on cherche une matrice B
(à coe�cients inconnus) telle que AB = In ou BA = In.

Pour reprendre la situation de l'exemple 1, il su�ra donc de résoudre un seul des deux systèmes de quatre
équations à quatre inconnues ; ce qui est un peu moins long, mais qui reste lourd. Pour donner un autre

exemple, le calcul de l'inverse de A =


1 2 3 4

0 2 −1 1

0 0 −1 3

0 0 0 −2

 passera par la sympathique résolution d'un

système de 16 équations à autant d'inconnues. Et re-plus généralement :

Inconvénient de la méthode 2 : pour inverser une matrice carrée de taille n par la méthode présentée
ci-dessus, il faut résoudre un système de n2 équations à n2 inconnues 12.

La véritable avancée est donnée par le théorème fondamental de ce chapitre, à savoir :

Théorème : soit A ∈ Mn (K). La matrice A est inversible si et seulement si pour tout B ∈ Kn, le système
AX = B admet une (unique) solution. Et lorsque A est inversible, l'unique solution du système AX = B

est A−1B.

On en déduit la

Méthode 3 : pour déterminer si une matrice carrée donnée A ∈ Mn (K) est inversible, on résout le
système AX = B, où B désigne un vecteur quelconque de Kn.

Exemple 2 : voir l'exemple 1, page 328 pour le calcul de l'inverse de A =

 1 −1 0

0 1 −1
0 0 1

.

Atout de la méthode 3 : pour inverser une matrice carrée de taille n, il su�t à présent de résoudre
un système de n équations à n inconnues 13.

Pour être complet et tenter d'être impartial, disons que cette dernière méthode peut encore comporter
des inconvénients. En premier lieu, il n'est pas toujours rapide de résoudre un système de n équations à n
inconnues. C'est évident lorsque n devient grand ; mais même pour n = 3, les calculs peuvent être un peu
pénibles. Il n'y a toutefois pas grand chose à faire pour surmonter cet inconvénient : à un moment ou un
autre, il faudra bien se lancer dans les calculs !

En second lieu, cette belle stratégie ne tient la route que si la matrice A est donnée explicitement, c'est-
à-dire si ses coe�cients sont connus. Si A est donnée implicitement, par exemple : �soit A une matrice de
Mn (K) telle que A3− 2A2+5A− In = 0Mn(K)�, la méthode 3 ne peut 14 pas être appliquée. On priviligiera
dans ce cas la

12. Deux fois moins que beaucoup, c'est encore beaucoup (trop en tous les cas).
13. Ce qui fait beaucoup moins que précédemment, mais encore pas mal.
14. Et ne doit.
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Méthode 4 : pour déterminer si une matrice carrée A ∈ Mn (K) donnée implicitement est inversible,
on tente d'utiliser la propriété qui caractérise cette matrice pour faire apparaître une relation du type
A × B = In (ou B × A = In). Si l'on y parvient, on peut conclure que la matrice A est inversible et
A−1 = B.

Exemple 3 : reprenons la situation évoquée plus haut. Soit A ∈ Mn (K) telle que A3 − 2A2 + 5A− In =

0Mn(K). On réécrit cette égalité : A3 − 2A2 + 5A = In, puis : A (A2 − 2A+ 5In) = In. On en déduit que A
est inversible, et que A−1 = A2 − 2A+ 5In.

Pour sortir du cas général (n quelconque), indiquons pour �nir que dans la situation particulière
des matrices carrées de taille 2, on dispose cette fois d'une formule explicite pour traiter les questions
d'inversibilité.

Théorème :

[
A =

(
a b

c d

)
∈ GL2 (K)

]
⇐⇒ [det(A) 6= 0].

Et lorsque det(A) 6= 0, on a : A−1 =
1

det(A)

(
d −b
−c a

)
.

D'où la

Méthode 5 : pour déterminer si une matrice carrée A ∈ M2 (K) est inversible, on calcule son déter-
minant. S'il est non nul, la matrice A est inversible et on applique la formule du théorème pour obtenir
A−1.

Remarque (culturelle) : la formule donnant l'inverse de A dans M2 (K) admet une généralisation à
Mn (K) avec n entier quelconque. Cette formule généraliste n'est plus au programme de Sup (ni de Spé),
et présente essentiellement un intérêt théorique. Sans aller trop loin dans le détail, disons qu'une matrice
A ∈ Mn (K) est inversible SSI son déterminant est non nul 15, et lorsque tel est le cas, l'inverse de A est :

A−1 =
1

det(A)
tco (A), où co (A) désigne la célèbre comatrice de A, dont les coe�cients ne sont autres

que les non moins célèbres cofacteurs de A. Je ne souhaite pas rentrer davantage dans le détail (de la
dé�nition et du calcul de ces cofacteurs), mais juste indiquer que le calcul de l'inverse d'une matrice �3×3�
par cette méthode demande de calculer 9 déterminants �2× 2� ; le calcul de l'inverse d'une matrice �4× 4�
exige de calculer 144 déterminants �2 × 2� ; et celui d'une matrice �n × n� exige d'en calculer (n!)2 /4. . .
Et le carré de n!, même divisé par 4, c'est très vite un très très gros nombre. 16

Pour conclure, disons qu'il existe quelques cas particuliers triviaux où le recours à l'une des méthodes pré-
cédemment exposées serait très maladroit. Pensez en particulier au cas de la matrice diag (λ1, . . . , λn), qui

est inversible SSI tous les λi sont non nuls ; et dans ce cas, on a : [diag (λ1, . . . , λn)]
−1 = diag

(
1

λ1
, . . . ,

1

λn

)
.

15. Cette propriété, en particulier la notion de déterminant pour une matrice carrée de taille n, sera en revanche vue cette
année.
16. Pour n = 7, ce nombre est de l'ordre de 6 millions.
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Résumé � Comment montrer que A est inversible ? � Comment calculer A−1 ?

Etape 1 : A est-elle donnée explicitement (par ses coe�cients) ou implicitement (par

une relation) ?

â Dans le premier cas, passer à l'Etape 2.

â Dans le second, on essaye d'exploiter la relation pour se ramener à une équation du type
A × B = In, ce qui permet de conclure (voir méthode 4 et exemple 3 un peu plus haut dans le
présent texte).

Etape 2 : A est-elle �évidemment� inversible (ou non inversible) ?

â Si A = λIn, ou si A = diag (λ1, . . . , λn), on peut conclure directement. Notez que votre
catalogue de �matrices standards évidemment inversibles� (ou pas) s'enrichira au long de l'année.

â Si l'on n'est pas dans une situation �évidente�, on passe à l'Etape 3.

Etape 3 : A est-elle dans M2 (K) ?

â Si oui, on dispose d'un outil (le déterminant) pour étudier l'inversibilité de A, et d'une
formule pour obtenir A−1.

â Sinon, on résout le système �AX = B� et on conclut en fonction du résultat obtenu.

Remarque : le plan d'étude que l'on vient de présenter donne un algorithme pour déterminer si une
matrice est inversible ou non. Vous verrez dans la suite du cours (de cette année et de la prochaine)
d'autres outils, qui permettront de perfectionner cet algorithme.

En attendant, considérez-le comme une bouée de sauvetage, à laquelle vous pourrez vous raccrocher
en cas de manque d'inspiration. En e�et, ce qui n'est pas indiqué dans les lignes précédentes, c'est que
l'application de cet algo n'est pas obligatoire. Il y aura toujours une place pour l'originalité et l'esprit
d'initiative ; d'ailleurs, une question mathématique ne se ramène pas systématiquement à l'application
froide et sans âme d'une recette (ce serait désespérant).

13.4 Matrices semblables

Définition 13.18 - Deux matrices A et B de Mn (K) sont semblables s'il existe une matrice
P ∈ GLn (K) telle que : B = P−1AP .

Exemples.

1/ La matrice identité In n'est semblable qu'à elle-même.

2/ La matrice nulle 0Mn(K) n'est semblable qu'à elle-même.

3/ Considérons les matrices A =

(
0 3/4

−1/4 −1

)
et P =

(
−3 1

1 −1

)
. La matrice P est inversible (car

det(P ) 6= 0) et : P−1 = −1

2

(
1 1

1 3

)
.

On a alors P−1AP = −1

2

(
1 1

1 3

)(
0 3/4

−1/4 −1

)(
−3 1

1 −1

)
= −1

2

(
1 1

1 3

)(
3/4 −3/4
−1/4 3/4

)
Soit : P−1AP = −1

2

(
1/2 0

0 3/2

)
d'où �nalement : P−1AP =

(
−1/4 0

0 −3/4

)
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Les matrices A =

(
0 3/4

−1/4 −1

)
et D =

(
−1/4 0

0 −3/4

)
sont donc semblables.

4/ Considérons les matrices A =

 0 3/4 0

3/4 0 1

1/4 1/4 0

 et P =


1 3 12

−1 −1 16

0 −2 7

. La matrice P est inversible

et P−1 =



5

14
− 9

14

6

7

1

10

1

10
−2

5

1

35

1

35

1

35


(c'est la situation évoquée dans l'exemple 3, page 329).

Dans cette situation, on peut véri�er que : P−1AP =



−3

4
0 0

0 −1

4
0

0 0 1


.

Notation. Nous conviendrons de noter A ' B lorsque A est semblable à B, et nous appellerons relation
de similitude la relation binaire �A est semblable à B�.

Propriété 13.22 - La relation de similitude est une relation d'équivalence sur Mn (K), càd :

1/ Ré�exivité : ∀A ∈ Mn (K) , A ' A

2/ Symétrie : ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ' B]⇐⇒ [B ' A]

3/ Transitivité : ∀ (A,B,C) ∈ Mn (K)3 , [(A ' B) ∧ (B ' C)] =⇒ [A ' C]

Preuve. 1/ Soit A ∈ Mn (K). Alors : A = (In)
−1AIn, donc A ' A, d'où la ré�exivité.

2/ Soient A et B dans Mn (K). Si A ' B, il existe une matrice P ∈ GLn (K) telle que B = P−1AP . D'où
A = PBP−1.

On pose Q = P−1. On peut alors a�rmer que Q ∈ GLn (K) (l'inverse d'une matrice inversible est inver-
sible !) et Q−1 = (P−1)

−1
= P . Il existe donc une matrice Q ∈ GLn (K) telle que A = Q−1BQ, d'où :

B ' A, ce qui établit la symétrie.

3/ Soient A, B et C dans Mn (K). Supposons que A ' B et B ' C. Alors il existe deux matrices P et Q
dans GLn (K) telles que B = P−1AP et C = Q−1BQ.

On en déduit que : C = Q−1P−1APQ, c'est-à-dire : C = (PQ)−1A (PQ). En posant R = PQ, on peut
ainsi a�rmer que R ∈ GLn (K), et C = R−1AR. D'où C ' A, ce qui établit la transitivité.

Conclusion : la relation de similitude est une relation d'équivalence dans Mn (K) . K
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Remarque. Au cours de cette démonstration, on a utilisé le fait que le produit matriciel est une loi de
composition interne dans GLn (K) (le produit de deux matrices inversibles est inversible, dans le point
3), associative (pour e�ectuer les produits �dans l'ordre que l'on souhaite�, preuve du point 3 encore une
fois), qu'il existe un élément neutre (qui est In) pour cette loi dans GLn (K) (preuve du point 1), et que
l'inverse d'un élément de GLn (K) est encore dans GLn (K) (preuve du point 2). Bref on a utilisé toutes
les propriétés permettant d'a�rmer que (GLn (K) ,×) est un groupe (pour mémoire, qui n'est pas abélien
pour n > 2).

Propriété 13.23 - Deux matrices semblables ont même trace, càd :

∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ' B] =⇒ [tr(A) = tr(B)]

Dans ce contexte, on dit que la trace est un invariant de similitude.

Preuve. Soient A et B deux matrices semblables dans Mn (K). Il existe une matrice P ∈ GLn (K) telle
que : B = P−1AP .

Il s'ensuit que : tr(B) = tr (P−1AP ) = tr (PP−1A) = tr (A).

Conclusion : deux matrices semblables ont même trace . K
On peut observer que la réciproque de l'implication précédente est fausse : il ne su�t pas que deux matrices
aient même trace pour qu'elles soient semblables. Pour s'en convaincre, on peut considérer une matrice A
non nulle et de trace nulle ; dans ce cas, A a une trace nulle, mais n'est pas semblable à la matrice nulle
puisque cette dernière n'est semblable qu'à elle-même.

Explicitement : les matrices A =

(
1 4

2 −1

)
et 0M2(K) =

(
0 0

0 0

)
ont même trace, mais ne sont pas

semblables.

Suivant le même type de raisonnement : A =

 1 4 2

2 −1 3

5 0 1

 et I3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ont même trace, mais

ne sont pas semblables.

On achève ce chapitre par deux �propriétés� extrêmement utiles en pratique. Le plus souvent, on vous

demandera de ne pas utiliser ces propriétés telles quelles, mais de savoir les redémontrer. Dans le
contexte des Concours, il s'agit donc de �questions classiques� plutôt que de propriétés.

Propriété 13.24 - (Exercice classique). Soient A et D deux matrices de Mn (K).

Si A et D sont semblables, alors An et Dn sont semblables pour tout n ∈ N.

Plus précisément, s'il existe P ∈ GLn (K) telle que D = P−1AP , alors :

∀n ∈ N, Dn = P−1AnP ou, ce qui revient au même : ∀n ∈ N, An = PDnP−1

Preuve. Soient A et D deux matrices semblables de Mn (K). Il existe donc P ∈ GLn (K) telle que :
D = P−1AP .

Notons P (n) la propriété �Dn = P−1AnP �. L'initialisation (pour n = 0) est immédiate puisque D0 = In
et P−1A0P = P−1InP = P−1P = In. Reste à établir l'hérédité.
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Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors Dn+1 = Dn × D, et en utilisant
la dé�nition de D et l'hypothèse de récurrence, on peut écrire : Dn+1 = P−1DnPP−1DP = P−1Dn+1P .
Ainsi P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité.

Conclusion : ∀n ∈ N, Dn = P−1AnP . K

Cette �propriété� est particulièrement utile pour calculer les puissances d'une matrice, comme l'illustrent
les exemples ci-dessous.

Exemple 1. Calcul des puissances de A =

(
0 3/4

−1/4 −1

)
.

On a déjà établi (voir exemple 3, page 334) que P−1AP = D avec P =

(
−3 1

1 −1

)
etD =

(
−1/4 0

0 −3/4

)
.

D'après ce qui précède, on a donc : ∀n ∈ N, An = PDnP−1.

Explicitement, pour tout entier naturel n on a :

An =

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n 0

0 (−3/4)n
)(
−1

2

(
1 1

1 3

))

⇔ An = −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n 0

0 (−3/4)n
)(

1 1

1 3

)

⇔ An = −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n (−1/4)n

(−3/4)n 3 (−3/4)n
)

⇔ An = −1

2

 −3
(
−1

4

)n
+

(
−3

4

)n
−3
(
−1

4

)n
+ 3

(
−3

4

)n
(
−1

4

)n
−
(
−3

4

)n (
−1

4

)n
− 3

(
−3

4

)n


Conclusion : ∀n ∈ N, An =


3

2

(
−1

4

)n
− 1

2

(
−3

4

)n
3

2

(
−1

4

)n
− 3

2

(
−3

4

)n

−1

2

(
−1

4

)n
+

1

2

(
−3

4

)n
−1

2

(
−1

4

)n
+

3

2

(
−3

4

)n


Exemple 2. Calcul des puissances de A =

 0 3/4 0

3/4 0 1

1/4 1/4 0

. 17

On a déjà établi (cf ex 4, page 335) que P−1AP = D avec P =


1 3 12

−1 −1 16

0 −2 7

 etD = diag (−3/4,−1/4, 1).

D'après ce qui précède, on a ∀ n ∈ N, An = PDnP−1

17. Il s'agit ici d'une question que nous avions laissée sans réponse page 316.
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⇐⇒ ∀ n ∈ N, An =


1 3 12

−1 −1 16

0 −2 7





(
−3

4

)n
0 0

0

(
−1

4

)n
0

0 0 1





5

14
− 9

14

6

7

1

10

1

10
−2

5

1

35

1

35

1

35


⇐⇒ ∀ n ∈ N,

An =



5

14
×
(
−3

4

)n

+
3

10
×
(
−1

4

)n

+
12

35

3

10
×
(
−1

4

)n

− 9

14
×
(
−3

4

)n

+
12

35

6

7
×
(
−3

4

)n

− 6

5
×
(
−1

4

)n

+
12

35

− 5

14
×
(
−3

4

)n

− 1

10
×
(
−1

4

)n

+
16

35

9

14
×
(
−3

4

)n

− 1

10
×
(
−1

4

)n

+
16

35

2

5
×
(
−1

4

)n

− 6

7
×
(
−3

4

)n

+
16

35

1

5
− 1

5
×
(
−1

4

)n
1

5
− 1

5
×
(
−1

4

)n
1

5
+

4

5
×
(
−1

4

)n



Exemple 3. On pose A =

 4 −5 2

1 0 0

0 1 0

.

1. On pose P =

4 1 1

2 1 0

1 1 −1

. Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.

2. Soit T = P−1AP . Véri�er que T = D +N où D =

2 0 0

0 1 0

0 0 1

 et N =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .

3. Etablir que : ∀n ∈ N, An = PT nP−1.

4. Calculer T n pour tout entier naturel n.

Corrigé. 1. On peut par exemple montrer que P est inversible en résolvant le système PX = B d'inconnue

X ∈ R3 (et de second membre arbitraire B =

 b1
b2
b3

. En avant :

PX = B ⇐⇒

4 1 1

2 1 0

1 1 −1

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒


4x1 + x2 + x3 = b1
2x1 + x2 = b2
x1 + x2 − x3 = b3

⇐⇒


4x1 + x2 + x3 = b1
x2 − x3 = 2b2 − b1
3x2 − 5x3 = 4b3 − b1

⇐⇒


4x1 + x2 + x3 = b1
x2 − x3 = 2b2 − b1
−2x3 = 4b3 + 2b1 − 6b2

D'où : PX = B ⇐⇒


x3 = −b1 + 3b2 − 2b3
x2 = −2b1 + 5b2 − 2b3
4x1 = 4b1 − 8b2 + 4b3

⇐⇒


x1 = b1 − 2b2 + b3
x2 = −2b1 + 5b2 − 2b3
x3 = −b1 + 3b2 − 2b3
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Conclusion. P est inversible et P−1 =

 1 −2 1

−2 5 −2
−1 3 −2

 .

2. On a : T = P−1AP =

 1 −2 1

−2 5 −2
−1 3 −2

 4 −5 2

1 0 0

0 1 0

4 1 1

2 1 0

1 1 −1



=

 2 −4 2

−3 8 −4
−1 3 −2

4 1 1

2 1 0

1 1 −1

 =

2 0 0

0 1 1

0 0 1



Conclusion. P−1AP =

2 0 0

0 1 1

0 0 1

 = D +N avec D =

2 0 0

0 1 0

0 0 1

 et N =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

.

3. Notons P (n) la propriété �An = PT nP−1�. L'initialisation (pour n = 0) est immédiate puisque A0 = I3
et PT 0P−1 = P I3P−1 = PP−1 = I3.

Etablissons à présent l'hérédité de la propriété. Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier
naturel n. Alors An+1 = An ×A, et en utilisant la dé�nition de T (à savoir T = P−1AP ), on peut écrire :
A = PTP−1. De plus, d'après l'hypothèse de récurrence : An = PT nP−1.
Par suite : An+1 = PT nP−1PTP−1 = PT nI3TP−1 = PT nTP−1 = PT n+1P−1, et cette dernière écriture
signi�e que P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité.

Conclusion. ∀n ∈ N, An = PT nP−1 .

4. Soit n un entier naturel. On a : T n = (D +N)n. Observons que : N2 = 0 (N est donc nilpotente). Il
s'ensuit que : ∀ k ∈ N, k > 2, Nk = 0.

Observons encore que : DN =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

 et ND =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

. Puisque D et N commutent, on peut

légitimement utiliser la formule du binôme de Newton pour écrire :

T n =
n∑
k=0

(
n

k

)
NkDn−k =

1∑
k=0

(
n

k

)
NkDn−k = Dn+nNDn−1 =

2n 0 0

0 1 0

0 0 1

+n

0 0 0

0 0 1

0 0 0

2n−1 0 0

0 1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=N

D'où �nalement : ∀n ∈ N, T n =

2n 0 0

0 1 n

0 0 1

 .

On en déduit que : ∀n ∈ N, An = P

2n 0 0

0 1 n

0 0 1

P−1 .
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Comme promis, on conclut ce chapitre par une �propriété - exemple classique� :

Propriété 13.25 - (Exercice classique). Soient A et D deux matrices semblables de Mn (K). Il
existe donc P ∈ GLn (K) telle que : D = P−1AP .

Alors pour toute M ∈ Mn (K) on a :

[M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)]

Preuve. Avec les notations de la propriété :

[P−1MP ∈ COM(D)]⇐⇒ [P−1MPD = DP−1MP ]⇐⇒ [P−1MPP−1AP = P−1APP−1MP ]

⇐⇒ [P−1MAP = P−1AMP ]⇐⇒ [MA = AM ]⇐⇒ [M ∈ COM(A)]

Conclusion : ∀M ∈ Mn (K) , [M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)] . K

Exemple d'application 1. Déterminons le commutant de A =

(
0 3/4

−1/4 −1

)
.

Dans cette situation, l'utilisation de la propriété précédente est un peu �le marteau pour écraser une
mouche�, dans le sens où il n'est pas très compliqué de déterminer par coe�cients inconnus les matrices
M ∈ M2 (K) telles que : AM =MA.

On sait que A =

(
0 3/4

−1/4 −1

)
est semblable à D =

(
−1/4 0

0 −3/4

)
(cf exemple 3, page 334).

Explicitement : D = P−1AP avec P =

(
−3 1

1 −1

)
(et donc P−1 = −1

2

(
1 1

1 3

)
.

On sait (c'est un autre exercice classique, voir page 313) que le commutant deD est l'ensemble des matrices
diagonales de M2 (K). En d'autres termes :

COM(D) =

{(
α 0

0 β

)
/ α et β dans K

}

D'après ce qui précède : [M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)].

D'où : [M ∈ COM(A)]⇐⇒
[
∃ (α, β) ∈ K2, P−1MP =

(
α 0

0 β

)]
.

Ainsi : [M ∈ COM(A)]⇐⇒
[
∃ (α, β) ∈ K2, M = P

(
α 0

0 β

)
P−1

]
(♠)

Or : P

(
α 0

0 β

)
P−1 = −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
α 0

0 β

)(
1 1

1 3

)
= −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
α α

β 3β

)

= −1

2

(
β − 3α 3 (β − α)
α− β α− 3β

)

Conclusion. COM(A) =

{(
β − 3α 3 (β − α)
α− β α− 3β

)
/ (α, β) ∈ K2

}
.
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Exemple d'application 2. Calcul du commutant de A =

 5 5 −14
6 6 −16
5 5 −14

.

1. On note P la matrice : P =

 1 1 1

2 −1 1

1 0 1

.

Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer la matrice produit D = P−1AP (on véri�era en particulier que D est diagonale 18).

3. Déterminer COM(D).

4. En déduire COM (A).

Corrigé.

1. On utilise la méthode �PX = B� pour établir que P est inversible, et que : P−1 =

 1 1 −2
1 0 −1
−1 −1 3

 .

2. D = P−1AP ⇐⇒ D =

 1 1 −2
1 0 −1
−1 −1 3

 5 5 −14
6 6 −16
5 5 −14

 1 1 1

2 −1 1

1 0 1



⇐⇒

 1 1 −2
1 0 −1
−1 −1 3

 1 0 −4
2 0 −4
1 0 −4

⇐⇒ D =

 1 0 0

0 0 0

0 0 −4

 .

3. Soit N une matrice de M3 (K) ; il existe 9 scalaires a, b, c, d, e, f , g, h et i tels que N =

 a b c

d e f

g h i

.

Avec ces notations, on a d'une part : ND =

 a b c

d e f

g h i

 1 0 0

0 0 0

0 0 −4

 soit : ND =

 a 0 −4c
d 0 −4f
g 0 −4i



Et d'autre part : DN =

 1 0 0

0 0 0

0 0 −4

 a b c

d e f

g h i

 soit : DN =

 a b c

0 0 0

−4g −4h −4i


Ainsi : [ND = DN ]⇐⇒

 a 0 −4c
d 0 −4f
g 0 −4i

 =

 a b c

0 0 0

−4g −4h −4i

⇐⇒ [b = c = d = f = g = h = 0]

Il s'ensuit qu'une matrice N de M3 (R) véri�e [ND = DN ] si et seulement s'il existe trois scalaires a, e et

i tels que N =

 a 0 0

0 e 0

0 0 i

, c'est-à-dire si et seulement si N est diagonale.

18. Explicitement diag(1, 0,−4).
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Conclusion : l'ensemble des matrices N de M3 (K) telles que [ND = DN ] est le sous-espace vectoriel
des matrices diagonales de M3 (K).

4. SoitM ∈ M3 (K). D'après ce que nous avons observé précédemment : [MA = AM ]⇐⇒ [ND = DN ] en
ayant posé : N = P−1MP , c'est-à-dire M = PNP−1. D'après cette observation et la question précédente,
M appartient au commutant de A si et seulement s'il existe trois scalaires a, e et i tels que : M =

P

 a 0 0

0 e 0

0 0 i

P−1.

Or : P

 a 0 0

0 e 0

0 0 i

P−1 =

 1 1 1

2 −1 1

1 0 1

 a 0 0

0 e 0

0 0 i

 1 1 −2
1 0 −1
−1 −1 3



=

 1 1 1

2 −1 1

1 0 1

 a a −2a
e 0 −e
−i −i 3i

 =

 a+ e− i a− i 3i− 2a− e
2a− e− i 2a− i e+ 3i− 4a

a− i a− i 3i− 2a


Conclusion : l'ensemble des matrices M de M3 (K) telles que [MA = AM ] est :

 a+ e− i a− i 3i− 2a− e
2a− e− i 2a− i e+ 3i− 4a

a− i a− i 3i− 2a

 / (a, e, i) ∈ K3


Autrement écrit, COM(A) est l'ensemble des combinaisons linéaires des matrices :

 1 1 −2
2 2 −4
1 1 −2

,

 1 0 −1
−1 0 1

0 0 0

 et

 −1 −1 3

−1 −1 3

−1 −1 3
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13.5 Epilogue

13.5.1 Un problème classique de réduction

Dans M3 (R), on considère les matrices

A =

 −3 −1 −32 3 0

2 1 2

 et P =

 2 −1 −1
−1 1 2

−1 1 1


ä Partie A - Calcul des puissances de A.

1) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

2) On pose D = P−1AP . Calculer D (on véri�era que D est une matrice diagonale).

3) Soit n un entier naturel. Exprimer Dn en fonction de n.

4) Montrer que pour tout entier naturel n, on a An = PDnP−1.

ä Partie B - Etude du commutant de A. On rappelle que pour une matrice N ∈ M3 (R), le
commutant de N désigne l'ensemble noté COM(N) des matrices Q ∈ M3 (R) qui commutent avec N ,
c'est-à-dire telles que NQ = QN .

5) Soit M ∈ M3 (R). Etablir l'équivalence : [M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)]

6) Déterminer COM(D).

7) Déduire de ce qui précède COM(A).

8) Etablir l'existence de trois matrices B1, B2 et B3 dans M3 (R) que l'on explicitera telles que :

∀M ∈ COM(A), ∃ (α1, α2, α3) ∈ R3, M = α1B1 + α2B2 + α3B3

ä Partie C - Application à l'étude de trois suites imbriquées. On dé�nit trois suites réelles
u, v et w en posant :

u0 = 1, v0 = 1, w0 = 0 et : ∀n ∈ N,


un+1 = −3un − vn − 3wn
vn+1 = 2un + 3vn
wn+1 = 2un + vn + 2wn

Pour tout entier naturel n, on pose : Xn =

 un
vn
wn

.

Soit n un entier naturel quelconque.

9) Etablir une relation de récurrence entre Xn+1 et Xn.

10) Déduire de ce qui précède une relation entre Xn et X0.

11) Déterminer les expressions des termes généraux un, vn et wn en fonction de n.
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Corrigé.

ä Partie A - Calcul des puissances de A.

1) Soit B =

 b1
b2
b3

 ∈ R3 �xé, et soit X =

 x1
x2
x3

 ∈ R3 arbitraire. Résolvons le système PX = B par

la méthode du pivot de Gauss.

[PX = B]⇐⇒


2x1 − x2 − x3 = b1 (L1)

−x1 + x2 + 2x3 = b2 (L2)

−x1 + x2 + x3 = b3 (L3)

⇐⇒


2x1 − x2 − x3 = b1 (L1)

x2 + 3x3 = b1 + 2b2 (L2)←− (L1) + 2 (L2)

x2 + x3 = b1 + 2b3 (L3)←− (L1) + 2 (L3)

⇐⇒


2x1 − x2 − x3 = b1 (L1)

x2 + 3x3 = b1 + 2b2 (L2)

2x3 = 2b2 − 2b3 (L3)←− (L2)− (L3)

⇐⇒


2x1 − x2 − x3 = b1 (L1)

x2 + 3x3 = b1 + 2b2 (L2)

x3 = b2 − b3 (L3)

⇐⇒


2x1 = 2b1 + 2b3 (L1)

x2 = b1 − b2 + 3b3 (L2)

x3 = b2 − b3 (L3)

⇐⇒


x1 = b1 + b3 (L1)

x2 = b1 − b2 + 3b3 (L2)

x3 = b2 − b3 (L3)

Conclusion. P ∈ GL3 (R) et P−1 =

 1 0 1

1 −1 3

0 1 −1

 2) Après calculs : D = P−1AP =

 −1 0 0

0 1 0

0 0 2



3) ∀n ∈ N, Dn =

 (−1)n 0 0

0 1 0

0 0 2n

 .

4) Notons P (n) la propriété �An = PDnP−1�. L'initialisation (pour n = 0) est immédiate puisque A0 = In
et PD0P−1 = P InP−1 = PP−1 = In. Reste à établir l'hérédité.

Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors An+1 = An × A, et en utilisant
la dé�nition de D et l'hypothèse de récurrence, on peut écrire : An+1 = PDnP−1PDP−1 = PDn+1P−1.
Ainsi P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité.

Conclusion : ∀n ∈ N, An = PDnP−1 .

ä Partie B - Etude du commutant de A.

5) Soit M ∈ M3 (R). On a : [P−1MP ∈ COM(D)]⇐⇒ [P−1MPD = DP−1MP ]

⇐⇒ [P−1MPP−1AP = P−1APP−1MP ]⇐⇒ [P−1MAP = P−1AMP ]⇐⇒ [MA = AM ]⇐⇒
[M ∈ COM(A)]

Conclusion : ∀M ∈ M3 (R) , [M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)] .

6) Soit M ∈ M3 (R). Il existe 9 réels a, b,. . . , i tels que : M =

 a b c

d e f

g h i

. La matrice M est dans le

commutant de D si et seulement si MD = DM .



Cours MPSI - sz 345

Or : MD =

 a b c

d e f

g h i

 −1 0 0

0 1 0

0 0 2

 =

 −a b 2c

−d e 2f

−g h 2i


Et : DM =

 −1 0 0

0 1 0

0 0 2

 a b c

d e f

g h i

 =

 −a −b −cd e f

2g 2h 2i



On déduit de ces calculs que : [MD = DM ]⇐⇒



b = −b
2c = −c
d = −d
2f = f

2g = −g
2h = h

⇐⇒



b = 0

c = 0

d = 0

f = 0

g = 0

h = 0

Conclusion : [M ∈ COM(D)] ⇐⇒ [∃ (a, e, i) ∈ R3, M = diag (a, e, i)]. En d'autres termes, le com-
mutant de la matrice D est l'ensemble des matrices diagonales de M3 (R).

7) Soit M une matrice de M3 (R) ; M est dans le commutant de A si et seulement si P−1MP est dans le
commutant de D d'après la question 5. Donc d'après la question précédente :

[M ∈ COM(A)]⇐⇒ [P−1MP ∈ COM(D)]⇐⇒ [∃ (a, e, i) ∈ R3, P−1MP = diag (a, e, i)]

⇐⇒ [∃ (a, e, i) ∈ R3, M = Pdiag (a, e, i)P−1]

Or : Pdiag (a, e, i)P−1 =

 2a− e e− i 2a− 3e+ i

e− a 2i− e 3e− a− 2i

e− a i− e 3e− a− i


Conclusion : COM(A) =


 2a− e e− i 2a− 3e+ i

e− a 2i− e 3e− a− 2i

e− a i− e 3e− a− i

 / (a, e, i) ∈ R3


8) D'après la question précédente : [M ∈ COM(A)]⇐⇒ [∃ (α1, α2, α3) ∈ R3, M = α1B1 + α2B2 + α3B3]

en ayant posé :

B1 =

 2 0 2

−1 0 −1
−1 0 −1

, B2 =

 −1 1 −3
1 −1 3

1 −1 3

 et B3 =

 0 −1 1

0 2 −2
0 1 −1


9) D'après l'énoncé : ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn .

10) Posons P(n) : �Xn = AnX0�, et montrons par récurrence que P(n) est vraie pour entier naturel n.

Initialisation : pour n = 0, on a A0X0 = I3X0 = X0. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

Xn+1 = AXn = A (AnX0) = (AAn)X0 = An+1X0

Ce qui assure que P(n+ 1) est vraie, et établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion : ∀n ∈ N, Xn = AnX0 .

11) Soit n un entier naturel. D'après la question précédente, on a : Xn = AnX0. D'où grâce à la question

4 : Xn = PDnP−1X0. Or, d'après l'énoncé : X0 =

 1

1

0

.
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Calculons :

P−1X0 =

 1 0 1

1 −1 3

0 1 −1

 1

1

0

 d'où : P−1X0 =

 1

0

1


D'où : DnP−1X0 =

(−1)n 0 0

0 1 0

0 0 2n

 1

0

1

 soit : DnP−1X0 =

 (−1)n
0

2n


Soit en�n : PDnP−1X0 =

 2 −1 −1
−1 1 2

−1 1 1

 (−1)n
0

2n

 càd : PDnP−1X0 =

 2 (−1)n − 2n

(−1)n+1 + 2n+1

(−1)n+1 + 2n


Ainsi : ∀n ∈ N, Xn =

 2 (−1)n − 2n

(−1)n+1 + 2n+1

(−1)n+1 + 2n

.

On en déduit que : ∀n ∈ N,


un = 2 (−1)n − 2n

vn = (−1)n+1 + 2n+1

wn = (−1)n+1 + 2n
.

13.5.2 Interprétation matricielle du corps des nombres complexes

Préambule

Les nombres complexes ont été introduits dans les mathématiques il y a environ quatre siècles, dans les
travaux de Jérôme Cardan 19 et Raphaël Bombelli 20. Pour faire court, ces deux mathématiciens ont dé�ni
le nombre i comme une solution de l'équation x2 = −1, et c'est cette dé�nition qui a traversé les âges pour
intervenir encore dans votre cours de Terminale.

Mais une autre approche des nombres complexes aurait été possible, en utilisant le calcul matriciel. Cette
approche constitue l'objet du présent problème, dont le but est d'essayer de vous convaincre que l'on aurait
pu dé�nir les nombres complexes autrement. Explicitement, au lieu de voir ici un complexe comme un
nombre s'écrivant a + ib, on dé�nira un complexe comme une matrice de la forme aI + bJ (où I est la
matrice identité I2, et J une matrice telle que J2 = −I).
L'intérêt de cette approche est géométrique, dans un sens qui sera rendu explicite dans la dernière partie
de ce problème.

L'ensemble des �nombres complexes� que nous dé�nirons dans cet énoncé sera donc un ensemble de ma-
trices, et les di�érentes parties de ce problème auront pour but de prouver que toutes les propriétés que
vous avez vues dans le chapitre �Complexes� de cette année s'adaptent à notre nouveau point de vue.

Pour �nir, n'ayez pas peur de ce saut dans l'inconnu ! Un grand nombre des questions de ce problème vous
paraîtront évidentes dès lors que vous avez bien révisé votre cours sur les complexes, le calcul matriciel et
les groupes. . . En�n, les di�érentes parties de ce problème ne sont pas du tout indépendantes ; mais vous
pouvez bien entendu utiliser les résultats d'une question dans une autre.

19. Qui n'était pas biélorusse.
20. Lui non plus.
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Notations

Dans M2 (R), on considère les matrices

I =

(
1 0

0 1

)
et J =

(
0 −1
1 0

)
On pourra se convaincre aisément que J2 = −I (F) .

On dé�nit les deux sous-ensembles R̂ et Ĉ de M2 (R) en posant :

R̂ = {aI / a ∈ R} et Ĉ = {aI+ bJ / (a, b) ∈ R2}

càd :

R̂ =

{(
a 0

0 a

)
/ a ∈ R

}
et Ĉ =

{(
a −b
b a

)
/ (a, b) ∈ R2

}
On pourra observer que R̂ ( Ĉ.

Pour tout couple (a, b) de nombres réels, on notera Z (a, b) l'élément aI+ bJ =

(
a −b
b a

)
de Ĉ.

On notera encore : Z (a, b) = Z (a,−b).

En�n, pour tout élément Z(a, b) de Ĉ on dé�nit son module en posant : |Z(a, b)| =
√
a2 + b2.

ä Partie A - Quelques propriétés algébriques de R̂ et de Ĉ

1) Justi�er brièvement que l'application

φ : R // R̂

x � // Z(x, 0)

est une bijection.

2) Montrer que
(
Ĉ,+

)
est un sous-groupe de (M2 (R) ,+). En déduire que

(
Ĉ,+

)
est un groupe abélien.

3) Montrer que
(
R̂,+

)
est un sous-groupe de

(
Ĉ,+

)
. En déduire que

(
R̂,+

)
est un groupe abélien.

4) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ. Véri�er que : Z(a, b) + Z(a, b) = 2aI et Z(a, b)− Z(a, b) = 2bJ.

5) Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ. Calculer : Z (a, b)× Z (a′, b′).

6) Soient x un réel et Z (a, b) ∈ Ĉ. Véri�er que : Z(x, 0)× Z (a, b) = Z (xa, xb).

7) Propriétés du module.

a) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ. Montrer que : Z (a, b)× Z (a, b) = |Z (a, b)|2 × I.

b) Montrer que :

∀ (Z (a, b) , Z (a′, b′)) ∈ Ĉ
2
, |Z (a, b)× Z (a′, b′)| = |Z (a, b)| × |Z (a′, b′)|
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c) Soit Z (a, b) un élément de Ĉ. Etablir que : ∀n ∈ N, |Z (a, b)n| = |Z (a, b)|n.

ä Partie B - Les corps R̂ et Ĉ

8) Le corps R̂.

a) Montrer que le produit matriciel (la loi �×�) est une LCI sur R̂. Justi�er brièvement que cette LCI
possède un élément neutre dans R̂, et est commutative.

Par la suite, on pourra admettre que la loi × est associative, distributive par rapport à l'addition,
et que pour tout Z(x, 0) dans R̂ on a : Z(x, 0)× 0M2(R) = 0M2(R) = 0M2(R) × Z(x, 0). Les propriétés
énoncées ci-dessus permettent alors d'a�rmer que

(
R̂,+,×

)
est un anneau commutatif.

b) Montrer que l'anneau
(
R̂,+,×

)
est intègre, et que tout élément non nul de

(
R̂,+,×

)
est inver-

sible 21 dans R̂.

9) Le corps Ĉ.

a) Montrer que le produit matriciel (la loi �×�) est une LCI sur Ĉ.

b) Justi�er brièvement que cette LCI possède un élément neutre dans Ĉ.

Par la suite, on pourra admettre que la loi × est associative, distributive par rapport à l'addition,
et que pour tout Z(a, b) dans Ĉ on a : Z(a, b) × 0M2(R) = 0M2(R) = 0M2(R) × Z(a, b). Les propriétés
énoncées ci-dessus permettent alors d'a�rmer que

(
Ĉ,+,×

)
est un anneau.

c) Montrer que l'anneau
(
Ĉ,+,×

)
est commutatif.

d) Montrer que tout élément non nul de Ĉ est inversible 22 dans Ĉ.

e) Déduire de ce qui précède que l'anneau
(
Ĉ,+,×

)
est intègre, puis que l'anneau

(
Ĉ,+,×

)
est un

corps.

f) Soit Z(a, b) ∈ Ĉ, avec Z (a, b) 6= I. Montrer que pour tout entier naturel n on a :
n∑
k=0

Z(a, b)k =
(
I− Z(a, b)n+1

)
× (I− Z(a, b))−1

ä Partie C - Notation exponentielle

Pour tout réel θ, on pose :

EθJ = Z (cos θ, sin θ) càd EθJ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
10) Véri�er que pour tout réel θ on a :

∣∣EθJ∣∣ = 1.

11) Montrer que pour tout couple (θ, φ) ∈ R2 on a : EθJ × EφJ = E(θ+φ)J.

21. Pour la loi ×.
22. Pour la loi ×.
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12) Montrer que pour tout réel θ on a :
(
EθJ
)−1

= E(−θ)J. 23

13) Justi�er que pour tout couple (θ, φ) ∈ R2 on a :
[
EθJ = EφJ

]
⇐⇒ [θ = φ [2π]].

ä Partie D - Forme exponentielle d'un élément non nul de Ĉ

A partir de maintenant, on note Ĉ
∗
l'ensemble des éléments non nuls de Ĉ, càd : Ĉ

∗
= Ĉ \

{
0M2(R)

}
.

14) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ
∗
. Montrer qu'il existe deux réels α et β que l'on exprimera en fonction de a et b tels

que :

Z(a, b) = |Z(a, b)| × Z (α, β)

15) Avec les notations de la question précédente, véri�er que : α2 + β2 = 1.

16) En déduire que pour tout Z (a, b) ∈ Ĉ
∗
, il existe un réel θ tel que

Z(a, b) = |Z(a, b)| × EθJ

Par la suite, ce réel θ sera appelé argument de Z(a, b), et il sera noté : ARG (Z (a, b)).

17) Méthode d'identi�cation dans Ĉ
∗
. Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ

∗
. Montrer que

(Z (a, b) = Z (a′, b′))⇐⇒


|Z(a, b)| = |Z(a′, b′)|

ARG (Z (a, b)) = ARG (Z (a′, b′)) [2π]

18) Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ. Montrer que :

ARG (Z(a, b)× Z (a′, b′)) = ARG (Z(a, b)) + ARG (Z(a′, b′))

A ce point du raisonnement, on peut alors démontrer toutes les propriétés algébriques attendues des
arguments (celles concernant l'argument du conjugué, de l'inverse, d'un quotient). On n'en démontre
qu'une seule (question suivante) qui sera d'une importance capitale pour la suite des évènements.

19) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ
∗
. Montrer que : ∀n ∈ N, ARG (Z(a, b)n) = nARG (Z (a, b))

ä Partie E - Racines carrées dans Ĉ

20) Résoudre dans Ĉ l'équation X2 = I. 24

21) Résoudre dans Ĉ l'équation X2 = −I.

22) Résoudre dans Ĉ l'équation X4 = I.

23) Soit à présent Z (a, b) ∈ Ĉ
∗
. Montrer que l'équation X2 = Z(a, b) admet exactement deux solutions

dans Ĉ (que l'on pourra appeler racines carrées de Z (a, b) dans Ĉ).

23. On a également
(
EθJ
)−1

= EθJ, mais on ne demande pas de véri�er cette dernière relation.

24. On cherchera donc tous les X ∈ Ĉ tels que X2 = I. Indication : on pourra utiliser une identité remarquable, et utiliser
le fait que Ĉ est en particulier un anneau intègre.
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24) Application. Déterminer les racines carrées dans Ĉ de A =

(
1 −

√
3√

3 1

)
, càd déterminer toutes les

matrices X ∈ Ĉ telles que X2 = A.

ä Partie F - Equations du second degré dans Ĉ

Soient A, B et C dans Ĉ, avec A 6= 0M2(R).

Dans cette partie on notera (E) l'équation suivante d'inconnue X ∈ Ĉ :

(E) : AX2 +BX + C = 0M2(R)

On appelle discriminant de l'équation (E) l'élément de Ĉ dé�ni en posant

∆ = B2 − 4AC

25) Etablir que l'équation (E) possède exactement deux solutions dans Ĉ lorsque∆ 6= 0M2(R) ; et exactement
une solution dans Ĉ lorsque ∆ = 0M2(R). Dans les deux cas, on explicitera la ou les solutions.

26) Application. Résoudre dans Ĉ l'équation :

X2 − 2JX − J = I

ä Partie G - Racines n-ièmes de l'unité dans Ĉ

Pour tout entier naturel n > 2, on note :

Ûn =
{
Z (a, b) ∈ Ĉ / Z(a, b)n = I

}
et on note Û l'ensemble des éléments de Ĉ de module égal à 1, soit :

Û =
{
Z (a, b) ∈ Ĉ / |Z(a, b)| = 1

}
Dans les questions de cette partie, n désigne un entier naturel n > 2.

27) Soit n un entier naturel n > 2. Etablir que : Ûn ⊂ Û.

28) Etablir que
(
Ûn,×

)
est un sous-groupe de

(
Û,×

)
.

29) Montrer que : Ûn =
{
E

2kπ
n

J / k ∈[[ 0, n− 1 ]]
}
.

30) Montrer que :
∑

W∈ Ûn

W = 0M2(R).

31) Application. Déterminer toutes les matrices X ∈ Ĉ telles que

X4 =

(
8
√
2 −8

√
2

8
√
2 8

√
2

)
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ä Partie H - Finalement

On rappelle que Sim+ (C) désigne l'ensemble des similitudes directes du plan complexe.

On note Sim+
0 (C) la partie de Sim+ (C) constituée des similitudes directes de centre O.

32) Justi�er brièvement qu'un élément de Sim+
0 (C) est une transformation fa ayant pour écriture complexe :

z 7−→ az avec a ∈ C∗, et que
(
Sim+

0 (C) , ◦
)
est un groupe abélien.

33) Montrer que l'application

ψ : Sim+
0 (C) // Ĉ

∗

fa
� // |a|Earg(a) J

est bijective.

34) Montrer que ψ est compatible avec les structures de groupes de Sim+
0 (C) et de Ĉ

∗
dans le sens où :

∀ (f, g) ∈ Sim+
0 (C)2 , ψ (f ◦ g) = ψ (f)× ψ (g)

Une telle application (compatible avec les lois de groupes au départ et à l'arrivée) s'appelle un morphisme
de groupes. Un morphisme de groupes bijectif est appelé un isomorphisme de groupes ; en�n deux groupes
G et G′ sont dits isomorphes lorsqu'il existe un morphisme de groupes entre G et G′.

Dans cette dernière question, vous avez donc établi que les groupes
(
Sim+

0 (C) , ◦
)
et
(
Ĉ

∗
,×
)

sont

isomorphes. Cela signi�e que non seulement il existe une correspondance bijective entre les éléments
des ensembles Sim+

0 (C) et Ĉ
∗
, mais aussi que cette correspondance est compatible avec les LCI de ces

deux groupes.

ä Partie I - Bonus

35) Déterminer toutes les matrices M ∈ Ĉ telles que

(M + I)5 = (M − I)5

Corrigé.

1) Il est immédiat que l'application ψ : R̂ −→ R qui à tout Z(x, 0) ∈ R̂ associe le réel x est telle que

ψ ◦ φ = idR et φ ◦ ψ = id
R̂
. Il s'ensuit que φ est bijective (et φ−1 = ψ) .

2) On utilise la méthode bien connue :

(SG1) : Ĉ ⊂ M2 (R), par dé�nition.
(SG2) : l'élément neutre de (M2 (R) ,+), qui est la matrice nulle 0M2(R), appartient à Ĉ puisque : 0M2(R) =

Z(0, 0).

(SG3) : soient Z (a, b) et Z (a′, b′) deux éléments de Ĉ. Il est clair que Z (a, b)+Z (a′, b′) = Z (a+ a′, b+ b′).
L'addition est donc une LCI sur Ĉ.

(SG4) : soit Z (a, b) ∈ Ĉ. Son inverse pour l'addition est clairement Z (−a,−b), qui est encore dans Ĉ.
L'ensemble Ĉ est donc stable par passage à l'inverse.
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Conclusion :
(
Ĉ,+

)
est un sous-groupe de (M2 (R) ,+), abélien car sous-groupe d'un groupe abélien.

3) On ré-utilise la méthode bien connue :

(SG1) : R̂ ⊂ Ĉ, par dé�nition.

(SG2) : l'élément neutre de
(
Ĉ,+

)
, qui est la matrice nulle 0M2(R), appartient à R̂ puisque : 0M2(R) =

Z(0, 0).

(SG3) : soient Z (a, 0) et Z (a′, 0) deux éléments de R̂. Il est clair que Z (a, 0) + Z (a′, 0) = Z (a+ a′, 0).
L'addition est donc une LCI sur R̂.

(SG4) : soit Z (a, 0) ∈ R̂. Son inverse pour l'addition est clairement Z (−a, 0), qui est encore dans R̂.
L'ensemble R̂ est donc stable par passage à l'inverse.

Conclusion :
(
R̂,+

)
est un sous-groupe de

(
Ĉ,+

)
, abélien car tout sous-groupe d'un groupe abélien l'est.

4) Il est immédiat que : ∀Z(a, b) ∈ Ĉ, Z(a, b) + Z(a, b) = 2aI et Z(a, b)− Z(a, b) = 2bJ . 25

5) Soient Z(a, b) et Z(a′, b′) dans Ĉ. On a :

Z(a, b)× Z(a′, b′) =
(
a −b
b a

)(
a′ −b′
b′ a′

)
=

(
aa′ − bb′ −a′b− ab′
a′b+ ab′ aa′ − bb′

)
= Z (aa′ − bb′, a′b+ ab′)

Conclusion. ∀ (Z(a, b), Z(a′, b′)) ∈ Ĉ
2
, Z(a, b)× Z(a′, b′) = Z (aa′ − bb′, a′b+ ab′)

6) D'après la question 5 : Conclusion. ∀ (Z(x, 0), Z(a, b)) ∈ R̂× Ĉ, Z(x, 0)× Z(a, b) = Z (xa, xb)

7) Propriétés du module. a) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ. On a :

Z (a, b)× Z (a, b) = Z (a, b)× Z (a,−b) = Z (a2 + b2, 0) = (a2 + b2)Z (1, 0) = |Z (a, b)|2 × I

Conclusion. ∀Z(a, b) ∈ Ĉ, Z (a, b)× Z (a, b) = |Z (a, b)|2 × I

b) Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ.

D'une part : |Z (a, b)× Z (a′, b′)| = |Z (aa′ − bb′, a′b+ ab′)| =
√

(aa′ − bb′)2 + (a′b+ ab′)2

=
√
a2a′2 − 2aa′bb′ + b2b′2 + a′2b2 + 2aa′bb′ + a2b′2 =

√
a2a′2 + b2b′2 + a′2b2 + a2b′2

D'autre part : |Z (a, b)| × |Z (a′, b′)| =
√
a2 + b2 ×

√
a′2 + b′2 =

√
a2a′2 + b2b′2 + a′2b2 + a2b′2.

Conclusion. ∀ (Z (a, b) , Z (a′, b′)) ∈ Ĉ
2
, |Z (a, b)× Z (a′, b′)| = |Z (a, b)| × |Z (a′, b′)|

c) Soit Z (a, b) ∈ Ĉ. Notons P(n) la propriété �|Z(a, b)n| = |Z(a, b)|n�. L'initialisation (pour n = 0) est
immédiate puisque |Z(a, b)0| = |I| = 1 et |Z(a, b)|0 = 1. Reste à établir l'hérédité.

Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors :

|Z(a, b)n+1| = |Z(a, b)n × Z(a, b)| = |Z(a, b)n| × |Z(a, b)| = |Z(a, b)|n × |Z(a, b)| = |Z(a, b)|n+1

Ainsi P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité et achève cette récurrence.

Conclusion. ∀Z (a, b) ∈ Ĉ, ∀n ∈ N, |Z(a, b)n| = |Z(a, b)|n .

25. Formules à rapprocher de celles que vous connaissez dans le cadre des nombres complexes usuels : ∀ z ∈ C, z + z̄ =
2Re(z) et z − z̄ = 2iIm(z).
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ä Partie B - Les corps R̂ et Ĉ

8) Le corps R̂.

a) D'après la question 5 : ∀ (Z (x, 0) , Z (y, 0)) ∈ R̂
2
, Z (x, 0) × Z(y, 0) = Z (xy, 0) ∈ R̂. Le produit

matriciel est donc une LCI sur R̂, possédant un élément neutre (Z(1, 0) = I), et évidemment commutative.

b) Soient Z (x, 0) et Z (y, 0) dans R̂. On a : Z (x, 0)×Z(y, 0) = 0M2(R) si et seulement si xy = 0, càd si et
seulement si x = 0 ou y = 0.

Donc :
[
Z (x, 0)× Z (y, 0) = 0M2(R)

]
⇐⇒

[(
Z(x, 0) = 0M2(R)

)
∨
(
Z(y, 0) = 0M2(R)

)]
Ce qui signi�e que l'anneau

(
R̂,+,×

)
est intègre .

Soit Z(x, 0) un élément non nul de R̂. Z(x, 0) est trivialement inversible d'inverse Z(1/x, 0).

Conclusion. Puisque
(
R̂,+,×

)
est un anneau commutatif où tout élément non nul est inversible,

on peut a�rmer que
(
R̂,+,×

)
est un corps.

9) Le corps Ĉ.

a) D'après la question 5, le produit de deux éléments de Ĉ est encore un élément de Ĉ. Donc le produit
matriciel est une LCI sur Ĉ.

b) L'élément neutre pour le produit matriciel est la matrice I2, qui appartient à Ĉ puisque I2 = Z(1, 0).

c) Il résulte de la question 5 que le produit matriciel dans Ĉ est commutatif.

d) Soit Z(a, b) un élément non nul de Ĉ. Alors : det (Z(a, b)) = a2 + b2. D'où det (Z(a, b)) 6= 0 puisque

(a, b) 6= (0, 0) par hypothèse. Il s'ensuit que Z(a, b) est inversible, d'inverse : Z (a, b)−1 =
1

a2 + b2
Z(a, b).

Conclusion. Tout élément non nul de Ĉ est inversible dans Ĉ.

e) Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ. Supposons que Z(a, b)Z(a′, b′) = 0.

Distinguons deux cas. Si Z(a, b) = 0, l'égalité précédente est satisfaite et il n'y a plus rien à faire.

Si Z(a, b) 6= 0, alors d'après la question précédente Z(a, b) est inversible dans Ĉ. En multipliant 26 l'égalité
Z(a, b)Z(a′, b′) = 0 par Z(a, b)−1, on obtient Z(a′, b′) = 0.

En résumé : [Z(a, b)Z(a′, b′) = 0] =⇒ [Z(a, b) = 0 ∨ Z(a′, b′) = 0]. Ainsi : l'anneau
(
Ĉ,+×

)
est intègre .

Conclusion. Puisque
(
Ĉ,+,×

)
est un anneau commutatif où tout élément non nul est inversible,

on peut a�rmer que
(
Ĉ,+,×

)
est un corps.

f) Soit Z(a, b) un élément de Ĉ distinct de I, et soit n un entier naturel. Puisque Ĉ est un anneau
commutatif, on a :

(I− Z(a, b))
n∑
k=0

Z(a, b)k = I− Z(a, b)n+1

26. A gauche ou à droite, cela n'a pas d'importance puisque le produit est commutatif dans Ĉ.
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Notons alors que (I− Z(a, b)) est un élément de Ĉ, non nul par hypothèse. D'après la question précédente,
il est donc inversible dans Ĉ, et on peut donc conclure :

∀Z(a, b) ∈ Ĉ, ∀n ∈ N,
n∑
k=0

Z(a, b)k =
(
I− Z(a, b)n+1

)
× (I− Z(a, b))−1 .

ä Partie C - Notation exponentielle

10) Pour tout réel θ :
∣∣EθJ∣∣ = cos2 θ + sin2 θ = 1 .

11) Soient θ et φ deux réels. On a :

EθJ × EφJ = Z (cos θ, sin θ)Z (cosφ, sinφ) = Z (cos θ cosφ− sinφ sin θ, sin θ cosφ+ sinφ cos θ)

= Z (cos (θ + φ) , sin (θ + φ)). Conclusion. ∀ (θ, φ) ∈ R2, EθJ × EφJ = E(θ+φ)J .

12) Soit θ un réel. On a : det
(
EθJ
)
= 1, donc : ∀ θ ∈ R,

(
EθJ
)−1

= E(−θ)J

13) Par dé�nition des �matrices exponentielles�, on a : EθJ = EφJ si et seulement si cos θ = cosφ et
sin θ = sinφ. Ces deux conditions sont simultanément satisfaites si et seulement si θ = φ [2π].

Conclusion. ∀ (θ, φ) ∈ R2,
[
EθJ = EφJ

]
⇐⇒ [θ = φ [2π]] .

ä Partie D - Forme exponentielle d'un élément non nul de Ĉ

14) Clairement : ∀Z (a, b) ∈ Ĉ
∗
, Z(a, b) = |Z(a, b)| × Z

 a

|Z(a, b)|︸ ︷︷ ︸
=α

,
b

|Z(a, b)|︸ ︷︷ ︸
=β

 .

15) Par dé�nition des réels α et β, on a : α2 + β2 = 1

16) Puisque α et β véri�ent α2 + β2 = 1, le couple (α, β) est celui des coordonnées d'un point du cercle
trigonométrique. Il existe donc un réel θ dé�ni modulo 2π tel que : α = cos θ et β = sin θ. D'où :
Z(a, b) = |Z(a, b)| × Z (cos θ, sin θ) donc : Z(a, b) = |Z(a, b)| × EθJ.

Conclusion. ∀Z(a, b) ∈ Ĉ
∗
, ∃ θ ∈ R, Z(a, b) = |Z(a, b)| × EθJ .

17) Méthode d'identi�cation dans Ĉ
∗
. Soient Z (a, b) et Z (a′, b′) dans Ĉ

∗
.

On suppose que : Z (a, b) = Z (a′, b′). Il est immédiat que |Z (a, b)| = |Z (a′, b′)|. Il en résulte, grâce à la
question précédente que : EARG(Z(a,b))J = EARG(Z(a′,b′))J.
D'après la question 13, ceci implique que : ARG (Z (a, b)) = ARG (Z (a′, b′)) [2π].

En résumé, on a établi l'implication : (Z (a, b) = Z (a′, b′)) =⇒


|Z(a, b)| = |Z(a′, b′)|

ARG (Z (a, b)) = ARG (Z (a′, b′)) [2π]

La réciproque est triviale.

Conclusion. (Z (a, b) = Z (a′, b′))⇐⇒


|Z(a, b)| = |Z(a′, b′)|

ARG (Z (a, b)) = ARG (Z (a′, b′)) [2π]

18) Provient de la dé�nition d'argument et de la question 11.

19) Provient de 18 et d'une récurrence immédiate sur n.
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ä Partie E - Racines carrées dans Ĉ

20) Dans Ĉ : X2 = I⇐⇒ X2 − I = 0⇐⇒ (X − I) (X + I) = 0.

Puisque Ĉ est un ANNEAU INTEGRE, on peut alors a�rmer que : X2 = I⇐⇒ X = ±I.

Conclusion. Dans Ĉ, l'équation X2 = I possède exactement deux solutions : ±I.

21) Dans Ĉ : X2 = −I⇐⇒ X2 + I = 0⇐⇒ X2 − J2 = 0⇐⇒ (X − J) (X + J) = 0.

Puisque Ĉ est un ANNEAU INTEGRE, on peut alors a�rmer que : X2 = −I⇐⇒ X = ±J.

Conclusion. Dans Ĉ, l'équation X2 = −I possède exactement deux solutions : ±J.

22) Dans Ĉ : X4 = I⇐⇒ X4 − I = 0⇐⇒ (X2 − I) (X2 + I) = 0.

Puisque Ĉ est un ANNEAU INTEGRE, on peut alors a�rmer que : X4 = I⇐⇒ X2 = ±I.

Conclusion. Dans Ĉ, l'équation X4 = I possède exactement quatre solutions : ±I et ±J.

23) Soit Z(a, b) ∈ Ĉ
∗
. D'après la question 16, on peut écrire : Z(a, b) = |Z(a, b)|×EθJ où θ = ARG (Z (a, b)).

Soit X ∈ Ĉ tel que X2 = Z(a, b). Nécessairement X 6= 0, puisque Z(a, b) est supposé non nul. On peut
donc écrire : X = |X| × EφJ où φ = ARG (X).

L'équation X2 = Z(a, b) est alors équivalente à : |X|2 × E2φJ = |Z(a, b)| × EθJ. D'après la méthode
d'identi�cation, on en déduit que :

[X2 = Z(a, b)]⇐⇒


|X|2 = |Z(a, b)|

2φ = θ [2π]

⇐⇒

 |X| = |Z(a, b)|
1/2

φ = θ/2 [π]

⇐⇒
[
X = |Z(a, b)|1/2 E

θ
2
J ∨X = |Z(a, b)|1/2 E(

θ
2
+π) J

]
⇐⇒ X = ± |Z(a, b)|1/2 E

θ
2
J

Conclusion. Pour tout Z(a, b) ∈ Ĉ
∗
, l'équation X2 = Z(a, b) possède exactement deux solutions

dans Ĉ, qui sont : ± |Z(a, b)|1/2 E
θ
2
J (avec θ = ARG (Z (a, b))).

Il revient au même de dire que tout élément non nul de Ĉ possède exactement deux racines carrées
dans Ĉ.

24) Application. D'après la question précédente, la matrice A =

(
1 −

√
3√

3 1

)
, qui est un élément de

Ĉ
∗
, possède exactement deux racines carrées dans Ĉ qui sont ± |A|1/2 E

ARG(A)
2

J.

Deux calculs directs permettent d'obtenir : |A| = 2 et ARG (A) =
π

3
.

Conclusion. L'équation X2 =

(
1 −

√
3√

3 1

)
admet exactement deux solutions dans Ĉ qui sont

±
√
2E

π
6
J, c'est à dire explicitement :

1

4

( √
6 −

√
2√

2
√
6

)
et

1

4

(
−
√
6
√
2

−
√
2 −

√
6

)
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ä Partie F - Equations du second degré dans Ĉ

25) Puisque A est un élément non nul de Ĉ, et que Ĉ est un corps, A est inversible dans Ĉ. On peut donc
multiplier 27 tous les termes de (E) par A−1 pour débuter la suite d'équivalences suivante :

AX2 +BX + C = 0M2(R)

⇐⇒ A−1 (AX2 +BX + C) = 0M2(R)

⇐⇒ X2 +BA−1X + CA−1 = 0M2(R)

⇐⇒
(
X +

1

2
BA−1

)2

− 1

4
B2A−2 + CA−1 = 0M2(R)

⇐⇒
(
X +

1

2
BA−1

)2

− 1

4
B2A−2 +

1

4
4ACA−2 = 0M2(R)

⇐⇒
(
X +

1

2
BA−1

)2

+
1

4

(
4AC −B2

)
A−2 = 0M2(R)

⇐⇒
(
X +

1

2
BA−1

)2

− 1

4
∆A−2 = 0M2(R)

ä Si ∆ = 0 : l'équation (E) équivaut alors à

(
X +

1

2
BA−1

)2

= 0M2(R) d'où : X = −1

2
BA−1.

ä Si ∆ 6= 0 : d'après la question précédente, ∆ possède alors deux racines carrées dans Ĉ. Notons δ l'une
d'entre elles, de telle sorte que δ ∈ Ĉ et δ2 = ∆. L'équation (E) équivaut alors à :(

X +
1

2
BA−1

)2

− 1

4
δ2A−2 = 0M2(R)

⇐⇒
(
X +

1

2
BA−1

)2

−
(
1

2
δA−1

)2

= 0M2(R)

⇐⇒
((

X +
1

2
BA−1

)
−
(
1

2
δA−1

))
×
((

X +
1

2
BA−1

)
+

(
1

2
δA−1

))
= 0M2(R)

En utilisant une nouvelle fois le fait que Ĉ est intègre, on peut continuer notre raisonnement par équiva-
lences :[(

X +
1

2
BA−1

)
−
(
1

2
δA−1

)
= 0M2(R)

]
∨
[(
X +

1

2
BA−1

)
+

(
1

2
δA−1

)
= 0M2(R)

]

⇐⇒
[
X +

1

2
BA−1 =

1

2
δA−1

]
∨
[
X +

1

2
BA−1 = −1

2
δA−1

]

⇐⇒
[
X =

1

2
(−B + δ)A−1

]
∨
[
X =

1

2
(−B − δ)A−1

]
27. A gauche ou à droite, puisqu'en outre l'anneau Ĉ est commutatif.
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Dans le cas où∆ 6= 0, l'équation (E) possède exactement deux solutions dans Ĉ qui sont :
1

2
(−B ± δ)A−1.

Conclusion. Soient A, B et C dans Ĉ, avec A 6= 0M2(R). On note (E) l'équation

AX2 +BX + C = 0M2(R) d'inconnue X ∈ Ĉ

En�n on note ∆ (discriminant de l'équation (E)) l'élément de Ĉ dé�ni par : ∆ = B2 − 4AC.

Deux cas peuvent se présenter :

ä Si ∆ = 0M2(R) : alors l'équation (E) possède une unique solution dans Ĉ, qui est : −1

2
BA−1.

ä Si ∆ 6= 0M2(R) : alors l'équation (E) possède exactement deux solutions dans Ĉ qui sont :
1

2
(−B ± δ)A−1 (où δ est un élément de Ĉ tel que δ2 = ∆).

26) Application. On a : X2−2JX−J = I⇐⇒ X2−2JX−J−I = 0M2(R). Cette équation étant du second
degré à coe�cients dans Ĉ, on peut lui appliquer le résultat de la question précédente pour la résoudre
dans Ĉ.

Son discriminant est : ∆ = (−2J)2 − 4 (−J− I) = 4J2 + 4J+ 4I d'où ∆ = 4J (ainsi ∆ 6= 0M2(R)).

En outre : 4J = 4E
π
2
J, donc δ = 2E

π
4
J est une racine carrée de ∆ dans Ĉ.

D'après la question précédente, l'équation possède donc deux solutions dans Ĉ qui sont : J± E
π
4
J.

Conclusion. L'équation X2 − 2JX − J = I possède exactement deux solutions dans Ĉ, qui sont
J± E

π
4
J ; c'est à dire les matrices

√
2

2
−1−

√
2

2

1 +

√
2

2

√
2

2

 et

 −
√
2

2
−1 +

√
2

2

1−
√
2

2
−
√
2

2


ä Partie G - Racines n-ièmes de l'unité dans Ĉ

27) Soit Z ∈ Ûn. Alors Zn = I donc |Zn| = |I| donc |Z|n = 1 d'où : |Z| = 1 et donc Z ∈ Û. En résumé :[
Z ∈ Ûn

]
=⇒

[
Z ∈ Û

]
. Conclusion. Ûn ⊂ Û .

28) Comme d'habitude :

ä (SG1) Ûn ⊂ Û, d'après la question précédente.

ä (SG2) I ∈ Ûn puisque In = I.

ä (SG3) ∀ (Z,Z ′) ∈ Û
2

n, Z × Z ′ ∈ Ûn puisque (Z × Z ′)n = Zn × Z ′n = I.

ä (SG4) ∀Z ∈ Ûn, Z
−1 ∈ Ûn puisque (Z−1)

n
= (Zn)−1 = I.

Conclusion :
(
Ûn,×

)
est un sous-groupe de

(
Û,×

)
.

29) Notons E =
{
E

2kπ
n

J / k ∈ [[ 0, n− 1 ]]
}
, et prouvons que E = Ûn.

Soit Z ∈ Ûn. On a déjà montré que Ûn ⊂ Û, donc |Z| = 1. Il existe donc un réel θ tel que : Z = Eθ J.
Puique Z ∈ Ûn, il s'ensuit que E

nθ J = I, et donc : nθ = 0 [2π], c'est-à-dire : θ = 0 [2π/n].
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Par suite il existe un entier relatif k tel que : θ = 2kπ/n. Donc : Ûn =
{
E

2kπ
n

J / k ∈ Z
}
. Il reste à établir

que : Ûn = E.

Il est déjà immédiat que : E ⊂ Ûn (♠) .

Réciproquement, soit Z un élément de Ûn. Il existe un entier relatif k tel que Z = E
2kπ
n

J. En e�ectuant la
division euclidienne de k par n, on a : k = nq + r, avec r ∈ [[ 0, n− 1 ]]. D'où :

Z = E
2kπ
n

J = E
2(nq+r)π

n
J = E

2nqπ
n

J︸ ︷︷ ︸
=I

E
2rπ
n

J = E
2rπ
n

J.

Par suite : Z = E
2rπ
n

J avec r ∈ [[ 0, n− 1 ]], ce qui prouve que Z ∈ E, et l'inclusion : Ûn ⊂ E (♣) .

Conclusion : d'après la règle de double inclusion on a Ûn =
{
E

2kπ
n

J / k ∈ [[ 0, n− 1 ]]
}
.

30) D'après la question précédente :
∑

W∈ Ûn

W =
n−1∑
k=0

E
2kπ
n

J =
n−1∑
k=0

(
E

2π
n

J
)k
.

D'après la question 9-f on a :
n−1∑
k=0

(
E

2π
n

J
)k

=
(
I−
(
E

2π
n

J
)n)

︸ ︷︷ ︸
=0M2(R)

(
I− E

2π
n

J
)−1

= 0M2(R).

Conclusion :
∑

W∈ Ûn

W = 0M2(R) .

31) Application. Déterminons toutes les matrices X ∈ Ĉ telles que

X4 =

(
8
√
2 −8

√
2

8
√
2 8

√
2

)

Notons A la matrice de droite de cette égalité. On a : X4 = A⇐⇒


|X| = |A|1/4

ARG(X) =
ARG(A)

4
[π/2]

.

Or : |A| =
√(

8
√
2
)2

+
(
8
√
2
)2

=
√
256 = 16. Il s'ensuit que : |X| = 2.

Par ailleurs : ARG(A) =
π

4
[2π]. D'où : ARG(X) =

π

16
[π/2].

Conclusion : l'équation X4 =

(
8
√
2 −8

√
2

8
√
2 8

√
2

)
possède exactement quatre solutions dans Ĉ :

±2E
π
16

J et ±2JE
π
16

J
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Comme il est d'ailleurs bien connu que : cos
( π
16

)
=

√
2 +

√
2 +
√
2

2
et sin

( π
16

)
=

√
2−

√
2 +
√
2

2
, on

peut également conclure explicitement :

Conclusion : l'équation X4 =

(
8
√
2 −8

√
2

8
√
2 8

√
2

)
possède exactement quatre solutions dans Ĉ :

 √
2 +

√
2 +
√
2 −

√
2−

√
2 +
√
2√

2−
√

2 +
√
2

√
2 +

√
2 +
√
2

 ;

−
√

2 +
√
2 +
√
2

√
2−

√
2 +
√
2

−
√

2−
√

2 +
√
2 −

√
2 +

√
2 +
√
2

 ;

 −√2−
√

2 +
√
2 −

√
2 +

√
2 +
√
2√

2 +
√

2 +
√
2 −

√
2−

√
2 +
√
2

 ;

 √
2−

√
2 +
√
2

√
2 +

√
2 +
√
2

−
√
2 +

√
2 +
√
2

√
2−

√
2 +
√
2


32) Une similitude directe ayant un centre Ω d'a�xe ω admet une écriture complexe de la forme : z 7−→
a(z − ω) + ω (avec a ∈ C∗). Lorsque ce centre est le point O, on a ω = 0.

Il s'ensuit qu'un élément de Sim+
0 (C) est une transformation fa ayant pour écriture complexe : z 7−→ az

(a ∈ C∗).

En outre
(
Sim+

0 (C) , ◦
)
est un groupe abélien puisque c'est un sous-groupe du groupe des similitudes

directes, et que deux similitudes de même centre commutent.

33) Il est immédiat que l'application ρ : Ĉ
∗
−→ Sim+

0 (C) qui à tout Z = |Z|Eθ J ∈ Ĉ
∗
associe la similitude

d'écriture complexe z 7−→ |Z| eiθz est telle que ψ ◦ ρ = id
Ĉ

∗ et ρ ◦ ψ = idSim+
0 (C).

Il s'ensuit que ψ est bijective (et ψ−1 = ρ) .

34) Il su�t de voir que la composée des similitudes d'écritures complexes z 7−→ az et z 7−→ a′z est la simili-

tude d'écriture complexe z 7−→ (aa′) z pour conclure que : ∀ (f, g) ∈ Sim+
0 (C)2 , ψ (f ◦ g) = ψ (f)× ψ (g) .

35) BONUS. Déterminer toutes les matrices M ∈ Ĉ telles que (M + I)5 = (M − I)5.

Observons déjà que I n'est pas solution de l'équation. Ainsi M 6= I, et M − I est donc inversible, en tant
qu'élément non nul de Ĉ. On a donc M 6= I et :[

(M + I)5 = (M − I)5
]
⇐⇒

[(
(M + I) (M − I)−1)5 = I

]
⇐⇒

[
(M + I) (M − I)−1 ∈ Û5

]
Or : (M + I) (M − I)−1 ∈ Û5 et M 6= I

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]], (M + I) (M − I)−1 = E
2kπ
5

J

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]], M + I = E
2kπ
5

J (M − I)

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]],
(
I− E

2kπ
5

J
)
M = −I− E

2kπ
5

J

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]],
(
E

2kπ
5

J − I
)
M = E

2kπ
5

J + I

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]], E
kπ
5

J
(
E

kπ
5

J − E− kπ
5

J
)
M = E

kπ
5

J
(
E

kπ
5

J + E− kπ
5

J
)
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⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]],
(
E

kπ
5

J − E− kπ
5

J
)
M = E

kπ
5

J + E− kπ
5

J

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]],
(
E

kπ
5

J − E
kπ
5

J
)
M = E

kπ
5

J + E
kπ
5

J

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]], 2 sin

(
kπ

5

)
JM = 2 cos

(
kπ

5

)

⇐⇒ ∃ k ∈ [[ 1, 4 ]], M = −cotan
(
kπ

5

)
J

Conclusion : l'équation (M + I)5 = (M − I)5 possède exactement quatre solutions dans Ĉ :

−cotan
(π
5

)
J; −cotan

(
2π

5

)
J; −cotan

(
3π

5

)
J et − cotan

(
4π

5

)
J



Chapitre 14

Limites et continuité

14.1 Limites des fonctions à valeurs réelles

Dans ce paragraphe, on ne considère que des fonctions à valeurs réelles.

14.1.1 Dé�nitions

L'objet de ce paragraphe est de donner les dé�nitions de � lim
x−→a

f(x) = ℓ� avec a et ℓ réels ou ±∞ (càd a

et ℓ dans R).

Définition 14.1 - Soit a un réel.

1) On appelle voisinage (ouvert) de a un intervalle ouvert contentant a.

2) On appelle voisinage (ouvert) de +∞ un intervalle ouvert de la forme ] a,+∞ [ .

3) On appelle voisinage (ouvert) de −∞ un intervalle ouvert de la forme ]−∞, a [ .

Exemples. R est un voisinage de chacun de ses points, de +∞ et de −∞. Pour tout réel a et pour tout
réel strictement positif ε, l'intervalle ] a− ε, a+ ε [ est un voisinage de a.

Définition 14.2 - Soient a et ℓ deux réels, et soit f une fonction dé�nie sur un voisinage I de a
(et à valeurs réelles, en vertu de la remarque préliminaire).

La fonction f a pour limite ℓ en a si :

∀ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, [|x− a| < α] =⇒ [|f(x)− ℓ| < ε]

Interprétation. Dire que f a pour limite ℓ en a, c'est dire que l'on peut enfermer les valeurs de f dans
un rectangle de largeur arbitrairement petite (mais non nulle !) centré en ℓ, pour peu que l'on soit assez
proche de a.

Notation. lim
x→a

f(x) = ℓ
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Exemple. La fonction x 7−→ |x| a pour limite 0 en 0.

Définition 14.3 - Soit a un réel, et soit f une fonction dé�nie sur I\ {a} (où I est un voisinage
de a).

La fonction f a pour limite +∞ en a si :

∀ M ∈ R, ∃α > 0, ∀x ∈ I\ {a} , [|x− a| < α] =⇒ [f(x) > M ]

Interprétation. Dire que f a pour limite +∞ en a, c'est dire que les valeurs de f sont situées au-dessus
d'une barre que l'on peut �xer arbitrairement haut, pour peu que l'on soit assez proche de a.

Notation. lim
x→a

f(x) = +∞

Exemple. La fonction x 7−→ 1

x2
a pour limite +∞ en 0.

Définition 14.4 - Soit a un réel, et soit f une fonction dé�nie sur I\ {a} (où I est un voisinage
de a).

La fonction f a pour limite −∞ en a si :

∀ M ∈ R, ∃α > 0, ∀x ∈ I\ {a} , [|x− a| < α] =⇒ [f(x) < M ]

Interprétation. Dire que f a pour limite −∞ en a, c'est dire que les valeurs de f sont situées en-dessous
d'une barre que l'on peut �xer arbitrairement bas, pour peu que l'on soit assez proche de a.

Notation. lim
x→a

f(x) = −∞

Exemple. La fonction x 7−→ ln |x| a pour limite −∞ en 0.

Définition 14.5 - Soit ℓ un réel, et soit f une fonction dé�nie sur un voisinage I de +∞.

La fonction f a pour limite ℓ en +∞ si :

∀ ε > 0, ∃x0 ∈ R, ∀x ∈ I, [x > x0] =⇒ [|f(x)− ℓ| < ε]

Interprétation. Dire que f a pour limite ℓ en +∞, c'est dire que l'on peut enfermer les valeurs de f dans
un rectangle de largeur arbitrairement petite centré en ℓ, pour peu que l'on prenne des valeurs de x assez
grandes.

Notation. lim
x→+∞

f(x) = ℓ

Exemple. La fonction x 7−→ 1− e−x a pour limite 1 en +∞.

Définition 14.6 - Soit ℓ un réel, et soit f une fonction dé�nie sur un voisinage I de −∞.
La fonction f a pour limite ℓ en −∞ si :

∀ ε > 0, ∃x0 ∈ R, ∀x ∈ I, [x < x0] =⇒ [|f(x)− ℓ| < ε]

Interprétation. Dire que f a pour limite ℓ en −∞, c'est dire que l'on peut enfermer les valeurs de f dans
un rectangle de largeur arbitrairement petite centré en ℓ, pour peu que l'on prenne des valeurs de x assez
petites.
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Notation. lim
x→−∞

f(x) = ℓ

Exemple. La fonction x 7−→ ex a pour limite 0 en −∞.

Définition 14.7 - Soit f une fonction dé�nie sur un voisinage I de +∞.

La fonction f a pour limite +∞ en +∞ si :

∀ M > 0, ∃x0 ∈ R, ∀x ∈ I, [x > x0] =⇒ [f(x) > M ]

Interprétation. Dire que f a pour limite +∞ en +∞, c'est dire que les valeurs de f sont situées au-
dessus d'une barre que l'on peut �xer arbitrairement haut, pour peu que l'on choisisse des valeurs de x
su�samment grandes.

Notation. lim
x→+∞

f(x) = +∞

Exemple. La fonction x 7−→ ex a pour limite +∞ en +∞.

On obtient mutatis mutandis les dé�nitions de lim
x→+∞

f(x) = −∞, lim
x→−∞

f(x) = +∞ et lim
x→−∞

f(x) = −∞.

Remarque � limites à gauche et limites à droite. Les dé�nitions des limites de f en un réel a
peuvent être �latéralisées�, si l'on ne s'intéresse qu'au comportement de la fonction à gauche ou à droite
de a. Par exemple, on pourra dire que : 1

Définition 14.8 - La fonction f a pour limite à droite (resp. à gauche) ℓ en a si :

∀ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, [x < a+ α] =⇒ [|f(x)− ℓ| < ε]

(resp. ∀ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, [x > a− α] =⇒ [|f(x)− ℓ| < ε])

Notation. lim
x→a+

f(x) = ℓ (limite à droite) et lim
x→a−

f(x) = ℓ (limite à gauche).

Exemple. La fonction x 7−→ bxc a pour limite 1 à droite de 1, et a pour limite 0 à gauche de 1.

Remarques. Un raisonnement sans di�culté permet d'a�rmer que f admet pour limite ℓ en a SSI f a
pour limite ℓ à gauche et à droite de a.

Par ailleurs, on peut également adapter la dé�nition à celle de fonction f ayant pour limite +∞ (ou
−∞) à gauche ou à droite de a (par exemple : la fonction inverse a pour limite +∞ à droite de 0, et −∞
à gauche de 0).

14.1.2 Propriétés des limites

ã Les propriétés algébriques (faisant intervenir la somme, le produit, etc...) sur les limites de fonction
sont analogues à celles vues sur les suites. De même, la plupart des énoncés du chapitre sur les suites sont
encore valides dans ce chapitre (par exemple : unicité de la limite, théorème de comparaison, théorème
des gendarmes). Leurs démonstrations sont des adaptations des preuves vues alors (et c'est un bon petit
exercice de les retrouver).

1. Pour une fonction f dé�nie sur un voisinage à droite I de a, càd un intervalle I de la forme [a, b [ avec b > a.
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Propriété 14.1 - Si f est dé�nie au voisinage d'un réel a, et lim
x−→a

f(x) = ℓ (avec ℓ ∈ R), alors f
est bornée au voisinage de a.

Preuve. La preuve est analogue à l'énoncé correspondant pour les suites. 2 Sous les hypothèses de
l'énoncé, on peut en e�et a�rmer que :

∃α > 0, [|x− a| < α] =⇒ [|f(x)− ℓ| < 1]

En particulier f est bornée (entre ℓ− 1 et ℓ+ 1) sur un voisinage de a (l'intervalle ] a− α, a+ α [). K
Remarque. L'énoncé précédent tient encore si l'on choisit a = +∞ (ou a = −∞). Il su�t dans la preuve
ci-dessus de remplacer l'assertion �∃α > 0, |x− a| < α . . .� par �∃x0, x > x0 . . .� (ou . . . ).

On peut donc compléter la propriété précédente :

Propriété 14.2 - Si f est dé�nie au voisinage de a ∈ R, et lim
x−→a

f(x) = ℓ (avec ℓ ∈ R), alors f est

bornée au voisinage de a.

Sur le même thème :

Propriété 14.3 - Si f est dé�nie au voisinage de a ∈ R, et lim
x−→a

f(x) = ℓ avec ℓ > 0 (resp. ℓ < 0),

alors f est strictement positive (resp. négative) au voisinage de a.

Preuve. Supposons que lim
x−→a

f(x) = ℓ, avec ℓ > 0.

ä Premier cas � a est réel. Alors 3 : ∃α > 0, [|x− a| < α] =⇒
[
f(x) >

ℓ

2

]
. En particulier, f est à

valeurs strictement positives sur ] a− α, a+ α [ (qui est un voisinage de a).

ä Second cas � a = +∞. Alors : ∃x0 ∈ R, [x > x0] =⇒
[
f(x) >

ℓ

2

]
. En particulier, f est à valeurs

strictement positives sur ]x0,+∞ [ (qui est un voisinage de +∞).

Les autres cas (avec a = −∞, et ℓ < 0) se traitent de manière analogue. K
Pour en �nir avec ces propriétés génériques sur les limites, indiquons aussi que l'on a toujours l'équivalence
(dont le pendant a été vu pour les suites) :

lim
x−→a

f(x) = ℓ⇐⇒ lim
x−→a
|f(x)− ℓ| = 0

où a est dans R et ℓ est un réel.

Propriété 14.4 - (Limite séquentielle). Soit f une fonction dé�nie au voisinage de a, avec
a ∈ R, et soit (xn)n une suite réelle convergeant vers a.

On suppose que lim
x−→a

f(x) = ℓ (avec ℓ ∈ R).

Alors :

lim
n−→+∞

f (xn) = ℓ

2. Explicitement : toute suite convergente est bornée.

3. Prendre ε =
ℓ

2
dans la dé�nition de limite.
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Preuve. Juste pour rire, on peut distinguer 9 cas (suivant que avec a et ℓ sont réels, ou égaux à ±∞).

ã Cas 1 : lim
n−→+∞

xn = a et lim
x−→a

f(x) = ℓ (avec a et ℓ réels) .

Fixons ε > 0.

Puisque : lim
x−→a

f(x) = ℓ, on peut a�rmer que : ∃ α > 0, |x− a| < α =⇒ |f(x)− ℓ| < ε (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = a, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |xn − a| < α (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque ε est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précède, on a établi
que :

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |f (xn)− ℓ| < ε, c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = ℓ

ã Cas 2 : lim
n−→+∞

xn = +∞ et lim
x−→+∞

f(x) = ℓ (avec ℓ réel) .

Fixons ε > 0.

Puisque : lim
x−→+∞

f(x) = ℓ, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x > x0 =⇒ |f(x)− ℓ| < ε (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = +∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn > x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque ε est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précède, on a établi
que :

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |f (xn)− ℓ| < ε, c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = ℓ

ã Cas 3 : lim
n−→+∞

xn = −∞ et lim
x−→−∞

f(x) = ℓ (avec ℓ réel) .

Fixons ε > 0.

Puisque : lim
x−→−∞

f(x) = ℓ, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x 6 x0 =⇒ |f(x)− ℓ| < ε (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = −∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn 6 x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque ε est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précède, on a établi
que :

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |f (xn)− ℓ| < ε, c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = ℓ

ã Cas 4 : lim
n−→+∞

xn = a et lim
x−→a

f(x) = +∞ (avec a réel) .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→a
f(x) = +∞, on peut a�rmer que : ∃ α > 0, |x− a| < α =⇒ f(x) >M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = a, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |xn − a| < α (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) >M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = +∞
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ã Cas 5 : lim
n−→+∞

xn = +∞ et lim
x−→+∞

f(x) = +∞ .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→+∞
f(x) = +∞, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x > x0 =⇒ f(x) >M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = +∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn > x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) >M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = +∞

ã Cas 6 : lim
n−→+∞

xn = −∞ et lim
x−→−∞

f(x) = +∞ .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→−∞
f(x) = +∞, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x 6 x0 =⇒ f(x) >M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = −∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn 6 x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) >M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = +∞

ã Cas 7 : lim
n−→+∞

xn = a et lim
x−→a

f(x) = −∞ (avec a réel) .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→a
f(x) = −∞, on peut a�rmer que : ∃ α > 0, |x− a| < α =⇒ f(x) 6M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = a, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ |xn − a| < α (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) 6M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = −∞

ã Cas 8 : lim
n−→+∞

xn = +∞ et lim
x−→+∞

f(x) = −∞ .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→+∞
f(x) = −∞, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x > x0 =⇒ f(x) 6M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = +∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn > x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) 6M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = −∞



Cours MPSI - sz 367

ã Cas 9 : lim
n−→+∞

xn = −∞ et lim
x−→−∞

f(x) = −∞ .

Fixons M ∈ R.
Puisque : lim

x−→−∞
f(x) = −∞, on peut a�rmer que : ∃ x0 ∈ R, x 6 x0 =⇒ f(x) 6M (♠).

Comme par ailleurs : lim
n−→+∞

xn = −∞, on peut a�rmer que : ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ xn 6 x0 (♣).

D'après (♠) et (♣), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précède, on a établi que :

∀M ∈ R, ∃ n0 ∈ N, n > n0 =⇒ f (xn) 6M , c'est-à-dire : lim
n−→+∞

f (xn) = −∞

Conclusion : dans tous les cas on a montré que : lim
n−→+∞

f (xn) = ℓ (avec ℓ réel, ou ℓ = ±∞).K

Exemple d'application 1. lim
n−→+∞

arctan (n) =
π

2
(application on ne peut plus directe !).

Exemple d'application 2. L'exemple précédent peut évidemment être généralisé. Si ℓ désigne un réel et
f une fonction dé�nie au voisinage de +∞, alors selon la propriété de limite séquentielle :[

lim
x−→+∞

f (x) = ℓ

]
=⇒

[
lim

n−→+∞
f (n) = ℓ

]
Observation : la réciproque est FAUSSE ! Considérer à cet e�et la fonction x 7−→ sin (2πx).

Exemple d'application 3. La fonction x 7→ sin (x) n'a pas de limite en +∞ (raisonner par l'absurde et
considérer les suites de TG xn = 2nπ et yn = xn + π/2).

Exemple d'application 4. Si f : R −→ R est une fonction T -périodique, ayant une limite �nie en +∞,
alors f est constante.

En e�et, pour tout réel x, la suite de TG xn = x + nT tend vers +∞. On a d'une part f(xn) = f(x)

pour tout n, puisque f est T -périodique. D'autre part, f(xn) tend vers ℓ lorsque n tend vers +∞, d'après
la propriété de limite séquentielle. Il s'ensuit que f(x) = ℓ. Ce raisonnement étant valable pour tout réel
x, on en déduit que f est constante égale à ℓ.

14.2 Continuité des fonctions à valeurs réelles

Dans ce paragraphe (et le suivant), les fonctions considérées sont dé�nies sur une partie

(souvent un intervalle non-vide I) de R, et sont à valeurs dans R.

Définition 14.9 - Soient a un réel et f une fonction dé�nie au voisinage de a. La fonction f est
continue en a si lim

x−→a
f(x) existe et vaut f(a), càd si :

∀ ε > 0, ∃ α > 0, |x− a| < α =⇒ |f(x)− f(a)| < ε

ou

∀ ε > 0, ∃ α > 0, x ∈ ] a− α; a+ α [ =⇒ f (x) ∈ ] f(a)− ε; f(a) + ε [
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Traduction informelle. �f est continue en a si f (x) peut être rendu arbitrairement proche de f(a), sous
réserve que l'on impose à x d'être su�samment proche de a�.

Définition 14.10 - Soient I un intervalle et f ∈ RI . La fonction f est continue sur I si f est
continue en tout réel a de I.

Exemples. Les fonctions x 7−→ xn (avec n ∈ N), polynômes, exponentielle, valeur absolue, cosinus, sinus,
ch, sh, th, arctan sont continues sur R. Les autres fonctions usuelles (ln, tan, arccos, arcsin, racine carrée)
sont continues sur leurs ensembles de dé�nition respectifs.

En revanche, la fonction U de Heaviside (ou
échelon-unité, ou fonction indicatrice de R+)
constante égale à 0 sur R∗

− et constante égale à
1 sur R+ est discontinue en 0.

En e�et, si elle admet une limite à gauche en 0 et une limite à droite en 0, ses limites sont distinctes
(respectivement égales à 0 et 1) et donc U n'admet pas de limite (tout court) en 0. Donc U n'est pas
continue en 0.
De même, la fonction partie entière est discontinue en tout entier relatif. En e�et, si n ∈ Z, cette fonction
admet (n− 1) comme limite à gauche de n, et n comme limite à droite de n ; par suite, elle est discontinue
en n.
En�n, le fait précédent (la fonction partie entière admet une limite à droite en tout réel x, égale à bxc)
signi�e que la fonction partie entière est semi-continue supérieurement (avouez que cela fait son petit
e�et).

Définition 14.11 - Soient a un réel et f une fonction dé�nie sur I\ {a}, où I est un intervalle
contenant a. On dit que f peut être prolongée par continuité en a si f admet en a une limite �nie.

Exemples. La fonction x ∈ R∗
+ 7−→

sinx

x
peut être prolongée par continuité en 0 (limite égale à 1) ; la

fonction x ∈ R∗
+ 7−→

1

x2
ne peut pas être prolongée par continuité en 0 (limite égale à +∞) ; la fonction

x ∈ R∗
+ 7−→ cos

(
1

x

)
ne peut pas être prolongée par continuité en 0 (pas de limite).

14.3 Propriétés des fonctions continues à valeurs réelles

14.3.1 Propriétés générales

Théorème 14.1 - �Théorème général 1� . Soient f et g deux fonctions dé�nies au voisinage de
a, et continues en a. Alors :

1) f + g est continue en a

2) fg est continue en a

3) 1/g est continue en a, sous réserve que g(a) 6= 0

4) f/g est continue en a, sous réserve que g(a) 6= 0

Théorème 14.2 - �Théorème général 2� . Soient f : I −→ J et g : J −→ R deux fonctions ; et
a un réel dans I. On suppose que f est continue en a, et que g est continue en f(a). Alors g ◦ f est
continue en a.
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On pourrait rajouter à ces énoncés un troisième a�rmant que (presque) toutes les fonctions usuelles sont
continues sur leurs ensembles de dé�nition respectifs.

Les preuves de ces théorèmes généraux reposent pour l'essentiel sur les propriétés algébriques des limites,
évoquées en début du présent chapitre.

Propriété 14.5 - Soient a ∈ R, et f une fonction continue en a. Si f(a) > 0, alors f est strictement
positive sur un voisinage de a.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la propriété 14.3 page 364 et de la dé�nition de continuité

en a (lim
x→a

f(x) = f(a)). K

14.3.2 Propriété de continuité séquentielle

Propriété 14.6 - Soient a ∈ R et f une fonction continue en a.

Soit (xn)n une suite réelle convergeant vers a.

Alors :

lim
n−→+∞

f (xn) = f (a)

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la propriété de limite séquentielle 14.4 page 364 et de la

dé�nition de continuité. K
Exemple. Soit f ∈ RR une fonction continue en 0. On suppose que : ∀x ∈ R, f(x) = f

(x
2

)
. Alors f est

constante.

En e�et, soit x un réel quelconque. La suite de TG x/2n converge vers 0. D'après la propriété de continuité
séquentielle, la suite de TG f (x/2n) converge vers f(0). Par ailleurs, une récurrence immédiate à partir
de l'hypothèse de l'énoncé permet de montrer que f (x/2n) = f(x) pour tout n ∈ N. On en déduit que
f(x) = f(0), d'où la conclusion.

Pour conclure ce paragraphe, mentionnons que cette propriété de continuité séquentielle est un ingrédient
essentiel dans la preuve du célèbre théorème des valeurs intermédiaires, faisant l'objet de la section suivante.

14.3.3 Lemme de Cauchy et théorème des valeurs intermédiaires

Théorème 14.3 - Soit f une fonction continue sur [a, b] et à valeurs réelles.

On suppose que f (a) f (b) 6 0. Alors : ∃ c ∈ [a, b] , f (c) = 0.

Preuve. La preuve du lemme de Cauchy repose sur l'algorithme de dichotomie, dont voici une illustration
et une brève présentation.

L'hypothèse f (a) f (b) 6 0 signi�e que les réels f(a) et f(b) sont de signes opposés. Deux cas peuvent se
présenter : (f(a) 6 0 et f(b) > 0) ou (f(a) > 0 et f(b) 6 0).

Sans nuire à la généralité, on peut supposer (f(a) 6 0 et f(b) > 0) ; dans l'autre cas, il su�ra de remplacer
f par (−f).
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Supposons f(a) 6 0 et f(b) > 0 .

L'idée est alors de construire deux suites (an) et (bn) satisfaisant les conditions :
� ∀ n ∈ N, f (an) 6 0 et f (bn) > 0 ;

� ∀ n ∈ N, [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ;

� ∀ n ∈ N, bn − an =
b− a
2n

par récurrence comme indiqué ci-dessous.

ä Initialisation : a0 = a et b0 = b.

ä Hérédité : on suppose construits les réels a0, a1,. . . , an, b0, b1,. . . , bn satisfaisant les conditions de la
preuve. On veut construire an+1 et bn+1 véri�ant les conditions au rang supérieur.

Pour cela, on �coupe l'intervalle [an, bn] en deux, et on regarde ce qui se passe au milieu�. Plus sérieusement
et précisément :

On pose : m =
an + bn

2

Si f (m) 6 0 alors

an+1 =
an + bn

2
et bn+1 = bn

Sinon 4

an+1 = an et bn+1 =
an + bn

2

Dans les deux cas, les réels an+1 et bn+1 véri�ent les trois conditions :

i) f (an+1) 6 0 et f (bn+1) > 0 ;

ii) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ;

iii) bn+1 − an+1 =
bn − an

2

Il ne �reste plus qu'à� établir que les suites (an) et (bn) ont une limite commune, et que celle-ci est solution
de l'équation f(x) = 0, ce que l'on fait à présent.

Pour le premier point, il su�t d'appliquer le théorème des segments emboîtés (ou, ce qui revient au même,
observer que les suites (an)n et (bn)n sont adjacentes). Posons alors : c = lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
bn.

Par continuité séquentielle, on a : f(c) = lim
n→+∞

f(an) = lim
n→+∞

f(bn).

Et par stabilité des inégalités larges par passage à la limité, on a : f(c) 6 0 et f(c) > 0.

Il s'ensuit que f(c) = 0. K
4. C'est-à-dire si f (m) > 0.
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Illustrations de la méthode de dichotomie

Dans le cas où f(a) 6 0 et f(b) > 0

Dans le cas où f(a) > 0 et f(b) 6 0
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Remarques. Que l'on ne s'y trompe pas ! S'il peut arriver qu'un lemme désigne un résultat technique
de �moindre importance�, ou un énoncé intermédiaire dans une preuve plus élaborée, le lemme de Cauchy
est d'un intérêt crucial puisqu'il s'agit déjà du théorème des valeurs intermédiaires. Plus explicitement, le
�TVI� tel que vous le connaissez depuis l'an dernier en est corollaire immédiat.

La seconde remarque concerne le �mode de fonctionnement� du lemme de Cauchy : s'il permet d'a�rmer
que sous ses hypothèses, une équation admet une solution, il ne permet pas d'établir l'unicité de cette
solution (lorsqu'elle est unique), ni a contrario s'il en existe plusieurs.

Théorème 14.4 - Soit f une fonction continue sur [a, b] et à valeurs réelles.

Soit k un réel compris entre f(a) et f(b). Alors : ∃ c ∈ [a, b] , f (c) = k.

Preuve. Il su�t d'appliquer le lemme de Cauchy à la fonction continue x ∈ [a; b] 7→ f(x)− k. K

14.3.4 TVI : applications et conséquences

14.3.4.1 Résolutions d'équations

Il est clair que le TVI permet de prouver qu'une équation donnée possède (au moins) une solution. Ce qui
peut constituer une précieuse information, lorsque l'équation ne peut être résolue explicitement (ce qui est
génériquement le cas. . . ).

Exemple. L'équation cos(x) = x admet une solution dans l'intervalle [0, π/2].

14.3.4.2 Théorème du point �xe

Théorème 14.5 - (théorème (du point �xe). Soit f : [a, b] −→ [a; b] une fonction continue sur
[a; b] et à valeurs dans [a; b].

Alors : ∃ c ∈ [a; b], f(c) = c.

Preuve. Par hypothèse, la fonction g : x 7−→ f(x)− x est continue sur [a, b]. Et par hypothèse encore,
on a g(a) > 0 et g(b) 6 0. La conclusion provient de ces observations et du lemme de Cauchy appliqué à

la fonction g. K

14.3.4.3 Image continue d'un intervalle

Théorème 14.6 - (Image continue d'un intervalle). Soit f une fonction continue sur un inter-
valle I.

Alors f(I) est un intervalle.

Preuve. Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soient y et y′ deux éléments de f(I). SNALG, on peut supposer y 6 y′. En outre, par dé�nition de f(I),
il existe deux réels x et x′ tels que y = f(x) et y′ = f(x′).

Considérons à présent un réel Y compris entre y et y′. Alors Y est une valeur intermédiaire de la fonction f
(sur [x, x′] ou sur [x′, x]) et il existe donc (d'après le TVI) un réel c compris entre x et x′ tel que f(c) = Y .

Puisque c est compris entre x et x′ (qui sont deux éléments de I) et que I est un intervalle, on peut a�rmer
que c ∈ I. Ce fait, combiné avec l'égalité Y = f(c) permet d'a�rmer que : Y ∈ f(I).
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En résumé, on a établi : ∀ (y, y′) ∈ (f (I))2 , y 6 y′, [y, y′] ⊂ f(I).

Cette assertion signi�e exactement que f(I) est un intervalle, ce qui prouve le théorème. K
Remarques. Le point-clef pour cette preuve est évidemment la caractérisation des intervalles de R. Un
intervalle de R est une partie I ⊂ R �sans trous�, dans le sens plus précis suivant : ∀ (x, x′) ∈ I2, [x, x′] ⊂ I.

Par ailleurs, le théorème est très grossièrement faux pour les fonctions non continues. Par exemple, en
notant U la fonction �échelon-unité�, on a U ([−1; 1]) = {0, 1}.

Corollaire 14.1 - (�Théorème de la bijection�) Soit f une fonction dé�nie sur un segment
[a, b] et à valeurs réelles.

Si f est continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante), alors f réalise une bijection
de [a, b] sur [f(a), f(b)] (resp. de [a, b] sur [f(b), f(a)]).

Preuve. C'est une conséquence directe du TVI et de l'hypothèse de stricte monotonie faite sur la fonction

continue f . K
A noter que l'on a déjà fait grand usage de ce théorème lors du chapitre sur les applications, notamment
pour dé�nir les fonctions circulaires réciproques.

14.3.5 Théorème des bornes atteintes

Théorème 14.7 - (Théorème des bornes atteintes, TBA). Toute fonction dé�nie et continue
sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Explicitement : soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a; b] (avec a et b réels, a < b).

Alors : ∃ (c, d) ∈ [a; b]2, ∀ x ∈ [a; b], f (c) 6 f (x) 6 f (d)

Preuve. Soit f une fonction continue sur le segment [a; b] (avec a et b réels, a < b).

On pose M = sup {f(x) / x ∈ [a, b]} ∈ R ∪ {+∞}.

D'après la caractérisation séquentielle de la borne supérieure : ∃ (xn) ∈ [a, b]N , lim
n−→+∞

f (xn) =M .

La suite (xn) étant bornée 5, le théorème de Bolzano-Weierstrass (théorème 11.9 page 258) permet d'a�r-
mer que l'on peut en extraire une sous-suite

(
xφ(n)

)
convergente. Notons : c = lim

n−→+∞
xφ(n).

Puisque la suite
(
xφ(n)

)
est une suite d'éléments de [a, b], on a : c ∈ [a, b] (par stabilité des inégalités larges

par passage à la limite).

Il est alors légitime d'appliquer la propriété de continuité séquentielle à la fonction f , qui est continue en
c car elle est en particulier continue sur [a, b], pour obtenir : f(c) = lim

n−→+∞
f
(
xφ(n)

)
(♠).

Il reste à observer que la suite de terme général f
(
xφ(n)

)
est extraite de la suite de terme général f (xn)

pour a�mer que : lim
n−→+∞

f
(
xφ(n)

)
=M (♣).

Par unicité de la limite, on déduit de (♠) et de (♣) que :M = f(c). Ainsi la fonction f admet un maximum
sur [a, b], égal à f(c).

On établit de façon analogue que f admet un minimum sur [a, b]. K
5. C'est une suite de réels de [a, b].
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Une application particulièrement importante du TBA est le théorème de Rolle, qui entraîne à son tour le
théorème des accroissements �nis, qui implique à son tour toutes les propriétés dont vous avez eu besoin
en Analyse jusqu'au Bac.

Une application plus directe est une formule appréciée des Physiciens :

Corollaire 14.2 - (Formule de la moyenne). Soit f : [a; b] −→ R une fonction continue. Alors :

∃ c ∈ [a; b], f (c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx

Interprétation. Le terme de droite de l'égalité est ce que l'on appelle valeur moyenne de la fonction
f sur le segment [a, b]. Le corollaire signi�e donc que cette valeur moyenne est une valeur prise par la
fonction sur le segment [a, b].

Preuve. Puisque f est continue sur le segment [a, b], le théorème des bornes atteintes permet d'a�rmer
que :

∃ (t, u) ∈ [a, b]2, ∀x ∈ [a, b], f (t) 6 f(x) 6 f(u)

Par suite :
∫ b

a

f(t)dx 6
∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

f(u)dx

D'où : (b− a) f(t) 6
∫ b

a

f(x)dx 6 (b− a) f(u)

Soit encore : f(t) 6 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx 6 f(u)

Ce dernier encadrement fait apparaître le terme du milieu comme une valeur intermédiaire de la fonction

f sur [a, b]. Le théorème du même nom permet d'a�rmer que : ∃ c ∈ [a; b], f (c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx, ce

qui prouve la formule. K

14.4 Extension aux fonctions à valeurs complexes

Les fonctions considérées dans ce paragraphe sont dé�nies sur une partie de R et sont à valeurs dans C.

Définition 14.12 - Soient f : I −→ C une fonction, et a ∈ I un réel. La fonction f est continue
en a si lim

x−→a
f(x) existe et vaut f(a) ; ce qui se traduit avec des quanti�cateurs par :

∀ ε > 0, ∃ α > 0, |x− a| < α =⇒ |f(x)− f(a)| < ε

On pourra observer que cette dé�nition est analogue à celle donnée dans le cadre des fonctions à valeurs
réelles ; encore une fois, seule la lecture des barres verticales est di�érente (module au lieu de valeur
absolue).
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Par ailleurs, comme lors du passage des suites réelles aux suites complexes, certaines dé�nitions et
propriétés concernant les limites et la continuité s'adaptent aussi bien aux fonctions à valeurs dans R
que dans C. C'est le cas notamment des énoncés concernant les propriétés algébriques des limites et des
fonctions continues, ainsi que les propriétés séquentielles (limite et continuité).

Mais bien évidemment, toutes les propriétés faisant intervenir de près ou de loin la relation d'ordre (en
particulier le sens de variation) ne pourront s'étendre aux fonctions à valeurs complexes. En particulier,
on doit faire une croix sur le théorème des valeurs intermédiaires, qui n'est absolument plus valide pour
les fonctions à valeurs dans C.

Il reste néanmoins un moyen permettant d'utiliser une partie des résultats du chapitre précédent, dont
l'énoncé est donné ci-dessous.

Propriété 14.7 - (�Pont R←→ C� pour les fonctions continues) Soit f ∈ CI . Alors :

[f ∈ C 0 (I,C)] ⇐⇒ [((Re f) ∈ C 0 (I,R)) ∧ ((Im f) ∈ C 0 (I,R))]

En d'autres termes, une fonction à valeurs complexes est continue SSI sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont des fonctions continues (à valeurs réelles).

Preuve. Il s'agit de prouver que pour tout réel a dans I, il est équivalent de dire que f(x) tend vers
f(a) lorsque x tend vers a, ou que Re(f(x)) et Im(f(x)) tendent respectivement vers Re(f(a)) et Im(f(a))

lorsque x tend vers a. A cette �n, il su�t d'adapter la preuve du �pont R ←→ C pour les suites�.
Explicitement, on raisonne par double implication : l'une repose sur l'inégalité triangulaire, et la réciproque

est triviale. K
Exemple. La fonction f : t ∈ [0, π] 7−→ eit est continue sur [0, π], puisque les parties réelle et imaginaire
de f (les fonctions cosinus et sinus) sont continues sur cet intervalle.

C'est l'occasion d'illustrer notre précédente a�rmation concernant l'absence d'un �TVI� pour les fonc-
tions à valeurs complexes. La fonction f ci-dessus est continue sur [0, π], et véri�e f(0)f(π) 6 0. Néanmoins,
f ne s'annule pas sur [0, π], puisque le module de f est constant égal à 1.
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14.5 Epilogue

14.5.1 Quelles sont les fonctions continues telles que f(x+ y) = f(x) + f(y) ?

Fait. Soit f une fonction continue sur R et à valeurs réelles.

LASSE :

(1) ∀ (x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y)

(2) f est linéaire, càd : ∃ a ∈ R, ∀x ∈ R, f(x) = ax

Preuve. Supposons que f soit continue sur R, et véri�e (1). Alors f(0) = 0.

Une récurrence aisée permet de prouver que f(n) = nf(1) pour tout entier naturel n.

En utilisant le fait que f(−x) = −f(x) pour tout réel x, on en déduit que f(n) = nf(1) pour tout entier
relatif n.

La propriété précédente s'étend facilement aux rationnels : f(r) = rf(1) pour tout nombre rationnel r.

Le fait que Q est dense dans R, la caractérisation séquentielle de la densité, et la propriété de continuité
séquentielle permettent d'en déduire que : f(x) = xf(1) pour tout réel x.

Ainsi f est linéaire, ce qui prouve l'implication (1) =⇒ (2).

L'implication réciproque est triviale.

14.5.2 Ensemble des points de discontinuité d'une fonction à valeurs réelles

Fait. L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction monotone sur R est au plus dénombrable (càd
�ni ou dénombrable).

Preuve. Soit f une fonction monotone sur R. SNALG, on peut supposer f croissante.

Notons E l'ensemble des points de discontinuité de f .

Pour tout a ∈ E, on a nécessairement : lim
x→a−

f(x) < lim
x→a+

f(x). On peut alors choisir un rationnel ρa tel

que lim
x→a−

f(x) < ρa < lim
x→a+

f(x) (puisque Q est dense dans R).

Il est clair que l'hypothèse de croissance faite sur f et la dé�nition de l'ensemble E imposent que pour a
et a′ deux éléments de E, on a : [=⇒ a < a′] =⇒ [ρa < ρa′ ].

Il s'ensuit que l'application F : a ∈ E 7−→ ρa ∈ Q est injective. Puisque Q est dénombrable, on en déduit
que E est au plus dénombrable.

Remarque. L'hypothèse de monotonie est évidemment indispensable : la fonction indicatrice de Q est
discontinue en tout réel (car Q et R\Q sont denses dans R). L'ensemble de ses points de discontinuité (R
tout entier) est donc non dénombrable.
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14.5.3 Etude d'une suite récurrente

Enoncé. Soient a un réel strictement positif, et f la fonction dé�nie sur R en posant :

∀x ∈ R, f(x) =
x3 + 3ax

3x2 + a

Soit (un) la suite dé�nie par : u0 ∈ R et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

1/ Etablir que l'équation f(x) = x admet exactement trois racines réelles, que l'on précisera.

2/ Etudier le signe de f(x)− x, ainsi que la monotonie de f .

3/ Préciser le comportement de (un), en discutant plusieurs cas suivant la valeur de u0.

Corrigé. 1/ Soit x un réel. On a :

[f(x) = x]⇐⇒
[
x3 + 3ax

3x2 + a
= x

]
⇐⇒

[
x3 + 3ax− 3x3 − ax

3x2 + a
= 0

]
⇐⇒ [2 (x3 − ax) = 0]

⇐⇒ [x = 0 ∨ x =
√
a ∨ x = −

√
a]

Conclusion. L'équation f(x) = x possède exactement trois racines réelles : 0,
√
a et −

√
a.

2/ Soit x un réel. D'après les calculs de la ques-
tion précédente, le réel f(x) − x est du signe de
2 (ax− x3), c'est à dire du signe de : x (a− x2).
On en déduit le tableau de signes de l'expression
f(x)− x.

x

f(x)− x
−∞ +∞−

√
a

√
a0

0 0 0+ − + −

Par ailleurs, la fonction f est de classe C 53 sur R,
selon les théorèmes généraux. En particulier, f est
dérivable sur R, et pour tout réel x on a :

f ′ (x) =
3 (x2 + a) (3x2 + a)− 6x (x3 + 3ax)

(3x2 + a)2

Il s'ensuit que le réel f ′(x) est du signe de son numérateur N(x). Or :

N(x) = 9x4 + 12ax2 + 3a2 − 6x4 − 18ax2 = 3 (x4 − 2ax2 + a2) = 3 (x2 + a)
2

On en déduit que pour tout réel x, le réel N(x), et par suite le réel f ′(x), est strictement positif.

Conclusion. La fonction f est strictement croissante sur R .
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3/ Puisque la fonction f est (strictement) croissante sur R, la suite (un) est monotone pour toute valeur
de u0. Le tableau de signes de l'expression f(x)− x nous conduit alors à distinguer plusieurs cas :

ã Cas 1 : si u0 < −
√
a. Alors pour tout entier naturel n, on a : un < −

√
a, comme le prouve un rapide

raisonnement par récurrence. En notant P (n) l'assertion �un < −
√
a�, on obtient l'inialisation grâce

à notre hypothèse de départ, et l'hérédité provient du fait que si un < −
√
a, alors f(un) < f (−

√
a)

(puisque f est strictement croissante), d'où un+1 < −
√
a (par dé�nition de la suite (un), et car −

√
a

est un point �xe de f).

En outre : u1 > u0 d'après le tableau de signes de la question 2. Puisque l'on sait que la suite u est
monotone, on en déduit que u est croissante.

En résumé, la suite u est croissante, et majorée par −
√
a. Elle est donc convergente d'après le théo-

rème de la limite monotone. Comme tous les termes de u appartiennent à l'intervalle ]−∞,−
√
a], 6,

que cet intervalle contient un unique point �xe de f (qui est −
√
a), et en�n que f est continue en

−
√
a, on peut conclure que u converge et a pour limite −

√
a.

ã Cas 2, 2-bis et 2-ter : si u0 = −
√
a ou u0 = 0 ou u0 =

√
a. Dans chacun de ces cas, la suite u

est constante puisque les réels −
√
a, 0 et

√
a sont les points �xes de f . En particulier, la suite u

converge.

ã Cas 3 : si u0 ∈ ]−
√
a, 0 [ . Alors pour tout entier naturel n, on a : un ∈ ]−

√
a, 0 [ . 7

En outre, la suite u est alors décroissante (cf question 2). Puisqu'elle est minorée (cf ci-dessus), elle
converge. La fonction f étant continue sur R, la suite u converge vers un des points �xes de f . Mais
u ne peut converger vers

√
a (immédiat), ni vers 0 puisque u0 < 0 et u est décroissante.

On en déduit que u converge vers −
√
a.

ã Cas 4 : si u0 ∈ ] 0,
√
a [ . Alors pour tout entier naturel n, on a : un ∈ ] 0,

√
a [ .

En outre, la suite u est alors croissante (cf question 2). Puisqu'elle est majorée (cf ci-dessus), elle
converge. La fonction f étant continue sur R, la suite u converge vers un des points �xes de f . Mais
u ne peut converger vers −

√
a (immédiat), ni vers 0 puisque u0 > 0 et u est croissante.

On en déduit que u converge vers
√
a.

ã Cas 5 : si u0 >
√
a. Alors pour tout entier naturel n, on a : un >

√
a.

En outre : u1 6 u0 d'après le tableau de signes de la question 2. Puisque l'on sait que la suite u est
monotone, on en déduit que u est décroissante.

En résumé, la suite u est décroissante, et minorée par
√
a. Elle est donc convergente d'après le

théorème de la limite monotone. Comme tous les termes de u appartiennent à l'intervalle [
√
a,+∞ [ ,

que cet intervalle contient un unique point �xe de f (qui est
√
a), et en�n que f est continue en

√
a,

on peut conclure que u converge et a pour limite
√
a.

Conclusion. Pour toute valeur de u0, la suite u est convergente, et plus précisément :

ã si u0 = 0, alors lim
n→+∞

un = 0 (la suite u est alors constante égale à 0).

ã si u0 > 0, alors lim
n→+∞

un =
√
a.

ã si u0 < 0, alors lim
n→+∞

un = −
√
a.

6. Tous les termes de la suite u appartiennent à l'intervalle ]−∞,−
√
a [ et qui peut le plus peut le moins. . .

7. Cette a�rmation peut être prouvée par récurrence sur n comme dans le cas 1, en utilisant les mêmes arguments (la
croissance de f , et ses points �xes).
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Illustration � Pour tout u0 ∈ R, la suite u converge.
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Chapitre 15

Ensembles �nis et groupe symétrique

15.1 Ensembles �nis

Notation. Soit n un entier naturel non nul. On note Nn =[[ 1, n ]]. Par convention : N0 = ∅.

Définition 15.1 - Soient E et F deux ensembles.

On dit que E est équipotent à F s'il existe une bijection de E dans F .

Remarque. La relation binaire �être équipotent à� (équipotence) est une relation d'équivalence (pour
mémoire : ré�exive, symétrique, transitive) sur les ensembles. Cette observation faite, nous pourrons dire
par la suite que deux ensembles E et F sont équipotents s'il existe une bijection entre E et F .

Lemme 15.1 - La relation binaire d'équipotence est une relation d'équivalence.

Preuve. Ecrivons E ∼ F lorsque E est équipotent à F .

ä Ré�exivité : pour tout ensemble E, l'application idE est une bijection de E dans E. Donc E ∼ E .

ä Symétrie : soient E et F deux ensembles équipotents. Il existe donc une bijection f : E −→ F . Dans

ce cas, la bijection réciproque f−1 est une bijection de F dans E. Par suite : (E ∼ F ) =⇒ (F ∼ E) .

ä Transitivité : soient E, F et G trois ensembles tels que E ∼ F et F ∼ G. Alors il existe une
bijection f : E −→ F et une bijection g : F −→ G. La composée g ◦ f est une bijection de E dans
G, puisque la composée de deux bijections en est encore une (cf colle 6). D'où E ∼ G. En résumé :
[(E ∼ F ) ∧ (F ∼ G)] =⇒ (E ∼ G)

Conclusion. La relation d'équipotence est une relation d'équivalence . K

Exemples : les ensembles E = {1, 2, 3} et F = {a, b, c} sont équipotents ; N et N∗ sont équipotents ;
plus surprenant N et Z sont équipotents ; encore plus surprenant, N et Q sont équipotents (Cantor-
Bernstein. . . ). En revanche, N et R ne le sont pas (vous verrez l'an prochain que le premier est dénombrable,
mais pas le second).
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Propriété 15.1 - (Exercice classique). N est équipotent à N∗ et à Z. .

Preuve. ä Pour le premier point : l'application f : k ∈ N 7−→ k + 1 ∈ N∗ est clairement bijective, de
bijection réciproque f−1 : k ∈ N∗ 7−→ k − 1 ∈ N. Ainsi : N ∼ N∗ .

ä Pour le second point : on construit une application f : N −→ Z en posant :

∀n ∈ N, f(n) =


n

2
si n est pair

−n+ 1

2
si n est impair

Montrons l'injectivité de f : soient n et n′ deux entiers naturels tels que : f(n) = f(n′) (♠) .
Si f(n) et f(n′) sont tous deux positifs ou nuls, alors n et n′ sont pairs, et f(n) = n/2 et f(n′) = n′/2.
D'où (♠) implique n = n′.
Si f(n) et f(n′) sont tous deux strictement négatifs, alors n et n′ sont impairs, et f(n) = −(n + 1)/2 et
f(n′) = −(n′ + 1)/2. D'où (♠) implique encore n = n′.

Dans les deux cas : f(n) = f (n′) =⇒ n = n′, ce qui prouve que f est injective.

Montrons la surjectivité de f : soit N un entier relatif. Si N est positif ou nul, alors N admet pour
antécédent 2N par f . Et si N est strictement négatif, alors il admet pour antécédent (−2N − 1) par f .
On a donc établi que : ∀N ∈ N, ∃n ∈ N, f(n) = N . Ce qui assure que f est surjective.

Par suite, l'application f est bijective, d'où : N ∼ Z . K
Définition 15.2 - Un ensemble E est �ni s'il existe un entier naturel n tel que E et Nn soient
équipotents.

Lemme 15.2 - Soient n et m deux entiers naturels.

1) S'il existe une injection de Nn dans Nm, alors n 6 m.

2) S'il existe une surjection de Nn dans Nm, alors n > m.

3) S'il existe une bijection de Nn dans Nm, alors n = m.

Preuve. ä Montrons le 1). Raisonnons par récurrence sur l'entier naturel n en posant :

P(n) : �s'il existe une injection de Nn dans Nm, alors n > m�

å Initialisation (n = 0) : OK. 1

å Hérédité : supposons la propriété établie jusqu'à un certain entier naturel n, et montrons que P(n+1)

est vraie.

Considérons f : Nn+1 −→ Nm une application injective. Deux cas peuvent alors se présenter ; soit
f (n+ 1) = m, soit f (n+ 1) 6= m.

Premier cas � Si f (n+ 1) = m : on introduit alors la restriction de f à Nn, que nous noterons g. Pour
mémoire, il s'agit de l'application g = f|Nn : Nn −→ Nm dé�nie en posant : ∀ k ∈ Nn, g(k) = f(k). 2

L'application g est encore injective, puisque f l'est et que la restriction d'une application injective l'est
encore.

1. On pourra puissamment observer que tout entier naturel est supérieur ou égal à zéro.
2. �g est dé�nie par la même formule que f , sur un ensemble de dé�nition plus petit�.
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En outre g est à valeurs dans Nm−1, puisque m ne peut avoir d'antécédent par g. En e�et, s'il existait un
entier k ∈ Nn tel que g(k) = m, alors on aurait f(k) = m (par dé�nition de g) et f(n + 1) = m (par
hypothèse). L'injectivité de f impliquerait alors k = n+ 1, ce qui serait absurde puisque k < n+ 1.

En résumé, l'application g induit une application injective de Nn dans Nm−1. Par hypothèse de récurrence,
on en déduit que n 6 m− 1, d'où n+ 1 6 m .

Second cas � Si f (n+ 1) 6= m : on introduit alors l'application :

τ : Nm
// Nm

m � // f (n+ 1)

f (n+ 1) � //m

k � // k si k 6= f (n+ 1) et k 6= m

L'application τ est bijective, car c'est clairement une involution (Toronto est l'identité de Nm !). 3

Cette remarque faite, on introduit l'application : F = τ ◦ f : Nn −→ Nm. L'application F est injective, car
c'est la composée de τ (injective car bijective) et de f (injective par hypothèse).

De plus, F (n+ 1) = τ (f (n+ 1)) = m. On est ainsi ramenés au premier cas, et on peut donc conclure
que n+ 1 6 m.

Dans les deux cas, on a établi (sous l'hypothèse que P(n) est vraie) que s'il existe une application injective
de Nn+1 dans Nm, alors n + 1 6 m. Ce qui prouve que la propriété P(n + 1) est vraie. La propriété est
donc initialisée et héréditaire, et on peut donc conclure.

Conclusion. S'il existe une injection de Nn dans Nm, alors n 6 m.

ä Montrons le 2). Soient n et m deux entiers naturels, et supposons qu'il existe une surjection de Nn

dans Nm. Notons alors f : Nn −→ Nm une application surjective.

Soit k ∈ Nm. Puisque f est surjective, f−1 ({k}) est non vide. Plus précisément, c'est une partie non vide
de Nn, et à ce titre elle admet un plus petit élément, disons Nk. Ce procédé, qui consiste à associer à un
entier k ∈ Nm le plus petit de ses antécédents par f , donne lieu à une application :

g : Nm
// Nn

k � // Nk

Par construction même, on a : f ◦ g = idNm . Il s'ensuit que f ◦ g est injective (car bijective), et donc que
g est injective 4.

D'après le point 1), puisque g : Nm −→ Nn est injective, on peut conclure que m 6 n.

Conclusion. S'il existe une surjection de Nn dans Nm, alors n > m.

3. Nous verrons plus tard que τ est un exemple de transposition.
4. Car : f ◦ g injective implique g injective. Preuve : supposons f ◦ g injective. Soient x et x′ tels que g(x) = g(x′). Alors

f (g(x)) = f (g (x′)) d'où x = x′ puisque f ◦ g est injective. En résumé : g(x) = g(x′) implique x = x′, ce qui prouve que g
est injective.
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ä Montrons le 3) (en�n un peu de repos). Soient n et m deux entiers naturels, et supposons qu'il existe
une bijection de f : Nn −→ Nm. Puisque f est en particulier injective, on a n 6 m ; et puisque f est en
particulier surjective, on a n > m. Donc : n = m.

Conclusion. S'il existe une bijection de Nn dans Nm, alors n = m. K

Remarque : cette propriété est particulièrement importante, puisqu'elle permet de dé�nir (de manière
unique !) le cardinal d'un ensemble �ni E. En e�et, un ensemble �ni E est un ensemble pour lequel il existe
un entier n tel que E et Nn sont équipotents. Le �3)� de la propriété assure l'unicité de cet entier n, ce qui
autorise à l'appeler cardinal de l'ensemble E.

En e�et, supposons qu'il existe deux entiers naturels n et m et deux bijections f : E −→ Nn et
g : E −→ Nm :

E

g

  B
BB

BB
BB

BB
B

f

~~}}
}}
}}
}}
}

Nn
g◦f−1

//________ Nm

Alors l'application g ◦ f−1 est bijective (composée de deux bijections) de Nn dans Nm, d'où n = m d'après
la propriété.

Définition 15.3 - Soit E un ensemble �ni. On appelle cardinal de E l'unique entier naturel n
tel que E et Nn sont équipotents.

Notation. On note Card (E), ou ♯E ou encore |E| le cardinal d'un ensemble �ni E.

Lemme 15.3 - Soient E un ensemble �ni de cardinal n ∈ N∗, et a ∈ E. Alors E\ {a} est un ensemble
�ni de cardinal n− 1.

Preuve. Considérons E un ensemble �ni de cardinal non nul, et a un élément de E.

Puisque E est de cardinal n, il existe une bijection de f : E −→ Nn. Deux cas peuvent alors se présenter ;
soit f (a) = n, soit f (a) 6= n.

Premier cas � Si f (a) = n : on introduit alors la restriction de f à E\ {a}, que nous noterons g :

E\ {a} −→ Nn.

L'application g est encore injective, puisque f l'est et que la restriction d'une application injective l'est
encore.

Par ailleurs : soit k un élément de Nn−1. Puisqu'alors k appartient également à Nn, k admet un unique
antécédent x par f dans E. Or cet unique antécédent ne peut être a, puisque a est l'unique antécédent de
n et que k 6= n. Il s'ensuit que :

∀ k ∈ Nn−1, ∃!x ∈ E\ {a} , g (x) = k

Par suite, l'application g induit une bijection de E\ {a} dans Nn−1. D'où : E\ {a} ∼ Nn−1.
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Second cas � Si f (a) 6= n : on introduit alors l'application :

τ : Nn
// Nn

n � // f (a)

f (a) � // n

k � // k si k 6= f (a) et k 6= n

L'application τ est bijective, car c'est une involution (Toronto. . . )

Donc l'application : F = τ ◦ f : E −→ Nn est bijective (c'est la composée de deux bijections) et a le bon
goût de satisfaire la condition : F (a) = n. On est ainsi ramenés au premier cas, et on peut donc conclure
que E\ {a} ∼ Nn−1.

Dans les deux cas, on a établi que E\ {a} et Nn−1 sont équipotents.

Conclusion. Si E est un ensemble �ni de cardinal n ∈ N∗, et a ∈ E, alors E\ {a} est un ensemble �ni de

cardinal n− 1. K
Théorème 15.1 - Soient E un ensemble �ni, et A ∈P (E).

Alors A est un ensemble �ni, et Card (A) 6 Card (E) (avec égalité SSI A = E).

Preuve. Prouvons par récurrence sur n que toute partie d'un ensemble �ni à n éléments est elle-même
�nie, en posant :

P(n) : �si E est �ni de cardinal n, alors toute partie A de E est �nie et Card(A) 6 Card(E)�.

å Initialisation (n = 0) : OK. 5

å Hérédité : supposons la propriété établie jusqu'à un certain entier naturel n, et montrons que P(n+1)

est vraie.

Soit E un ensemble à n+ 1 éléments, et a un élément de E.

Soit A une partie de E. Deux cas peuvent alors se présenter : soit a ∈ A, soit a /∈ A.

Premier cas � Si a ∈ A : alors l'ensemble A\ {a} est une partie de l'ensemble E\ {a}. D'après la propriété
précédente : Card (E\ {a}) = Card (E)− 1 = n. Ainsi A\ {a} est une partie d'un ensemble à n éléments.
Par hypothèse de récurrence, elle est donc �nie, et : Card (A\ {a}) 6 n. Il s'ensuit que : Card (A) 6 n+1.

Second cas � Si a /∈ A : alors l'ensemble A est une partie de l'ensemble E\ {a}, qui possède n éléments.
Il s'ensuit, par hypothèse de récurrence, que A est �nie, et que Card (A) 6 n. Puisque qui peut le plus
peut le moins, on a aussi : Card (A) 6 n+ 1.

Dans les deux cas, on a établi que toute partie d'un ensemble à n+1 éléments est �nie, de cardinal au
plus égal à n+ 1, ce qui établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. Toute partie A d'un ensemble �ni E est elle-même un ensemble �ni, et Card(A) 6 Card(E).

Cas d'égalité : montrons l'implication [Card(A) = Card(E)] =⇒ [A = E], en établissant la contraposée. Si
A 6= E, alors il existerait x ∈ E\A. On aurait donc A ⊂ E\ {x}, et par suite : Card(A) 6 (n− 1), d'où
en particulier : Card(A) 6= Card(E). En résumé : [A ( E] =⇒ [Card(A) 6= Card(E)], ce qui équivaut à :
[Card(A) = Card(E)] =⇒ [A = E]. Comme il est par ailleurs clair que : [A = E] =⇒ [Card(A) = Card(E)].

En résumé : [A = E]⇐⇒ [Card(A) = Card(E)]. K
5. La description des parties de l'ensemble vide étant relativement rapide.
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15.2 Opérations sur les ensembles �nis

Propriété 15.2 - Soient A et B deux parties disjointes d'un même ensemble �ni E.

Alors A ∪B est �ni, et Card (A ∪B) = Card (A) + Card (B)

Preuve. Soient A et B deux parties disjointes d'un même ensemble �ni E. On peut déjà a�rmer que A
et B sont des ensembles �nis d'après la propriété précédente.

Débarrassons nous des cas extrêmes (et extrêmement triviaux) dans lesquels A et/ou B est vide. Si
par exemple A = ∅, alors A ∪ B = B et Card (A ∪B) = Card (B) = Card (A) + Card (B) puisque
Card (A) = 0. . .

Dans la suite des évènements, on suppose donc que A et B sont non vides. Puisque ce sont des ensembles
�nis (cf supra), il existe deux entiers naturels non nuls n et m et deux bijections f : A −→ Nn et
g : B −→ Nm.

On construit alors judicieusement une application

F : A ∪B // Nn+m

x � // f (x) si x ∈ A

x � // g (x) + n si x ∈ B

• L'application F est bien dé�nie car A et B sont disjoints. Explicitement, si x appartient à A ∪B, alors
x ∈ A ou (exclusif) x ∈ B, et son image par F est donc dé�nie de manière unique.

• Montrons l'injectivité de F : soient x et y deux éléments de A ∪ B tels que F (x) = F (y) (♠). Trois
cas peuvent se présenter :

å Si x ∈ A et y ∈ A : alors (♠) implique f(x) = f(y) d'où x = y puisque f est injective.

å Si x ∈ B et y ∈ B : alors (♠) implique g(x) + n = g(y) + n d'où g(x) = g(y) d'où x = y puisque g est
injective.

å Si x ∈ A et y ∈ B : alors (♠) implique f(x) = g(y) + n. Or f(x) 6 n (par construction de f) tandis
que g(y) + n > n. L'égalité f(x) = g(y) + n ne peut donc en aucun cas être véri�ée.

En résumé : ∀ (x, y) ∈ (A ∪B)2 , [F (x) = F (y)] =⇒ [x = y]. L'application F est donc injective.

• Montrons la surjectivité de F : soit N un entier de Nn+m. Deux cas se présentent : soit N ∈ Nn, soit
N ∈ [[ n+ 1, n+m ]].

å Si N ∈ Nn : l'application f étant bijective, il existe un élément a ∈ A tel que f(a) = N , d'où F (a) = N .

å Si N ∈ [[ n+ 1, n+m ]] : alors N − n ∈ Nm. L'application g étant bijective, il existe un élément b ∈ B

tel que g(b) = N − n, d'où g(b) + n = N d'où encore F (b) = N .

On a donc établi que : ∀N ∈ Nn+m, ∃x ∈ A ∪B, F (x) = N . Ce qui assure que F est surjective.

• Par suite, l'application F est bijective, donc A∪B et Nn+m sont équipotents, donc Card (A ∪B) = n+m.

Conclusion. Soient A et B deux parties disjointes d'un même ensemble �ni E. Alors l'ensemble A ∪ B
est �ni et Card (A ∪B) = Card (A) + Card (B). K
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Corollaire 15.1 - Soit A une partie d'un ensemble �ni E.

Alors Ā est un ensemble �ni, et : Card ((E\A)) = Card (E)− Card (A).

Preuve. Il résulte encore une fois du théorème 15.1 que les ensembles A et (E\A) sont �nis.
Par ailleurs, on peut observer queA et (E\A) sont disjoints, et queE = A∪(E\A). On déduit de la première
observation que Card (A ∪ (E\A)) = Card (A) + Card ((E\A)) et de la seconde que Card (A ∪ (E\A)) =
Card (E). La conclusion provient directement de ces deux égalités. K
Corollaire 15.2 - Soient n ∈ N∗ et (Ai)i∈[[1,n]] une famille de parties de E, deux à deux disjointes
(c'est à dire : ∀ (i, j) ∈ N2

n, (i 6= j)⇒ (Ai ∩ Aj = ∅)). On a :

Card

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

Card (Ai)

Preuve. Prouvons la propriété par récurrence sur n, en posant :

P(n) : �si (Ai)i∈[[1,n]] est une famille de parties de E deux à deux disjointes, alors : Card

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

Card (Ai)�.

å Initialisation (n = 1) : OK.

å Hérédité : supposons la propriété établie jusqu'à un certain entier naturel non nul n, et montrons que
P(n+ 1) est vraie.

Soit (Ai)i∈[[1,n+1]] une famille de parties de E deux à deux disjointes. On a :
n+1⋃
i=1

Ai =

(
n⋃
i=1

Ai

)
∪ An+1.

Cette union est disjointe, car :

(
n⋃
i=1

Ai

)
∩ An+1 =

 n⋃
i=1

Ai ∩ An+1︸ ︷︷ ︸
=∅ (par H)

 = ∅

On a donc : Card

((
n⋃
i=1

Ai

)
∪ An+1

)
= Card

(
n⋃
i=1

Ai

)
+ Card (An+1) (propriété 3) puis :

Card

((
n⋃
i=1

Ai

)
∪ An+1

)
=

[
n∑
i=1

Card (Ai)

]
+ Card (An+1) (HR).

D'où : Card

(
n+1⋃
i=1

Ai

)
=

n+1∑
i=1

Card (Ai), ce qui prouve que P(n + 1) est vraie, et achève la preuve de

l'hérédité.

Conclusion. Soient n ∈ N∗ et (Ai)i∈[[1,n]] une famille de parties de E, deux à deux disjointes.

On a : Card

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

Card (Ai) K
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Corollaire 15.3 - Soient A et B deux parties d'un même ensemble
E. On a :

Card (A ∪B) = Card (A) + Card (B)− Card (A ∩B)

Preuve. Soient A et B deux parties d'un ensemble �ni. On a : A ∪ B = (A\B) ∪ B. Dans le terme de
droite de cette égalité, l'union est disjointe, et la propriété 3 permet donc d'a�rmer que : Card (A ∪B) =

Card (A\B) + Card (B) (♠).
Par ailleurs : A = (A\B) ∪ (A ∩B), et puisque cette union est encore disjointe, une nouvelle application
de la propriété 15.2 page 386 donne : Card (A) = Card (A\B) + Card (A ∩B) (♣)
On déduit de (♠) et (♣) que : Card (A ∪B) = Card(A) + Card(B)− Card (A ∩B) . K

Propriété 15.3 - Soient E et F deux ensembles �nis. On a :

1/ E × F est �ni, et Card (E × F ) = Card (E)× Card (F )

2/ Pour tout n ∈ N∗, En est �ni et Card (En) = [Card(E)]n

3/ FE est �ni, et Card
(
FE
)
= Card (F )Card(E)

Preuve. Preuve de 1/ : puisque nous sommes entre nous, on peut supposer que E = {x1, . . . , xn} et
F = {y1, . . . , ym} où l'on a noté n et m les cardinaux respectifs de E et F .

Alors E × F est l'ensemble des couples (xi, yj) obtenus en faisant parcourir Nn à l'indice i, et Nm à
l'indice j. Il est clair que l'on obtient ainsi nm éléments distincts. D'où Card (E × F ) = nm, c'est à dire :
Card (E × F ) = Card (E)× Card (F ) .

Preuve de 2/ : la preuve peut s'obtenir via une récurrence aisée sur n, l'hérédité provenant du fait que
En+1 = En × E et du point 1/.

Preuve de 3/ : notons encore une fois n le cardinal de E et m celui de f . Une application f de E dans F
est uniquement déterminée par les images des éléments de E. En d'autres termes, f est dé�nie de manière
unique par f (xi) (avec i ∈ Nn). Or pour chacune de ces n valeurs (qui sont des éléments de F ), on a m
choix possibles. On obtiendra donc mn façons di�érentes de dé�nir une application de E dans F . D'où :

Card
(
FE
)
= mn, c'est à dire : Card

(
FE
)
= Card FCardE . K

Théorème 15.2 - Soient E et F deux ensembles �nis, et f : E −→ F une application.

Alors f (E) est un ensemble �ni, et Card (f (E)) 6 Card (E).

En outre, f est injective SSI Card (f (E)) = Card (E).

Preuve. Notons E = {x1, . . . , xn} où n ∈ N∗ désigne le cardinal de E (on pourra laisser de côté le cas
extrême où E = ∅).

Alors f (E) = {f (x1) , . . . , f (xn)} et il est clair que cet ensemble possède au plus n éléments, ce qui assure
déjà que : Card (f (E)) 6 Card (E).

Plus précisément, Card (f (E)) = n si et seulement si les f (xi) sont deux à deux distincts, c'est à dire si

et seulement si l'application f est injective, ce qui achève la preuve du théorème. K
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Remarques : dans cet énoncé, seule la �nitude de l'ensemble E intervient, et l'hypothèse �F �ni� est
donc super�ue.

Par ailleurs, le théorème tient toujours dans le cas particulier où E = ∅, même si elle peut paraître
un peu �étrange�. Explicitement, un ensemble F étant donné il existe une unique application f : ∅ −→ F

(parfois appelée application vide), l'application qui �n'associe rien à personne�. Dans ce contexte, f (∅) = ∅,
et on a donc : Card (f (∅)) = Card (∅) = 0 ; ce qui ne doit pas nous surprendre, puisque l'application vide
est injective. 6

Corollaire 15.4 - Soient E et F deux ensembles �nis, et f : E −→ F une application. On suppose
Card (E) = Card (F ). LASSE :

1/ f est bijective

2/ f est injective

3/ f est surjective

Remarque : il est bon d'observer que l'énoncé ci-dessus est en général complètement faux sans l'hypothèse
d'égalité des cardinaux.

Preuve. Montrons 1) =⇒ 2) =⇒ 3) =⇒ 1) ; la boucle sera ainsi bouclée !

Supposons E et F �nis de même cardinal n ∈ N∗.

• 1) =⇒ 2) : trivial.

• 2) =⇒ 3) : supposons f injective. On peut commencer par noter que f(E) est une partie de F , ça ne
mange pas de pain. En outre, puisque f est injective, f(E) est un ensemble �ni, de cardinal égal à celui
de E (en vertu du théorème 15.2). Or Card (E) = Card (F ) (par hypothèse). Donc l'ensemble f(E) est
une partie de F , de cardinal égal à celui de F ; il s'ensuit que f(E) = F (théorème 15.1 page 385). Donc
f est surjective, ce qui prouve l'implication.

• 3) =⇒ 1) : supposons à présent f surjective. Alors f(E) = F , donc Card (f(E)) = Card (F ), et par
conséquent Card (f(E)) = Card (E) (puisque Card (E) = Card (F ) par hypothèse). On en déduit (grâce
au théorème 15.2 page 388) que f est injective, et donc bijective. Ce qui prouve l'implication, et achève

la preuve du théorème. K

15.3 Injections et permutations

Lemme 15.4 - Soient E et F deux ensembles �nis, de cardinaux respectifs p et n. Le nombre
d'injections de E dans F est l'entier :

Apn =
n!

(n− p)!
si p ∈[[ 0, n ]], et Apn = 0 si p > n.

Preuve. Commençons par observer que f(E) étant une partie de F , on a Card(f(E)) 6 n = Card(F ).
Par ailleurs, f est injective si et seulement si Card(f(E)) = Card(E) = p. Il s'ensuit qu'il ne peut pas
exister d'application injective de E dans F si p > n, ce qui prouve déjà la seconde partie de la proposition.

6. En e�et, pour tout couple (x, y) de ∅ × ∅, la condition f(x) = f(y) implique x = y est véri�ée. . .
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Supposons maintenant p 6 n, et notons E = {x1, . . . , xp}. Pour dé�nir une application f , on peut choisir
successivement les valeurs de f(x1),. . . , f(xp). Si l'on souhaite que l'application f soit injective, on doit
prendre ces éléments distincts dans F . On a alors n choix pour f(x1), n−1 choix pour f(x2),. . . , (n−p+1)

choix pour f(xp). Il existe donc : n (n− 1) · · · (n− p+ 1) injections de E dans F , d'où : pour tout p ∈[[

0, n ]], il existe
n!

(n− p)!
injections de E dans F . K

Définition 15.4 - Soient n un entier naturel non nul, p ∈[[ 1, n ]] et E un ensemble de cardinal n.

Un arrangement de p éléments de E est un p-uplet d'éléments distincts de E.

Exemples. Soit E = {1, 2, 3, 4}. Les triplets (4, 2, 1) et (1, 4, 2) sont des arrangements de E. Bien qu'ils
contiennent les mêmes éléments, ils sont distincts, puisque dans un triplet l'ordre doit être pris en compte.
Ici réside la di�érence fondamentale entre arrangements et combinaisons : les premiers sont ordonnés, tandis
que les secondes ne le sont pas. Pour enfoncer le clou : les arrangements (2, 3) et (3, 2) sont distincts ; alors
que {2, 3} et {3, 2} sont la même combinaison.

Définition 15.5 - Soit E un ensemble. Une permutation de E est une bijection de E dans E.

Exemples. L'application x 7−→ x3 est une permutation de R. L'application k 7−→ 6−k est une permutation
de N5. L'application qui à 1 associe 2, à 2 associe 3, et à 3 associe 1 est une permutation de N3.

Notation. Soit E un ensemble. On note SE l'ensemble des permutations de E.

Théorème 15.3 - Si E est un ensemble �ni de cardinal n, alors (SE, ◦) est un groupe �ni de cardinal
n!.

Preuve. Un élément de SE est une bijection de E dans E. En vertu du corollaire 15.4 page 389, il existe
autant de bijections de E dans E que d'injections de E dans E (puisque E est �ni). Or d'après le lemme
15.4 page 389, il existe exactement n! injections de E dans E.

Par suite, il existe n! bijections de E dans E, ce qui assure déjà que : Card (SE) = n!

En outre, la loi de composition (�o�) est une loi de composition interne dans SE, puisque la composée
de deux bijections est une bijection. Cette lci est associative car plus généralement la composition des
applications l'est. Elle possède un élément neutre qui est l'identité de E. En�n, tout élément f de SE est
inversible (pour la loi �o�) dans SE, car si f est une bijection de E dans E, sa réciproque f−1 est elle aussi
une bijection de E dans E.

Ce qui prouve que (SE, ◦) est un groupe, et achève cette preuve. K

15.4 Groupe symétrique

15.4.1 Généralités

Définition 15.6 - Soit n un entier naturel non nul. On note Sn (ou (Sn, ◦)) et on appelle groupe
symétrique l'ensemble des permutations de Nn.

Une conséquence directe du théorème 15.3 est la :

Propriété 15.4 - Pour tout entier naturel non nul n, (Sn, ◦) est un groupe �ni de cardinal n!.

Preuve. C'est un cas particulier du théorème 15.3, appliqué à l'ensemble E = Nn. K
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Convention. Dans la suite des évènements, on notera multiplicativement la lci de Sn. Explicite-
ment, si σ et τ désignent deux permutations, on parlera du produit στ pour désigner la composée σ ◦ τ .

Exemples. S1 = {id} est le groupe à un élément ; S2 = {idN2 , (12)} est le groupe à deux éléments. Tous
deux sont abéliens.

En revanche, S3 = {id, (12) , (13) , (23) , (123) , (132)} est un groupe à 6 éléments, non abélien (voir plus
loin ou chapitre 11).

15.4.2 Transpositions et p-cycles

Définition 15.7 - Soit n > 2 un entier, et soient i et j deux éléments distints de Nn. On dé�nit
une application de Nn dans Nn, que l'on note (ij) en posant :

∀ k ∈ Nn, (ij) (k) =


j si k = i

i si k = j

k si k 6= i et k 6= j

Une telle application est appelée transposition.

Des exemples de transpositions de N3 ont déjà été utilisés dans le chapitre 11 sur les groupes, pour établir
que le groupe S3 (de cardinal 6) est non abélien.

Propriété 15.5 - Une transposition est une involution (et donc une permutation).

Preuve. Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 2, et i et j deux entiers distincts de Nn. Considérons
la transposition (ij), c'est à dire pour mémoire l'application dé�nie sur Nn et à valeurs dans Nn en posant :

∀ k ∈ Nn, (ij) (k) =


j si k = i

i si k = j

k si k 6= i et k 6= j

Soit k un élément de Nn.

å Si k 6= i et k 6= j : alors [(ij) (ij)] (k) = (ij) ((ij) (k)) = (ij) (k) = k.

å Si k = i : alors [(ij) (ij)] (i) = (ij) ((ij) (i)) = (ij) (j) = i.

å Si k = j : alors [(ij) (ij)] (j) = (ij) ((ij) (j)) = (ij) (i) = j.

On a donc établi que : ∀ k ∈ Nn, [(ij) (ij)] (k) = k, ce qui signi�e que (ij) (ij) = idNn .

Ainsi la transposition (ij) est une involution, et par conséquent une permutation de Nn (donc un élément

de Sn). K
Lemme 15.5 - Soient n > 3 un entier ; et i, j et k trois entiers distincts dans Nn. Alors :

(ij) (jk) 6= (jk) (ij)

Preuve. Calculons l'image de i par chacune des deux permutations intervenant dans l'énoncé.

D'une part : [(ij) (jk)] (i) = (ij) (i) = j et d'autre part [(jk) (ij)] (i) = (jk) (j) = k.
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Puisque les images de i par (ij) (jk) et (jk) (ij) sont distinctes (i 6= k par hyp), on peut a�rmer que les

applications (ij) (jk) et (jk) (ij) sont distinctes, ce qu'il fallait établir. K
Corollaire 15.5 - Le groupe symétrique Sn est non abélien dès que n > 3.

Preuve. Conséquence directe du lemme précédent. K
Définition 15.8 - Soient n > 2 un entier, et p un entier tel que 2 6 p 6 n. Soient encore a1,. . . ,
ap p éléments distincts de Nn. On dé�nit une application de Nn dans Nn, que l'on note (a1a2 · · · ap) en
posant :


∀ i ∈ Np−1, (a1a2 · · · ap) (ai) = ai+1

(a1a2 · · · ap) (ap) = a1
∀ k ∈ Nn\ {a1, . . . , ap} , (a1a2 · · · ap) (k) = k

Une telle application est appelée un p-cycle ; l'ensemble {a1, a2, . . . , ap} est appelé son support.

Propriété 15.6 - Un p-cycle est une permutation. En outre, avec les notations introduites plus
haut :

(a1a2 · · · ap)−1 = (apap−1 · · · a1)

Preuve. Soit k un élément de Nn.

å Si k /∈ {a1, . . . , ap} : alors [(apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap)] (k) = k puisque k est laissé invariant par les
p-cycles (apap−1 · · · a1) et (a1a2 · · · ap).
å Si k ∈ {a1, . . . , ap−1} : il revient au même de dire qu'il existe i ∈ Np−1 tel que k = ai. Alors :

[(apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap)] (k) = (apap−1 · · · a1) ((a1a2 · · · ap) (ai)) = (apap−1 · · · a1) (ai+1) = ai

å Si k = ap : Alors :

[(apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap)] (ap) = (apap−1 · · · a1) (a1) = ap

Conclusion intermédiaire : ∀ k ∈ Nn,

[(apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap)] (k) = k, soit : (apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap) = idNn .

A'r'cominche, din l'aut'sens :

å Si k /∈ {a1, . . . , ap} : comme dans le cas précédent [(a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1)] (k) = k.

å Si k ∈ {a2, . . . , ap} : il revient au même de dire qu'il existe i ∈[[ 2, p ]] tel que k = ai. Alors :

[(a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1)] (k) = (a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1) ((ai)) = (a1a2 · · · ap) (ai−1) = ai
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å Si k = a1 : Alors :

[(a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1)] (k) = (a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1) ((a1)) = (a1a2 · · · ap) (ap) = a1

Conclusion intermédiaire bis : ∀ k ∈ Nn,

[(a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1)] (k) = k, soit : (a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1) = idNn .

Conclusion. D'après les calculs précédents : (apap−1 · · · a1) (a1a2 · · · ap) = idNn et (a1a2 · · · ap) (apap−1 · · · a1) =
idNn . Par suite, l'application (a1a2 · · · ap) est une bijection de Nn dans Nn ; c'est donc une permutation,

d'inverse (apap−1 · · · a1) dans Sn. K
Remarque. Deux cycles sont à supports disjoints lorsque. . . leurs supports sont disjoints (pas d'ap-
plaudissements !). Deux cycles à supports disjoints commutent.

Exemples. Une transposition est un 2-cycle. Tous les éléments (distincts de l'identité) du groupe S3 sont
des cycles. En revanche, dans S4, il existe des permutations qui ne sont pas des cycles, comme par exemple
le produit (12) (34).

Propriété 15.7 - Mêmes notations que plus haut. On a :

(a1a2 · · · ap) =
p−1∏
i=1

(aiai+1)

Preuve. Soit k un élément de Nn.

å Si k /∈ {a1, . . . , ap} : alors (a1a2 · · · ap) (k) = k puisque k n'appartient pas au support du cycle, et[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(k) = k puisque k n'appartient au support d'aucune transposition (aiai+1) du produit.

D'où : ∀ k ∈ Nn, k /∈ {a1, . . . , ap} ,

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(k) = (a1a2 · · · ap) (k)

å Si k ∈ {a1, . . . , ap−2} : il revient au même de dire qu'il existe m ∈ Np−1 tel que k = am. Alors d'une
part :

(a1a2 · · · ap) (k) = (a1a2 · · · ap) (am) = am+1

Et d'autre part :[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(am) =

[(
m−1∏
i=1

(aiai+1)

)
(amam+1)

(
p−1∏

i=m+1

(aiai+1)

)]
(am)

=

[(
m−1∏
i=1

(aiai+1)

)
(amam+1)

]((
p−1∏

i=m+1

(aiai+1)

)
(am)

)
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Puisque am n'appartient au support d'aucune transposition (aiai+1) pour i > m+ 1, on a :(
p−1∏

i=m+1

(aiai+1)

)
(am) = am

Il s'ensuit que :[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(am) =

[(
m−1∏
i=1

(aiai+1)

)
(amam+1)

]
(am) =

[(
m−1∏
i=1

(aiai+1)

)]
(am+1)

De nouveau, puisque am+1 n'appartient au support d'aucune transposition (aiai+1) pour i 6 m−1, on a :(
m−1∏
i=1

(aiai+1)

)
(am+1) = am+1. D'où �nalement :

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(am) = am+1.

D'où : ∀ k ∈ {a1, . . . , ap−2} ,

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(k) = (a1a2 · · · ap) (k)

å Si k = ap−1 : Alors d'une part : (a1a2 · · · ap) (ap−1) = ap
Et d'autre part :[

p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(ap−1) =

[(
p−2∏
i=1

(aiai+1)

)
(ap−1ap)

]
(ap−1) =

[(
p−2∏
i=1

(aiai+1)

)]
(ap) = ap

La dernière égalité provenant de ce que ap n'appartient au support d'aucune transposition (aiai+1) pour
i 6 p− 2.

D'où :

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(ap−1) = (a1a2 · · · ap) (ap−1)

å Si k = ap : Alors d'une part : (a1a2 · · · ap) (ap) = a1
Et d'autre part :[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(ap) =

[(
p−2∏
i=1

(aiai+1)

)
(ap−1ap)

]
(ap) =

[(
p−2∏
i=1

(aiai+1)

)]
(ap−1) =

[(
p−3∏
i=1

(aiai+1)

)]
(ap−2)

= · · · =

[(
2∏
i=1

(aiai+1)

)]
(a3) = (a1a2) (a2) = a1 D'où :

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(ap) = (a1a2 · · · ap) (ap)

Conclusion. ∀ k ∈ Nn,

[
p−1∏
i=1

(aiai+1)

]
(k) = (a1a2 · · · ap) (k) soit :

p−1∏
i=1

(aiai+1) = (a1a2 · · · ap) K

Cette dernière propriété signi�e que tout p-cycle s'écrit comme un produit d'exactement (p− 1) transpo-
sitions.
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Les transpositions constituent donc les �briques élémentaires de Sn�, dans un sens rendu plus précis par le
théorème suivant :

Théorème 15.4 - (Version courte). Les transpositions engendrent le groupe symétrique.

Ou, le même en plus explicite :

Théorème 15.5 - (Version longue du théorème 15.4). Soit n un entier naturel supérieur ou égal à
2, et soit σ ∈ Sn.

Il existe un entier k 6 n, et k transpositions τ1,. . . , τk de Sn tels que : σ =
k∏
i=1

τi.

Preuve. Raisonnons par récurrence sur l'entier naturel n en posant pour tout n ∈ N\ {0, 1} :

P(n) : �Pour toute permutation σ ∈ Sn il existe un entier k 6 n et k transpositions τ1,. . . , τk de Sn tels

que : σ =
k∏
i=1

τi�

å Initialisation (n = 2) : les permutations de S2 sont l'identité (produit de 0 transposition) et (12) (produit
d'une transposition), ce qui assure que P(2) est vraie.

å Hérédité : supposons la propriété établie jusqu'à un certain entier naturel n, et montrons que P(n+1)

est vraie.

Soit σ ∈ Sn+1. On peut distinguer deux cas : σ (n+ 1) = n+ 1 et σ (n+ 1) 6= n+ 1.

Premier cas � Si σ (n+ 1) = n+ 1 : dans ce cas, la restriction σ|Nn est une permutation de Nn. Par

hypothèse de récurrence, il existe un entier k 6 n et k transpositions τ1,. . . , τk de Sn tels que : σ|Nn =
k∏
i=1

τi.

Il reste à voir qu'une transposition dans Sn est aussi une transposition dans Sn+1 ; en e�et, une transposition
de Sn s'écrit (ab) avec a et b deux entiers distincts dans Nn ; ce sont donc naturellement deux entiers

distincts dans Nn+1. Et puisque σ (n+ 1) = n + 1, on a donc : σ =
k∏
i=1

τi (égalité dans Sn+1). Ainsi, sous

l'hypothèse σ (n+ 1) = n+1, il existe un entier k 6 n (en particulier k 6 n+1) et k transpositions τ1,. . . ,

τk de Sn+1 tels que : σ =
k∏
i=1

τi.

Second cas � Si σ (n+ 1) 6= n+ 1 : dans ce cas, on introduit la permutation ρ = (σ (n+ 1) n+ 1)σ. 7

ρ est un élément de Sn+1, qui véri�e : ρ (n+ 1) = n + 1. En vertu de l'étude faite dans le premier cas :

il existe un entier k 6 n et k transpositions τ1,. . . , τk de Sn+1 tels que : ρ =
k∏
i=1

τi. Par suite, on a :

σ = (σ (n+ 1) n+ 1)
k∏
i=1

τi. La permutation σ est ainsi écrite comme produit de k + 1 transpositions (et

k + 1 6 n+ 1).

Synthèse : dans les deux cas, on a montré que σ ∈ Sn+1 peut s'écrire comme produit de K transpositions,
avec K 6 n+ 1. Ce qui assure que P (n+ 1) est vraie, et achève la preuve de l'hérédité.

7. La permutation ρ est le produit de σ, et de la transposition échangeant σ (n+ 1) et n+ 1.
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Conclusion. Pour tout entier naturel n > 2, et pour toute permutation σ ∈ Sn il existe un entier k 6 n

et k transpositions τ1,. . . , τk de Sn tels que : σ =
k∏
i=1

τi. En d'autres termes, les transpositions engendrent

le groupe symétrique. K
Remarque : le théorème est encore valable pour n = 1, puisque tout élément de S1 (c'est à dire la seule
identité) s'écrit comme produit de zéro transposition. . .

Théorème 15.6 - Toute permutation peut s'écrire comme un produit de cycles à supports disjoints.

Preuve. Preuve par récurrence sur n ∈ N, n > 2. On pose P (n) : �Dans Sn, toute permutation de Sn
s'écrit comme produit de cycles à supports disjoints�.

ä Initialisation (pour n = 2). Les éléments de S2 sont idN2 (produit de zéro cycle) et (12) (produit
d'un cycle).

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un entier naturel n > 2. Soit σ ∈ Sn+1 ; on distingue deux cas.

Premier cas : si σ (n+ 1) = n+ 1. Alors σ|Nn est une permutation de Sn. Par hypothèse de récurrence, il

existe k cycles c1,. . . , ck à supports disjoints tels que : σ|Nn =
k∏
i=1

ci. Or ces k-cycles ci peuvent être vus

comme des éléments de Sn+1, et puisque σ laisse (n+1) invariant, l'égalité σ =
k∏
i=1

ci est valide dans Sn+1.

Second cas : si σ (n+ 1) 6= n + 1. On considère alors la transposition τ = ((n+ 1) , σ (n+ 1)). Alors τσ
est un élément de Sn+1 tel que : τσ (n+ 1) = n+ 1.

D'après l'étude faite dans le premier cas, il existe k-cycles c1,. . . , ck de Sn+1 tels que : τσ =
k∏
i=1

ci.

Par suite 8 : σ = τc1 · · · ck.

Si σ(n+ 1) /∈
k⋃
i=1

supp (ci), alors τ , c1,. . . , ck sont à supports disjoints, et c'est gagné.

Sinon : ∃! j ∈ [[ 1, k ]], cj = (σ (n+ 1) , x1, . . . , xp).

L'entier xp est alors l'unique antécédent de n+ 1 par σ.

On pose alors : ĉj = (σ (n+ 1) , x1, . . . , xp, n+ 1).

Les cycles c1,. . . , ĉj,. . . , ck sont à supports disjoints, et par construction : σ = c1 · · · ĉj · · · ck.

On en déduit que dans les deux cas, tout élément de Sn+1 est produit de cycles à supports disjoints, d'où
P (n+ 1) est vraie.

Conclusion. Pour tout entier n > 2, tout élément de Sn est produit de cycles à supports disjoints. K

8. En multipliant à gauche par τ les deux termes de l'égalité précédente.
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15.4.3 Signature et groupe alterné

Définition 15.9 - Soit n > 2 un entier, et (i, j) ∈ N2
n avec i < j. Une permutation σ ∈ Sn réalise

une inversion du couple (i, j) si σ(i) > σ(j).

Notation. On note I (σ) le nombre de couples sur lesquels σ réalise une inversion.

Exemples. I (id) = 0.

Dans S3, considérons la transposition τ (12). On a : τ (1) > τ (2) (une inversion) ; τ (1) < τ (3) (pas
d'inversion) ; τ (2) < τ (3) (pas d'inversion) ; par suite I ((12)) = 1.

Toujours dans S3, considérons à présent la transposition τ (13). On a : τ (1) > τ (2) (une inversion) ;
τ (1) > τ (3) (une inversion) ; τ (2) > τ (3) (une inversion) ; par suite I ((13)) = 3.

Définition 15.10 - Soit σ ∈ Sn. La signature de σ est le réel ε (σ) = (−1)I(σ)

Définition 15.11 - Soit σ ∈ Sn. Il résulte de la dé�nition précédente que la signature de σ vaut 1
ou (−1). La permutation σ sera dite paire (resp. impaire) lorsque ε (σ) = 1 (resp. ε (σ) = −1)

Théorème 15.7 - ∀ (σ, τ) ∈ S2
n, ε (στ) = ε (σ) ε (τ)

Preuve. Soient σ et τ deux éléments de Sn.

Soit (i, j) un couple d'entiers de Nn avec : 1 6 i < j 6 n.

La permutation στ réalise une inversion si et seulement si :

å τ réalise une inversion sur le couple (i, j), et σ ne réalise pas d'inversion sur le couple (τ (i) , τ (j)) ;

å τ ne réalise pas d'inversion sur le couple (i, j), et σ réalise une inversion sur le couple (τ (i) , τ (j))

En sommant I (σ) et I (τ), on compte les inversions décrites ci-dessus, ainsi que deux fois les cas où τ

réalise une inversion sur le couple (i, j) et σ réalise une inversion sur le couple (τ (i) , τ (j)).
Il s'ensuit que I (στ) et I (σ) + I (τ) ont même parité. Donc :

(−1)I(στ) = (−1)I(σ)+I(τ) ⇐⇒ (−1)I(στ) = (−1)I(σ) (−1)I(τ) ⇐⇒ ε (στ) = ε (σ) ε (τ) K

Remarque. Si l'on n'avait pas peur d'utiliser des gros mots (en tout cas, des mots hors programme
de Sup), on pourrait énoncer le théorème ci-dessus en a�rmant que le théorème ci-dessus signi�e que
l'application ε : (Sn, ◦) −→ ({±1} ,×) est un morphisme de groupes, dans le sens où elle est compatible
avec les lois de groupes au départ et à l'arrivée ; l'image par ε de σ ◦ τ est égal au produit des images
ε (σ)× ε (τ).

Propriété 15.8 - La signature d'une transposition vaut −1.

Preuve. Soient n un entier supérieur ou égal à 2, et τ une transposition dans Sn. Par dé�nition de
transposition, il existe deux entiers i et j tels que 1 6 i < j 6 n et τ = (ij). On peut représenter τ de la
manière suivante :

(
1 2 · · · i · · · j · · · n

1 2 · · · j · · · i · · · n

)
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On compte alors le nombre d'inversions réalisées sur les couples (k,m) où k allant de 1 à n− 1 et m > k :

I (τ) = 0︸︷︷︸
k=1

+ · · ·+ 0︸︷︷︸
k=i−1

+ j − i︸︷︷︸
k=i

+ 1︸︷︷︸
k=i+1

+ · · ·+ 1︸︷︷︸
k=j−1

+ 0︸︷︷︸
k=j

+ · · ·+ 0︸︷︷︸
k=n

D'où : I (τ) = j− i+ j− i− 1 = 2 (j − i)− 1. Puisque I (τ) est impair, on a (−1)I(τ) = −1, càd ε (τ) = −1.

Conclusion. La signature d'une transposition est égale à −1. K
Et puisque tout p-cycle est en particulier un produit de p− 1 transpositions, on peut a�rmer que :

Corollaire 15.6 - La signature d'un p-cycle vaut (−1)p−1.

Preuve. Soit C = (a1a2 · · · ap) un p-cycle. D'après le théorème 15.4, C est produit de p−1 transpositions ;

il existe τ1,. . . , τp−1 tels que C =

p−1∏
i=1

τi.

Donc, d'après le théorème 15.7 9 : ε (C) =
p−1∏
i=1

ε (τi)

D'où, d'après la propriété 15.8 ε (C) =
p−1∏
i=1

(−1) soit : ε ((a1a2 · · · ap)) = (−1)p−1

K
En�n :

Corollaire 15.7 - Pour toute permutation σ ∈ Sn, on a : ε (σ−1) = ε (σ).

Preuve. Pour toute permutation σ de Sn, σ−1σ = idNn . D'où : ε (σ−1σ) = σ (idNn). Par suite :
ε (σ−1) ε (σ) = 1. On déduit de cette égalité que ε (σ) et ε (σ−1) sont simultanément égaux à 1 ou si-
multanément égaux à −1.

En tous les cas : ε (σ−1) = ε (σ) . K
La conséquence la plus importante de ce dernier corollaire étant l'énoncé ci-dessous.

Propriété 15.9 - (Propriété - Dé�nition). On note An l'ensemble des permutations paires de
Sn.

(An, ◦) est un sous-groupe de (Sn, ◦), appelé groupe alterné.

C'est en particulier un groupe �ni, et : Card (An) =
n!

2
.

Preuve. å (SG1) : par dé�nition même de An (c'est l'ensemble des permutations paires), on a

An ⊂ Sn (♠)

å (SG2) : idNn , qui est l'élément neutre de (Sn, ◦), est une permutation paire puisque ε (idNn) = 1. Ainsi :

idNn ∈ An (♥)

9. Plus précisément, le théorème 15.7 permet d'établir par une récurrence facile sur n que pour une famille de n permu-

tations (σi)i∈Nn
, on a : ε

(
n∏

i=1

σi

)
=

n∏
i=1

ε (σi).
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å (SG3) : soient σ et τ deux permutations paires. Alors ε (στ) =︸︷︷︸
th. 15.7

ε (σ)︸︷︷︸
=1 car σ∈An

ε (τ)︸︷︷︸
=1 car τ∈An

= 1. D'où :

στ ∈ An.
Par conséquent : ∀ (σ, τ) ∈ A2

n, στ ∈ An (♦)

å (SG4) : soit σ ∈ An. Alors ε (σ) = 1, donc ε (σ−1) = 1 en vertu du corollaire 15.7. Par suite : σ−1 ∈ An.

D'où : ∀σ ∈ An, σ
−1 ∈ An (♣)

On déduit de (♠), (♥), (♦) et (♣) que (An, ◦) est un sous-groupe de (Sn, ◦) .

Assertion concernant le cardinal : par dé�nition de An (et de Sn), l'ensemble Sn est la réunion disjointe de

An et de Sn\An. D'où : Card(Sn) = Card(An)+Card (Sn\An), ainsi : Card(An) + Card (Sn\An) = n! (♠) .

D'autre part, l'application : F : σ ∈ An 7−→ (12)σ ∈ Sn\An et l'application : G : σ ∈ Sn\An 7−→ (12)σ ∈
An sont clairement réciproques l'une de l'autre. En particulier, elles sont bijectives ce qui implique :
Card(An) = Card (Sn\An) (♣) .

On déduit de (♠) et de (♣) que : Card(An) =
n!

2
. K

Remarque : une preuve (hors-programme de Sup, pas de MP) de la propriété précédente : An est l'ensemble
des antécédents de l'élément neutre (1) par le morphisme de groupes ε : (Sn, ◦) −→ ({±1} ,×). C'est (par
dé�nition) le noyau de ce morphisme. Or le noyau d'un morphisme de groupes est toujours un sous-groupe
du groupe de départ. D'où la propriété.

15.5 Epilogue

15.5.1 Description de A6

L'objet de ce paragraphe est de s'adonner à un petit exercice de dénombrement, et de décrire les éléments
du groupe alterné A6, c'est à dire de lister les permutations paires de S6.

On sait déjà que : card(A6) =
6!

2
, soit : card(A6) = 360.

Puisque on sait encore que idN6 ∈ A6, il nous reste 359 éléments de A6 à préciser. . .

Pour ce faire, on utilise le fait que toute permutation est produit de cycles à supports disjoints, et que la
signature d'un p-cycle est égale à (−1)p−1.

Il s'ensuit qu'un élément de A6 est :

Õ soit l'identité ;

Õ soit un 3-cycle ;

Õ soit un 5-cycle ;

Õ soit le produit de 2 transpositions à supports disjoints ;

Õ soit le produit d'une transposition et d'un 4-cycle à supports disjoints ;

Õ soit le produit de deux 3-cycles à supports disjoints.
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Comptons les éléments de chaque famille.

Õ Il n'y a qu'une seule identité :-)

Õ Pour construire un 3-cycle, on commence par choisir 3 entiers a1,. . . , a3 de N6 : il y a
(
6
3

)
= 20 manières

de le faire. Le support du cycle choisi, on peut toujours convenir d'écrire le plus petit entier ai en premier ;
ceci fait, il reste 2 choix possibles pour le second entier du cycle, et le troisième est alors connu.

On en déduit qu'il existe 40 3-cycles dans A6 .

Õ Pour construire un 5-cycle, on commence par choisir 5 entiers a1,. . . , a5 de N6 : il y a
(
6
5

)
= 6 manières

de le faire. Le support du cycle choisi, on peut toujours convenir d'écrire le plus petit entier ai en premier ;
ceci fait, il reste 4 choix possibles pour le second entier du cycle, 3 pour le troisième, 2 pour le quatrième,
et. . . 1 pour le dernier.

On en déduit qu'il existe 144 5-cycles dans A6 .

Õ Pour construire un produit de deux transpositions à supports disjoints, on commence par choisir quatre
entiers {a1, a2, a3, a4}. Il y a

(
6
4

)
= 15 manières de le faire. Ce choix fait, on peut toujours convenir d'écrire

le produit sous la forme (a1⋆) (⋆⋆). Le produit est alors uniquement déterminé par l'image de a1, que l'on
peut choisir parmi a2, a3 et a4.

Finalement, il existe 3× 15 = 45 produits de deux transpositions à supports disjoints dans A6 .

Õ Pour construire un produit d'une transposition et d'un 4-cycle à supports disjoints, on commence par
choisir le support de la transposition : {a1, a2} (le support du second est alors connu !). Il y a

(
6
12

)
= 15

manières de le faire. Ce choix fait, la transposition est connue. Reste à construire le 4-cycle : on peut
toujours convenir d'écrire dans celui-ci le plus petit entier en premier. Ceci fait, il reste 3 choix pour le
second, 2 choix pour le troisième (et 1 pour le dernier).

Finalement, il existe 6× 15 = 90 produits d'une transposition et d'un 4-cycle à supports disjoints dans A6 .

Õ Pour construire un produit de deux 3-cycles à supports disjoints, on commence par choisir le support
du premier : {a1, a2, a3} (le support du second est alors connu !). Il y a

(
6
3

)
= 20 manières de le faire. Ce

choix fait, on peut toujours convenir d'écrire dans chacun des 2 cycles le plus petit entier ai en premier ;
il reste 2 choix possibles pour le second entier de chaque cycle (et 1 pour le second). Pour un support
donné, on a donc a priori 4 produits de deux 3-cycles distincts. Mais il faut tenir compte du fait que le
produit (a1a2a3) (a4a5a6) sera alors compté deux fois : une fois lorsque le support du premier cycle choisi
est {a1, a2, a3}, et une seconde lorsque le support choisi est {a4, a5, a6}.

Finalement, il existe
4×

(
6

3

)
2

= 40 produits de deux 3-cycles à supports disjoints dans A6 .

Conclusion. Outre l'identité, le groupe A6 est constitué de :

Õ 40 3-cycles ;

Õ 144 5-cycles ;

Õ 45 produits de 2 transpositions à supports disjoints ;

Õ 90 produits d'une transposition et d'un 4-cycle à supports disjoints ;

Õ 40 produits de deux 3-cycles à supports disjoints.
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15.5.2 Simplicité de A5

L'énoncé présenté ci-dessous est constitué des deux dernières parties d'un problème donné en MPSI en
2016. Le début du problème était constitué de questions destinées à établir le théorème de Lagrange sur
les groupes �nis, et le fait que tout groupe de cardinal premier est cyclique donc abélien (voir sections
11.5.2 et 11.5.3).

ä Partie E - Conjugaison dans un groupe.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On dit que deux permutations τ1 et τ2 de Sn sont conjuguées s'il
existe une permutation σ de Sn telle que : τ2 = στ1σ

−1.

13) Montrer que la relation de conjugaison dé�nie ci-dessus est une relation d'équivalence sur Sn.

14) Un sous-groupe H de Sn est dit distingué s'il est stable par conjugaison dans le sens suivant :

∀h ∈ H, ∀σ ∈ Sn σhσ−1 ∈ H

a) Etablir que 〈(12)〉 n'est pas un sous-groupe distingué de S3.

b) Montrer que (pour tout entier n > 2) An est un sous-groupe distingué de Sn.

ä Partie F - Simplicité de A5.

15) Quel est le cardinal de A5 ?

16) Montrer que tout élément de A5 distinct de l'identité est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit une
composée de deux transpositions à supports disjoints.

17) Intermède : un peu de dénombrement.

a) Combien existe t-il de 5-cycles dans A5 ?

b) Combien existe t-il de 3-cycles dans A5 ?

c) Combien existe t-il de produits de deux transpositions à supports disjoints dans A5 ?

18) Temporairement, on se replace dans le cas général de Sn, avec n > 5.

a) Soient a1,. . . , an−2 (n-2) éléments de [[ 1, n ]] ; on note an−1 et an les deux éléments restants.

Et soient de même b1,. . . , bn−2 (n-2) éléments de [[ 1, n ]] ; on note bn−1 et bn les deux éléments
restants.

Montrer qu'il existe une permutation paire σ telle que :

∀ i ∈ [[ 1, n− 2 ]], σ (ai) = bi

On pourra éventuellement utiliser une composition par une certaine transposition pour obtenir la
bonne parité.
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b) Soit σ ∈ Sn. On suppose que τ1 = (i1 · · · ik) est un k-cycle (avec k ∈ [[ 2, n ]]), et on pose τ2 = στ1σ
−1.

Etablir que :

τ2 = (σ(i1) · · ·σ(ik))

19) Déduire de la question précédente que les 3-cycles sont deux à deux conjugués dans A5, càd que si c1
et c2 sont deux 3-cycles, il existe σ ∈ A5 telle que : c2 = σc1σ

−1.

20) Montrer de même que les composées de deux transpositions à supports disjoints sont conjuguées dans
A5 .

21) Un sous-groupe H de A5 est dit distingué si

∀h ∈ H, ∀σ ∈ A5, σhσ
−1 ∈ H

Soit H un sous-groupe distingué (donc stable par conjugaison) de A5.

a) Montrer que si H contient un 3-cycle, alors il les contient tous. De même, montrer que si H contient
un produit de deux transpositions à supports disjoints, alors il contient tous les produits de deux
transpositions à supports disjoints.

On pourra admettre par la suite qu'il en va de même pour les 5-cycles : si H contient un 5-cycle,
alors il les contient tous.

b) Etablir que H = {id} ou H = A5.

Commentaire. Cet ultime résultat signi�e que le groupe A5 ne possède pas de sous-groupe distingué
non trivial (c'est-à-dire distinct de lui-même et de {id}) ; un tel groupe est appelé un groupe simple.
Comme indiqué dans le préambule du problème, c'est cette simplicité qui implique qu'une équation
polynomiale de degré 5 n'est pas résoluble par radicaux, càd qu'il n'existe pas (contrairement au cas
du second degré) de formule �avec des racines� donnant les solutions d'une équation de degré 5 en
général. Ce résultat peut être généralisé (Galois l'a fait) à n > 5 ; en e�et, pour tout entier n > 5,
le groupe An est également simple.
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Corrigé.

ä Partie E - Conjugaison dans un groupe.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On dit que deux permutations τ1 et τ2 de Sn sont conjuguées s'il
existe une permutation σ de Sn telle que : τ2 = στ1σ

−1.

13) Soit τ ∈ Sn. Alors : τ = idτ id−1. Donc τ est conjuguée à elle-même, ce qui prouve la ré�exivité de
la relation de conjugaison.

Soient τ1 et τ2 deux permutations (dans Sn) conjuguées. Par dé�nition, il existe une permutation σ de Sn
telle que : τ2 = στ1σ

−1. On a donc : τ1 = σ−1τ2σ d'où τ1 = σ′τ2σ
′−1 (en ayant posé σ′ = σ−1). Il s'ensuit

que la relation de conjugaison est symétrique.

Soient en�n τ1, τ2 et τ3 trois permutations (dans Sn) telles que τ1 et τ2 d'une part, τ2 et τ3 d'autre part sont
conjuguées. Par dé�nition, il existe deux permutations σ et ρ de Sn telles que : τ2 = στ1σ

−1 et τ3 = ρτ2ρ
−1.

On en déduit que :

τ3 = ρστ1σ
−1ρ−1 = ρστ1 (ρσ)

−1 d'où : τ3 = ζτ1ζ
−1 (en ayant posé : ζ = ρσ).

On en déduit que τ1 et τ3 sont conjuguées ; ce qui établit la transitivité de la relation de conjugaison.

Conclusion. La relation de conjugaison dans Sn est ré�exive, symétrique et transitive. C'est donc une
relation d'équivalence sur Sn.

14) a) On a : (13)(12)(13)−1 = (13)(12)(13) = (23). Or : (23) /∈ 〈(12)〉.
Il s'ensuit que : 〈(12)〉 n'est pas un sous-groupe distingué de S3.

b) Soit τ un élément arbitraire de An. Pour tout élément σ de Sn, on a : ε (στσ−1) = ε (σ) ε (τ) ε (σ−1).

Puisque ε (σ−1) = ε (σ), on en déduit que : ε (στσ−1) = ε (τ) d'où : ε (στσ−1) = 1 puisque τ est paire par
hypothèse.

On en déduit que pour toute permutation σ de Sn, la permutation στσ−1 est encore un élément de An.
Le sous-groupe An est donc stable par conjugaison. Ainsi, An est un sous-groupe distingué de Sn .

ä Partie F - Simplicité de A5.

15) D'après le cours : Card (A5) =
5!

2
d'où : Card (A5) = 60 .

16) Une première idée. Soit σ ∈ An, avec σ 6= id. On sait que σ s'écrit comme un produit de 2 ou 4
transpositions. En e�et, tout élément de S5 s'écrit comme un produit d'au plus 5 transpositions (résultat
général du cours) ; pour une permutation paire de S5, le nombre de transpositions intervenant dans ce
produit peut donc être égal à 0, 2 ou 4. Mais la valeur 0 est exclue, puisque l'on suppose que σ 6= id.

Supposons que σ soit produit de deux transpositions : alors d'après la discussion faite dans la question
2-a, σ est soit égale au produit de deux transpositions à supports disjoints (1er cas), soit égale à un 3-cycle
(2ème cas). 10 Jusque-là tout va bien.
Supposons que σ soit produit de 4 transpositions : aïe ! Même avec la discussion faite dans la question
2-a, et même en décidant par exemple de regrouper deux par deux les transpositions, le nombre de cas à
étudier suivant les supports des transpositions est ici très dissuasif !

Une seconde idée. Une autre stratégie consiste à observer que toute permutation peut s'écrire comme un
produit de cycles à supports disjoints ; c'est en tout cas clair sur les exemples vus précédemment dans ce
devoir (et en exercices).

10. Le 3ème cas est exclu puisque σ 6= id.
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On pose donc pour tout entier naturel n > 2 :

P(n) : �Toute permutation de Sn peut s'écrire comme un produit de cycles à supports disjoints.�

Prouvons P(n) par récurrence sur n.

ä Initialisation. Pour n = 2, le groupe S2 est constitué de id (produit de 0 cycle), et de (12) (produit
d'un cycle). La propriété P(2) est donc vraie.

ä Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier n > 2, et montrons que P(n+ 1) l'est.

Soit σ ∈ Sn+1. On distingue deux cas :

+ Si σ(n+ 1) = n+ 1. Alors σ|Nn est un élément de Sn. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe

alors k cycles à supports disjoints c1,. . . , ck (dans Sn) tels que : σ|Nn =
k∏
i=1

ci. Or un cycle de Sn induit

naturellement un cycle de Sn+1, et la relation précédente implique que σ est le produit des k cycles ci vus
comme éléments de Sn+1.

+ Si σ(n+ 1) 6= n+ 1. Il existe alors un entier naturel non nul p tel que les entiers n + 1, σ(n + 1),. . . ,
σp−1(n+ 1) sont distincts, et σp(n+ 1) = n+ 1. On dé�nit alors un cycle c en posant :

c = ((n+ 1)σ(n+ 1) · · ·σp−1(n+ 1))

Par construction, la permutation c−1σ laisse invariants les entiers : n+ 1, σ(n+ 1),. . . , σp−1(n+ 1).

En particulier, puisque c−1σ laisse invariant n + 1, on peut (d'après l'étude faite dans le premier cas)

a�rmer que c−1σ =
k∏
i=1

ci où les ci sont k cycles à supports disjoints. En outre, les supports des ci sont

disjoints de {n+ 1, σ(n+ 1), . . . , σp−1(n+ 1)} puisque le produit des ci laisse invariants ces éléments.

Par suite : σ = c
k∏
i=1

ci, et on a écrit σ comme produit de cycles à supports disjoints.

Dans les deux cas, on a montré que P(n+ 1) est vraie.

ä Conclusion. Toute permutation de Sn peut s'écrire comme un produit de cycles à supports disjoints.

En particulier, tout élément de A5 peut s'écrire comme un produit de cycles à supports disjoints. Mais
le nombre de décompositions est alors limité ! En e�et, pour des raisons de parité, un élément de A5 ne
pourra être que l'identité, ou un produit de deux transpositions à supports disjoints, ou un 3-cycle ou un
5-cycle.

Conclusion. Tout élément de A5 distinct de l'identité est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un
produit de deux transpositions à supports disjoints.

17) a) Pour dé�nir un 5-cycle (a1a2a3a4a5) dans A5, on peut toujours convenir de commencer par a1 = 1.
En d'autres termes, tout 5-cycle admet une écriture de la forme : (1a2a3a4a5). Pour créer un tel cycle, on
a 4 choix pour a2 ; 3 choix pour a3 ; 2 choix pour a4 et plus de choix du tout pour a5.

Conclusion. Il existe 24 5-cycles dans A5.

b) Pour dé�nir un 3-cycle, on commence par choisir trois éléments de [[ 1, 5 ]]. Il y a
(
5
3

)
= 10 façons de le

faire. On observe alors que chaque combinaison {a1, a2, a3} donne naissance à exactement deux 3-cycles :
(a1a2a3) et (a1a3a2).
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Conclusion. Il existe 20 3-cycles dans A5.

c) D'après la question 16, le groupe A5 est constitué de l'identité, des 5-cycles, des 3-cycles et des produits
de deux transpositions à supports disjoints dans A5. On en déduit, d'après les questions 15, 17-a et 17-b
qu'il existe :
60− (1− 24− 20) = 15 produits de deux transpositions à supports disjoints dans A5.

18) a) Soient a1,. . . , an−2 (n-2) éléments de [[ 1, n ]] ; on note an−1 et an les deux éléments restants. Et
soient de même b1,. . . , bn−2 (n-2) éléments de [[ 1, n ]] ; on note bn−1 et bn les deux éléments restants.

On dé�nit un élément τ de Sn en posant : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], τ (ai) = bi.

Si τ est paire, on pose σ = τ . Sinon, on pose σ = (an−1an) τ .

Dans les deux cas, σ est paire et véri�e : ∀ i ∈ [[ 1, n− 2 ]], σ (ai) = bi .

b) Etablir l'égalité τ2 = (σ(i1) · · ·σ(ik)), c'est établir que pour tout σ (ij) on a τ2 (σ (ij)) = σ (ij+1) (avec
la convention que σ (ik+1) = i1) ; et que tout les autres entiers de Nn ne sont pas dans le support de τ2.

On sépare donc les entiers de Nn en deux parties disjointes :
ceux qui appartiennent à l'ensemble {σ(i1), . . . , σ(ik)} et les autres.

ä Soit m un entier dans {σ(i1), . . . , σ(ik)}. Alors il existe un entier j compris entre 1 et k tel que :
m = σ (ij).

D'une part on a alors : τ2 (m) = στ1σ
−1 (σ(ij)) = στ1 (ij) = σ (ij+1)

Et d'autre part : (σ(i1) · · · σ(ik)) (m) = (σ(i1) · · ·σ(ik)) (σ(ij)) = σ (ij+1)

On en déduit que pour tout m un entier dans {σ(i1), . . . , σ(ik)} on a : τ2 (m) = (σ(i1) · · ·σ(ik)) (m).

ä Soit m un entier dans Nn\ {σ(i1), . . . , σ(ik)}. Alors il est déjà clair que : (σ(i1) · · ·σ(ik)) (m) = m.

Par ailleurs, l'hypothèse faite sur m impose que σ−1(m) /∈ {i1, . . . , ik}. En e�et, dans le cas contraire, m
serait égal à un σ(ij) pour un certain entier j, ce qui contredirait notre hypothèse. Il s'ensuit que σ−1(m)

est laissé invariant par τ1, d'où :

τ2 (m) = στ1σ
−1 (m) = στ1 (σ

−1(m)) = σ (σ−1(m)) = m

On en déduit que pour tout m un entier dans Nn\ {σ(i1), . . . , σ(ik)} on a : τ2 (m) = (σ(i1) · · · σ(ik)) (m).

ä En conclusion, on a établi que : ∀m ∈ Nn, τ2 (m) = (σ(i1) · · ·σ(ik)) (m). D'où : τ2 = (σ(i1) · · ·σ(ik))

19) Soient c1 et c2 deux 3-cycles de A5. Il existe trois entiers a1, a2 et a3 (resp. b1, b2 et b3) dans N5 tels
que c1 = (a1a2a3) (resp. c2 = (b1b2b3)). D'après la question 18-a, il existe une permutation paire σ ∈ A5

telle que : ∀ i ∈ [[ 1, 3 ]], σ (ai) = bi. D'après la question 18-b, on a alors c2 = σc1σ
−1 ce qui signi�e que c1

et c2 sont conjugués.

Conclusion. Les 3-cycles sont deux à deux conjugués dans A5 .

20) Soient σ1 = (i1j1) (k1l1) et σ2 = (i2j2) (k2l2) deux produits de transpositions à supports disjoints.
On note m1 (resp. m2) l'unique entier de N5 tel que N5 = {i1, j1, k1, l1,m1} (resp. . . . ). On dé�nit une
permutation α dans S5 en posant : α(i1) = i2, α(j1) = j2,. . .

Si α est paire, on pose ρ = α et on a alors : ρσ1ρ−1 = (ρ (i1) ρ (j1)) (ρ (k1) ρ (l1)) = (i2j2) (k2l2) = σ2

Si α est impaire, on pose ρ = α (i1j1) et on a alors : ρσ1ρ−1 = (ρ (j1) ρ (i1)) (ρ (k1) ρ (l1)) = (j2i2) (k2l2) = σ2

Dans les deux cas, on a établi l'existence d'une permutation ρ ∈ A5 telle que : ρσ1ρ−1 = σ2.
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Conclusion. Les produits de 2 transpositions à supports disjoints sont deux à deux conjugués dans A5 .

21) a) Soit H un sous-groupe distingué de A5. Si H contient un 3-cycle c, alors H contient tout élément
conjugué à c (puisque H est stable par conjugaison). Or d'après la question 19, les 3-cycles sont deux à
deux conjugués dans A5 ; donc H contient tous les 3-cycles.

Le même raisonnement s'applique aux permutations qui sont produits de deux transpositions à supports
disjoints, en vertu de la question 20 cette fois-ci.

Conclusion. Lorsque H est un sous-groupe distingué (càd stable par conjugaison) de H5, il contient
tous les 3-cycles dès lors qu'il en contient un. De même, si H contient un produit de deux transpositions
à supports disjoints, alors il contient tous les produits de deux transpositions à supports disjoints.

b) Il est clair que {id} et A5 sont des sous-groupes distngués de A5. Le but est de prouver qu'il n'existe
que ceux-là.

Soit H un sous-groupe distingué de A5. Si H n'est pas réduit à l'identité, alors H contient au moins un
3-cycle (ou un 5-cycle, ou un produit de deux transpositions à supports disjoints). Mais alors, d'après la
question précédente, H contient tous les 3-cycles (ou tous les 5-cycles, ou. . . ), qui sont au nombre de 20
(ou 24 ou 15).
Or H ne peut contenir (en plus de l'identité évidemment) que les 3-cycles, sinon il serait de cardinal 21 ;
or son cardinal doit diviser celui de A5 (égal à 60) d'après le théorème de Lagrange (question 8). Il doit
donc contenir au moins un 5-cycle ou un produit de deux transpositions à supports disjoints ; mais alors il
contient toutes les permutations de ce type et on obtient donc : Card(H) > 30. Une nouvelle application
du théorème de Lagrange implique que Card(H) = 60, càd H = A5.

De même H ne peut contenir que les 5-cycles, sinon il serait de cardinal 25 ; et H ne peut contenir que les
produits de deux transpositions à supports disjoints, sinon il serait de cardinal 16. Dans ces deux cas, on
raisonne comme précédemment pour conclure �nalement que H = A5.

Conclusion. Le groupe A5 ne possède aucun sous-groupe non trivial stable par conjugaison (les seuls
sous-groupes distingués de A5 sont {id} et A5).
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15.5.3 Dénombrabilité de Q

Numérotation des nombres rationnels

Un ensemble E est dit dénombrable lorsqu'il est équipotent à N, c'est à dire s'il existe une bijection
entre N et E ; cette bijection permet de �numéroter� les éléments de E, ce qui justi�e a posteriori la
terminologie. Vous avez par exemple déjà établi que Z est dénombrable (c'était une question de cours au
programme de la semaine passée). Plus explicitement :

Propriété (*) � L'application f : N −→ Z dé�nie en posant :

∀n ∈ N, f(n) =


n

2
si n est pair

−n+ 1

2
si n est impair

est bijective.

Ce résultat pourra être utilisé au besoin au cours du problème, sans qu'il soit nécessaire de le redémontrer.

L'objectif principal de ce problème est d'aller plus loin, et de prouver que l'ensemble Q des nombres
rationnels est dénombrable. Ceci passera par des étapes intermédiaires (notamment : établir que N2 est
dénombrable) et l'utilisation du théorème de Cantor-Bernstein.

Partie I � Proche du cours

1) Notons E1 = N\ {0, 1}. Montrer que E1 est dénombrable.

2) Notons E2 l'ensemble des entiers naturels pairs, soit : E = {2k / k ∈ N}. Montrer que E2 est dénom-
brable.

Partie II � Dénombrabilité de N2, dénombrabilité de Z2

On dé�nit l'application

φ : N2 // N∗

(p, q) � // 2p (2q + 1)

3) Montrer que φ est bien dé�nie et qu'elle est injective.

4) Soit n ∈ N∗. Justi�er qu'il existe un entier N0 tel que 2N0 divise n, et 2N0+1 ne divise pas n. Quel est
le nom de cet entier N0 ?

5) En utilisant la question précédente, établir que φ est surjective.

6) Conclure que N2 est dénombrable ; puis que Z2 est dénombrable.

Partie III � Dénombrabilité de Q

7) Construire une application injective (�simple�) de N dans Q.
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8) On appelle représentant irréductible d'un nombre rationnel non nul r l'unique fraction irréductible
p/q égale à r avec p ∈ Z et q ∈ N∗. 11 Nous conviendrons que le représentant irréductible de 0 est 0/1.

a) Justi�er brièvement que l'application ψ : Q −→ Z×N∗ qui à r ∈ Q associe le couple (p, q) ∈ Z×N∗

est injective. Est-elle surjective ?

b) Construire une application injective de Q dans N.

Corrigé.

1) Considérons les applications f : n ∈ E1 −→ (n− 2) ∈ N et g : n ∈ N −→ (n+2) ∈ E1. Il est clair que
f ◦ g = idN et g ◦ f = idE1 . Donc f (tout comme g) est bijective, donc E1 est dénombrable .

2) Considérons les applications f : n ∈ E2 −→ (n/2) ∈ N et g : n ∈ N −→ (2n) ∈ E2. Il est clair que
f ◦ g = idN et g ◦ f = idE2 . Donc f (tout comme g) est bijective, donc E2 est dénombrable .

Partie II � Dénombrabilité de N2, dénombrabilité de Z2

3) Pour tout couple (p, q) d'entiers naturels, 2p(2q + 1) est un entier naturel non nul, donc φ est bien
dé�nie.
Soient (p, q) et (p′, q′) deux couples d'entiers naturels tels que φ(p, q) = φ(p′, q′). Alors p et p′ sont égaux,
car tous deux sont égaux à la valuation 2-adique de φ(p, q). On en déduit que 2q + 1 = 2q′ + 1 d'où
évidemment q = q′.
Conclusion. φ est injective.

Remarque : sans utiliser la valuation 2-adique, on peut répondre à cette question comme suit. Si 2p(2q+1) =

2p
′
(2q′ + 1), alors 2p|2p′(2q′ + 1). Si p > 0, cette relation entraîne que 2p|2p′ d'où p 6 p′. Dans �l'autre

sens�, on a : 2p
′ |2p(2q+1) donc 2p

′ |2p donc p′ 6 p ; �nalement p = p′. Si p = 0, alors 2p
′
(2q′+1) = 2q+1

est impair, ce qui implique p′ = 0, d'où encore une fois p = p′. Une fois cette égalité établie, celle entre q
et q′ en est une conséquence triviale.

4) Soit n ∈ N∗. On pose E =
{
k ∈ N, 2k|n

}
. L'ensemble E est une partie de N qui est non vide

(0 ∈ E) et majorée : en e�et, 2k tend vers +∞ lorsque k tend vers +∞, et il existe donc un entier K tel
que : (k > K) =⇒

(
2k > n

)
. Par suite, E admet un plus grand élément, et on peut légitimement poser

N0 = maxE.

Par dé�nition de plus grand élément, N0 ∈ E et (N0 + 1) /∈ E, c'est-à-dire : 2N0 divise n et 2N0+1 ne
divise pas n. Cet entier N0 est la valuation 2-adique de n (on note : N0 = v2(n)).

5) Soit n ∈ N∗. D'après la question précédente, on peut écrire : n = 2v2(n)m, où m est impair. En e�et, si
m était pair, alors 2v2(n)+1 diviserait n ce qui contredirait la dé�nition de v2(n). Il existe donc un entier
naturel q tel que : m = 2q + 1 et on peut écrire : n = 2v2(n)(2q + 1), d'où : n = φ (v2(n), q). Il s'ensuit que
n est dans l'image de φ, et puisque n est arbitraire dans le raisonnement précédent, on peut conclure que
φ est surjective .

6) D'après les questions 3 et 5, φ : N2 −→ N∗ est bijective. En outre, g : n ∈ N∗ −→ (n − 1) ∈ N est
bijective (question de cours d'une colle récente). La composée de deux bijections étant encore bijective, on

en déduit que l'application g ◦ φ : N2 −→ N est bijective. Conclusion. N2 est dénombrable.

11. Par exemple, le représentant irréductible de 10/15 est 2/3 ; celui de −9/12 est (−3) /4.
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Par ailleurs, d'après la propriété (∗), il existe une bijection f : N −→ Z, donc il existe une bijection
h : Z −→ N (avec h = f−1). On dé�nit alors une bijection H de Z2 dans N2 en posant :

H : Z2 // N2

(n,m) � // (h(n), h(m))

Il s'ensuit que l'application g ◦ φ ◦H : Z2 −→ N est bijective 12, d'où : Z2 est dénombrable.

Partie III � Dénombrabilité de Q
7) L'application ι : n ∈ N −→ n ∈ Q est clairement injective. 13

8) a) Soient x et x′ deux rationnels. Si x et x′ ont la même image (p, q) par ψ, alors x = x′ = p/q.
Donc ψ est injective . En revanche, ψ n'est pas surjective puisque par exemple (2, 4) n'appartient pas à
l'image de ψ, comme plus généralement tout couple d'entiers non nuls non premiers entre eux.

b) On dispose d'une application injective (et même bijective) h = f−1 : Z −→ N, et d'une application
injective (et même bijective) g : N∗ −→ N. On peut donc construire une application injective :

G : Z× N∗ // N2

(n,m) � // (h(n), g(m))

On dispose en outre d'une application injective (et même bijective) g ◦ φ : N2 −→ N. La composition de
deux injections étant encore une injection, l'application :

g ◦ φ ◦G : Z× N∗ // N
(n,m) � // g (φ (h(n), g(m)))

est injective. Une nouvelle application de la stabilité de l'injectivité par composition permet en�n de
conclure que l'application :

g ◦ φ ◦G ◦ ψ : Q // N
r � // g (φ (G (ψ(r))))

est injective. Conclusion. Il existe une injection de Q dans N.

D'après les questions 7 et 8-b, il existe une injection de N dans Q et une injection de Q dans N. Le théorème
de Cantor-Bernstein (dont l'énoncé est donné ci-dessous) permet alors d'a�rmer qu'il existe une bijection
entre N et Q. Par suite : Q est dénombrable.

Théorème (Cantor-Bernstein) � Soient E et F deux ensembles. S'il existe une injection
de E dans F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection entre E et F .

12. C'est la composée de 3 bijections.
13. C'est l'injection canonique de N dans Q.
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Chapitre 16

Arithmétique

Au cas où je l'oublierais en cours de route, le terme �entier� désignera dans ce chapitre un entier relatif.

16.1 Divisibilité dans Z
Définition 16.1 - Soient a et b deux entiers ; b divise a (ce que l'on note b|a) s'il existe un entier
relatif k tel a = kb. Dans cette situation, on dit que b est un diviseur de a ou que a est multiple de b.

Exemples : 2|64834 ; 3|4527 ; 5|875 ; 4|2324 ; 11|12327656. Pour tout n ∈ Z, 1|n et (−1)|n ; si n ∈ Z\ {±1},
n admet au moins quatre diviseurs : ±1 et ±n. 0 ne divise aucun entier non nul, et est multiple de tout
entier.

Propriété 16.1 - Soient a et b entiers, avec b 6= 0. Alors : a|b =⇒ |a| 6 |b|.

Preuve. Soient a et b comme dans l'énoncé : ∃ k ∈ Z\ {0} , b = ka. D'où : |a| = |b|
|k|

. Puisque |k| 6 1,

on en déduit que : |a| 6 |b|. K
Propriété 16.2 - Soient a, b, c et d entiers.

i/ (∀ (n,m) ∈ Z2, a|b et a|c) =⇒ (a|nb+mc)

ii/ (a|b et a|c) =⇒ (a|b+ c)

iii/ (a|c et b|d) =⇒ (ab|cd)
iv/ a|b ⇐⇒ a| (−b)

Preuve. Soient a, b, c et d entiers.

i/ Supposons que a divise b et c, et soient n et m deux entiers.
Par hypothèse : ∃ (k, k′) ∈ Z2, b = ka ∧ c = k′a. Par suite : nb+mc = (nk +mk′) a. Ce qui signi�e que :
a|nb+mc.

ii/ Cas particulier de i/ avec n = m = 1.

iii/ Par hypothèse : ∃ (k, k′) ∈ Z2, c = ka ∧ d = k′b. D'où : cd = kk′ (ab). Ainsi : ab|cd.

iv/ Trivial. K
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Exemples d'application.
Exemple 1. �Déterminer tous les entiers n tels que (n+ 1)|(2n+ 7)�.

Soit n un tel entier. Alors (n+ 1) divise (n + 1) et (2n + 7). Donc : (n+ 1) divise (2n + 7) − 2(n + 1).
Autrement dit, (n+ 1) divise 5, càd : n+1 = ±1,±5. D'où �nalement : n = −2, 0,−6, 4. Réciproquement,
on véri�e aisément que ces entiers sont tels que (n+ 1)|(2n+ 7).

Exemple 2. �Le produit de 100 entiers consécutifs est multiple de 83�.

Dans un produit P de 100 entiers consécutifs, au moins l'un (disons n1) est multiple de 83. Donc 83 divise
n1 qui divise P , d'où la conclusion.

Notation. Soit a un entier. On note : aZ = {ka / k ∈ Z}

Corollaire 16.1 - Soit a ∈ Z. (aZ,+) est un sous-groupe de (Z,+).

Preuve. Par dé�nition, aZ est une partie de Z (SG1), qui contient 0 (car 0 = 0 × a, SG2), stable par
somme (trivial, SG3) et par passage à l'opposé (re-trivial, SG4). Il s'ensuit que (aZ,+) est un sous-groupe

de (Z,+). K
Pour alléger les notations d'une part, et puisqu'il n'y a pas vraiment d'ambiguïté sur la lci d'autre part,
on peut énoncer le corollaire précédent en écrivant que aZ est un sous-groupe additif de Z. Par ailleurs,
ce sous-groupe est évidemment abélien 1.

Propriété 16.3 - i/ ∀ a ∈ Z, a|a

ii/ ∀ (a, b) ∈ Z2, [a|b et b|a] =⇒ |a| = |b|

iii/ ∀ (a, b, c) ∈ Z3, [a|b et b|c] =⇒ a|c

Preuve. i/ a = 1× a. . .
ii/ Soient a et b deux entiers, tels que : a|b et b|a. Alors il existe deux entiers k et k′ tels que : a = kb et
b = k′a. D'où : a = kk′a, c'est à dire : a (1− kk′) = 0.

On distingue alors deux cas. Si a est nul, alors b est nul (puisque a|b par hypothèse), et la propriété est en
particulier vraie. Sinon, on a : kk′ = 1 ; puisque k et k′ sont entiers, ceci n'est possible que si k = k′ = 1

ou k = k′ = −1, c'est à dire si et seulement si a et b sont égaux ou opposés.

Dans les deux cas, on en déduit que : |a| = |b|.
iii/ Sous les hypothèses de l'assertion, il existe deux entiers relatifs k et k′ tels que : b = ka et c = k′b. Il

s'ensuit que : c = kk′a. D'où : a|c. K
Le petit i/ de la propriété ci-dessus traduit la ré�exivité de la relation de divisibilité, et le iii/ sa transitivité.
Il s'en faut donc �de peu� pour que la relation binaire de divisibilité soit une relation d'ordre (les barres de
valeur absolue dans l'assertion ii). En revanche, si l'on ne considère que des entiers naturels, le ii/ fournit
l'antisymétrie. Par suite :

Corollaire 16.2 - La relation de divisibilité est une relation d'ordre dans N.

Preuve. Conséquence immédiate des observations précédentes. K

1. Puisque tout sous-groupe d'un groupe abélien l'est encore.
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16.2 Division euclidiennne dans Z et PGCD

Théorème 16.1 - Poétiquement :

∀ (a, b) ∈ Z× N∗, ∃! (q, r) ∈ Z× N, [a = bq + r] ∧ [0 6 r < b]

Terminologie : l'entier q est appelé le quotient, et r le reste dans la division euclidienne de a par b.

Preuve. Supposons dans un premier temps a ∈ N , et b ∈ N∗.

Considérons l'ensemble : E = {k ∈ N / kb 6 a}.

L'ensemble E est une partie non vide (0 ∈ E) et majorée de N, et admet à ce titre un plus grand élément.
On pose : q = maxE, et r = a− bq. De la sorte, on a évidemment : a = bq + r.

En outre, puisque q ∈ E, on a bq 6 a. Et comme q est le plus grand élément de E, on a q + 1 /∈ E, càd :
(q + 1) b > a. En résumé : a− b < bq 6 a. Il s'ensuit que : 0 6 a− bq < b, soit : 0 6 r < b.

On a donc établi l'existence d'un couple (q, r) d'entiers tels que : a = bq + r et 0 6 r < b.

Prouvons son unicité : soient (q, r) et (q′, r′) deux couples d'entiers tels que : a = bq + r, a′ = bq′ + r′ et
0 6 r, r′ < b. Alors : bq + r = bq′ + r′ d'où : r′ − r = b (q − q′). Ainsi r′ − r est multiple de b.

Or il résulte des conditions satisfaites par r et r′ que : −b < r′ − r < b.

Comme l'unique multiple de b strictement compris entre −b et b est 0, on en déduit que r = r′, puis
aisément q = q′.

Conclusion. Soient a ∈ N et b ∈ N∗. Il existe un unique couple (q, r) d'entiers tels que : a = bq + r

et 0 6 r < b
.

Pour achever la preuve, il reste à traiter le cas où a ∈ Z− (et b est toujours dans N∗). Dans ce cas, on
applique le théorème de la division euclidienne à (−a) (celui que l'on vient d'établir) : il existe un unique
couple (q, r) d'entiers tels que : (−a) = bq + r et 0 6 r < b. D'où : a = −bq− r. Hic : le reste r n'est alors
plus compris entre 0 et b.

On distingue alors deux cas : si r = 0, alors a = −bq et le couple (−q, 0) répond au problème.

Si en revanche r 6= 0, alors −b < −r < 0. Dans ce cas, on réécrit : a = −b (q + 1) + b − r. On a alors :
0 < b− r < b (d'où en particulier 0 6 b− r < b). Le couple (− (q + 1) , b− r) répond alors au problème.

Dans les deux cas, on a établi l'existence d'un couple (q, r) d'entiers tels que : a = bq + r et 0 6 r < b.
Quant à l'unicité, elle a déjà été établie dans le cas a ∈ N.

Conclusion. Soient a ∈ Z et b ∈ N∗. Il existe un unique couple (q, r) d'entiers tels que : a = bq + r

et 0 6 r < b
. K

Application. Pour mémoire, on a utilisé de manière essentielle ce théorème pour décrire l'ensemble Un

des racines n-ièmes de l'unité (voir chapitre �Nombres complexes�).
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Une conséquence immédiate de l'unicité du reste est la suivante :

Propriété 16.4 - Soient a et b deux entiers : b|a ⇐⇒ r = 0.

Preuve. Si b|a, alors il existe q tel que b = aq+0. Par unicité du reste dans la division euclidienne de a

par b, on en déduit que r = 0. Réciproque triviale. K

Définition 16.2 - Soient a et b deux entiers non nuls. Le plus grand commun diviseur (PGCD)

de a et b est le plus grand (au sens de la relation d'ordre 6) entier divisant à la fois a et b. Il sera noté
a ∧ b.
Par convention, 0 ∧ 0 = 0.

Propriété 16.5 - Soient a et b deux entiers.

i/ ∀ (a, b) ∈ Z2, a ∧ b = b ∧ a
ii/ ∀ (a, b) ∈ Z2, a ∧ b = |b| ∧ |a|
iii/ ∀ a ∈ Z, a ∧ 0 = |a|

Preuve. Le point i/ provient de la symétrie de la dé�nition de PGCD ; le point ii/ provient du fait que
a divise b SSI |a| divise |b| comme nous l'avons vu au début du chapitre ; le point iii/ provient de ce que

tout entier divise 0, et que le PGCD est par convention un entier naturel. K

L'algorithme d'Euclide est une méthode qui permet de faire coup double, dans le sens où il permet non
seulement de calculer le PGCD de deux entiers, mais aussi de trouver ce que nous appellerons plus tard
les coe�cients de Bezout de ces entiers. Cet algorithme consiste essentiellement à appliquer itérativement
la propriété suivante :

Propriété 16.6 - Soient a et b deux entiers, b 6= 0. On a :

a ∧ b = b ∧ r

où r désigne le reste dans la division euclidienne de a par b.

Preuve. D'après le théorème de la division euclidienne : ∃! (q, r) ∈ Z2, a = bq + r et 0 6 r < b.

Il su�t de prouver que les diviseurs communs à a et b sont les diviseurs communs à b et r.

ä Soit d un diviseur commun à a et b. Alors d divise b (si, si !) et d divise a − bq = r. Donc d est un
diviseur commun à b et r.

ä Réciproquement : soit d un diviseur commun à b et r. Alors d divise b (si, si !) et d divise bq + r = a.
Donc d est un diviseur commun à a et b.

En résumé : les entiers a et b d'une part, et les entiers b et r d'autre part, ont les mêmes diviseurs communs.

En particulier : a ∧ b = b ∧ r . K

La conséquence la plus importante de cette propriété est que le PGCD de a et b est le dernier reste non
nul obtenu dans la suite de divisions euclidiennes e�ectuées dans l'algorithme d'Euclide appliqué à a et b.
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Exemple d'utilisation de l'algorithme d'Euclide. Calcul du PGCD de 25 et 72.

72 = 25× 2 + 22

25 = 22× 1 + 3

22 = 3× 7 + 1

3 = 3× 1 + 0

On en déduit que 25 ∧ 72 = 1 .

ä En outre, �en remontant� cet algorithme, on peut établir le :

Théorème 16.2 - (Bezout)

∀ (a, b) ∈ Z2, ∃ (u, v) ∈ Z2, au+ bv = a ∧ b

Preuve. La propriété est immédiate lorsqu'au moins un des deux entiers a ou b est nul. On suppose
donc dans la suite de la preuve que a et b sont non nuls.

On considère l'ensemble : E = {m ∈ N∗ / ∃ (u, v) ∈ Z2, m = au+ bv}.

Il est assez facile de se convaincre que E est non vide. En e�et, puisque a est non nul, E contiendra au
moins l'élément a (resp. −a) si a est positif (resp. négatif). Ainsi E est une partie non vide de N∗ ; elle
admet à ce titre un plus petit élément. Notons d = minE.

Observons que d étant un élément de E : ∃ (u, v) ∈ Z2, au+ bv = d (♠).

Montrons que : d = a ∧ b.

ä On note déjà que (a ∧ b) |a et (a ∧ b) |b , donc : (a ∧ b) |au+ bv , càd : (a ∧ b) |d .
Il s'ensuit que : (a ∧ b) 6 d (♣).

ä Montrons que d divise a. D'après le théorème de la division euclidienne :

∃! (q, r) ∈ Z2, a = dq + r avec 0 6 r < d.

On a : r = a − dq = a − (au+ bv) d'où r = a (1− uq) + b (vq) ∈ E. Si r était non nul, alors r serait
un élément de E strictement inférieur au minimum d de E : contradiction. Il s'ensuit que r = 0. Par
conséquent : d divise a.

Un raisonnement analogue permet d'a�rmer que : d divise b.

Ainsi d est un diviseur commun à a et b, et à ce titre d est inférieur au plus grand d'entre eux.

Explicitement : d 6 (a ∧ b) (♥).

On déduit alors de (♣) et de (♥) que : d = (a ∧ b).

D'où, grâce à (♠) : ∃ (u, v) ∈ Z2, au+ bv = a ∧ b . K
Remarque. Les entiers u et v ci-dessus peuvent être appelés coe�cients de Bezout des entiers a et b. Il
n'y a pas unicité de ce couple. Pour �nir, on peut déterminer de tels entiers en �remontant� l'algorithme
d'Euclide.
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A titre d'exemple, on détermine ci-dessous des coe�cients pour les entiers 25 et 72.

1 = 22− 7× 3

1 = 22− 7× (25− 22) = 8× 22− 7× 25

1 = 8× (72− 2× 25)− 7× 25 soit �nalement :

1 = 8× 72− 23× 25

On a donc obtenu une relation de Bezout pour les entiers 25 et 72, c'est à dire deux entiers u et v tels que
25u+ 72v = 25 ∧ 72 avec u = −23 et v = 8 .

ä Première conséquence : tout diviseur commun à a et b divise a ∧ b.

Corollaire 16.3 - Soient a et b deux entiers. On a : [d|a et d|b]⇐⇒ [d| a ∧ b]

Remarque. Ainsi, a ∧ b est aussi le plus grand commun diviseur à a et b pour la relation (d'ordre) de
divisibilité.

Preuve. Sens direct : soit d un entier qui divise a et b. D'après le théorème de Bezout, il existe un couple
d'entiers (u, v) tels que : au+ bv = a∧ b. Puisque d divise a et b, alors d divise au+ bv, donc d divise a∧ b.

Réciproquement, si d divise a ∧ b, alors d divise a et b puisque a ∧ b divise a et b (+ transitivité de la

relation de divisibilité). K
Corollaire 16.4 - Soient a et b deux entiers. On a :

aZ+ bZ = (a ∧ b)Z

Preuve. ä Si au moins l'un des deux entiers a ou b est nul, la propriété est triviale.

ä Dans la suite des évènements, on suppose donc a et b non nuls. Montrons l'égalité de l'énoncé par
double inclusion.

Prouvons aZ+ bZ ⊂ (a ∧ b)Z : par dé�nition du PGCD, (a ∧ b) |a et (a ∧ b) |b. Il existe donc deux entiers
a′ et b′ tels que a = (a ∧ b) a′ et b = (a ∧ b) b′.
Soit N ∈ aZ+bZ. Alors il existe deux entiers k et k′ tels que : N = ka+k′b. D'où : N = (a ∧ b) (ka′ + k′b′),
et N ∈ (a ∧ b)Z. Donc : aZ+ bZ ⊂ (a ∧ b)Z (♠)

Prouvons (a ∧ b)Z ⊂ aZ+ bZ : d'après le théorème de Bezout, il existe deux entiers u et v tels que :
(a ∧ b) = au+ bv.

Soit N ∈ (a ∧ b)Z. Alors il existe un entier k tel que : N = k (a ∧ b). Donc : N = a (ku) + b (kv). Donc :
N ∈ aZ+ bZ. D'où : (a ∧ b)Z ⊂ aZ+ bZ (♣)

Conclusion. On déduit de (♠) et de (♣) que : (a ∧ b)Z = aZ+ bZ . K

Corollaire 16.5 - Soient a et b deux entiers.

S'il existe deux entiers u et v tels que au+ bv = 1, alors a ∧ b = 1.

Preuve. Soit d un diviseur commun à a et b. Alors d divise au+ bv, donc d divise 1. On en déduit que

les seuls diviseurs communs à a et b sont 1 et −1. D'où : a ∧ b = 1. K
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16.3 Congruences

Définition 16.3 - Soient a, b et n trois entiers relatifs. On dit que a est congru à b modulo n

si b− a est multiple de n, c'est à dire s'il existe k ∈ Z tel que : b = a+ kn. On le note a ≡ b [n].

Remarques : pour tout entier n, les multiples de n sont les multiples de (−n). On pourra donc se res-
treindre à étudier des congruences modulo un entier naturel n. En outre, on n'étudiera guère les congruences
modulo 0 (puisqu'alors tout entier a n'est congru qu'à lui-même) ni modulo 1 (deux entiers sont toujours
congrus modulo 1). En pratique, on supposera donc souvent n entier et n > 2.

Notons aussi que : a ≡ 0 [n] si et seulement si a est multiple de n.

Propriété 16.7 - Soit n un entier, n > 2.

i/ ∀ a ∈ Z, a ≡ a [n]

ii/ ∀ (a, b) ∈ Z2, a ≡ b [n]⇐⇒ b ≡ a [n]

iii/ ∀ (a, b, c) ∈ Z3, [a ≡ b [n] et b ≡ c [n]] =⇒ [a ≡ c [n]]

Autrement dit, la relation de congruence est une relation d'équivalence sur Z.

Preuve. Soit a un entier. On a : a = a+ 0× n, d'où le point i/.

Si a ≡ b [n], alors il existe k ∈ Z, a = b+kn. D'où b = a−kn. En posant K = −k, on a donc : a = b+Kn

avec k ∈ Z. Ainsi b ≡ a [n], ce qui prouve l'implication : a ≡ b [n] =⇒ b ≡ a [n] ; la réciproque vient du
fait que l'on peut permuter a et b dans le raisonnement précédent, ce qui prouve l'équivalence du point
ii/.

Sous les hypothèses de l'énoncé du iii, on a : b = a + kn et c = b + k′n d'où c = a + (k + k′)n ; ce qui

prouve le transitivité de la relation de congruence. K

En outre, la relation de congruence est compatible avec la structure d'anneau de Z, dans le sens plus
explicite suivant :

Propriété 16.8 - Soit n un entier, n > 2 ; et soient a, b, c et d quatre entiers tels que a ≡ b [n] et
c ≡ d [n]. Alors :

i/ a+ c ≡ b+ d [n] ii/ ac ≡ bd [n] iii/ ∀N ∈ N, aN ≡ bN [n]

Preuve. Triviale. K

Exemples d'application. �Montrer que 23000−1 est multiple de 7� ; �Montrer que l'équation 5x2+2y4 =

9999� n'a pas de solution dans Z2� ; �Montrer que 7|n et 7|m SSI 7|n2 +m2�. . .
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En pratique, on utilise souvent la propriété suivante :

Propriété 16.9 - Soit n un entier, n > 2, et a un entier quelconque.
On a : a ≡ r [n], où r désigne le reste dans la division euclidienne de a par n.

Preuve. D'après le théorème de la division euclidienne : a = nq + r, d'où a ≡ r [n]. K
Définition 16.4 - Soit a et n deux entiers, avec n > 2. On appelle inverse de a modulo n un
entier b tel que ab ≡ 1 [n].

Exemples. 3 a pour inverse 5 modulo 7. Mais 12 et −2 sont aussi des inverses de 3 modulo 7. Plus
généralement :

Lemme 16.1 - Si b est un inverse de a modulo n, alors b + kn est un inverse de a modulo n (pour
tout entier k).

Preuve. Triviale. K
En d'autres termes, un entier admet une in�nité d'inverses modulo n dès qu'il en admet un. Mais à
l'opposé, il peut très bien ne pas exister d'inverse du tout : par exemple, 8 n'a pas d'inverse modulo 4, 6
n'a pas d'inverse modulo 9. . . Plus généralement :

Propriété 16.10 - Soit n un entier, n > 2, et a ∈ Z. L'entier a est inversible modulo n si et
seulement si a ∧ n = 1.

Preuve. ä Supposons a inversible modulo n : alors il existe un entierm tel que am ≡ 1 [n]. Par dé�nition
de congruence, ceci implique qu'il existe un entier k tel que am = 1 + kn, d'où : am − kn = 1. On en
déduit que : a ∧ n = 1.

ä Réciproquement, si a ∧ n = 1, alors il existe d'après le théorème de Bezout un couple d'entiers (u, v)
tels que : au + bn = 1. On en déduit que : au ≡ 1 [n]. Par suite a est inversible modulo n (et u est un
inverse de a modulo n).

Conclusion. a est inversible modulo n si et seulement si a ∧ n = 1. K

16.4 Entiers premiers entre eux, Lemme de Gauss

Définition 16.5 - Deux entiers a et b sont premiers entre eux si a ∧ b = 1.

Exemples : 3 et 8 sont premiers entre eux ; 16 et 33 sont premiers entre eux ; pour n > 2, les entiers
2n− 1 et 2n+ 1 sont premiers entre eux.

Propriété 16.11 - Soient a et b deux entiers non nuls. On note d = a ∧ b. Il existe un unique
couple d'entiers relatifs tels que a = da′, b = db′ et a′ ∧ b′ = 1.

Preuve. Puisque d est un diviseur commun à a et b, il existe un couple d'entiers (a′, b′) tels que a = da′

et b = db′ ; ce couple est clairement unique.

Reste à établir que a′ et b′ sont premiers entre eux. Si tel n'était pas le cas, il existerait un entier k > 2

divisant a′ et b′. On aurait alors : a′ = ka′′ et b′ = kb′′. D'où : a = dka′′ et b = dkb′′. Dans cette situation,
dk serait donc un diviseur commun à a et b, strictement plus grand que d : contradiction !
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Il s'ensuit que a′ et b′ sont premiers entre eux, ce qui achève la preuve. K

Application. Déterminer tous les couples d'entiers relatifs tels que :

{
x ∧ y = 15

xy = 900

Théorème 16.3 - (Lemme de Gauss) Soient a, b et c trois entiers.

Si a|bc et a ∧ b = 1 alors a|c.

Preuve. Puisque a|bc, il existe un entier k tel que : bc = ka.

Par ailleurs puisque a ∧ b = 1, il existe d'après le théorème de Bezout un couple (u, v) d'entiers tels que :
au+ bv = 1.

On en déduit que : bcv = kav d'où : (1− au) c = a (kv) soit encore : a (kv + uc) = c. Puisque a divise le
terme de gauche de cette égalité, il divise également celui de droite, càd : a|c.

Conclusion. Si a|bc et a ∧ b = 1 alors a|c . K

Propriété 16.12 - Soient a et b deux entiers tels que a ∧ b = 1.

Si a|c et b|c, alors ab|c.

Preuve. Puisque a ∧ b = 1, il existe d'après le théorème de Bezout un couple (u, v) d'entiers tels que :
au+ bv = 1.

Par ailleurs, puisque a|c et b|c, il existe deux entiers k et k′ tels que c = ka et c = k′b. On en déduit que :
c = ka(au + bv) d'où : c = ka2u + kabv. L'entier b divise c (par hypothèse) et kabv (immédiat). Donc :
b|ka2u. Or a et b sont premiers entre eux, donc a2 et b sont également premiers entre eux. On en déduit
grâce au lemme de Gauss que : b|ku. Il existe donc un entier m tel que : ku = mb.

Finalement : c = a2mb+ kabv, donc : c = ab (am+ kv), ce qui prouve que c est multiple de ab.

Conclusion. Si a ∧ b = 1, alors a|c et b|c implique ab|c . K

Application : le produit de trois entiers consécutifs est multiple de 6.

Soient n, n+1 et n+2 trois entiers consécutifs, dont on note le produit P . Au moins un de ces entiers
est multiple de 3, et au moins l'un d'entre eux est pair. Donc 2 et 3 divisent P . Puisque 2 ∧ 3 = 1, on
conclut grâce à ce qui précède que P est multiple de 6.
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16.5 L'équation diophantienne ax + by = c

Dans ce paragraphe, on considère l'équation (E) : ax+ by = c avec a, b et c entiers.

16.5.1 Equation homogène associée

Propriété 16.13 - On note d = a ∧ b, a = da′ et b = db′.

L'ensemble des solutions de l'équation (H) : ax+ by = 0 est : {(kb′, −ka′) / k ∈ Z}.

Preuve. Notons S l'ensemble des solutions de l'équation (H), et E l'ensemble {(kb′, −ka′) / k ∈ Z}.
ä Montrons que S ⊂ E. Soit (x, y) ∈ Z2 un couple solution de (H). Alors : ax+by = 0, donc da′x+db′y = 0.
Puisque d 6= 0 (a et b étant non nuls), on en déduit : a′x + b′y = 0, puis : b′y = −a′x. L'entier b′ divise
donc a′x, et comme il est premier avec a′, on en déduit par le lemme de Gauss que b′ divise x. Il existe
donc un entier k tel que : x = kb′.

Alors : b′y = −a′kb′ d'où : y = −kb′. Ainsi : (x, y) = (kb′,−ka′), càd : (x, y) ∈ E. Par suite : S ⊂ E .

ä L'inclusion E ⊂ S est immédiate.

Conclusion. S = {(kb′, −ka′) / k ∈ Z}. K
Exemple. Soit (H) l'équation : 30x+21y = 0. L'ensemble des solutions de (H) est : {(7k, −10k) / k ∈ Z}.

16.5.2 Equation complète

Propriété 16.14 - (Structure de l'ensemble des solutions de (E)). Si (X,Y ) ∈ Z2 est un
couple solution de (E), alors l'ensemble des solutions de (E) est :

{(X + kb′, Y − ka′) / k ∈ Z}

Preuve. Soit (x, y) un couple d'entiers. On a :

(x, y) solution de (E)

⇐⇒ ax+ by = c

⇐⇒ ax+ by = aX + bY

⇐⇒ a(x−X) + b(y − Y ) = 0

⇐⇒ ∃ k ∈ Z, x−X = kb′ ∧ y − Y = kb′

⇐⇒ ∃ k ∈ Z, x = X + kb′ ∧ y = Y + kb′ K

On dispose donc d'une formule explicite donnant la solution générale de (E), sous réserve qu'il en existe
au moins une (et que l'on puisse la trouver !). Deux cas peuvent se présenter :

ä Si a ∧ b|c : alors l'équation (E) possède des solutions. On en trouve une en déterminant les coe�cients
de Bezout de a et b, puis toutes à l'aide de la propriété ci-dessus.

ä Sinon (si c n'est pas multiple de a ∧ b) : alors l'équation (E) ne possède aucune solution.
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16.6 PPCM

Définition 16.6 - Soient a et b deux entiers non nuls. Le plus petit commun multiple (PPCM)

de a et b est le plus petit (au sens de la relation d'ordre 6) entier naturel multiple à la fois de a et de b.
Le PPCM de a et b est noté a ∨ b.

Propriété 16.15 - (Propriétés du PPCM) Soient a et b deux entiers.

i) ∀ (a, b) ∈ Z2, a ∨ b = b ∨ a

ii) ∀ (a, b) ∈ Z2, a ∨ b = |b| ∨ |a|

iii) ∀ a ∈ Z, a ∨ 0 = 0

Preuve. Triviale. K

Propriété 16.16 - Soient a et b deux entiers. Si a ∧ b = 1, alors a ∨ b = |ab|.

Preuve. Il est clair que |ab| est un multiple commun à a et b. Montrons que c'est le plus petit.

Notons E = Mul(a, b) = {k ∈ N∗, a|k et b|k}.

E est une partie non vide et minorée de N∗. A ce titre, E admet un plus petit élément. Notons :m = minE.

Puisque m ∈ E, alors a et b divisent m. Puisqu'en outre a et b sont premiers entre eux, on en déduit
(conséquence du lemme de Gauss) que ab divise m. Il existe donc un entier k non nul (puisque m est non

nul) tel que : m = kab. On en déduit que m = |k| × |ab|, d'où la conclusion puisque |k| > 1. K

Propriété 16.17 - Soient a et b deux entiers. On note d = a∧ b, et (a′, b′) l'unique couple d'entiers
relatifs tels que a = da′ et b = db′. Alors : a ∨ b = d |a′b′|.

Preuve. Avec les notations et hypothèses de l'énoncé, il est clair que d |a′b′| est un multiple commun à
a et b.

Montrons que c'est le plus petit (dans N∗). Soit m un multiple commun à a et b. Il existe alors deux entiers
k et k′ tels que : m = ka et m = k′b. On a donc : m = kda′ et m = k′db′. Puisque m est multiple de d, on
peut considérer l'entier

m

d
et écrire que :

m

d
= ka′ = k′b′

Il s'ensuit que
m

d
est un multiple commun à a′ et b′. On en déduit, d'après la propriété précédente (et

puisque a′ et b′ sont premiers entre eux), que : a′b′|m
d
. Il existe donc un entier p tel que :

m

d
= pa′b′, et

par suite : m = |p| d |a′b′|.

Ainsi : a ∨ b = d |a′b′|. K
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Propriété 16.18 - (Lien PGCD ←→ PPCM).

∀ (a, b) ∈ Z2, (a ∧ b)× (a ∨ b) = |ab|

Preuve. On peut déjà supposer que a et b sont non nuls (sinon il n'y a pas grand chose à dire), et qu'ils
sont tous les deux positifs (puisque (a ∧ b) = (|a| ∧ |b|) et (a ∨ b) = (|a| ∨ |b|)).
Par ailleurs, il existe un unique couple (a′, b′) d'entiers premiers entre eux tels que : a = (a ∧ b) a′ et
b = (a ∧ b) b′.
A ce point du raisonnement, si l'on admet la propriété suivant laquelle a ∨ b = (a ∧ b) a′b′, le résultat est
immédiat. On a en e�et :

(a ∧ b)× (a ∨ b) = (a ∧ b)× (a ∧ b) a′b′ = [(a ∧ b)× a′]︸ ︷︷ ︸
=a

× [(a ∧ b)× b′]︸ ︷︷ ︸
=b

, d'où : (a ∧ b)× (a ∨ b) = ab.

Conclusion. ∀ (a, b) ∈ Z2, (a ∧ b)× (a ∨ b) = |ab|. K

16.7 Nombres premiers

16.7.1 Dé�nition, caractérisation

Définition 16.7 - Un nombre premier est un entier admettant exactement deux diviseurs dans
N : 1 et lui-même. Un entier non premier est appelé composé.

Notation. On note P l'ensemble des nombres premiers.

Exemples. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 59 sont premiers. 0, 1, 1341, 745, 3883 sont composés.

Propriété 16.19 - Soit p ∈ N. LASSE :

1) p est premier

2) p est premier avec tout entier qu'il ne divise pas.

3) p est premier avec tout entier compris entre 2 et p− 1.

Preuve. Il su�t de prouver la suite d'implications 1) =⇒ 2) =⇒ 3) =⇒ 1) pour que la boucle soit
bouclée !

Prouvons que 1) =⇒ 2). Soit p un nombre premier, et soit n un entier tel que p ne divise pas n. Raison-
nons par l'absurde, en supposant que p et n ne sont pas premiers entre eux. Alors il existe un entier naturel
d > 1 divisant p et n. En particulier, d divise p, et puisque p est premier (et d > 1), on a nécessairement :
d = p. Il s'ensuit que p divise n : contradiction. Par conséquent, si p est premier, alors p est premier avec
tout entier qu'il ne divise pas.

Prouvons que 2) =⇒ 3). Evident, après avoir observé que p ne divise aucun entier compris entre 2 et
p− 1.

Prouvons que 3) =⇒ 1). Supposons que p soit premier avec tout entier compris entre 2 et p − 1, et
montrons que p est premier. Par l'absurde encore une fois, on suppose que p n'est pas premier. Il admet
alors un diviseur entier naturel d distinct de 1 et de lui-même, càd d ∈ [[ 2, p − 1 ]]. On en déduit que d
n'est pas premier avec p : contradiction.
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Il s'ensuit que si p est premier avec tout entier compris entre 2 et p− 1, alors p est premier.

Conclusion. (1) ks +3
W_
��
888888

(2)

(3)
��
?G

������

K

16.7.2 Petit théorème de Fermat

Propriété 16.20 - Soit p un nombre premier. Alors :

∀ k ∈[[ 1, p− 1 ]], p |
(
p

k

)

Interprétation. Sur la �ligne p� du triangle de Pascal, p divise tous les coe�cients binomiaux (à l'exception
des deux extrêmes, qui sont égaux à 1 !).

Preuve. Soit p un nombre premier. Pour tout entier k ∈[[ 1, p− 1 ]], on a :

(
p

k

)
=
p

k

(
p− 1

k − 1

)
. Il s'ensuit

que : k

(
p

k

)
= p

(
p− 1

k − 1

)
. D'où p|k

(
p

k

)
. Puisque p et k sont premiers entre eux 2, on en déduit par le

lemme de Gauss que p |
(
p

k

)
.

Conclusion. ∀ p ∈ P, ∀ k ∈ [[ 1, p− 1 ]], p|
(
p

k

)
. K

Théorème 16.4 - (�Petit� théorème de Fermat) Soit p un nombre premier.
Alors : ∀m ∈ Z, mp ≡ m [p].

Autrement écrit : [p ∈ P] =⇒ [∀m ∈ Z, mp ≡ m [p] ]

Preuve. Fixons p un nombre premier, et prouvons l'assertion mp ≡ m [p] par récurrence sur m, pour
tout m ∈ N.

L'initialisation (pour m = 0) est évidente.

Supposons donc la propriété établie à un certain rang m, avec m ∈ N, et établissons la au rang m+ 1.

On a : (m + 1)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
mk = mp + 1 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
mk. Or, p étant premier, on a : ∀ k ∈[[ 1, p − 1 ]]

, p |
(
p

k

)
. Par conséquent :

p−1∑
k=1

(
p

k

)
mk ≡ 0 [p]. Il s'ensuit que : (m + 1)p ≡ mp + 1 [p]. L'hy-

pothèse de récurrence permet alors d'a�rmer que (m + 1)p ≡ m + 1 [p], ce qui prouve l'hérédité.
Conclusion intermédiaire : ∀ p ∈ P, ∀m ∈ N, mp ≡ m [p] (♠)

2. L'entier p étant premier, il est premier avec tout entier qu'il ne divise pas.
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Montrons à présent la propriété pour m ∈ Z−. Si m est un entier négatif, alors (−m) ∈ N et d'après ce
qui précède, on a donc : (−m)p ≡ −m [p]. Deux cas sont alors à distinguer, suivant que p est impair ou
p = 2.

Si p est impair, a (−m)p = −mp, et on peut alors conclure que mp ≡ m [p].

Et si p = 2, alors (−m)2 = m2. D'où : m2 ≡ −m [2], et on conclut en observant 3 que 1 ≡ −1 [2].

Conclusion : ∀ p ∈ P, ∀m ∈ Z, mp ≡ m [p] (♠) K

Corollaire 16.6 - Soit p un nombre premier. Alors :

∀m ∈ Z\pZ, mp−1 ≡ 1 [p]

Preuve. Soient p un nombre premier, et m un entier non multiple de p (càd m ∈ Z\pZ). D'après le
petit théorème de Fermat : mp ≡ m [p]. Il est équivalent de dire que p divise mp − m, soit encore :
p |m× (mp−1 − 1) . Or p est premier avec m (puisqu'il ne le divise pas), d'où grâce au lemme de Gauss :
p |(mp−1 − 1) . Par suite : mp−1 ≡ 1 [p].

Conclusion. ∀ p ∈ P, ∀m ∈ Z\pZ, mp−1 ≡ 1 [p] K

16.7.3 Décomposition en facteurs premiers d'un entier

Propriété 16.21 - Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier.

Preuve. Prouvons la propriété P (n) : �n admet un diviseur premier� par récurrence forte sur n.

L'initialisation (pour n = 2) est immédiate ; passons à l'hérédité. On suppose donc qu'il existe un entier
n > 2 tel que P (k) est vraie pour tout entier k compris entre 2 et n, puis on distingue deux cas :

Premier cas : (n+ 1) est premier. Alors P (n+ 1) est véri�ée.

Second cas : (n+ 1) est composé. Alors (n+1) admet un diviseur d dans N, avec d ∈ [[ 2, n ]]. Par hypothèse
de récurrence (appliquée à l'entier d), il existe un nombre premier p tel que p divise d. Par transitivité de
la relation de divisibilité, on en déduit que p divise (n + 1). Ainsi (n + 1) admet un diviseur premier, et
P (n+ 1) est donc vraie.

Conclusion. Tout entier n > 2 admet un diviseur premier. K
Propriété 16.22 - Il existe une in�nité de nombres premiers.

Preuve. Notons P l'ensemble des nombres premiers, et supposons que P soit �ni. Il existe alors un
entier naturel non nul n ∈ N∗ tels que P = {p1, . . . , pn}.

On pose N = 1 +
n∏
i=1

pi. Supposons que N ne soit pas premier. Alors N admet un diviseur premier

(propriété 21) ; il existe donc un pj (pour un certain j ∈ [[ 1, n ]]) qui divise N . Dans ce cas, pj divise

N et clairement
n∏
i=1

pi, donc pj divise 1 : absurde. Il s'ensuit que N est premier. Or par construction :

N > max
p∈P

p, donc N /∈ P.

3. Ou en observant que m et −m ont la même parité, ce qui revient au même.



Cours MPSI - sz 425

Ainsi, N ∈ P et N /∈ P : contradiction. Il s'ensuit que P est in�ni. K
Corollaire 16.7 - Tout entier n > 2 composé admet au moins un diviseur compris entre 2 et
b
√
nc.

Preuve. Soit n comme dans l'énoncé. Il existe deux entiers p et q > 2 tels que pq = n. L'un des entiers
(au moins) p ou q est inférieur ou égal à

√
n (par l'absurde, si les deux étaient >

√
n. . . ). Sans nuire à la

généralité, on peut supposer que p 6 √n ; et puisque p est entier, on a : 2 6 p 6 b√nc. K
Théorème 16.5 - (Décomposition en facteurs premiers). Soit N un entier > 2.

Il existe n nombres premiers p1,. . . , pn et n entiers naturels α1,. . . , αn tels que :

n =
N∏
i=1

pαi
i

Cette écriture, unique à l'ordre des facteurs près, est appelée décomposition en facteurs premiers

de N .

Preuve. Prouvons la propriété P (n) : �n admet une décomposition en facteurs premiers� par récurrence
forte sur n.

L'initialisation (pour n = 2) est immédiate ; passons à l'hérédité. On suppose donc qu'il existe un entier
n > 2 tel que P (k) est vraie pour tout entier k compris entre 2 et n, puis on distingue deux cas :

Premier cas : (n+ 1) est premier. Alors P (n+ 1) est véri�ée.

Second cas : (n+ 1) est composé. Alors (n+ 1) admet un diviseur premier p, avec p ∈ [[ 2, n ]] ; et il existe
alors un entier naturel k tel que : n+1 = kp (avec k également dans [[ 2, n ]]). Par hypothèse de récurrence
(appliquée à l'entier k), il existe N nombres premiers p1,. . . , pN et N entiers naturels α1,. . . , αN tels que :

k =
N∏
i=1

pαi
i .

On en déduit que : n + 1 = p

N∏
i=1

pαi
i , et on a ainsi écrit (n + 1) comme produit de facteurs premiers. Il

s'ensuit que P (n+ 1) est vraie.

Conclusion. Tout entier n supérieur ou égal à 2 admet une décomposition en facteurs premiers.

Unicité : soit n > 2 un entier. Supposons que l'on puisse écrire n =
N∏
i=1

pαi
i =

M∏
j=1

qβii où les pi et les qi sont

premiers (les pi deux à deux distincts, les qi deux à deux distincts). L'entier p1 divise n, donc p1 divise
M∏
j=1

qβii . Si tous les qi étaient distincts de p1, alors p1 serait premier avec chaque qi, donc avec chaque q
βi
i , et

donc avec leur produit (appliquer le lemme de Gauss à répétition pour chaque �donc�) ; dans ce cas, il ne
pourrait diviser n : contradiction. Par suite, il existe un qj0 tel que p1 divise qj0 , et donc p1 = qj0 (puisque
p1 et qj0 sont premiers). Quitte à renuméroter les qj, on peut supposer que : qj0 = q1. On en déduit alors
que : p1 = q1.
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Un raisonnement (par l'absurde encore une fois) permet alors d'obtenir α1 = β1, puis :
N∏
i=2

pαi
i =

M∏
j=2

qβii .

En réitérant le processus, on obtient p2 = q2 et α2 = β2,. . . Si l'on veut faire proprement les choses, on
écrit une jolie récurrence pour conclure que : N = M , et quitte à renuméroter les qi, qi = pi pour tout

i ∈ [[ 1, N ]], et αi = βi pour tout i ∈ [[ 1, N ]], ce qui établit l'unicité. K

16.7.4 Valuations p-adiques

Définition 16.8 - Soit n un entier relatif non nul et p un nombre premier.

On appelle valuation p-adique de n l'exposant de n dans la décomposition en facteurs premiers de p.

Exemple : 360 = 23 × 32 × 5. On a v2 (360) = 3, v3 (360) = 2, v5 (360) = 1 et pour tout p ∈P\ {2, 3, 5},
vp(360) = 0.

Propriété 16.23 - (Propriétés de la valuation) Avec les notations de la dé�nition, la valuation
p-adique de n est la plus grande puissance de n divisant p. Explicitement, pvp(n) divise n, et pvp(n)+1 ne
divise pas n. En outre :

ã La suite (vp(n))p∈P est nulle à partir d'un certain rang (c'est une conséquence du fait que tout
entier non nul est divisible par un nombre �ni de nombres premiers, d'après le théorème 6 de
décomposition en facteurs premiers).

ã Pour tout entier naturel n non nul, n =
∏
p∈P

pvp(n) (c'est une réécriture du théorème 6 utilisant

la dé�nition de valuation).

ã ∀ (m,n) ∈ (N∗)2 , vp (mn) = vp(m) + vp(n)

ã PGCD, PPCM et valuations : ∀ (m,n) ∈ (N∗)2 ,

m ∧ n =
∏
p∈P

pmin(vp(m),vp(n)) et m ∨ n =
∏
p∈P

pMax(vp(m),vp(n))

Preuve. Comme indiqué en cours d'énoncé, il s'agit ici de traduire avec la dé�nition de valuation les

propriétés de la décomposition en facteurs premiers d'un entier. K

16.8 Epilogue

16.8.1 Compléments historiques

ã Nombres de Mersenne : nombres premiers de la forme 2n − 1. Exercice : 2n − 1 ∈ P =⇒ n ∈ P ;
réciproque (malheureusement !) fausse puisque : 211 − 1 = 23 × 89). Le plus grand nombre premier
connu (en mars 2018) est un nombre de Mersenne (274 207 281 − 1).



Cours MPSI - sz 427

ã Nombres de Carmichael : ce sont les entiers naturels N non premiers tel que pour tout entier a on
a : aN ≡ a [N ]. 561 est le plus petit d'entre eux, puis viennent 1105, 1729, 2465. . . C'est un bon
exercice de programmation d'essayer de les trouver, en un temps �raisonnable�. Il existe une in�nité
de nombres de Carmichael (1994, Alford, Granville, Pomerance).

ã Polynôme de Sato-Jones-Wada-Wiens : polynôme P de degré 25 en 26 variables à coe�cients dans
Z tel que P (N26) ∩ N = P. . .

16.8.2 Nombres de Carmichael

Définition 16.9 - Un entier n est dit de Carmichael si :

1/ n /∈ P

2/ ∀m ∈ Z, mn ≡ m [n]

En d'autres termes, un entier de Carmichael est un entier fournissant un contre-exemple à la réciproque
du petit théorème de Fermat.

Fait 1. 561 est un nombre de Carmichael : [561 /∈ P] et [∀n ∈ Z, n561 ≡ n [561]].

Soit n un entier. Observons que 561 = 3×11×17 et que 3, 11 et 17 sont premiers. On peut donc appliquer
le petit théorème de Fermat à chacun de ces trois entiers pour obtenir :

ä Modulo 3 : n561 ≡ n187 ≡ n63 ≡ n21 ≡ n7 ≡ n3 ≡ n

ä Modulo 11 : n561 ≡ n51 ≡ n11 ≡ n

ä Modulo 17 : n561 ≡ n33 ≡ n17 ≡ n

Puisque 3 et 11 divisent n561 − n (d'après ce qui précède), et que 3 et 11 sont premiers entre eux, on en
déduit par le lemme de Gauss que n561 − n est multiple de 33.

Puisque 33 et 17 divisent n561 − n (d'après ce qui précède), et que 33 et 17 sont premiers entre eux, une
nouvelle application du lemme de Gauss permet d'a�rmer que n561 − n est multiple de 561.

Conclusion : ∀n ∈ Z, n561 ≡ n [561]

La propriété du petit théorème de Fermat est donc véri�ée pour l'entier 561. En revanche, l'assertion du
corollaire (du petit Fermat) ne le sera en général pas. En e�et, pour passer de la relation np ≡ n [p] à
np−1 ≡ 1 [p], il est nécessaire que n soit inversible modulo p. Lorsque p est premier, ceci équivaut à dire que
n n'est pas multiple de p ; ce n'est plus vrai si l'on remplace p par 561. Il ne su�t plus que n ne soit pas
multiple de 561 pour être premier avec 561 (considérer l'entier 6 par exemple). Illustrations en Python :

1 # La fonction ListPuisMod(N, n) ci−dessous retourne la liste des a^n modulo N,

2 # avec a compris entre 0 et (N−1)
3

4 def ListPuisMod(N,n):
5 L = [ ]
6 for k in range(N):
7 L =L + [(k**n)%N]
8 return L
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Avec 19 (qui est premier), on a n19 ≡ n [19] pour tout n (petit Fermat), comme le con�rment les calculs
rassurants ci-dessous :

1 >>>ListPuisMod(19,19)
2 [ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 ]

Et toujours avec 19, on a n18 ≡ 1 [19] pour tout n non multiple de 19 (corollaire du petit Fermat), comme
le con�rment encore les calculs ci-dessous :

1 >>>ListPuisMod(19,18)
2 [ 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ]

Avec 561 (qui n'est premier, mais qui est de Carmichael), on a n561 ≡ n [561] pour tout n (démontré
ci-dessus), comme le con�rment les calculs suivants :

1 >>>ListPuisMod(561,561)
2 [ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
3 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
4 ... 535, 536, 537, 538, 539, 540, 541, 542, 543, 544, 545, 546, 547, 548, 549, 550,
5 551, 552, 553, 554, 555, 556, 557, 558, 559, 560 ]

Mais avec 561, on n'a plus en général n560 ≡ 1 [561] pour n non multiple de 561, comme l'illustrent les
calculs ci-dessous (on observera que les n tels que n560 6= 1 [561] sont les multiples de 3, de 11 et de 17) :

1 >>>ListPuisMod(561,560)
2 [ 0, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 154, 375, 1, 1, 375, 1, 34, 375, 1, 1, 375,
3 154, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 528, 34, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1,
4 154 ,... 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 154, 375, 1, 1, 375, 34, 1, 375, 1, 1,
5 375, 154, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1, 375, 1, 1 ]

Pour être complet, on donne ci-dessous des fonctions écrites en Python permettant de déterminer si un
entier est de Carmichael ou non.

1 # TEST DE PRIMALITE

2

3 def TPRIM(n):
4 BOOL =True
5 k=2
6 borne = sqrt (n)
7 while (k<=borne) and BOOL:
8 reste =n%k
9 if reste ==0:
10 BOOL =not BOOL
11 k =k+1
12 return BOOL
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1 # TEST DE ''CARMICHAELITE''...

2

3 def CARMIORNOT(n):
4 BOOL =True
5 if TPRIM(n):
6 BOOL =not BOOL
7 if BOOL:
8 k=2
9 reste =0
10 while BOOL and k<n:
11 reste = (-k+k**n)%n
12 if reste !=0:
13 BOOL =not BOOL
14 k =k +1
15 return BOOL

1 # CREATION DE LA LISTE DES ENTIERS DE CARMICHAEL INFERIEURS A N

2

3 from time import *
4

5 def ListeCARMI(N):
6 k =100
7 Liste = [ ]
8 t1 =time()
9 while k <N+1:
10 if CARMIORNOT(k):
11 Liste = Liste + [k]
12 k =k+1
13 t2 =time()
14 return Liste , t2-t1 # renvoie la liste voulue, et a�che la durée d'exécution

16.8.3 Codage RSA

Le problème ci-dessous (issu d'un ancien DS) décrit le principe de ce que l'on appelle le codage RSA (du
nom de ses inventeurs Rivest, Shamir et Adleman), qui est une méthode très utilisée en cryptographie pour
coder les données numériques. L'intérêt de cette méthode de codage est qu'elle est très di�cile à �pirater�
en un temps raisonnable (même équipé d'un ordinateur performant !)..

Enoncé

1) Congruences et exponentiation rapide

a) Déterminer le PGCD et les coe�cients de Bezout des entiers 27 et 112.

b) On pose a = 12. Calculer a2, puis a4, puis a8 et en�n a16 modulo 145.

c) Déduire de ce qui précède la valeur de 1227 modulo 145.

2) Questions de cours

a) Rappeler la dé�nition d'entiers premiers entre eux. Rappeler la dé�nition de nombre premier.
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b) Soient a et b deux entiers. A quelle condition sur a et b l'entier a est-il inversible modulo b ? Donner,
en justi�ant brièvement votre réponse, un inverse de 27 modulo 112, ainsi qu'un inverse de 112

modulo 27.

c) Etablir que si p et q sont deux nombres premiers distincts, alors ils sont premiers entre eux.

d) Soit p un nombre premier. Le petit théorème de Fermat a�rme que : ∀ a ∈ Z, ap ≡ a [p].

Redémontrer alors que : ∀ a ∈ Z\pZ, ap−1 ≡ 1 [p].

3) Une nouvelle conséquence du théorème de Fermat. Soient p et q deux nombres premiers distincts,
et soit N = pq.

a) Montrer que a est premier avec N si et seulement si a est premier avec p et avec q.

b) On suppose que a est premier avec N . Montrer que a(p−1)(q−1) ≡ 1 [p] et a(p−1)(q−1) ≡ 1 [q].

c) Déduire de la question précédente que a(p−1)(q−1) ≡ 1 [N ].

4) On pose φ (N) = (p− 1) (q − 1). Soit e un entier naturel premier avec φ (N). Justi�er qu'il existe un
entier d tel que ed ≡ 1 [φ (N)].

5) Soit m un entier naturel.

a) Montrer que si m est premier avec N , alors med ≡ m [N ]. 4

b) Montrer que pour tout entier m, on a med ≡ m [N ].

c) �Véri�cation� . Dans cette question, on prend p = 5, q = 29, m = 12 et e = 27. Donner sans
justi�cation la valeur de d. Déterminer la valeur de me modulo N , puis détailler le calcul de (me)d

modulo N .

Corrigé

1) a) On applique l'algorithme d'Euclide aux entiers 27 et 112.

112 = 27× 4 + 4

27 = 4× 6 + 3

4 = 3× 1 + 1

3 = 3× 1 + 0

On en déduit déjà que 27 ∧ 112 = 1 .

1 = 4− 3× 1

1 = 4−×(27− 4× 6) = 7× 4− 1× 27

1 = 7× (112− 4× 27)− 1× 27 soit �nalement :
1 = 7× 112− 29× 27

On a donc obtenu une relation de Bezout pour les entiers 27 et 112, c'est-à-dire deux entiers u et v tels
que 27u+ 112v = 27 ∧ 112 avec u = −29 et v = 7 .

4. Où e et d sont ceux dé�nis dans la question 4, et N = pq avec p et q premiers distincts.
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b) a = 12 donc a ≡ 12 [145] ; a2 = 144 donc a2 ≡ −1 [145] .

Il s'ensuit que a4 ≡ a8 ≡ a16 ≡ 1 [145] .

c) On peut observer que : 27 = 16+8+2+1 pour écrire : a27 = a16×a8×a2×a d'où : a27 ≡ 12×−1 [145].

Par suite : 1227 ≡ −12 [145] .

2) a) Deux entiers a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal à 1 (il est équivalent de dire que
leurs seuls diviseurs communs sont 1 et −1, ou encore que leur seul diviseur commun dans N est 1).

Un entier naturel n est premier s'il admet exactement deux diviseurs dans N : 1 et lui-même.

b) D'après le cours, un entier a est inversible modulo b si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

D'après la question 1-a, un inverse de 27 modulo 112 est −29, et un inverse de 112 modulo 27 est 7.

c) Puisque p (resp. q) est premier, il admet exactement 1 et p (resp. 1 et q) comme diviseurs dans N. Par
conséquent, p et q admettent 1 comme unique diviseur commun dansN. Donc p et q sont premiers entre eux .

d) Soient p un nombre premier, et a un entier tel que p ne divise pas a.

D'après le théorème de Fermat : ap ≡ a [p]. Il est équivalent de dire que : p|ap − a, soit : p|a (ap−1 − 1).
Comme p ne divise pas a et que p est premier, p est premier avec a (en vertu de la propriété : �tout
nombre premier est premier avec tout entier qu'il ne divise pas�). D'après le lemme de Gauss, il s'ensuit

que p|ap−1 − 1, c'est à dire : ap−1 ≡ 1 [p] .

3) a) Sens direct : supposons a premier avec pq. Alors (théorème de Bezout), il existe deux entiers u et v
tels que : au + vpq = 1. En écrivant cette relation au + p(vq) = 1, on en déduit que a et p sont premiers
entre eux ; et en l'écrivant au+ q(vp) = 1, on en déduit que a et q sont premiers entre eux.

Conclusion : (a premier avec N = pq) implique (a premier avec p et q).

Réciproquement : supposons a premier avec p et a premier avec q. Les diviseurs de pq dans N sont 1, p, q
et pq. On sait déjà que p ne divise pas a (a et p étant premiers entre eux) et que q ne divise pas a (a et q
étant premiers entre eux). A fortiori, pq ne divise pas a, puisque si tel était le cas p et q diviseraient a. Il
s'ensuit que a et pq ont un unique diviseur commun dans N (qui est 1). Donc a et pq sont premiers entre
eux.

Conclusion : (a premier avec p et q) implique (a premier avec N = pq).

En résumé : (a premier avec p et q) SSI (a premier avec N = pq) .

b) Puisque a est premier avec N , alors d'après la question précédente, a est premier avec p et q.

Par suite : ap−1 ≡ 1 [p] et aq−1 ≡ 1 [q].
On en déduit que : a(p−1)(q−1) ≡ (ap−1)

q−1 ≡ 1q−1 ≡ 1 [p] ; et symétriquement : a(p−1)(q−1) ≡ 1 [q].

En déduit de ces deux congruences que : p|a(p−1)(q−1) − 1 et q|a(p−1)(q−1) − 1. Or les entiers p et q sont
premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres premiers distincts. Donc : (pq) |a(p−1)(q−1)− 1, ce qui se

traduit par la congruence : a(p−1)(q−1) ≡ 1 [pq] .

4) Puisque e est premier avec φ(N), il existe d'après le théorème de Bezout deux entiers d et v tels que :
ed+ vφ(N) = 1. Cette égalité implique la congruence : ed ≡ 1 [φ(N)] , d'où la conclusion.
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5) a) Par dé�nition des entiers e et d, il existe un entier k tel que : ed = 1 + kφ(N), soit encore :
1 + k (p− 1) (q − 1).

On peut ainsi écrire : med = m1+k(p−1)(q−1) soit : med =
(
m(p−1)(q−1)

)k ×m. Or m(p−1)(q−1) ≡ 1 [pq] d'après

la question 3-b et puisque m est premier avec N . On en déduit que med ≡ m [N ] .

b) Supposons à présent quem ne soit pas premier avecN . D'après la question 3-a, il revient au même de dire
que p|m ou q|m. Supposons donc que m soit divisible par p. Alors m ≡ 0 [p] donc m1+(p−1)(q−1) ≡ 0 [p].
en particulier med ≡ m [p]. Si m est également divisible par q, alors le même raisonnement entraîne :
med ≡ m [q]. Et si q ne divise pas m, alors med ≡ m [q] (conséquence du théorème de Fermat).

En résumé, dans tous les cas, on a med ≡ m [p] et med ≡ m [q]. Il s'ensuit que p et q divisent med −m,

donc (p et q étant premiers entre eux) pq divise med −m. D'où ∀m ∈ Z, med ≡ m [N ] .

c) Avec les notations et données de l'énoncé : p − 1 = 4 et q − 1 = 28 d'où φ(N) = 112. En outre, on a
e = 27 et l'entier d recherché doit véri�er ed ≡ 1 [φ (N)], càd : 27d ≡ 1 [112]. D'après la question 1-a),
d = −29 fait l'a�aire, tout comme d = 83 (puisque −29 ≡ 83 [112]).

En posant m = 12, on a : me = 1227, et on sait d'après la question 1227 ≡ −12 [145].

Calculons à présent (me)d modulo 145. D'après ce qui précède (me)d ≡ (−12)83 [145].

Or : (−12)83 ≡
[
(−12)4

]20︸ ︷︷ ︸
≡1 [145]

(−12)3 ≡ −123 ≡ 122 × (−12) ≡ (−1)× (−12) ≡ 12 [145]

Par suite : (1227)
83 ≡ 12 [145]

16.8.4 Théorème de Wilson

Propriété 16.24 - (Théorème de Wilson). Soit p un entier supérieur ou égal à 2.

[p ∈ P]⇐⇒ [(p− 1)! ≡ −1 [p] ]

Preuve. Supposons que p soit premier. Si p = 2 ou 3, alors l'égalité (p− 1)! ≡ −1 [p] est satisfaite
(véri�cation immédiate). Par la suite, on pourra donc supposer p > 5.

Le point-clef consiste à voir que tous les entiers compris entre 1 et p − 1 admettent un unique inverse
modulo p, lui aussi compris entre 1 et p− 1.

Plus précisément, si n est un entier compris entre 1 et p− 1, alors n et p sont premiers entre eux (carac-
térisation des nombres premiers), donc n est inversible modulo p. Il existe un entier k tel que nk ≡ 1 [p].
Qui à remplacer k par son reste dans la division euclidienne par p, on peut supposer que k ∈ Np−1. Dans
ces conditions, l'entier k ∈ Np−1 tel que nk ≡ 1 [p] est unique, car s'il existait un second entier k′ ∈ Np−1

tel que nk′ ≡ 1 [p], alors on en déduirait que p divise n(k − k′), d'où (par le lemme de Gauss) p diviserait
k − k′. Puisque k et k′ appartiennent au même intervalle d'entiers d'amplitude p − 1, ceci entraîne que
k = k′.

On a donc établi que : tout entier n compris entre 1 et p− 1 possède un unique inverse modulo p compris
entre 1 et p− 1.
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En outre, exactement deux entiers de Np−1 sont leur propre inverse modulo p : 1 et p−1. En e�et, l'équation
x2 ≡ 1 [p] ne possède que deux solutions modulo p, qui sont 1 et −1 (car x2 ≡ 1 [p] SSI p |(x− 1) (x+ 1) ,
et p est premier).

On en déduit que :

(p− 1)! ≡ 1× (p− 1)×
p−2∏
k=2

k ≡ −
p−2∏
k=2

k [p]

Or, d'après la discussion précédente, le produit
p−2∏
k=2

k est celui de (p− 3) /2 couples d'entiers qui sont

inverses l'un de l'autre modulo p. Par suite :
p−2∏
k=2

k ≡ 1 [p].

On en déduit que : (p− 1)! ≡ −1 [p].

On a ainsi établi que : [p ∈ P] =⇒ [(p− 1)! ≡ −1 [p] ]

Réciproquement, supposons que (p− 1)! ≡ −1 [p]. Il existe un entier relatif k tel que : (p− 1)!−kp =
−1. Soit d un entier compris entre 2 et p− 1. Si 2 divisait p, alors d diviserait −1 ce qui est absurde. On
en déduit que p est premier avec tout entier compris entre 2 et p− 1. Par suite, p est premier.

On a ainsi établi que : [p ∈ P]⇐= [(p− 1)! ≡ −1 [p] ], d'où l'équivalence du théorème. K

16.8.5 Sous-groupes de (Z,+)

Propriété 16.25 - (Description des sous-groupes additifs de Z).

Soit H un sous-groupe additif de Z.

Il existe un entier naturel n tel que : H = nZ.

Preuve. Soit H un sous-groupe additif de Z. Par dé�nition de sous-groupe, on a déjà : 0 ∈ H.

Si H = {0}, alors H = 0Z, et la propriété est établie.

Sinon, H contient au moins un élément non nul, que nous noterons m. Puisque H est stable par passage
à l'opposé, on peut supposer que m > 0.

On introduit alors l'ensemble : E = {h ∈ H , h > 0}.

L'ensemble E est une partie non vide (elle contient au moins l'entier m) de N∗. A ce titre, elle possède un
plus petit élément. Notons judicieusement :

m = minE

Soit à présent h un élément de H. Réalisant la division euclidienne de h par n, on peut a�rmer que :

∃! (q, r) ∈ Z× N, h = nq + r ∧ 0 6 n− 1
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Supposons que r 6= 0. Alors on déduit de la relation r = h︸︷︷︸
∈H

− nq︸︷︷︸
∈H

et du fait que H est un sous-groupe

de Z que r ∈ H.

Par suite, r est un élément de H, strictement positif et strictement inférieur au plus petit élément de E :
contradiction.

On en déduit que r = 0. D'où : h = nq. Ainsi : ∀h ∈ H, ∃ q ∈ Z, h = nq.

Il revient au même d'écrire : H ⊂ nZ. Par ailleurs, l'inclusion H ⊃ nZ provient immédiatemment du fait
que n est un élément de H et que H est un sous-groupe additif de Z. Donc : H = nZ.

Conclusion. Pour tout sous-groupe additif H de Z, il existe un entier naturel n tel que H = nZ K



Chapitre 17

Applications de la dérivation

17.1 Généralités

Définition 17.1 - (Rappel) Soit f : I −→ K une fonction, et soit a ∈ I. La fonction f est

dérivable en a si la limite quand h tend vers 0 du taux d'accroissement de f entre a et (a+ h) existe
et est �nie. Lorsque c'est le cas, on note

f ′ (a) = lim
h−→0

f (a+ h)− f (a)
h

(ou encore f ′ (a) = lim
h−→a

f (x)− f (a)
x− a

)

Définition 17.2 - f est dérivable à droite de a si lim
h

h>0−−→0

f (a+ h)− f (a)
h

existe et est �nie ; f

est dérivable à gauche de a si lim
h

h<0−−→0

f (a+ h)− f (a)
h

existe et est �nie.

Propriété 17.1 - f est dérivable en a SSI elle est dérivable à droite et à gauche de a et

lim
h

h>0−−→0

f (a+ h)− f (a)
h

= lim
h

h<0−−→0

f (a+ h)− f (a)
h

(= f ′ (a))

Définition 17.3 - Une fonction f : I −→ K est dérivable sur I si elle est dérivable en tout a ∈ I.

Théorème 17.1 - Soit f : I −→ K une fonction, et soit a ∈ I. La fonction f est dérivable en a
SSI il existe un scalaire ℓ tel que f (a+ h) = f (a) + hℓ+ hε (h) avec lim

h−→0
ε(h) = 0.

Remarque. Si f est dérivable en a, on a donc f (a+ h) = f (a) + hf ′ (a) + hε (h) (avec lim
h−→0

ε(h) = 0) ;

cette expression est appelée développement limité à l'ordre 1 en a de f .

Preuve. On raisonne par double implication.

ä Sens direct : supposons que f soit dérivable en a.

On écrit, pour tout réel h (tel que (a+ h) ∈ I) :

f (a+ h) = f(a) + hf ′(a) + f (a+ h)− f(a)− hf ′(a) 1

1. Diabolique, n'est-ce pas ?
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D'où : f (a+ h) = f(a)+hf ′(a)+h

(
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a)

)
d'où : f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + hε(h) (♠)

en ayant posé : ε(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a).

Or, f étant dérivable en a, on a : lim
h−→0

f(a+ h)− f(a)
h

= f ′(a) et donc lim
h−→0

ε(h) = 0.

En résumé, on a établi l'implication :

[f est dérivable en a] =⇒
[
∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim

h−→0
ε(h) = 0

]
(♥)

ä Réciproquement : supposons qu'il existe un réel ℓ tel que f véri�e : f(a + h) = f(a) + ℓh + hε(h)

avec lim
h−→0

ε(h) = 0.

Alors pour tout réel h non nul tel que (a+ h) ∈ I, on a :
f(a+ h)− f(a)

h
= ℓ+ ε(h).

D'où : lim
h−→0

f(a+ h)− f(a)
h

= ℓ. Ce qui signi�e que la fonction f est dérivable en a (et que f ′(a) = ℓ). Ce

qui assure que :

[
∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim

h−→0
ε(h) = 0

]
=⇒ [f est dérivable en a] (♣)

Conclusion. f est dérivable en a SSI il existe un réel ℓ et une fonction ε dé�nie au voisinage de
zéro tels que :

∀h ∈ R, (a+ h) ∈ I, f(a+ h) = f(a) + ℓh+ hε(h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0 K

Corollaire 17.1 - Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Preuve. D'après la propriété précédente, si f est dérivable en a, alors pour h au voisinage de 0 :

f (a+ h) = f (a) + hℓ+ hε (h) avec lim
h−→0

ε(h) = 0.

Il s'ensuit que lim
h→0

f(a+ h) = f(a), ce qui prouve la continuité de f en a. K
Réciproque archi-fausse : la fonction valeur absolue est

continue en 0, MAIS n'est pas dérivable en 0.

Remarque : c'est ici l'occasion de vous rappeler que nous avons vu en début d'année les dérivées des
fonctions usuelles (cf formulaire), les dérivées d'ordre supérieur (dé�nition, linéarité, dérivées n-ièmes
�usuelles� et formule de Leibniz), ainsi que les développements limités à l'ordre 1 en 0 des fonctions
usuelles, et qu'il serait bon que vous n'ayez pas complètement oublié ces notions.
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17.2 Dérivation et extremums � Théorème de Rolle

Définition 17.4 - Soient I un intervalle de R, f : I −→ R une fonction à valeurs réelles, et a un
réel de I.

La fonction f admet un maximum local en a (resp. minimum local en a) s'il existe un intervalle
ouvert J tel que a ∈ J ⊂ I, et tel que f(a) soit le maximum (resp. minimum) de f|J (la restriction de
f à J).

La fonction f admet un extremum local en a si f(a) est un maximum local ou un minimum local
de la fonction f .

Exemples.

1/ La fonction cosinus (dé�nie sur R) admet un maximum local en 2kπ pour tout k ∈ Z ; et un miminum
local en (2k + 1) π pour tout k ∈ Z.

2/ La fonction f : x ∈ R 7−→ (x + 1)(x − 1)2 − 1, représentée sur
la �gure ci-contre, admet un maximum local en −1 et un minimum
local en 1. Il faut observer que la fonction f ne possède en revanche
pas de maximum ni de minimum (global), puisque ses limites en
+∞ et −∞ sont +∞ et −∞ respectivement.

Propriété 17.2 - Soit f une fonction dérivable sur I (intervalle ouvert non vide de R), et soit
c ∈ I. Si f admet un extremum local en c, alors f ′(c) = 0.

Preuve. Puisque f admet un extremum local en c, il existe un voisinage ouvert de c tel que f(c) soit un
extremum de f sur ce voisinage. De plus, f étant dérivable en c, on a :

lim
h→0+

f(c+ h)− f(c)
h

= f ′(c) = lim
h→0−

f(c+ h)− f(c)
h

Or, sur un voisinage ouvert de c, l'expression
f(c+ h)− f(c)

h
possède des signes opposés suivant que h

est strictement positif ou strictement négatif. Par stabilité des inégalités large par passage à la limite,

on en déduit que : lim
h→0+

f(c+ h)− f(c)
h

et lim
h→0−

f(c+ h)− f(c)
h

sont de signes opposés. Par conséquent :

f ′(c) = 0. K
Remarque. La réciproque est fausse (x 7−→ x3. . . ), et l'énoncé n'est plus valide sur segment.

Théorème 17.2 - (Théorème de Rolle).

Si est dérivable sur ]a; b[, continue sur [a, b], et f(a) = f(b) alors

∃ c ∈ ] a; b [ , f ′(c) = 0

.
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Preuve. La fonction f étant continue sur le segment [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes sur [a, b]
(théorème des bornes atteintes). Notons m son minimum et M son maximum.

ä Si m =M : alors f est constante sur [a, b]. Par suite : ∀ c ∈ ]a, b[, f ′(c) = 0.

ä Si m < M : distinguons alors deux sous-cas : soit f(a) = m, soit f(a) 6= m.

ã Si f(a) = m : alors on a aussi f(b) = m (par hypothèse), donc le maximum M de f est atteint en
un réel c de ]a, b[ (puisque m 6=M), et on a donc f ′(c) = 0.

ã Si f(a) 6= m : alors on a aussi f(b) 6= m (par hypothèse), donc le minimum m de f est atteint en
un réel c de ]a, b[, et on a donc f ′(c) = 0.

Conclusion. Dans tous les cas : ∃ c ∈ ] a; b [ , f ′(c) = 0 . K
Exemple d'application : si f : R −→ R est dérivable sur R, et s'annule (au moins) n fois sur R, alors
f ′ s'annule (au moins) n− 1 fois sur R.

17.3 Dérivation et sens de variation � Théorème des accroisse-

ments �nis

Théorème 17.3 - (Théorème des accroissements �nis, �TAF�). Si f : [a, b] −→ R est
dérivable sur ]a, b[, continue sur [a; b], alors

∃ c ∈ ] a; b [ , f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Interprétation graphique : il existe au moins un réel c ∈]a, b[ tel
que la tangente à Cf au point d'abscisse c soit parallèle à la droite
joignant les points de Cf d'abscisses a et b.

Interprétation génératrice de torticolis : le TAF est le �théo-
rème de Rolle en pente�.

Interprétation cinématique : sous réserve que vous vous déplaciez �gentiment� (= �de façon dérivable�)
en voiture, il existe au moins un instant où votre vitesse instantanée aura été égale à votre vitesse moyenne
sur le parcours.

Preuve. On dé�nit une fonction g sur [a, b] en posant : g(x) = f(x)− f(b)− f(a)
b− a

(x− a). 2

D'après les théorèmes généraux sur la continuité et la dérivabilité respectivement, la fonction g est continue
sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.

En outre g(a) = f(a)− f(b)− f(a)
b− a

(a− a) d'où g(a) = f(a) ; et g(b) = f(b)− f(b)− f(a)
b− a

(b− a) d'où :

g(b) = f(a).

2. Informellement, cette fonction g est destinée à �redresser la situation�, en ôtant à f ce qui l'empêche de prendre les
mêmes valeurs en a et en b ; la motivation étant de se ramener à la situation du théorème de Rolle.
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La fonction g véri�e les hypothèses du théorème de Rolle, dont l'application donne : ∃ c ∈]a, b[, g′(c) = 0.

Or : ∀x ∈]a, b[, g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)
b− a

.

On en déduit : ∃ c ∈]a, b[, f ′(c)− f(b)− f(a)
b− a

= 0.

D'où �nalement : ∃ c ∈]a, b[, f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
. K

Le théorème des accroissements �nis a de nombreuses applications pratiques, dont voici un échantillon.

Corollaire 17.2 - Soit f : I −→ R une fonction dérivable sur un intervalle I.

1/ f est croissante sur I SSI f ′ > 0 sur I

2/ f est décroissante sur I SSI f ′ 6 0 sur I

3/ f est constante sur I SSI f ′ = 0 sur I

Preuve. Etablissons le point 1/.

ä (=⇒) � Supposons f croissante sur I.

Soit a un réel de l'intervalle I. Puisque f est dérivable sur I, elle l'est en particulier en a, et : f ′(a) = f ′
d(a).

En d'autres termes : f ′(a) = lim
h

>−→0

f (a+ h)− f (a)
h

.

Or, pour tout réel h > 0 : f(a+ h)− f(a) > 0 (puisque f est supposée croissante).

Donc : ∀h > 0,
f (a+ h)− f (a)

h
> 0.

Par stabilité des inégalités larges par passage à la limite, on en déduit que : lim
h

>−→0

f (a+ h)− f (a)
h

> 0,

d'où f ′
d(a) > 0 d'où f ′(a) > 0.

Le réel a de I étant arbitraire dans le raisonnement ci-dessus, on peut conclure que : ∀ a ∈ I, f ′(a) > 0.
En d'autres termes, f ′ est positive sur I. On a donc : [f croissante sur I] =⇒ [f ′ positive sur I]

ä (⇐=) � Réciproquement, supposons f ′ positive sur I.

Soient a et b deux réels dans I, avec a < b. Puisque f est dérivable sur I, on peut lui appliquer le théorème
des accroissements �nis 3 sur [a; b] et a�rmer que :

∃ c ∈ ] a; b [ , f ′(c) =
f (b)− f (a)

b− a
d'où : ∃ c ∈ ] a; b [ , f (b)− f (a) = f ′(c)× (b− a)

Comme f ′(c) est positif par hypothèse, et que par ailleurs b > a toujours par hypothèse, on en déduit que
f (b)− f (a) > 0.

En résumé, on a établi l'implication : [b > a] =⇒ [f(b) > f(a)]. Donc f est croissante sur I.

On a donc : [f ′ positive sur I] =⇒ [f croissante sur I]

3. Puisqu'en particulier f est dérivable sur ]a, b[ et continue sur [a, b].
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Conclusion. Pour f dérivable sur I, on a : [f ′ positive sur I] ⇐⇒ [f croissante sur I].

Les deux autres points s'en déduisent immédiatemment. K
Corollaire 17.3 - (Inégalité des accroissements �nis). Si f : I −→ R est dérivable sur I,
et s'il existe un réel K tel que |f ′| 6 K sur I, alors :

∀ (a, b) ∈ I2, |f(b)− f(a)| 6 K |b− a|

Interprétation cinématique : si vous roulez pendant une heure en ne dépassant jamais la vitesse de
100km/h, vous parcourerez moins de 100 kilomètres !

Remarque : la condition �|f ′| 6 K sur I� est en particulier véri�ée lorsque I est un segment et que f est
de classe C 1.

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, il existe un réel c compris entre a et b tel que : f(b)− f(a) =
f ′(c)× (b− a). Le passage aux valeurs absolues et la majoration |f ′| 6 K fournissent la conclusion. K
Application : ∀x ∈ R, |sin(x)| 6 |x|.
Une ultime conséquence du TAF :

Théorème 17.4 - (Théorème de prolongement de la dérivée). Soit f : I −→ R une fonction,
et a ∈ I. On suppose f continue sur I, dérivable sur I\ {a}, et qu'il existe ℓ ∈ R tel que lim

x−→a
f ′(x) = ℓ.

Alors : lim
x−→a

f(x)− f(a)
x− a

= ℓ. En particulier, f est dérivable et f ′(a) = ℓ.

Preuve. Soient f , a et ℓ comme dans l'énoncé. Soit x un réel de I. On peut appliquer le TAF à la
fonction f entre a et x (les hypothèses sont satisfaites d'après l'énoncé) pour a�rmer qu'il existe un réel

cx compris entre a et x tel que : f ′(cx) =
f(x)− f(a)

x− a
.

Lorsque x tend vers a, le réel cx tend également vers a (par encadrement) d'où : lim
x−→a

f(x)− f(a)
x− a

=

lim
x−→a

f ′(cx) = ℓ. Ce qui achève la preuve du théorème. K
Remarque. Dans un certain sens, la �réciproque� du théorème ci-dessus ne tient pas. Il se peut que f
soit dérivable en 0 sans pour autant que f ′ admette une limite �nie en 0 ; c'est la cas par exemple pour
f : x 7−→ |x|α sin(1/x) (avec α > 1).

La �gure ci-dessous illustre cette a�rmation 4. Sur la courbe représentative de cette fonction, on choisit
un point M d'abscisse a.

Lorsque M se rapproche de O (lorsque a tend vers 0), les oscillations de la droite (OM) deviennent de
plus en plus faibles. De fait la pente de la droite (OM), qui est le taux d'accroissement de f entre O et
M , tend vers 0 lorsque a tend vers 0.

En revanche, toujours lorsque a tend vers 0, la tangente à la courbe représentative de f au point M se
comporte de plus en plus sauvagement ; f ′ n'a pas de limite en 0.

4. Dont la démonstration, plutôt aisée, est un gentil petit exercice pour véri�er que l'on sait établir qu'une fonction est
dérivable en un point.
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17.4 Lipschitzianité

Définition 17.5 - Une fonction f : I −→ R est lipschitzienne sur I s'il existe un réel positif K
tel que :

∀ (x, y) ∈ I2, |f(y)− f(x)| 6 K |y − x|

On peut préciser dans cette situation que f est K-lipschitzienne.

Exemples : 1) Les fonctions cos, sin et arctan sont 1-lipschitziennes sur R.

2) La fonction x 7−→ x2 est 2-lipschitzienne sur [0, 1], et 6-lipschitzienne sur [0, 3].

3) La fonction x 7−→ x2 n'est pas lipschitzienne sur R ; en e�et, pour tout entier naturel n, on a (n+ 1)2−
n2 = 2n + 1 −→ +∞ lorsque n tend vers +∞. Il ne peut donc exister aucun réel K tel que pour tout n
on ait : (n+ 1)2 − n2 6 K.

Etudions à présent les liens entre la notion de lipschitzianité, et les propriétés plus familières des fonctions
(continuité et dérivabilité).

Propriété 17.3 - Si f : I −→ R est lipschitzienne sur I, alors f est continue sur I.

Preuve. Soit f une fonction lipschitzienne sur I : il existe un réel k > 0 tel que : ∀ (x, y) ∈ I2, |f(y)− f(x)| 6
k |y − x|.

Soit a un réel dans I, et soit ε > 0. On pose : α = ε/k. On a alors : ∀x ∈ I, [|x− a| < α] =⇒
[|f(x)− f(a)| < k × ε/k].

Ainsi : ∀ a ∈ I, ∀ ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ I, [|x− a| < α] =⇒ [|f(x)− f(a)| < ε]. Ce qui signi�e que f est

continue sur I, ce qu'il fallait démontrer. K
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On a vu plus haut que la réciproque ne tient pas (exemple de la fonction �carré� sur R+).

En revanche, d'après l'inégalité des accroissements �nis :

Propriété 17.4 - Si f : I −→ R est dérivable sur I, et s'il existe un réel K tel que |f ′| 6 K sur I,
alors f est K-lipschtitzienne sur I.

Preuve. Conséquence immédiate de l'inégalité des accroissements �nis. K
Et d'ailleurs plus généralement :
Propriété 17.5 - Soit f : I −→ R une fonction dérivable sur I.

La fonction f est lipschitzienne sur I SSI f ′ est bornée sur I.

Preuve. Preuve. ä Supposons f lipschitzienne sur I. Alors il existe un réel positif k tel que : ∀ (x, y) ∈
I2, |f(y)− f(x)| 6 k |y − x|. Soit a un réel quelconque dans I. Pour tout réel h raisonnable 5, on a :∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)

h

∣∣∣∣ 6 k |h|
|h|

d'où :

∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)
h

∣∣∣∣ 6 k

Par stabilité des inégalités larges par passage à la limite, on en déduit que :

lim
h→0

∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)
h

∣∣∣∣ 6 k d'où : |f ′(a)| 6 k

Le réel a ∈ I étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on a établi que : ∀ a ∈ I, |f ′(a)| 6 k. Ce
qui signi�e que f ′ est bornée sur I.

Par suite : [f lipschitzienne sur I] =⇒ [f ′ bornée sur I] (♠).
ä Réciproquement, supposons f ′ bornée sur I. Il existe un réel M tel que : |f ′| 6M sur I.

Soient x et y deux réels distincts dans I. La fonction f étant dérivable sur I, elle est continue sur le
segment [x, y] (ou sur le segment [y, x]), et dérivable sur l'intervalle ]x, y [ (ou sur l'intervalle ]x, y [). On
peut donc appliquer le théorème des accroissements �nis à la fonction f entre x et y :

il existe un réel c compris entre x et y tel que : f(y)− f(x) = f ′(c)× (y − x)
=⇒ il existe un réel c compris entre x et y tel que : |f(y)− f(x)| = |f ′(c)| × |y − x|
=⇒ il existe un réel c compris entre x et y tel que : |f(y)− f(x)| 6M × |y − x|

L'inégalité obtenue ci-dessus restant évidemment valide dans le cas particulier où x = y, on peut conclure
que : ∀ (x, y) ∈ I2, |f(y)− f(x)| 6M |y − x|. Ce qui signi�e que f est M -lipschitzienne sur I.

Par suite : [f lipschitzienne sur I] ⇐= [f ′ bornée sur I] (♣).

ä Conclusion. D'après (♠) et (♣) : [f lipschitzienne sur I] ⇐⇒ [f ′ bornée sur I] K
En continuant sur notre lancée, on a l'ultime :

Propriété 17.6 - Si f : I −→ R est de classe C 1 sur I, alors pour tout couple (a, b) ∈ I2, la
fonction f est lipschtzienne sur [a, b] (et la constante de Lipschitz est alors : max

x∈ [a,b]
|f ′(x)|).

Preuve. Conséquence de l'inégalité des accroissements �nis et du TBA appliqué à f ′. K
5. C'est à dire non nul et tel que (a+ h) ∈ I.
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17.5 Extension aux fonctions à valeurs complexes

Pour la dé�nition de dérivabilité, aucun changement par rapport au cas réel.

Définition 17.6 - Soit f : I −→ C une fonction, et soit a ∈ I. La fonction f est dérivable en

a si la limite quand h tend vers 0 du taux d'accroissement de f entre a et (a+ h) existe et est �nie.
Lorsque c'est le cas, on note

f ′ (a) = lim
h−→0

f (a+ h)− f (a)
h

(ou encore f ′ (a) = lim
h−→a

f (x)− f (a)
x− a

)

Le point-clef pour éviter de tout reprendre depuis le début est de faire le lien entre les fonctions à valeurs
réelles et celles à valeurs complexes : c'est l'objet de l'énoncé ci-dessous.

Théorème 17.5 - (�Pont R←→ C� pour la dérivabilité).

Soit f : I −→ C une fonction, et soit a ∈ I.

f est dérivable en a SSI Re(f) et Im(f) sont dérivables en a

Lorsque tel est le cas, on a : f ′(a) = (Re(f))′ (a) + i (Im(f))′ (a).

Preuve. Conséquence de la dé�nition de dérivabilité, et du théorème du �pont R←→ C� pour les limites

(chapitre 14). K

Remarque : si f est dérivable en a, on a donc (Re(f))′ (a) = Re (f ′(a)) et (Im(f))′ (a) = Im (f ′(a)).

Par ailleurs, il résulte de ce théorème que les propriétés algébriques des dérivées (notamment d'une somme,
d'un produit. . . ) continueront d'être valables dans le cas complexe. En revanche, les propriétés faisant
intervenir le sens de variation ou la notion d'extremum local ne pourront évidemment pas s'étendre, puisque
cela n'a aucun sens de parler des variations d'une fonction à valeurs dans C. On dispose néanmoins d'une
variante de l'inégalité des accroissements �nis, explicitement :

Propriété 17.7 - Soit f : I −→ C une fonction dérivable sur I. S'il existe un réel K tel que
|f ′| 6 K sur I, alors : ∀ (a, b) ∈ I2, |f(b)− f(a)| 6 K |b− a|.

Preuve. Il su�t d'appliquer l'inégalité des accroissements �nis aux fonctions parties réelle et imaginaire

de f . K
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17.6 Epilogue - Nature des séries de Riemann

Propriété 17.8 - (Convergence des séries de Riemann). La suite

(
N∑
n=1

1

nα

)
N∈N∗

converge

pour α > 1, et diverge vers +∞ pour α 6 1.

Preuve. On suppose α > 0 et α 6= 1.

La fonction f : x ∈ R∗
+ 7−→ e(1−α) lnx est dérivable sur R∗

+ (théorèmes généraux), et :

∀ x ∈ R∗
+, f

′(x) =
1− α
x

e(1−α) lnx =
1− α
x

x1−α =
1− α
xα

.

Il s'ensuit que le signe de f ′(x) sur R∗
+ est exactement celui de 1− α. Par suite, si 0 < α < 1, alors f est

croissante sur R∗
+ ; et si α > 1, alors f est décroissante sur R∗

+.

ä La fonction f est dérivable sur R∗
+, donc elle l'est en particulier sur l'intervalle [n;n+ 1] pour tout

entier naturel non nul n. On peut donc lui appliquer le théorème des accroissements �nis sur [n;n+ 1], et
ce faisant on obtient :

∃ c ∈ ]n;n+ 1 [ ,
1− α
cα

=
(n+ 1)1−α − n1−α

(n+ 1)− n
⇐⇒ ∃ c ∈ ]n;n+ 1 [ ,

1

cα
=

(n+ 1)1−α − n1−α

1− α
(♠)

Soit n ∈ N∗. Pour tout c ∈ ]n;n + 1 [ , on a :
1

nα
> 1

cα
> 1

(n+ 1)α
puisque la fonction puissance

x 7→ 1/xα est décroissante quand α est strictement positif. En ne conservant que l'inégalité de gauche de
cet encadrement, et en utilisant la relation (♠), on obtient :

∀ α ∈ ] 0; 1 [ , ∀ n ∈ N∗,
1

nα
> (n+ 1)1−α − n1−α

1− α

D'après ce qui précède : ∀ α ∈ ] 0; 1 [ , ∀ N ∈ N∗,
N∑
n=1

1

nα
> 1

1− α

N∑
n=0

(
(n+ 1)1−α − n1−α), c'est à dire, la

somme de droite étant télescopique : ∀ α ∈ ] 0; 1 [ , ∀ N ∈ N∗,

N∑
n=1

1

nα
> 1

1− α
(
(N + 1)1−α − 1

)
Si 0 < α < 1, on a : lim

N−→+∞
(N + 1)1−α = +∞, d'où : lim

N−→+∞

1

1− α
(
(N + 1)1−α − 1

)
= +∞.

On déduit de cette limite, de l'inégalité précédente et du théorème de comparaison que :

∀ α ∈ ] 0; 1 [ , lim
N−→+∞

N∑
n=1

1

nα
= +∞
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ä Soit n ∈ N∗. Pour tout c ∈ ]n;n + 1 [ , on a :
1

nα
> 1

cα
> 1

(n+ 1)α
. On en déduit dans un premier

temps que :

∀ α ∈ ] 1; +∞ [ , ∀ n ∈ N∗,
1

(n+ 1)α
6 (n+ 1)1−α − n1−α

1− α

d'où : ∀ α ∈ ] 1; +∞ [ , ∀ n ∈ N∗,
1

(n+ 1)α
6 n1−α − (n+ 1)1−α

α− 1

et donc : ∀ α ∈ ] 1; +∞ [ , ∀ N ∈ N∗,
N∑
n=1

1

(n+ 1)α
6

N∑
n=1

n1−α − (n+ 1)1−α

α− 1

soit : ∀ α ∈ ] 1; +∞ [ , ∀ N ∈ N∗,

N∑
n=1

1

(n+ 1)α
6 1

α− 1

(
1− (N + 1)1−α

)
Or on a cette fois, puisque α > 1 : lim

N−→+∞

1

α− 1

(
1− (N + 1)1−α

)
=

1

α− 1
.

On en déduit que la suite de terme général
N∑
n=1

1

(n+ 1)α
converge puisqu'elle est croissante 6 et majorée

(nous venons de l'établir).

Il ne reste plus qu'à remarquer que : ∀ N ∈ N∗, uN =
N∑
n=1

1

nα
=

[
N∑
n=1

1

(n+ 1)α

]
+ 1 − 1

(N + 1)α
, ce qui

assure que la suite de terme général uN converge en tant que somme de suites convergentes. On peut même
préciser, grâce à cette égalité que sa limite est comprise entre 1 et 1 + (α− 1)−1.

Conclusion : pour α > 1, (uN) converge et lim
N−→+∞

N∑
n=1

1

nα
= ℓ (avec 1 6 ℓ 6 1 +

1

α− 1
) . K

ä En résumé, on a établi que :

ä Si α 6 1 : lim
N−→+∞

(
N∑
n=1

1

nα

)
= +∞

ä Si α > 1 : lim
N−→+∞

(
N∑
n=1

1

nα

)
= ℓ (avec 1 6 ℓ 6 1+

1

α− 1
)

Remarque : cette propriété est très loin d'être anecdotique (encore moins que les autres). Il est en e�et
particulièrement utile en pratique dans l'étude des séries numériques (à la �n de cette année), ainsi que
dans celle des séries de fonctions (l'an prochain).

Remarque : il existe une preuve beaucoup plus rapide et moins torturée du critère de convergence des
séries de Riemann, que nous verrons au cours du chapitre sur les séries (et qui repose sur ce que nous
appellerons le �théorème de comparaison série-intégrale�).

6. C'est une somme de termes positifs !
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Chapitre 18

Analyse asymptotique

Deux grandes parties dans ce chapitre. La première, un peu technique, consiste à introduire les relations
de comparaison sur les fonctions. Essentiellement, l'intérêt de ces notions est d'apporter un �confort� de
rédaction ; sur le fond peu de propriétés franchement nouvelles découleront des dé�nitions données au
cours des 3 premiers paragraphes. La seconde, consacrée aux développements limités, vous permettra en
revanche de franchir un palier très important en Analyse, notamment lorsqu'il s'agira de lever des formes
indéterminées dans des calculs de limites.

Préambule. Lorsque l'on crée un programme informatique, il peut être utile d'avoir une petite idée de
sa durée d'exécution ; le résultat sera t-il obtenu dans la minute, ou devra t-on rester éveillé toute la nuit
pour l'avoir (essayer de déterminer tous les nombres de Carmichael inférieurs à 106, vous m'en direz des
nouvelles) ?

Cette question est intimement liée à celle de complexité algorithmique, qui est essentiellement une
estimation du nombre d'opérations e�ectuées par la machine lors de l'exécution du programme. Mais très
souvent en pratique, on ne peut calculer le nombre exact d'opérations e�ectuées (dès qu'intervient une
instruction conditionnelle, c'est cuit !), et tout au plus peut-on donner une majoration de ce nombre.

Un petit exemple valant mieux qu'un long discours, le programme ci-dessous est celui d'une fonction
comptant le nombre de voyelles dans une chaîne de caractères (que l'on suppose de longueur N).

1 def NbVoy(mot):
2 nb =0
3 for k in range(N):
4 if mot[k] in 'AEIOUY':
5 nb =nb +1
6 return nb

Le nombre d'opérations e�ectuées C(N) sera au pire égal à 4N + 1. Cette quantité croît �comme N �
vers +∞, et on a pour N su�samment grand C(N) 6 5N (par exemple, mais vous pouvez remplacer
5 par n'importe quel k > 4). Dans cette situation on écrira que la complexité est un O(N), et on dira
que la complexité est linéaire. Disposer de cette information permettra d'estimer la durée d'exécution de
l'algorithme en fonction de N .
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Convention : tout au long des paragraphes 1 à 3, sauf mention explicite du contraire, les fonctions consi-
dérées seront dé�nies au voisinage de a ∈ R̄ et à valeurs dans K = R ou C.

18.1 Négligeabilité

18.1.1 Généralités

Définition 18.1 - Une fonction f est négligeable devant g au voisinage de a s'il existe une
fonction ε dé�nie au voisinage de a telle que : f(x) = g(x)ε(x) et lim

x→a
ε(x) = 0.

Notation. On note : f = oa(g), ou f(x) = oa(g(x)), ou encore f(x) << g(x) lorsque x tend vers a (la
dernière notation étant plutôt utilisée par les Physiciens).

Notation. Dans la suite de ce chapitre, on notera R(a) l'ensemble des fonctions dé�nies sur un voisinage
raisonnable de a, la notion de �raisonnable� étant à adapter en fonction du contexte, et R0(a) la partie
de R(a) constituée des éléments ayant pour limite 0 en a.

Propriété 18.1 - (Caractérisation de la négligeabilité). Sous réserve que g ne s'annule pas

sur un voisinage de a, on a : f = oa(g) SSI lim
a

f

g
= 0.

Preuve. [f = oa(g)] ⇐⇒ [∃ ε ∈ R0(a), f(x) = g(x)ε(x)] ⇐⇒
[
∃ ε ∈ R0(a),

f(x)

g(x)
= ε(x)

]

⇐⇒
[
∃ ε ∈ R0(a),

f(x)

g(x)
= ε(x)

]
K

Propriété 18.2 - f = oa(1) SSI lim
a
f = 0.

Preuve. [f = oa(1)]⇐⇒ [∃ ε ∈ R0(a), f = ε]⇐⇒
[
lim
a
f = 0

]
K

Propriété 18.3 - (négligeabilité et opérations algébriques).

1/ Si f = oa(g) alors : ∀λ ∈ K, λf = oa(g) (et d'ailleurs f = oa (λg))

2/ Si f = oa(g) et h = oa(g) alors f + h = oa(g)

3/ Si f = oa(g) alors fh = oa(gh)

4/ Si f = oa(g) et g = oa(h) alors : f = oa(h).

Retraduction : 1) λoa(g) = oa(g) 2) oa(g) + oa(g) = oa(g) 3) hoa(g) = oa(gh)

Preuve. 1/ Soient f et g deux fonctions dé�nies au voisinage de a, telles que f = oa(g), et soit λ ∈ K.
Alors, il existe une fonction ε ∈ R0(a) telle que : f = gε. Il s'ensuit que : λf = gε̂ en ayant posé ε̂ = λε.
Il reste à observer puissamment que ε̂ ∈ R0(a) pour conclure que : λf = oa(g).
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2/ Sous les hypothèses de l'énoncé, il existe deux fonctions ε1 et ε2 dans R0(a) telles que : f = ε1g et
h = ε2g. Il s'ensuit que f + h = ε3g en ayant noté ε3 = ε1 + ε2. Il reste à ré-observer puissamment que
ε3 ∈ R0(a) pour conclure que : f + h = oa(g).

3/ Sous les hypothèses de l'énoncé, il existe une fonction ε ∈ R0(a) telle que : f = gε. Alors, pour toute
fonction h ∈, R(a), on a : fh = ghε ce qui signi�e exactement que fh = oa(gh).

4/ Sous les hypothèses de l'énoncé, il existe deux fonctions ε1 et ε2 dans R0(a) telles que : f = ε1g et
g = ε2h. Il s'ensuit que f = ε3h en ayant noté ε3 = ε1ε2. Il reste à ré-observer puissamment que ε3 ∈ R0(a)

pour conclure que : f = oa(h). K

18.1.2 Croissances comparées

18.1.2.1 En +∞

Propriété 18.4 - (CC1). Soient α et β réels, avec α < β. Alors : xα = o+∞
(
xβ
)

Preuve. Triviale. K
Propriété 18.5 - (CC2). Soient a et b réels, avec 0 < a < b. Alors : ax = o+∞ (bx).

Preuve. Triviale. K
Propriété 18.6 - (CC3). Soient α > 0, β > 0 et a > 1 trois réels. Alors :

(lnx)β = o (xα) et xα = o+∞ (ax)

Preuve. Triviale. K

Synthèse � Echelle de négligeabilité en +∞

e−x <<
1

x2
<<

1

x
<<

1

lnx
<< 1 << x << x2 << ex

18.1.2.2 En 0+

Propriété 18.7 - (CC4). Soient α et β réels, avec α < β. Alors : xβ = oO+ (xα)

Preuve. Triviale. K

Propriété 18.8 - (CC5). Soit α > 0 un réel. Alors : ln(x) = o0+

(
1

xα

)
Preuve. Triviale. K
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Synthèse � Echelle de négligeabilité en 0+

x2 << x <<
√
x <<

1

lnx
<< 1 << lnx <<

1√
x
<<

1

x
<<

1

x2

18.2 Domination (ou prépondérance)

Définition 18.2 - Une fonction f est dominée par g au voisinage de a s'il existe un réel
M ∈ R+ tel que sur un voisinage de a on ait : |f(x)| 6M |g(x)|.

Notation. On note : f = Oa(g), ou f(x) = Oa(g(x)).

Propriété 18.9 - Si f = oa(g), alors f = Oa(g).

Preuve. Si f est négligeable devant g, il existe une fonction ε ∈ R0(a) telle que f = gε. Puisque la

fonction ε a pour limite 0 en a, alors elle est bornée au voisinage de a, d'où la conclusion. K
Propriété 18.10 - f = Oa(1) SSI f est bornée au voisinage de a.

Preuve. Résulte de la dé�nition de la relation de domination, et de la propriété selon laquelle f est

bornée SSI sa valeur absolue est majorée. K
Propriété 18.11 - (caractérisation de la domination). Sous réserve que g ne s'annule pas sur

un voisinage de a, on a : f = Oa(g) SSI
f

g
est bornée au voisinage de a.

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K
Propriété 18.12 - (domination et opérations algébriques).

1/ Si f = Oa(g) alors : ∀λ ∈ K, λf = Oa(g) (et d'ailleurs f = Oa (λg))

2/ Si f = Oa(g) et h = Oa(g) alors f + h = Oa(g)

3/ Si f = Oa(g) alors fh = Oa(gh)

Retraduction : 1/ λOa(g) = Oa(g) 2/ Oa(g) +Oa(g) = Oa(g) 3/ hOa(g) = Oa(gh)

Preuve. 1/ Immédiat. 2/ Trivial. 3/ Evident. K
Propriété 18.13 - (�transitivités diverses et variées�).

1/ Si f = oa(g) et g = Oa(h) alors : f = Oa(h).

2/ Si f = Oa(g) et g = oa(h) alors : f = oa(h).

3/ Si f = Oa(g) et g = Oa(h) alors : f = Oa(h).
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Preuve. 1/ Trivial. 2/ Clair. 3/ Banal. K

18.3 Equivalents

Définition 18.3 - Deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de a s'il existe une
fonction φ dé�nie au voisinage de a telle que : f(x) = g(x)φ(x).

Notation. On note : f ∼a g, ou f(x) ∼x→a g(x). On dit encore que f est un équivalent de g au voisinage
de a.

Propriété 18.14 - (Caractérisation de l'équivalence). Sous réserve que g ne s'annule pas sur
un voisinage de a, on a :

f ∼a g SSI lim
a

f

g
= 1

Preuve. Immédiate. K
Propriété 18.15 - (la relation d'équivalence est une relation d'équivalence, LOL).

1) f ∼a f 2) [f ∼a g]⇐⇒ [g ∼a f ] 3) [f ∼a g et g ∼a h]⇐⇒ f ∼a h

Preuve. Triviale. K
Propriété 18.16 - f ∼a g SSI f = g + oa(g).

Preuve. On introduit R1(a) l'ensemble des fonctions dé�nies sur un voisinage raisonnable de a, et qui
ont pour limite 1 en a.

[f ∼a g]⇐⇒ [∃φ ∈ R1(a), f = gφ]⇐⇒ [∃φ ∈ R1(a), f = g + g (φ− 1)]

⇐⇒ [∃ψ ∈ R0(a), f = g + gψ]⇐⇒ [f = g + oa(g)] K

Propriété 18.17 - (Transitivités diverses et variées).

1/ Si f ∼a g alors : f = Oa(g) (et g = Oa (f))

2/ Si f ∼a g et g = oa(h) alors f = oa(h)

3/ Si f ∼a g et g = Oa(h) alors f = Oa(h)

4/ Si f = oa(g) et g ∼ h alors f = oa(h)

5/ Si f = Oa(g) et g ∼a h alors f = Oa(h)

Preuve. Let's go !
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1/ Si f ∼a g alors : f = Oa(g) (et g = Oa (f))

Comme f ∼a g, on a : f = g + oa(g). Or g = Oa(g) et oa(g) = Oa(g). D'où f = Oa(g) +Oa(g), donc :
f = Oa(g). La relation g = Oa(f) résulte par exemple du fait que la relation d'équivalence au voisinage
de a est symétrique.

2/ Si f ∼a g et g = oa(h) alors f = oa(h)

Comme f ∼a g, on a : f = g+oa(g). Or g = oa(h). D'où f = oa(h)+oa(oa(h)), donc : f = oa(h)+oa(h)

d'où : f = oa(h).

3/ Si f ∼a g et g = Oa(h) alors f = Oa(h)

Comme f ∼a g, on a : f = g+oa(g). Or g = Oa(h). D'où f = Oa(h)+oa(Oa(h)), donc : f = Oa(h)+oa(h)

d'où : f = Oa(h).

4/ Si f = oa(g) et g ∼ h alors f = oa(h)

Comme g ∼a h, on a : g = h+ oa(h). Or f = oa(g). D'où f = oa(h) + oa(oa(h)), d'où : f = oa(h).

5/ Si f = Oa(g) et g ∼a h alors f = Oa(h)

Comme g ∼a h, on a : g = h+oa(h). Or f = Oa(g). D'où f = Oa(h)+Oa(oa(h)), donc f = Oa(h)+oa(h)

d'où : f = Oa(h). K

Propriété 18.18 - (équivalents et opérations algébriques).

1) Si f1 ∼a f2 et g1 ∼a g2 alors : f1g1 ∼a f2g2

2) Si f1 ∼a f2 et g1 ∼a g2 alors :
f1
g1
∼a

f2
g2

(sous réserve. . . )

3) Si f1 ∼a f2 alors : ∀ p ∈ Z, f p1 ∼a f
p
2 (sous réserve. . . )

Preuve. Triviale3. K

Remarque : en revanche, on ne peut pas sommer les équivalents !

De par son extrême utilité pratique, l'énoncé suivant mérite bien le nom de théorème.

Théorème 18.1 - Si f ∼a g et lim
x−→a

g(x) = ℓ ∈ R̄ ou ∈ C, alors lim
x−→a

f(x) = ℓ

Preuve. Triviale. K
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18.4 Développements limités

18.4.1 Généralités

Définition 18.4 - Soit f : I −→ K une fonction à valeurs réelles dé�nie sur un intervalle ouvert
non-vide, soit a ∈ I et soit n un entier naturel.

La fonction f admet un développement limité à l'ordre n au voisinage de a s'il existe (n+ 1)

scalaires a0, a1 . . . , an tels que :

∀ x ∈ I, f (x) =

[
n∑
k=0

ak(x− a)k
]
+ o ((x− a)n)

L'expression

[
n∑
k=0

ak(x− a)k
]
est appelée partie régulière du DL.

En particulier, une fonction f admet un développement limité à l'ordre n au voisinage de zéro si on peut
écrire :

f (x) =

[
n∑
k=0

akx
k

]
+ o (xn)

Exemple : ∀n ∈ N, ∀x ∈ ]− 1, 1 [ ,
1

1− x
=

[
n∑
k=0

xk

]
+ o(xn).

Propriété 18.19 - (Unicité du DL). Si f admet un développement limité à l'ordre n en a, alors
il est unique.

Preuve. Non-triviale 1. Posons pour tout entier naturel n, P (n) : �Si f admet un DL d'ordre n en a, il
est unique�, et montrons que P (n) est vraie pour tout entier naturel n par récurrence.

ä Initialisation (pour n = 0) : supposons qu'il existe deux réels a0 et b0 tels que, sur un voisinage de a on
ait : f(x) = a0+ oa (1) et f(x) = b0+ oa (1). Alors 2 : b0−a0 = oa (1). Ce qui signi�e que : lim

x−→a
b0−a0 = 0.

Il s'ensuit que : b0 = a0, ce qui établit l'unicité dans le cas n = 0. Donc P (0) est vraie.

ä Hérédité : supposons la propriété établie au rang n, pour un certain entier naturel n. Supposons
également qu'il existe 2n+ 4 réels a0,. . . , an+1, b0,. . . , bn+1 tels que sur un voisinage de a on ait :

f(x) =

[
n+1∑
k=0

ak(x− a)k
]
+ oa

(
(x− a)n+1) et f(x) =

[
n+1∑
k=0

bk(x− a)k
]
+ oa

(
(x− a)n+1)

La première (petite) astuce consiste à voir que les écritures ci-dessus fournissent en particulier deux DL à
l'ordre n en a. En e�et, on a 3 :

f(x) =

[
n∑
k=0

ak(x− a)k
]
+ an+1(x− a)n+1 + oa

(
(x− a)n+1)

1. Aaah, quand même !
2. En utilisant le fait que : oa(1)− oa(1) = oa(1).
3. Toujours pour x raisonnablement proche de a. . .
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=

[
n∑
k=0

ak(x− a)k
]
+ (x− a)n (an+1(x− a) + oa ((x− a)))︸ ︷︷ ︸

=ε(x)

Puisqu'il est clair que : lim
x−→a

ε (x) = 0, on a donc : f(x) =

[
n∑
k=0

ak(x− a)k
]
+ oa ((x− a)n).

Naturellement, on a encore : f(x) =

[
n∑
k=0

bk(x− a)k
]
+ oa ((x− a)n).

L'hypothèse de récurrence permet alors d'a�rmer que : ∀ k ∈[[ 0, n ]], ak = bk.

Par conséquent, sur un voisinage de a : an+1(x−a)n+1+oa
(
(x− a)n+1) = bn+1(x−a)n+1+oa

(
(x− a)n+1).

Donc : (an+1 − bn+1) (x− a)n+1 = oa
(
(x− a)n+1) ; d'où an+1 − bn+1 = oa(1) ; soit �nalement an+1 = bn+1.

En résumé : ∀ k ∈[[ 0, n + 1 ]], ak = bk. Ce qui prouve l'unicité du DL au rang n + 1, et achève la preuve
de l'hérédité.

Conclusion. Si f admet un DL à l'ordre n en a, il est unique. K

18.4.2 Construction � Formule de Taylor-Young

Théorème 18.2 - (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG) : si f ∈ C n (I,R) et a ∈ I, alors f
admet un DL à l'ordre n en a, explicitement :

∀ x ∈ I, f(x) =

[
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]
+ o ((x− a)n)

En particulier lorsque a = 0 :

∀ x ∈ I, f(x) =

[
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

]
+ o (xn)

Preuve. Posons pour tout entier naturel n

P(n) : �Si f ∈ C n (I,R), alors ∀ x ∈ I, f(x) =

[
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

]
+ o ((x− a)n)�

et prouvons que P(n) est vraie pour tout entier naturel n par récurrence.

ä Initialisation (pour n = 0) : supposons que f ∈ C 0 (I,R), c'est-à-dire que f est continue sur I. Pour
tout réel a de I, on peut judicieusement écrire :

∀ x ∈ I, f(x) = f (a) + (f (x)− f (a))︸ ︷︷ ︸
ε(x)
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On pose : ε (x) = (f (x)− f (a)). Comme f est continue en a par hypothèse, on a : lim
x−→a

f(x) = f(a).

D'où : lim
x−→a

ε (x) = 0. On a donc obtenu, sous l'hypothèse que f ∈ C 0 (I,R) :

∀ x ∈ I, f(x) = f (a) + ε (x) avec lim
x−→a

ε (x) = 0, càd : ∀ x ∈ I, f(x) = f (a) + oa(1)

Ce qui prouve que la propriété P(0) est vraie.

ä Hérédité : supposons la propriété P(n) vraie pour un certain n ∈ N, et montrons qu'elle est vraie au
rang (n+ 1).

Supposons que f ∈ C n+1 (I,R).

On observe (point-clef !) que sous cette hypothèse on a : f ′ ∈ C n (I,R). On peut alors légitimement
appliquer l'hypothèse de récurrence à la fonction f ′ pour a�rmer que pour tout réel a ∈ I on a :

∀ t ∈ I, f ′(t) =

[
n∑
k=0

f ′(k)(a)

k!
(t− a)k

]
+ oa ((t− a)n)

Puis, pour un x �xé dans I, on intègre cette relation entre a et x pour obtenir (par linéarité de l'intégrale) :

∀ x ∈ I,

∫ x

a

f ′(t)dt =

[
n∑
k=0

f (k+1)(a)

k!

∫ x

a

(t− a)k dt

]
+

∫ x

a

oa ((t− a)n) dt

Soit :

∀ x ∈ I, f(x)− f(a) =

[
n∑
k=0

f (k+1)(a)

k!

(x− a)k+1

k + 1

]
+

∫ x

a

oa ((t− a)n) dt

D'où : ∀ x ∈ I, f(x) = f(a) +

[
n∑
k=0

f (k+1)(a)

(k + 1)!
(x− a)k+1

]
+

∫ x

a

oa ((t− a)n) dt

Et �nalement :

∀ x ∈ I, f(x) =

[
n+1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]
+

∫ x

a

oa ((t− a)n) dt

Pour conclure, il �su�t� de montrer que le terme
∫ x

a

oa ((t− a)n) dt est négligeable devant (x− a)n+1 au

voisinage de a, c'est-à-dire qu'on peut l'écrire comme (x− a)n+1 φ (x) avec lim
x−→a

φ (x) = 0.

On commence par noter que : oa ((t− a)n) = (t− a)n ε (t) avec lim
t→a

ε (t) = 0 (dé�nition de négligeabilité).

Puis on observe que pour tout réel x 6= a :
∫ x

a

oa ((t− a)n) dt = (x− a)n+1 ×

∫ x

a

(t− a)n ε (t) dt

(x− a)n+1 .
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Posons alors : φ (x) =

∫ x

a

(t− a)n ε (t) dt

(x− a)n+1 , et montrons que φ(x) tend vers 0 quand x tend vers a, ce que

l'on fait en revenant à la dé�nition de limite.

Fixons β > 0. Puisque lim
t−→a

ε(t) = 0, il existe un réel α tel que |t− a| < α =⇒ |ε(t)| < β. Ainsi :

|x− a| < α =⇒ |φ (x)| < 1

|x− a|n+1 × β
∫ x

a

|t− a|n dt d'où |x− a| < α =⇒ |φ (x)| < β

n+ 1
.

En particulier : |x− a| < α =⇒ |φ (x)| < β, et on a donc établi que : ∀ β > 0, ∃α > 0, |x− a| < α =⇒
|φ (x)| < β.

Ce qui signi�e que lim
x−→a

φ (x) = 0, et donc :
∫ x

a

oa ((t− a)n) dt = oa
(
(x− a)n+1).

Finalement, on a : ∀ x ∈ I, f(x) =

[
n+1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]
+oa

(
(x− a)n+1), ce qui prouve que la propriété

P (n+ 1) est vraie, montre l'hérédité de la propriété, et conclut cette preuve. K

Réciproque fausse ! La fonction f : x ∈ R∗ 7−→ 1+x+x2 sin

(
1

x

)
prolongée par continuité en posant

f(0) = 1 admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, mais n'est pas de classe C 1 en 0.

La formule de Taylor-Young permet donc d'obtenir les DL des fonctions dont on connaît les dérivées
successives, notamment :

ã ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ ,
1

1− x
=

[
n∑
k=0

xk

]
+ o (xn)

ã ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ ,
1

1 + x
=

[
n∑
k=0

(−1)k xk
]
+ o (xn)

ã ∀ x ∈ R, ex =

[
n∑
k=0

xk

k!

]
+ o (xn)

ã ∀ x ∈ R, ch(x) =

[
n∑
k=0

x2k

(2k)!

]
+ o (x2n)

ã ∀ x ∈ R, sh(x) =

[
n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!

]
+ o (x2n+1)

ã ∀ x ∈ R, cos(x) =

[
n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!

]
+ o (x2n)
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ã ∀ x ∈ R, sin(x) =

[
n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!

]
+ o (x2n+1)

Ultime conséquence de la formule de Taylor-Young :

ã (1 + x)α = 1 +


n∑
k=1

k−1∏
i=0

(α− i)

k!
xk

+ o (xn)

Dont il faut plutôt retenir la forme explicite :

(1 + x)α = 1 + αx+
α (α− 1)

2
x2 +

α (α− 1) (α− 2)

6
x3 + o

(
x3
)

Application : ∀x > −1,
√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ o

(
x2
)

On peut observer que les DL des fonctions paires (resp. impaires) ne comportent que des puissances paires
(resp. impaires) de x dans leurs parties régulières. La justi�cation a posteriori de cette observation est
fournie par l'énoncé ci-dessous, dont la preuve se fait par récurrence à partir de la propriété (exo) suivant
laquelle la dérivée d'une fonction dérivable et paire est impaire (resp. . . . ).

Propriété 18.20 - (DL et parité) : si f ∈ C n (I,R) est paire (resp. impaire) alors la partie
régulière du développement limité de f en 0 ne contient que des termes de degré pair (resp. impair).

Preuve. Conséquence immédiate de la remarque faite sur la parité de f et celle de f ′ précédant l'énoncé

de la propriété. K
Réciproque fausse ! La fonction f : x ∈ R∗ 7−→ 1 + x2 + x3 admet un DL à l'ordre 2 ne contenant
que des termes pairs, mais n'est pas une fonction paire.

18.4.3 DL et opérations algébriques

Tout au long de cette section, on suppose que f et g sont deux fonctions dé�nies au voisinage de 0, et y
admettent un DL à l'ordre n. On note :

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n︸ ︷︷ ︸

P (x)

+o (xn) et g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n︸ ︷︷ ︸

Q(x)

+o (xn)

P et Q désignent donc les parties régulières de ces deux développements limités. Observons que les formules
ci-dessous peuvent être adaptées au cas où f et g sont dé�nies au voisinage de a. Il su�t de modi�er ce
qui doit l'être, et en particulier de remplacer partout où nécessaire les �x� par des �(x− a)�.

18.4.3.1 DL d'une somme

Propriété 18.21 - La fonction f + g admet un DL à l'ordre n en 0, de partie régulière λP + µQ.

Preuve. K
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18.4.3.2 DL d'une combinaison linéaire

Propriété 18.22 - Soient λ et µ deux scalaires. La fonction λf + µg admet un DL à l'ordre n en
0, de partie régulière λP + µQ.

Preuve. K

18.4.3.3 DL d'un produit

Propriété 18.23 - La fonction f × g admet un DL à l'ordre n en 0, dont la partie régulière est le
produit P ×Q, tronqué à l'ordre n.

Preuve. K

Application. DL à l'ordre 5 en 0 de x2ex : x2 + x3 +
x4

2!
+
x5

3!
+ o

(
x5
)
.

18.4.3.4 DL d'un quotient

Propriété 18.24 - La fonction f/g admet un DL à l'ordre n en 0, dont la partie régulière est le
quotient de P et Q e�ectué suivant les puissances croissantes, tronqué à l'ordre n.

Preuve. K
La fonction f/g admet un DL à l'ordre n en 0, dont la partie régulière est le quotient de P et Q e�ectué

suivant les puissances croissantes, tronqué à l'ordre n.

Application 1 : ∀ x ∈
]
− π

2
;
π

2

[
, tan (x) = x+

x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ o

(
x8
)

Application 2 : ∀ x ∈ R, th (x) = x− x3

3
+

2x5

15
− 17x7

315
+ o

(
x8
)

Remarque : si on ne veut pas faire de �HP� pour calculer le DL du quotient f/g, on essaye de se transformer
cette expression pour se ramener à un produit de la forme h× 1/(1 + u) (cf les deux versions données en
cours pour le DL5 en 0 de la fonction tangente).

18.4.3.5 DL d'une composée

Propriété 18.25 - Si lim
x−→0

g(x) = 0, la fonction f ◦ g admet un DL à l'ordre n en 0, dont la partie

régulière est le polynôme composé P ◦Q, tronqué à l'ordre n.

Preuve. K

Application : ∀ x ∈ R, e−x =

[
n∑
k=0

(−1)k x
k

k!

]
+ o (xn)
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18.4.3.6 DL et �primitivation�

Propriété 18.26 - Si F est dérivable, et si f admet un DL à l'ordre n en 0, alors F admet un DL
à l'ordre n+ 1 en 0 :

F (x) = F (0) + a0x+ a1
x2

2
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ o

(
xn+1

)
Preuve. K

Application 1 : ∀ x > −1, ln (1 + x) =

[
n∑
k=1

(−1)k+1 x
k

k

]
+ o (xn)

Application 2 : ∀x ∈ R, arctan (x) =

[
n∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1

]
+ o (x2n+2)

Application 3 : ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ , arcsin (x) = x+
x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ o

(
x8
)

Conséquence : ∀ x ∈ ]− 1; 1 [ , arccos (x) =
π

2
− x− x3

6
− 3x5

40
− 5x7

112
+ o

(
x8
)

18.5 Applications des développements limités

18.5.1 Calculs de limites

On peut lever des indéterminations en e�ectuant un DL en 0 à un ordre judicieusement choisi.

Exemples : lim
x−→0

sin(x)

x
= 1 (DL à l'ordre 1 en 0 de sin) ; lim

x−→0

sin(x)− x
x3

= −1

6
(DL à l'ordre 3 en 0 de

sin) ; lim
x−→0

1

x2
− 1

tan2(x)
=

2

3
(DL à l'ordre 4 en 0 de tan2).

18.5.2 Tangentes et positions relatives

Soit f une fonction dé�nie au voisinage de 0, ayant comme DL : f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n+ o (xn).

Alors Cf admet une tangente T au point d'abscisse 0 d'équation y = a0 + a1x. La position relative de Cf

et de T est donnée au voisinage de 0 par le signe du premier terme non nul de degré > 2.

18.5.3 Recherches d'équivalents

En posant x = 1/n dans les formules donnant les DL des fonctions usuelles, on peut obtenir les
équivalents cités dans le formulaire.

Par exemple ln

(
1 +

1

n

)
∼
+∞

1

n
; e

1
n − 1 ∼

+∞

1

n
;

√
1 +

1

n
− 1 ∼

+∞

1

2n
. . .
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18.5.4 Asymptotes et positions relatives

Par le biais du changement de variable �X = 1/x� dans les DL usuels, on peut obtenir des �DL en +∞�,
appelés développements asymptotiques, permettant d'obtenir entre autres des équations d'asymptotes et
des positions relatives au voisinage de +∞.

Par exemple : ∀ x ∈ R∗
+,
√
x2 + x+ 1 = x +

1

2
− 1

8x
+ o

(
1

x

)
. On en déduit que la courbe représentant

x 7→
√
x2 + x+ 1 admet en +∞ une asymptote d'équation y = x+1/2, et que Cf est en-dessous de celle-ci

au voisinage de +∞.

18.6 Appendice - DL à l'ordre n de arcsin

Problème Développement limité en 0 de la fonction arcsinus.

Partie I � DL de arcsin en 0 à l'ordre 6

0) Question gratuite : déterminer le développement limité à l'ordre 5 en 0 de la fonction φ : x 7−→ sin(x)

ch(x)
.

Dans les quatre questions suivantes, on pourra admettre sans justi�cation que les fonctions considérées
sont dé�nies sur ]− 1, 1 [ .

1) Rappeler l'expression donnant le développement limité à l'ordre 2 en 0 de la fonction f1 : x 7−→ (1 + x)α

(avec α réel non nul arbitraire).

2) Déduire de la question précédente le développement limité à l'ordre 2 en 0 de la fonction f2 : x 7−→
1√
1− x

.

3) Déduire de la question précédente le développement limité à l'ordre 4 en 0 de la fonction f3 : x 7−→
1√

1− x2
.

4) Déduire de la question précédente le développement limité à l'ordre 5 en 0 de la fonction arcsin, puis
son développement limité à l'ordre 6 en 0.

Partie II � Résolution d'une équation di�érentielle

5) On veut résoudre dans cette question l'équation di�érentielle

(E1) : cos(t) y′′(t)− 2 sin(t) y′(t)− cos(t) y(t) = 0

sur l'intervalle I =
]
− π

2
,
π

2

[
.

Plus précisément, on cherche à déterminer les fonctions y : I −→ R de classe C 2 sur I solutions de
(E1). Or cette équation di�érentielle linéaire étant d'ordre 2 à coe�cients non-constants, aucun résultat
de votre cours ne vous permet de la résoudre directement. On propose donc de la résoudre ci-dessous
par une méthode appelée �changement de fonction inconnue�.
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a) Soit y : I −→ R une fonction de classe C 2 sur I. On pose pour tout réel t ∈ I : z(t) = y(t) cos(t).

Montrer que y est solution de (E1) si et seulement si z′′ = 0.

b) Déduire de la question précédente la solution générale de (E1) sur I.

6) On veut résoudre dans cette question l'équation di�érentielle

(E2) : (1− x2) y′′(x)− 3x y′(x)− y(x) = 0

sur l'intervalle J =]− 1, 1[.

Plus précisément, on cherche à déterminer les fonctions y : J −→ R de classe C 2 sur J solutions de
(E2). Comme précédemment, vous ne disposez d'aucune méthode pour la résoudre directement. On
propose ici une autre méthode, qui consiste à e�ectuer le changement de variable x = sin(t).

a) Pour tout réel t ∈ I, on pose : z(t) = y (sin(t)). Il revient au même d'écrire que : ∀x ∈ J, y(x) =

z (arcsin(x)).

Montrer que y est solution de (E2) si et seulement si z est solution de (E1).

b) Déduire de la question précédente la solution générale de (E2) sur J .

Partie III � Une alternative à la résolution de (E2)

On considère la même équation di�érentielle (E2) : (1 − x2) y′′(x) − 3x y′(x) − y(x) = 0 que dans la
partie II.

Dans cette partie 4, on ne cherche pas à résoudre cette équation, mais à caractériser le développement
limité en 0 d'une solution de (E2).

Tout au long de cette partie, f désigne une fonction de classe C 2 solution de (E2).

7) Montrer que f est de classe C ∞ sur J =]− 1, 1[.

8) Etablir que :

∀n ∈ N, ∀x ∈ J,
(
1− x2

)
f (n+2)(x)− (2n+ 3)xf (n+1)(x)− (n+ 1)2 f (n)(x) = 0

9) Pour tout n ∈ N, on pose an = f (n)(0). Etablir une relation entre an+2 et an.

10) Soit p un entier naturel quelconque. Exprimer a2p+1 et a2p en fonction de a1 et a0 respectivement et à
l'aide de factorielles.

Partie IV � Conclusion

On pourra utiliser dans cette partie les résultats des parties II et III. Soit n un entier naturel.

11) Ecrire le DL à l'ordre 2n+ 1 en 0 de la fonction g : x 7−→ arcsin(x)√
1− x2

.

Indication : on pourra observer que g est la solution de (E2) telle que g(0) = 0 et g′(0) = 1.

4. Indépendante de la précédente, en dépit des apparences.
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12) Ecrire le DL à l'ordre 2n en 0 de la fonction h : x 7−→ 1√
1− x2

.

13) Ecrire le DL à l'ordre 2n+ 1 en 0 de la fonction arcsin.

Corrigé.

Partie I � DL de arcsin en 0 à l'ordre 6

1) D'après le cours : ∀x ∈ ]− 1, 1 [ , (1 + x)α = 1 + αx+
α (α− 1)

2
x2 + o

(
x2
)

2) D'après la question précédente : ∀x ∈ ]− 1, 1 [ ,
1√
1− x

= 1 +
x

2
+

3x2

8
+ o

(
x2
)

3) D'après la question précédente, et par parité : ∀x ∈ ]− 1, 1 [ ,
1√

1− x2
= 1 +

x2

2
+

3x4

8
+ o

(
x5
)

4) D'après la question précédente : ∀x ∈ ]− 1, 1 [ , arcsin(x) = x+
x3

6
+

3x5

40
+ o

(
x6
)

Partie II � Résolution d'une équation di�érentielle

5) a) La fonction z de l'énoncé est de classe C 2 sur I puisque y est supposée C 2 et d'après les théorèmes
généraux. On peut donc la dériver deux fois sur l'intervalle I, et on ne vas pas se gêner pour le faire. Deux
calculs sans di�culté donnent : ∀ t ∈ I, z′′(t) = cos(t) y′′(t)− 2 sin(t) y′(t)− cos(t) y(t).
On peut donc conclure que : y est solution de (E1) si et seulement si z′′ = 0 .

b) D'après la question précédente : y est solution de (E1) si et seulement si z′′ = 0. Or z′′ = 0 SSI il existe
deux scalaires a et b tels que : ∀ t ∈ I, z(t) = at+ b.
En recollant les morceaux, on en déduit que y est solution de (E1) si et seulement si il existe deux scalaires

a et b tels que : ∀ t ∈ I, y(t) =
at+ b

cos(t)
.

6) a) La fonction z de l'énoncé est de classe C 2 sur I puisque y est supposée C 2 et d'après les théorèmes
généraux. On peut donc la dériver deux fois sur l'intervalle I. On a :

∀ t ∈ I, z′(t) = cos(t)y′(sin(t)) puis : z′′(t) = − sin(t)y′(sin(t)) + cos2(t)y′′(sin(t)).

La fonction z est donc solution de (E1) si et seulement si pour tout t ∈ I on a :

− sin(t) cos(t)y′(sin(t)) + cos3(t)y′′(sin(t))− 2 sin(t) cos(t)y′(sin(t))− cos(t)y(sin(t)) = 0

La fonction cos ne s'annulant pas sur I, on peut simpli�er par cos(t) et ainsi obtenir :
cos2(t)y′′(sin(t))− 3 sin(t)y′(sin(t))− y(sin(t)) = 0

Via le changement de variable x = sin(t), l'assertion précédente est équivalente à la suivante :
∀x ∈ J, (1− x2) y′′(x)− 3x y′(x)− y(x) = 0 qui est satisfaite SSI y est solution de (E2).

Conclusion. y est solution de (E2) si et seulement si z est solution de (E1).

b) D'après la question précédente et la question 5-b), on peut conclure que la solution générale de (E2)

est l'ensemble des fonctions y pour lesquelles il existe deux réels a et b tels que :
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∀ t ∈ J =]− 1, 1[, y(t) =
a arcsin(t) + b√

1− t2
.

Partie III � Une alternative à la résolution de (E2)

7) D'après la question 6-b) et les théorèmes généraux, f est de classe C ∞ sur J =]− 1, 1[ .

8) La fonction f étant solution de l'équation (E2), on a pour tout réel x dans J : (1−x2) f ′′(x)−3x f ′(x)−
f(x) = 0. Puisqu'en outre la fonction f est de classe C ∞ sur J , on peut dériver n fois cette relation, et
obtenir grâce à la formule de Leibniz :

∀n ∈ N, ∀x ∈ J, (1− x2) f (n+2)(x)− (2n+ 3)xf (n+1)(x)− (n+ 1)2 f (n)(x) = 0 .

9) D'après la question précédente : ∀n ∈ N, an+2 = (n+ 1)2an .

10) On peut conjecturer (même principe que dans les intégrales de Wallis) les expressions des termes pairs
et impairs de la suite (an), puis démontrer ces formules par récurrence.

On obtient : ∀n ∈ N, a2n =
[(2n)!]2

22n (n!)2
a0 et ∀n ∈ N, a2n+1 = 22n (n!)2 a1

Partie IV � Conclusion

11) Il �su�t� de voir que la fonction g : x 7−→ arcsin(x)√
1− x2

est la solution de (E2) telle que g(0) = a0 = 0 et

g′(0) = a1 = 1. Par suite, d'après la question précédente et la formule de Taylor-Young :

∀x ∈ ]− 1, 1[,
arcsin(x)√
1− x2

=
n∑
k=0

22k (k!)2

(2k + 1)!
x2k+1 + o

(
x2n+1

)

12) Comme dans la question précédente, il su�t de voir que la fonction h : x 7−→ 1√
1− x2

est la solution

de (E2) telle que h(0) = a0 = 1 et h′(0) = a1 = 0. Par suite, d'après la question 10 et la formule de
Taylor-Young :

∀x ∈ ]− 1, 1[,
1√

1− x2
=

n∑
k=0

(2k)!

22k (k!)2
x2k + o

(
x2n
)

13) On déduit par intégration de la formule précédente que :

∀x ∈ ]− 1, 1[, arcsin(x) =
n∑
k=0

(2k)!

(2k + 1) 22k (k!)2
x2k+1 + o

(
x2n+1

)
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Chapitre 19

Polynômes et fractions rationnelles

Dans ce chapitre lignes K désigne R ou C.

A noter : pour faire preuve d'originalité et proposer une synthèse du chapitre avant même de l'avoir com-
mencé, indiquons que les outils d'usage fréquent lorsqu'il s'agit de traiter une question sur les polynômes
sont : degré, racine, factorisation, coe�cients, division euclidienne, décomposition en po-

lynômes irréductibles, décomposition en éléments simples. Cette a�rmation vous paraîtra plus
naturelle à la �n de ce chapitre (c'est en tout cas l'objectif).

19.1 Généralités

Définition 19.1 - Un polynôme (formel) à coe�cients dans un corps K est une suite d'éléments
de K nulle à partir d'un certain rang.

Notations : un polynôme P à coe�cients dans K sera en général noté P =
n∑
k=0

akX
k.

Explicitement, cela signi�e que l'on notera P = X2 − 2 plutôt que P = (−2, 0, 1, 0, 0, . . . , 0, . . .).

L'ensemble des polynômes en l'indéterminée X et à coe�cients dans K est noté K[X] :

K[X] = {anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 , (a0, . . . , an) ∈ Kn+1}

Le polynôme nul est celui dont tous les coe�cients sont nuls ; on le notera 0̃. Plus généralement d'ailleurs,

on pourra noter λ̃ le polynôme constant �égal� à λ, c'est à dire celui dont le premier coe�cient est égal à
λ, et tous les autres sont nuls.

Définition 19.2 - Deux polynômes sont égaux si tous leurs coe�cients sont égaux.
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ä Opérations sur les polynômes.

Définition 19.3 - Soient P et Q deux polynômes dans K[X], et soit λ un scalaire.

On dé�nit :

1/ le polynôme P + Q comme le polynôme dont les coe�cients sont obtenus par somme à partir de
ceux de P et Q ;

2/ le polynôme λP comme le polynôme dont les coe�cients sont obtenus en multipliant ceux de P par
λ ;

3/ le polynôme −P est le polynôme λP dans le cas particulier où λ = −1.

Propriété 19.1 - (Propriétés de l'addition et de la multiplication par un scalaire dans

K[X]). Soient P , Q et R trois éléments de K[X], et λ et µ deux scalaires. On a :

1/ P +Q = Q+ P

2/ P + 0̃ = 0̃ + P = P

3/ P + (Q+R) = (P +Q) +R

4/ P + (−P ) = 0̃

5/ λ (P +Q) = λP + λQ

6/ λ (µP ) = (λµ)P

7/ 1P = P

8/ 0̃P = 0̃

Preuve. Triviale8. K

Propriété 19.2 - (K[X],+) est un groupe abélien.

Preuve. Il résulte des dé�nitions et propriétés que précédentes que la loi + est une loi de composition
interne, associcative et commutative, possédant un élément neutre (le polynôme nul 0̃), et telle que tout

élément de K[X] est inversible (l'inverse de P pour la loi + étant son polynôme opposé −P ). K

Définition 19.4 - Soient P et Q deux polynômes, que l'on note :

P =
n∑
k=0

akX
k et Q =

m∑
k=0

bkX
k

On dé�nit le produit des polynômes P et Q et on note PQ le polynôme dé�ni en posant :

PQ =
n+m∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i

)
Xk

(avec la convention que bk = 0 pour k > m et ak = 0 pour k > n).



Cours MPSI - sz 467

Propriété 19.3 - (Propriétés de la multiplication dans K[X]). Soient P , Q et R trois éléments
de K[X]. On a :

1/ PQ = QP

2/ P × 0̃ = 0̃× P = 0̃

3/ P (QR) = (PQ)R

4/ P (Q+R) = PQ+ PR

Preuve. Triviale4. K
Propriété 19.4 - (K[X],+,×) est un anneau commutatif.

Preuve. Il résulte de la propriété 19.2 que (K[X],+) est un groupe abélien, et des propriétés de la

multiplication dans K[X] que (K[X],+,×) est un anneau commutatif. K
Corollaire 19.1 - (Formule de Vandermonde). Soient n et m deux entiers naturels. On a :

n∑
k=0

(
n

k

)(
m

n− k

)
=

(
n+m

n

)

Preuve. Soient n et m deux entiers naturels.

Posons P = (1 +X)n et Q = (1 +X)m. On a : PQ =
n+m∑
k=0

∑
i=0k

aibk−i.

D'après la formule précédente, le coe�cient de Xn dans PQ est donc :
n∑
i=0

(
n

i

)(
m

n− i

)
.

D'autre part, puisque PQ = (1 +X)n+m, le coe�cient de Xn dans PQ est :

(
n+m

n

)
.

En identi�ant les deux expressions, on obtient :

(
n+m

n

)
=

n∑
i=0

(
n

i

)(
m

n− i

)
K

19.2 Degré et coe�cient dominant d'un polynôme

Définition 19.5 - Soit P =
n∑
k=0

akX
k un polynôme non nul.

On appelle degré de P et on note deg (P ) l'entier naturel :

deg(P ) = max {k ∈ N, ak 6= 0}

Par convention : deg
(
0̃
)
= −∞.

Notons que, pour un polynôme non nul P =
n∑
k=0

akX
k, l'existence d'un plus grand élément dans l'ensemble

E = {k ∈ N, ak 6= 0} est assurée par le fait que E une partie non vide (puisque P est non nul) et majorée
(puisque tous les coe�cients de P sont nuls à partir d'un certain rang) de N.
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Remarque. On prendra garde au fait que l'écriture P =
n∑
k=0

akX
k ne désigne pas en général un polynôme

de degré n, mais un polynôme de degré au plus égal à n ; si l'on veut avoir deg(P ) = n, il faut de plus
imposer an 6= 0.

Notation. Kn[X] désigne l'ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

Propriété 19.5 - (Propriétés du degré). Soient P et Q dans K[X]. On a :

1/ deg (P +Q) 6 max (deg (P ) , deg (Q))

2/ deg (PQ) = deg (P ) + deg (Q)

3/ ∀λ ∈ K∗, deg (λP ) = deg (P )

4/ deg (P ◦Q) = deg (P )× deg (Q)

Preuve. 1/ Si P ou Q est le polynôme nul, alors la formule est immédiate (en prenant pour conventions
que −∞ 6 −∞, et que −∞ 6 n pour tout entier n).

Supposons donc P et Q non nuls. Alors on peut noter P =
n∑
k=0

akX
k et Q =

m∑
k=0

bkX
k, où n et m désignent

les degrés respectifs de P et de Q (ce qui implique que an et bm sont non nuls). On distingue deux cas.

ä 1er cas � Si n 6= m. SNALG, on peut supposer n > m. On a alors : P + Q = anX
n +

n−1∑
k=m+1

akX
K +

m∑
k=0

(ak + bk)X
k.

Il s'ensuit, puisque an 6= 0, que : deg (P +Q) = n, donc : deg (P +Q) = max (deg (P ) , deg (Q)).

ä 2ème cas � Si n = m. On a alors : P +Q = (an + bn)X
n +

n−1∑
k=0

(ak + bk)X
k.

Il ressort de cette écriture que si an+bn 6= 0, alors deg(P +Q) = n. Et si an+bn = 0, alors deg(P +Q) < n.
Dans les deux cas, on a : deg (P +Q) 6 n, donc : deg (P +Q) 6 max (deg (P ) , deg (Q)).

ä Conclusion : ∀ (P,Q) ∈ K[X]2, deg (P +Q) 6 max (deg (P ) , deg (Q))

2/ Si P ou Q est le polynôme nul, la formule est immédiate.

Supposons donc P et Q non nuls. On conserve les mêmes notations que dans la précédente preuve.

On a : PQ =

(
n∑
k=0

akX
k

)(
m∑
k=0

bkX
k

)
=

n+m∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i

)
Xk = anbmX

n+m +
n+m−1∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i

)
Xk

On a clairement deg (anbmXn+m) = n+m (car anbm 6= 0) et deg

(
n+m−1∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i

)
Xk

)
< n+m.

Donc : deg (PQ) = n+m, càd : deg (PQ) = deg (P ) + deg (Q)

3/ On applique la formule précédente au cas particulier où Q = λ est un polynôme constant non nul (on
a alors deg(Q) = 0) pour obtenir : ∀λ ∈ K∗, deg (λP ) = deg (P ) .
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4/ Avec les notations utilisées depuis le début de la preuve, on a : P (Q) (X) = anb
n
mX

nm + B(X), où
B(X) est un bazar de termes de degré strictement inférieur à nm.

On en déduit que : deg (P ◦Q) = deg (P ) deg(Q) . K
Exemple : considérons les polynômes P = (1 +X)n et Q = (1−X)n, où n désigne un entier naturel
supérieur ou égal à 2.

On a : P = Xn + nXn−1 +
n−2∑
k=0

Xk et Q = (−1)nXn + (−1)n−1 nXn−1 +
n−2∑
k=0

(−1)kXk.

Lorsque n est pair, on a : P +Q = 2Xn +
n−1∑
k=0

(
1 + (−1)k

)
Xk. D'où : deg (P +Q) = n.

Lorsque n est impair, on a : P +Q = 2nXn−1 +
n−2∑
k=0

(
1 + (−1)k

)
Xk. D'où : deg (P +Q) = n− 1.

Exemple d'utilisation du degré � résolution d'une équation polynomiale

Problème : résoudre dans K[X] l'équation X2P (X) = P (X2)

ä Cas particulier du polynôme nul. Clairement, le polynôme 0̃ est solution de l'équation (♠) .

ä Supposons à présent que P 6= 0̃ est solution de l'équation. Puisque P est non nul, il a un degré
entier naturel ; notons n = deg(P ).

En comparant les degrés des termes de gauche et de droite de l'équation, on obtient : n + 2 = 2n, ce qui
entraîne n = 2. Il existe donc trois scalaires a, b et c, avec a 6= 0 tels que P = aX2 + bX + c. On en déduit
que P est solution de l'équation si :

aX4 + bX3 + cX2 = aX4 + bX2 + c

et puisque deux polynômes sont égaux si et seulement si tous leurs coe�cients sont deux à deux égaux,
on obtient b = 0 et c = 0. Par suite : P = aX2.

Réciproquement, tout polynôme P s'écrivant aX2 (avec a 6= 0) est solution de l'équation. On peut donc

conclure que les polynômes non nuls solutions de l'équation sont tous les aX2 (avec a 6= 0) (♣) .

Conclusion : d'après (♠) et (♣), les solutions de X2P (X) = P (X2) sont les polynômes aX2, avec
a ∈ K arbitraire.

Dans un sens que nous ne tarderons pas à rendre plus précis, nous dirons dans cette situation que
l'ensemble des solutions de l'équation est une droite vectorielle dans l'espace vectoriel des polynômes à
coe�cients dans K, et plus précisément qu'il s'agit de la droite vectorielle engendrée par X2.

Corollaire 19.2 - Soit n un entier naturel quelconque.

Kn[X] est stable pour la somme et la multiplication par un scalaire, c'est à dire :

∀ (P,Q) ∈ (Kn[X])2 , ∀λ ∈ K, P + λQ ∈ Kn[X]

Preuve. Conséquence immédiate des propriétés du degré. K
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Il revient d'ailleurs au même de dire que Kn[X] est stable par combinaison linéaire, c-à-d : si P et Q
sont dans Kn[X], λ et µ dans K, alors (λP + µQ) ∈ Kn[X].

Corollaire 19.3 - (K[X],+,×) est un anneau commutatif intègre.

Preuve. Soient P et Q deux polynômes dans K[X] tels que PQ = 0̃. Alors : deg(P ) + deg(Q) = −∞,
égalité qui n'est véri�ée que si au moins l'un des deux polynômes est nul.

Par suite :
[
PQ = 0̃

]
=⇒

[(
P = 0̃

)
∨
(
Q = 0̃

)]
. L'anneau K[X] est donc intègre. K

Définition 19.6 - Soit P =

deg(P )∑
k=0

akX
k un polynôme non nul.

On appelle coe�cient dominant de P et on note cd (P ) le scalaire adeg(P ).

Définition 19.7 - Un polynôme est dit unitaire lorsque son coe�cient dominant est égal à 1.

Propriété 19.6 - Soient P et Q deux polynômes non nuls dans K[X]. On a :

cd (PQ) = cd (P ) cd (Q)

Preuve. Puisque P et Q sont supposés non nuls, on peut noter P =
n∑
k=0

akX
k et Q =

m∑
k=0

bkX
k, où n et

m désignent les degrés respectifs de P et de Q (ce qui implique que an et bm sont non nuls).

On a alors : PQ = anbmX
n+m + anX

n

m−1∑
k=0

bkX
k

︸ ︷︷ ︸
deg6n+m−1

+ bm

n−1∑
k=0

akX
k

︸ ︷︷ ︸
deg6n+m−1

+

(
n−1∑
k=0

akX
k

)(
m−1∑
k=0

bkX
k

)
︸ ︷︷ ︸

deg6n+m−2

Il s'ensuit que cd(PQ) = anbm, c'est à dire : cd(PQ) = cd(P )cd(Q). K
Dans certaines équations polynomiales, l'étude du degré ne su�t plus à conclure directement (comme on
l'a vu un peu plus haut). C'est le cas de l'équation présentée ci-dessous.

Exemple d'utilisation du coe�cient dominant � résolution d'une équation polynomiale

Problème : résoudre dans K[X] l'équation (E) (X2 + 1)P ′′ = 6P

Commençons par observer que le polynôme nul est trivialement solution de l'équation.

Supposons à présent que P soit un polynôme non nul solution de l'équation (E), et notons n = deg(P ).

ä Les cas n = 0 et n = 1 sont impossibles, puisqu'alors P ′′ = 0̃.

ä On suppose donc que n > 2. En notant an le coe�cient dominant de P , on a d'une part cd (6P ) = 6an
et d'autre part cd ((X2 + 1)P ′′) = n (n− 1) an. Puisque an 6= 0 (par dé�nition de coe�cient dominant),
on déduit de ces calculs que n (n− 1) = 6. Comme cette équation du second degré a comme racines 3

et −2, on obtient �nalement n = 3. On doit donc chercher les solutions (non nulles) de (E) parmi les
polynômes de degré 3.
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Posons donc : P = aX3 + bX2 + cX + d. On a : (X2 + 1)P ′′ = 6aX3 + 2bX2 + 6aX + 2b, et : 6P =

6aX3 + 6bX2 + 6cX + 6d.

Par identi�cation :


6a = 6a

2b = 6b

6a = 6c

6d = 2b

⇐⇒


a = c

b = 0

d = 0

On en déduit que les polynômes de degré 3 solutions de (E) sont les polynômes aX3 + a = a (X3 +X),
avec a ∈ K∗.

Puisque la formule donne encore un polynôme solution pour a = 0 (le polynôme 0̃ étant solution de (E)),
on peut conclure que :

L'ensemble des solutions est l'ensemble {a (X3 +X) / a ∈ K}. On peut encore noter cet ensemble :
K (X3 +X).

Dans un sens que nous tarderons pas à préciser, l'ensemble des solutions est l'ensemble des polynômes
colinéaires au polynôme (X3+X) ; nous dirons encore qu'il s'agit de la droite vectorielle engendrée par
le polynôme (X3 +X).

L'utilisant des coe�cients dominants permet par ailleurs de préciser la formule donnant le degré d'une
somme de polynômes.

Propriété 19.7 - Soient P et Q dans K[X]. On a :

deg (P +Q) = max (deg (P ) , deg (Q))

SSI


deg(P ) 6= deg(Q)

ou
[deg(P ) = deg(Q)] ∧ [cd(P ) + cd(Q) 6= 0]

Preuve. Débarrassons-nous des cas triviaux : celui ou l'un des polynômes est nul, ou celui ou les degrés
des polynômes sont distincts, pour lesquels la formule est évidente.

Considérons donc deux polynômes P et Q non nuls et de même degré n, de telle sorte que : P =
n∑
k=0

akX
k

et Q =
n∑
k=0

bkX
k, cd(P ) = an et cd(Q) = bn. Alors on a :

P +Q = (an + bn)X
n +

n−1∑
k=0

(ak + bk)X
k

︸ ︷︷ ︸
deg6n−1

On déduit de cette écriture que deg(P +Q) = n+m si et seulement si an + bn 6= 0.

Autrement écrit : deg(P +Q) = deg(P ) + deg(Q) si et seulement si cd(P ) + cd(Q) 6= 0. K
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19.3 Arithmétique dans K[X ]

19.3.1 Diviseurs et multiples, division euclidienne dans K[X]

Définition 19.8 - Soient P et Q deux polynômes de K[X]. On dit que P divise Q (ou que Q est
un multiple de P ) s'il existe un polynôme M ∈ K[X] tel que : Q = PM .

Exemples. Pour tout entier n non nul, le polynôme Xn−1 est multiple du polynôme
n−1∑
k=0

Xk. Le polynôme

nul ne divise que le polynôme nul, mais est multiple de tout polynôme. Un polynôme constant non nul
divise tout polynôme. Le polynôme X − j divise X2 +X + 1. Le polynôme X + 1 divise X2n − 1.

Propriété 19.8 - (Propriétés de la divisibilité dans K[X]). Soient A, B, C, P et Q cinq
polynômes dans K[X].

1/ A|A (ré�exivité).

2/ Si A|B et B|C, alors A|C (transitivité).

3/ Si A|B et A|C, alors A| (BP + CQ).

Preuve. 1/ Triviale. 2/ Supposons que A|B et B|C. Il existe deux polynômes S et T tels que : B = SA

et C = TB. Par suite : C = (ST )A. Ce qui signi�e que A divise C.

3/ Supposons que A|B et A|C. Il existe deux polynômes S et T tels que : B = SA et C = TA. Par suite :

BP + CQ = (PS +QT )A. Ce qui signi�e que A divise BP + CQ. K
Remarque. Il ne vous a pas échappé qu'une propriété (l'antisymétrie) manque à l'appel pour faire de la
relation de divisibilité une relation d'ordre : si P et Q sont deux polynômes, les assertions P |Q et Q|P
n'impliquent pas que P = Q (considérer P = X et Q = 2X par exemple). Nous aurons l'occasion de
revenir sur cette situation lorsque nous étudierons les polynômes associés.

En attendant, on peut déjà observer que la relation de divisibilité n'est pas une relation d'ordre dans Z,
mais qu'elle en est une dans N. Le pendant de cette assertion dans K[X] est que la relation de divisibilité
est une relation d'ordre sur l'ensemble des polynômes de K[X] qui sont unitaires.

Théorème 19.1 - (Théorème de la division euclidienne dans K[X]). Soient A et B dans
K[X] avec B 6= 0̃.

Il existe un unique couple (Q,R) dans (K [X])2 tel que : A = BQ+R et degR < degB.

Preuve. Soient A et B dans K[X] avec B 6= 0̃.

Existence. ä Lorsque deg(A) < deg(B), on peut écrire A = B × 0̃ + A, et le couple (0̃, A) convient.

ä Supposons donc deg(A) > deg(B) : on montre l'existence d'un couple (Q,R) satisfaisant les conditions
du théorème par récurrence sur le degré n ∈ N du polynôme A.

Initialisation : lorsque deg(A) = 0, on a nécessairement deg(B) = 0 (puisque deg(A) > deg(B) et B non
nul). A et B sont donc constants non nuls, et on peut donc exceptionnellement écrire A = B× (A/B)+ 0̃.
Le couple (A/B, 0̃) convient, ce qui établit la propriété pour n = 0.
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Hérédité : supposons la propriété établie jusqu'au rang n, et montrons qu'elle est vraie au rang n+ 1. On
considère donc un polynôme A de degré n + 1, et un polynôme B de degré (noté m) inférieur ou égal à
n+ 1. Il existe donc tout plein de scalaires tels que :

A = an+1X
n+1 +

n∑
k=0

akX
k et B = bmX

m +
m−1∑
k=0

bkX
k, avec an+1 et bm non nuls.

Posons alors : P = A − an+1

bm
Xn+1−mB avec la motivation secrète (en�n pas tant que cela) de faire

disparaître le terme de degré n+ 1. On a :

P =
n∑
k=0

akX
k

︸ ︷︷ ︸
deg6n

− an+1

bm

m−1∑
k=0

bkX
k+n+1−m

︸ ︷︷ ︸
deg6n

. D'où : deg(P ) 6 n.

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence au polynôme P : il existe un couple (Q,R) de poly-

nômes tels que P = BQ + R et deg(R) < deg(B). D'où : A = B

(
Q+

an+1

bm
Xn+1−m

)
+ R, et le couple(

Q+
an+1

bm
Xn+1−m, R

)
convient.

Ce qui établit la propriété au degré n+ 1, et l'hérédité de la propriété.

Conclusion intermédiaire. ∀ (A,B) ∈ K[X]2, B 6= 0̃,

∃ (Q,R) ∈ K[X]2, A = BQ+R et deg(R) < deg(B).

Unicité. Supposons qu'il existe (Q1, R1) et (Q2, R2) deux couples de polynômes tels que A = BQi + Ri

et deg(Ri) < deg(B). Alors : BQ1 + R1 = BQ2 + R2, d'où : B (Q1 −Q2) = R2 − R1. Le polynôme
B(Q1 − Q2), s'il n'est pas nul, est de degré supérieur ou égal à celui de B ; tandis que celui du terme
de droite est strictement inférieur à celui de B : contradiction. Il s'ensuit que B(Q1 − Q2) = 0̃, d'où
Q1 −Q2 = 0̃ (puisque K[X] est intègre et que B est supposé non nul).

Ainsi Q1 = Q2, et il en découle immédiatemment que R1 = R2. Ce qui prouve l'unicité du couple dont
l'existence a été préalablement établie.

Conclusion. ∀ (A,B) ∈ K[X]2, B 6= 0̃, ∃! (Q,R) ∈ K[X]2, A = BQ+R et deg(R) < deg(B). K
Remarque. Le reste peut être déterminé explicitement soit en posant et en e�ectuant la division eucli-
dienne, comme dans la division de A = X3 + 4X2 + 5X − 2 par B = X2 −X + 1 (exo). Il peut aussi être
déterminé en révolvant un système, comme dans la division de A = Xn par B = (X − 1) (X − 2) (exo).

Exemple. Montrons, sur l'exemple de la division de A = 2X5+2X4+3X3+X+1 par B = 3X2+3X−1

comment l'on pose en pratique la division euclidienne.

2X5 + 2X4 + 3X3 +X 3X2 + 3X − 1

On écrit le produit de B par 2
3
X3 − 2X5 + 2X4 − 2

3
X3

On fait la di�érence 11
3
X3 +X 2

3
X3 + 11

9
X − 11

9

On fait le produit de B par 11
9
X − 11

3
X3 + 11

3
X2 − 11

9
X

−11
3
X2 + 20

9
X

− −11
3
X2 − 11

3
X + 11

9

Le reste a un degré inférieur à 53
9
X − 11

9

celui de B, la division est terminée

d'où 2X5 + 2X4 + 3X3 +X =
(
2
3
X3 + 11

9
X − 11

9

)
× (3X2 + 3X − 1) + 53

9
X − 11

9
.
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Corollaire 19.4 - Soient A et B deux polynômes de K[X], avec B non nul.

A est multiple de B si et seulement si le reste dans la division euclidienne de A par B est nul.

Preuve. Supposons que le reste dans la division euclidienne de A par B soit nul. Alors il existe un
(unique) polynôme Q tel que A = BQ+ 0̃, d'où A est multiple de B. La preuve de l'assertion réciproque

est au moins aussi évidente. K

19.3.2 Polynômes associés

Définition 19.9 - Deux polynômes P et Q ∈ K[X] sont associés s'ils se divisent mutuellement.

Exemples. Les polynômes X2 et 3X2 sont associés. Les polynômes X − 1 et X2 − 1 ne le sont pas. Les
polynômes associés au polynôme constant 1̃ sont les polynômes constants non nuls.

Propriété 19.9 - Soient P et Q deux polynômes dans K[X].

[P et Q sont associés ] SSI [ ∃λ ∈ K∗, Q = λP ]

Preuve. Supposons P et Q associés. Alors il existe deux polynômes R et S tels que : Q = SP et
P = RQ. On en déduit que : P = RSQ. Si l'un des deux polynômes R ou S est nul, alors P et Q sont
tous les deux nuls, et on a alors P = 1×Q. . .

Supposons à présent que R et S sont non nuls, alors on a :

deg(P ) = deg(R) + deg(S)︸ ︷︷ ︸
∈N

+deg(Q) (♠)

Si deg(P ) = −∞, alors l'égalité (♠) implique que deg(Q) = −∞, ce qui signi�e que P et Q sont nuls, et
on a alors P = 1×Q. . .

Si deg(P ) ∈ N, alors l'égalité (♠) implique que deg(Q) ∈ N. En notant p, q, r et s les degrés respectifs
des polynômes majuscules correspondants, les hypothèses entraînent que :

q = p+ s et p = r + q d'où q = q + r + s

Comme r + s est un entier naturel, cette dernière égalité impose que r + s = 0, et donc (comme r et s
sont dans N) : r = s = 0.

On en déduit qu'il existe deux scalaires non nuls λ et µ tels que : S = λ et R = µ. En particulier : Q = λP .

Conclusion intermédiaire. [P et Q sont associés ] =⇒ [ ∃λ ∈ K∗, Q = λP ]

Réciproquement, on suppose qu'il existe λ ∈ K∗ tel que Q = λP . Alors P divise Q ; et puisque
P = (1/λ)Q, Q divise P . Donc P et Q sont associés.

Ce qui établit l'implication réciproque de la précédente, et permet de conclure :

[P et Q sont associés ] ⇐⇒ [ ∃λ ∈ K∗, Q = λP ] K
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19.3.3 Racines et factorisation dans K[X]

Propriété 19.10 - Soient α et β deux scalaires distincts, et soit P un polynôme de K[X].

Si (X − α) |P et (X − β) |P , alors (X − α) (X − β) |P

Preuve. Voir version longue du chapitre 20. K

L'énoncé précédent peut encore être étendu.

Corollaire 19.5 - Soient n un entier supérieur ou égal à 2, P un polynôme de K[X], et α1,. . . ,
αn et β (n+ 1) scalaires deux à deux distincts.

Si
n∏
i=1

(X − αi) |P et (X − β) |P , alors

[
(X − β)

n∏
i=1

(X − αi)

]
|P

Preuve. Voir version longue du chapitre 20. K

19.4 Fonctions polynomiales

19.4.1 Racines d'un polynôme

Définition 19.10 - Soit P ∈ K[X], avec : P =
n∑
k=0

akX
k.

On appelle fonction polynomiale associée à P et on note (abusivement) P la fonction dé�nie sur
K en posant :

∀ t ∈ K, P̃ (t) =
n∑
k=0

akt
k

Remarque. A�n de ne pas alourdir les notations, on notera encore P cette fonction polynômiale. Cela
n'aura aucune fâcheuse conséquence, car nous verrons que deux polynômes distincts ne peuvent avoir
même fonction polynomiale associée (en tout cas lorsque K = R ou C 1).

Définition 19.11 - Soit P ∈ K[X], et soit α ∈ K.

Le scalaire α est une racine de P si P (α) = 0.

1. Ou plus généralement, dès que K est un corps in�ni.



476 Cours MPSI - sz

Lemme 19.1 - Soient P ∈ K[X] et α ∈ K.

Le reste dans la division euclidienne du polynôme P par le polynôme (X − α) est le polynôme constant
P̃ (α).

Preuve. D'après le théorème de la division euclidienne, il existe deux polynômes Q et R tels que
P = (X − α)Q + R et deg(R) < 1. . . Il s'ensuit que le polynôme R est constant ; il existe λ ∈ K tel que
R = λ̃. 2

Ainsi : P = (X − α)Q+ λ̃.

L'évaluation en α de cette relation donne alors l'égalité P (α) = λ, et la conclusion. K

Corollaire 19.6 - Soient P ∈ K[X] et α ∈ K.

[ α est racine de P ] ⇐⇒ [(X − α) divise P ]

Preuve. Si α est racine de P , alors d'après le lemme précédent, le reste dans la division euclidienne de
P par (X − α) est nul. Il revient alors au même de dire que (X − α) divise P .

L'implication réciproque est triviale. K

Corollaire 19.7 - Généralisation à k racines distinctes. Soient P ∈ K[X] et α1,. . . , αk des
scalaires deux à deux distincts (avec k > 2). Alors :

[α1,. . . , αk sont racines de P ] ⇐⇒ [
k∏
i=1

(X − αi) divise P ]

Preuve. Supposons que α1,. . . , αk sont racines de P .

Alors chacun des polynômes (X − α1),. . . , (X − αk) divise le polynôme P , d'après le corollaire précédent.

En appliquant itérativement le corollaire 19.5 (page 475), on en déduit que :
k∏
i=1

(X − αi) divise P .

La réciproque est immédiate. K

Application 1. Pour tout entier n > 1,

le polynôme Q = 2X3 + 3X2 +X divise P = (X + 1)2n −X2n − 2X − 1.

Il est en e�et assez clair que Q possède exactement trois racines réelles, qui sont 0, −1 et −1/2. On en

déduit que Q = 2 (X + 1)

(
X +

1

2

)
X.

2. Il ne faudra pas m'en vouloir si j'oublie à l'avenir les � �̃, et si j'identi�e λ et λ̃ lorsqu'il n'y a aucune ambiguïté.
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Par ailleurs, on peut véri�er facilement que 0, −1 et −1/2 sont racines de P . Puisque ces trois réels sont

deux à deux distincts, on en déduit que (X + 1)

(
X +

1

2

)
X divise P .

Par conséquent, Q divise P .

Application 2. Soient n, m et p trois entiers naturels. Le polynôme 1 + X + X2 divise le polynôme
X3n +X3m+4 +X3p+17 (exercice).

L'énoncé suivant doit sa dénimonation de �théorème� à sa grande importance pratique.

Théorème 19.2 - (Nombre maximal de racines d'un polynôme).

Si P ∈ Kn[X] admet (n+ 1) racines distinctes, alors P = 0̃.

En d'autres termes, un polynôme non nul ne peut posséder strictement plus de racines que son degré.

Preuve. Soit P un polynôme de Kn[X], avec n ∈ N. Supposons que P possède (n+1) racines distinctes

α1,. . . , αn+1. Alors P est divisible par
n+1∏
i=1

(X − αi).

Il existe donc un polynôme Q tel que : P = Q×
n+1∏
i=1

(X − αi).

Si Q est non nul, alors : deg

(
Q×

n+1∏
i=1

(X − αi)

)
> n+1, et par suite : deg

(
Q×

n+1∏
i=1

(X − αi)

)
> deg(P ).

Contradiction.

Il s'ensuit que Q est nul, ce qui implique que P l'est.

Conclusion. Si P ∈ Kn[X] admet (n+ 1) racines distinctes, alors P = 0̃. K

Corollaire 19.8 - (Principe du prolongement algébrique). Soient P et Q dans Kn[X].

S'il existe (n+ 1) scalaires (αi)16i6n+1 deux à deux distincts tels que :

∀ i ∈[[ 1, n+ 1 ]], P (αi) = Q (αi)

alors P = Q.

Preuve. Soient P et Q dans Kn[X]. Supposons qu'il existe (n + 1) scalaires (αi)16i6n+1 distincts tels
que : ∀ i ∈[[ 1, n+ 1 ]], P (αi) = Q (αi).

On pose judicieusement : R = P −Q. Le polynôme R est de degré au plus n (puisque P et Q le sont), et
possède (n+ 1) racines distinctes par hypothèse. D'après le théorème précédent, R = 0̃, d'où P = Q.

Conclusion. Soient P et Q dans Kn[X]. S'il existe (n+1) scalaires (αi)16i6n+1 deux à deux distincts tels

que : ∀ i ∈[[ 1, n+ 1 ]], P (αi) = Q (αi), alors P = Q. K
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Application - Polynômes interpolateurs de Lagrange (un cas particulier).

L'application F : R2[X] // R3

P � // (P (−1), P (0), P (1))
est bijective.

Prouvons son injectivité. Soient P et Q deux polynômes de R2[X] tels que F (P ) = F (Q). On a alors
P (−1) = Q(−1), P (0) = Q(0) et P (1) = Q(1). Puisque les polynômes P et Q sont de degré au plus 2,
et qu'ils prennent les mêmes valeurs en trois scalaires distincts, le principe du prolongement algébrique
permet d'a�rmer que : P = Q.

Conclusion. ∀ (P,Q) ∈ (R2[X])2 , [F (P ) = F (Q)] =⇒ [P = Q]. Ainsi F est injective.

Prouvons sa surjectivité. Soit (x, y, z) ∈ R3. On construit un antécédent (qui sera unique puisque F est
injective) de (x, y, z) par F par le biais des polynômes interpolateurs de Lagrange associés aux valeurs −1,
0 et 1.

Explicitement, il s'agit des polynômes L−1, L0 et L1 respectivement dé�nis par :

L−1 =
1

2
X (X − 1) ; L0 = − (X2 − 1) ; L1 =

1

2
X (X + 1)

Ces trois polynômes sont clairement des éléments de R2[X] (tous trois sont de degré 2), et véri�ent les
propriétés suivantes :

L−1(−1) = 1

L−1(0) = 0

L−1(1) = 0

;


L0(−1) = 0

L0(0) = 1

L0(1) = 0

;


L1(−1) = 0

L1(0) = 0

L1(1) = 1

On pose alors : P = xL−1+yL0+zL1. Il résulte des propriétés ci-dessus que P est un polynôme de degré au
plus 2, et on véri�e aisément que : P (−1) = x, P (0) = y et P (1) = z. En d'autres termes F (P ) = (x, y, z).

Conclusion. ∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃P ∈ R2[X], F (P ) = (x, y, z). Ainsi F est surjective.

Conclusion (des conclusions). L'application F est bijective. K

Remarques. Il résulte de la preuve que la bijection réciproque de F est F−1 : R3 // R2[X]

(x, y, z) � // xL−1 + yL0 + zL1

,

où L−1 =
1

2
X (X − 1), L0 = − (X2 − 1) et L1 =

1

2
X (X + 1) désignent les polynômes interpolateurs de

Lagrange associés aux valeurs −1, 0 et 1.

Par ailleurs, le point-clef pour établir que F est bijective est évidemment le principe du prolongement
algébrique. Ce principe signi�e au fond qu'un polynôme de degré 6 n est un objet un peu �rigide�, dans
le sens où il est entièrement déterminé par la donnée de (n+ 1) scalaires. Il est alors instructif d'observer
que ces scalaires peuvent être choisis de façons diverses et variées.
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Pour être plus explicite, dans le cas où n = 2, on peut construire par exemple 3 bijections de R2 [X] dans
R3 :

1) En associant à un polynôme P ses coe�cients

F1 : P = aX2+bX+c ∈ R2[X] 7−→

 a

b

c

 ∈ R3

2) En associant à un polynôme P ses dérivées
successives (en un qcque réel α ; lien avec la
formule de Taylor)

F2 : P ∈ R2[X] 7−→

 P (α)

P ′ (α)

P ′′ (α)

 ∈ R3

3) En associant à un polynôme P ses valeurs en
trois réels (par exemple −1, 0 et 1 ; voir plus
haut)

F3 : P ∈ R2[X] 7−→

 P (−1)
P (0)

P (1)

 ∈ R3

Ultime conséquence du corollaire 19.7 :

Corollaire 19.9 - Soit P ∈ Kn[X], non nul, avec n > 2.

Si P possède n racines α1,. . . , αn deux à deux distinctes, alors :

P = cd(P )
n∏
i=1

(X − αi)

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on déduit du corollaire 19.7 que
n∏
i=1

(X − αi) divise P . Il existe

donc un polynôme Q tel que :

Q
n∏
i=1

(X − αi) = P

Pour des raisons évidentes liées au degré, on a : degQ = 0. Il existe donc un scalaire λ tel que : Q = λ.

On a alors : λ
n∏
i=1

(X − αi) = P . La comparaison des coe�cients dominants de chaque terme de cette

égalité donne λ = cd(P ), et la conclusion. K

Exemple d'application. Soit n > 2 et P = (X + 1)n − (X − 1)n.

Le polynôme P est de degré n − 1 et de coe�cient dominant égal à 2n. Les racines du polynôme P sont

les (n− 1) nombres complexes zk = icotan
kπ

n
pour k = 1, · · ·n− 1.

On en déduit que : (X + 1)n − (X − 1)n = 2n
n−1∏
k=1

(
X − i cotan

kπ

n

)
.
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19.4.2 Dérivation (formelle) des polynômes

Définition 19.12 - Soit P ∈ K[X] un polynôme non-constant (càd de degré > 1),

que nous noterons : P =

deg(P )∑
k=0

akX
k.

Le polynôme dérivé de P est dé�ni en posant :

P ′ =

deg(P )∑
k=0

kakX
k−1

Lorsque P est constant, on pose P ′ = 0̃.

Propriété 19.11 - Si P ∈ K[X] et deg(P ) > 1, alors :

deg (P ′) = deg(P )− 1

En outre, si P est non constant, alors :

cd (P ′) = deg (P ) cd (P )

Preuve. Triviale2. K

Propriété 19.12 - Les règles de la dérivation usuelle (linéarité, formule donnant la dérivée d'un
produit, d'une composée) s'appliquent à la dérivation des polynômes formels.

Preuve. RAS. K

Définition 19.13 - Soit n un entier naturel, et soit P ∈ K[X].

On appelle dérivée n-ième du polynôme P et on note P (n) l'élément de K[X] dé�ni récursivement en
posant :

P (0) = P , et pour tout n ∈ N∗, P (n) =
(
P (n−1)

)′
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Bien entendu, le passage à la dérivée n-ième est encore une opération linéaire :

Propriété 19.13 - Si P et Q sont deux polynômes de K[X], λ et µ deux scalaires, et n ∈ N, alors

(λP + µQ)(n) = λP (n) + µQ(n)

Preuve. RAS. K
De même, la formule donnant la dérivée n-ième d'un produit reste valide :

Propriété 19.14 - (Formule de Leibniz dans K[X]). Pour tout couple de polynômes (P,Q) de
(K[X])2, et pour tout entier naturel n, on a :

(PQ)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
P (k)µQ(n−k) =

n∑
k=0

(
n

k

)
P (n−k)µQ(k)

Preuve. Prouvons la propriété par récurrence sur n.

Posons P(n) : (PQ)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n−k) (où P et Q désignent deux polynômes à coe�cients dans K

arbitraires).

äInitialisation : pour n = 0, on a (PQ)(0) = PQ et
0∑

k=0

(
0

k

)
P (k)Q(0−k) =

(
0

0

)
P (0)Q(0) = PQ, ce qui

assure que P(0) est vraie.

äHérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a :

(PQ)(n+1) =
(
(PQ)(n)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)(
P (k)Q(n−k))′ = n∑

k=0

(
n

k

)
P (k+1)Q(n−k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n+1−k)

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
P (k)Q(n+1−k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n+1−k) =

P (n+1)Q+

[
n∑
k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
P (k)Q(n+1−k)

]
+ PQ(n+1)

D'où, en appliquant la relation de Pascal 3 : (PQ)(n+1) =
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
P (k)Q(n+1−k)

Cette relation assure que la propriété P(n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité.

Conclusion. Pour tout entier naturel n, et pour tout couple de polynômes (P,Q) de K[X], on a :

(PQ)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n−k) K

3. ∀n ∈ N∗, ∀ k ∈ [[ 1, n ]],

(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
.
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Remarque. C'est l'occasion de rappeler la classique formule :(
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2

Une démonstration consiste à calculer la dérivée n-ième deX2n de deux façons : directement, ou en écrivant
X2n = Xn×Xn et en utilisant la formule de Leibniz. Pour mémoire, on utilise en cours de route la formule

(Xn)(k) =
(−1)k n!
(n− k)!

Xn−k.

En continuant les analogies avec ce que l'on connaît des dérivées dans le cadre des fonctions, on peut se
réjouir du fait que la formule de Taylor est vraie dans K[X]. Mieux : puisque les dérivées n-ièmes d'un
polynôme sont nulles à partir d'un certain rang, la formule est exacte (sans �o�), pour peu que l'on écrive
assez de termes. Explicitement :

Théorème 19.3 - (Formule de Taylor dans K[X], en α).

Soit P ∈ K[X] non nul, et soit α ∈ K. On a :

P =

deg(P )∑
k=0

P (k) (α)

k!
(X − α)k

soit encore, en notant n = deg(P ) :

P = P (α) + P ′(α) (X − α) + P ′′ (α)

2
(X − α)2 + · · ·+ P (n) (α)

n!
(X − α)n

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur le degré de P , noté n. Posons donc :

P(n) : �pour P ∈ K[X] de degré n, P=
deg(P )∑
k=0

P (k) (α)

k!
(X − α)k�

ä Initialisation (n = 0) : pour un polynôme de degré 0, càd constant (non nul), on a P = P (α) pour tout
scalaire α, ce qui établit l'initialisation.

ä Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n pour un certain entier naturel n. Soit P un polynôme
de degré n+ 1. Alors P ′ étant de degré n, on peut utiliser l'hypothèse de récurrence pour écrire :

P ′ =
n∑
k=0

P ′(k) (α)

k!
(X − α)k soit : P ′ =

n∑
k=0

P (k+1) (α)

k!
(X − α)k

On en déduit (par intégration formelle) :

∃ λ ∈ K, P = λ+
n∑
k=0

P (k+1) (α)

(k + 1)!
(X − α)k+1
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Puis, par changement d'indice dans la somme :

∃ λ ∈ K, P = λ+
n+1∑
k=1

P (k) (α)

k!
(X − α)k

Il reste à observer que P (α) = λ (en évaluant en α l'égalité précédente) pour obtenir :

P = P (α) +
n+1∑
k=1

P (k) (α)

k!
(X − α)k puis P =

n+1∑
k=0

P (k) (α)

k!
(X − α)k

La dernière égalité obtenue signi�e que la propriété P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité et clôt
cette récurrence.

Conclusion : ∀P ∈ K[X], ∀α ∈ K, P 6= 0, P =

deg(P )∑
k=0

P (k) (α)

k!
(X − α)k K

Même si c'est un peu redondant, on énonce ci-dessous la formule de Taylor en zéro, car elle illustre le lien
existant entre les coe�cients d'un polynôme et ses dérivées successives en zéro.

Théorème 19.4 - (Formule de Taylor dans K[X], en 0).

Soit P ∈ K[X] non nul. Alors :

P =

deg(P )∑
k=0

P (k) (0)

k!
Xk

soit encore, en notant n = deg(P ) :

P = P (0) + P ′(0)X +
P ′′ (0)

2
X2 + · · ·+ P (n) (0)

n!
Xn

Preuve. Prendre α = 0 dans l'énoncé précédent ! K

Remarque. �Dans l'autre sens�, la formule ci-dessus signi�e que :

si P =
n∑
k=0

akX
k, alors pour tout k ∈ [[ 0, n ]], ak = k!P (k)(0)
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Quelques conséquences et applications de la formule de Taylor dans K[X]

Observation 1. L'idée clef de la formule de Taylor est que l'on peut �reconstruire� un polynôme à partir
de ses dérivées successives en un point. Ou encore qu'un polynôme P de degré (au plus) n est entièrement
déterminé par les (n+ 1) valeurs P (α), P ′ (α), . . . , P (n) (α).

Explicitement, il résulte immédiatemment de la formule de Taylor dans R2[X] que l'application

F2 : P ∈ R2[X] 7−→

 P (α)

P ′ (α)

P ′′ (α)

 ∈ R3

(déjà évoquée page 478) est bijective.

Observation 2. Encore plus précisément, la formule de Taylor en 0 montre que les coe�cients d'un
polynôme sont (à des constantes multiplicatives près) ses dérivées successives en 0.

Exemple d'application. Problème � Déterminer P ∈ K[X] tel que P (1) = 1

et 4P = (X − 1)P ′ + P ′′.

On peut tout d'abord chercher le degré de P . Si degP = n avec n > 0 (P 6= 0 car P (1) = 1), P =
n∑
k=0

akX
k

où an 6= 0 alors

4P = 4anX
n + · · · = (X − 1)

(
nanX

n−1 + · · ·
)
+ n (n− 1) anX

n−2 + · · ·

d'où 4an = nan et ainsi n = 4. On peut chercher P par coe�cients indéterminés (exercice) ou bien penser
à la formule de Taylor au point 1.
Notons (E) l'équation 4P (X) = (X − 1)P ′ (X) + P ′′ (X). Avec X = 1 dans (E) , on obtient 4P (1) =

4 = P ′′ (1). Dérivons (E) , on obtient (E ′) : 4P ′ (X) = P ′ (X) + (X − 1)P ′′ (X) + P (3) (X) qui donne en
X = 1, 3P ′ (1) = P (3) (1). On ne change pas de méthode, on dérive (E ′) pour obtenir (E ′′) : 3P ′′ (X) =

P ′′ (X)+ (X − 1)P (3) (X)+P (4) (X) et 2P ′′ (1) = 8 = P (4) (1). Une dernière dérivation (E ′′′) : P (3) (X) =

(X − 1)P (4) (X)+P (5) (X) qui en X = 1 fournit P (3) (1) = P (5) (1) = 0 car degP = 4. On dispose d'assez
d'informations pour expliciter P .
Pour conclure donc, on a P ′ (1) = P (3) (1) = 0, P (1) = 1, P ′′ (1) = 4, P (4) (1) = 8 et

P = 1 +
4

2!
(X − 1)2 +

8

4!
(X − 1)4 = 1 + 2 (X − 1)2 +

1

3
(X − 1)4
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19.4.3 Racines multiples

Définition 19.14 - Soient P ∈ K[X], α ∈ K et m ∈ N∗.

Le scalaire α est racine de P de multiplicité au moins m (resp. de multiplicité m) si (X − α)m

divise P (resp. (X − α)m divise P et (X − α)m+1 ne divise pas P ).

Exemple 1. 2 est racine de multiplicité exactement 3, 0 est racine de multiplicité exactement 4, et 1 est
racine simple du polynôme (X − 2)3 (X − 1)X4.

Exemple 2. Déterminons les racines du polynôme P =
n∑
k=0

[(
n

k

)
3k (1−X)3n−2kXk

]
ainsi que leur

ordre de multiplicité.

On a : P = (1−X)n
n∑
k=0

(
n

k

)
(3X)k

[
(1−X)2

]n−k
= (1−X)n

[(
1−X2

)
+ 3X

]n
D'où : P = (1−X)n (1 +X +X2)

n. Dans R, P possède une unique racine, qui est 1, dont la multiplicité
est égale à n.

Dans C[X], on peut écrire : P = (1−X)n (X − j)n
(
X − j

)n
. On en déduit que dans C, P possède

exactement trois racines, qui sont les racines cubiques de l'unité, toutes de multiplicité égale à n.

Théorème 19.5 - Soient P ∈ K[X], α ∈ K et m ∈ N.

α est racine de P de multiplicité au moins m SSI P (α) = P ′ (α) = · · · = P (m−1) (α) = 0.

α est racine de P de multiplicité exactement m SSI P (α) = · · · = P (m−1) (α) = 0 et P (m) (α) 6= 0.

Preuve.

ä Sens direct. Supposons que α est racine de P de multiplicité au moins m. Il existe alors un polynôme
Q tel que : P = (X − α)mQ.
Soit alors k un entier quelconque de [[ 0,m− 1 ]]. On a (via la formule de Leibniz) :

P (k) =
k∑
i=0

(
k

i

)
[(X − α)m](i)Q(k−i) =

k∑
i=0

(
k

i

)
m!

(m− i)!
(X − α)m−iQ(k−i)

En évaluant en α cette relation, on obtient : P (k)(α) =
k∑
i=0

(
k

i

)
m!

(m− i)!
0m−i︸︷︷︸

=0 car i<m

Q(k−i)(α)

D'où P (k)(α) = 0.

On a donc établi l'implication :

[α est racine de P de multiplicité au moins m] =⇒
[
∀ k ∈ [[ 0,m− 1 ]], P (k)(α) = 0

]
.

En outre : P est racine de multiplicité exactement m si et seulement si (X − α)m+1 ne divise pas P . En
vertu des calculs précédent, il revient au même de dire que (X − α) ne divise pas le polynôme Q, càd que
Q(α) 6= 0.

Or : P (m)(α) =
m∑
i=0

(
m

i

)
m!

(m− i)!
0m−iQ(m−i)(α) = m!Q(α).
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On a donc : Q(α) 6= 0⇐⇒ P (m) (α) 6= 0.

En résumé :

[α est racine de P de multiplicité exactement m] =⇒
[
∀ k ∈ [[ 0,m− 1 ]], P (k)(α) = 0 ∧ P (m)(α) 6= 0

]
.

ä Réciproque. Supposons que : ∀ k ∈ [[ 0,m− 1 ]], P (k)(α) = 0.

D'après la formule de Taylor, on peut écrire : P =
m−1∑
k=0

P (k) (α)

k!
(X − α)k︸ ︷︷ ︸

nulle par hypothèse

+

deg(P )∑
k=m

P (k) (α)

k!
(X − α)k.

Par suite : P =

deg(P )∑
k=m

P (k) (α)

k!
(X − α)k càd : P = (X − α)m

deg(P )∑
k=m

P (k) (α)

k!
(X − α)

>0︷ ︸︸ ︷
k −m

︸ ︷︷ ︸
Q

.

Il s'ensuit que (X − α)m |P , ce qui signi�e que α est racine de multiplicité au moins égale à m de P .

Conclusion. [α est racine de P de multiplicité au moins m]⇐⇒
[
∀ k ∈ [[ 0,m− 1 ]], P (k)(α) = 0

]
En outre, si P (m) (α) 6= 0, alors le reste dans la division euclidienne de Q par (X − α) est non nul ; ce qui
signi�e que (X − α) ne divise pas Q ; ce qui signi�e que (X − α)m+1 ne divise pas le polynôme P . Ainsi,
α est racine de multiplicité exactement m du polynôme P .

Conclusion. [α est racine de P de multiplicité exactement m]

⇐⇒
[
∀ k ∈ [[ 0, n− 1 ]], P (k)(α) = 0 ∧ P (m)(α) 6= 0

] K
Application. L'intérêt de connaître la multiplicité d'une racine est de fournir une factorisation éventuel-
lement peu évidente à établir par d'autres moyens. Pour illustrer cette a�rmation, on peut montrer que
le polynôme P = X2n−nXn+1+nXn−1− 1 (avec n > 3) est divisible par (X − 1)3 (et pas par (X − 1)4),
comme 1 est racine de P de multiplicité exactement 3 (exercice 4).

En résumé, le théorème précédent fournit une méthode pratique pour calculer la multiplicité d'une racine :

Calcul pratique de la multiplicité d'une racine

Soient P ∈ K[X] et α un scalaire.

1/ On véri�e que α est racine de P (ie P (α) = 0).

2/ On calcule P ′ (α), P ′′ (α), . . . , P (p) (α) jusqu'à obtenir une dérivée non nulle.

3/ Le premier entier p pour lequel P (p) (α) 6= 0 est la multiplicité de α.

4. En vertu du théorème précédent, il su�t de véri�er que P (1) = P ′(1) = P ′′(1) = 0 et P (3)(1) 6= 0.
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19.4.4 Polynômes irréductibles

Les polynômes irréductibles (unitaires) sont aux polynômes

ce que les nombres premiers sont aux nombres entiers.

Dans ce paragraphe, lorsque l'on parlera de polynôme, on sous-entendra élément de K[X] (avec K = R ou
C comme d'habitude).

Définition 19.15 - Un polynôme P non-constant (ie de degré > 1) est irréductible si les seuls
diviseurs de P sont les polynômes associés à P et à 1̃.

Exemples. Le polynôme X − α est irréductible dans K[X], pour tout scalaire α. Le polynôme (X − 1)3

n'est pas irréductible, tout comme le polynôme X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1. Le polynôme P = X2 + 1 est
irréductible dans R[X], mais pas dans C[X].

L'énoncé ci-dessous est la traduction dans l'anneau des polynômes du théorème de décomposition en
facteurs premiers dans l'anneau des entiers.

Théorème 19.6 - (Décomposition en irréductibles dans K[X]).
Tout polynôme non nul de K[X] peut s'écrire comme un produit de polynômes irréductibles, de manière
unique à l'ordre des facteurs et à une constante multiplicative près.

Explicitement, pour tout polynôme P ∈ K[X]\
{
0̃
}
, il existe des polynômes P1,. . . , Pn irréductibles

unitaires et deux à deux distincts, et des entiers naturels non nuls α1,. . . , αn tels que :

P = cd(P )
n∏
i=1

Pαi
i

Remarque. Dans le cas très particulier où P est un polynôme constant (non nul), le produit de l'énoncé
ci-dessus ne contient aucun terme.

Preuve. Prouvons l'énoncé par récurrence sur le degré de P . On pose A(n) l'assertion �tout polynôme
de degré n s'écrit comme un produit de polynômes irréductibles�.

L'initialisation (pour n = 0) est immédiate.

Passons à l'hérédité, et supposons que A(n) est vraie pour tout entier naturel inférieur ou égal à n.

Soit P un polynôme de degré n+1. Si P est irréductible, alors on peut écrire : P = cd(P )×
(

1

cd(P )
P

)
.

L'assertion est alors véri�ée, puisque le polynôme

(
1

cd(P )
P

)
est clairement unitaire et irréductible.

Si P n'est pas irréductible. Alors P admet un diviseur Q qui est non constant, et qui n'est pas associé à
P . On en déduit qu'il existe un autre polynôme D tel que : P = QD. Ce second polynôme D est à son
tour non constant : si tel était le cas, Q serait associé à P , ce qui contredirait l'hypothèse faite sur Q.

On en déduit que : deg(Q) et deg(D) sont au plus égaux à n (puisque leur somme vaut n+ 1, et que tous
deux sont des entiers naturels non nuls).
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Par hypothèse de récurrence, Q et D s'écrivent comme produits de polynômes irréductibles, et il existe
donc une grande famille de polynômes unitaires et irréductibles et une tout aussi grande famille de scalaires
tels que :

Q = cd(Q)
n∏
i=1

Pαi
i et D = cd(D)

m∏
i=1

Rβi
i

Il s'ensuit que : P = cd(P )︸ ︷︷ ︸
=cd(Q)cd(D)

×
n∏
i=1

Pαi
i ×

m∏
i=1

Rβi
i .

Ainsi P s'écrit, à son coe�cient dominant près, comme un produit de polynômes irréductibles et unitaires.

Ce qui prouve que P (n+1) est vraie, fournit l'hérédité de la propriété, et achève donc cette preuve. K
Ce résultat établi, passons à la description des polynômes irréductibles dans R[X] et dans C[X] ; on
commence par un résultat général.

Propriété 19.15 - Tout polynôme de K[X] de degré 1 est irréductible (pour tout corps K).

Preuve. Soit P ∈ K[X], avec deg(P ) = 1, et soit D un diviseur de P . Il existe alors Q ∈ K[X] tel que
DQ = P . En comparant les degrés des deux termes de cette égalité, on obtient deg(D) = 0 ou deg(D) = 1.

Si deg(D) = 0, alors D est un polynôme constant non nul : ∃λ ∈ K∗, D = λ (et D est donc associé à 1).

Et lorsque deg(D) = 1, on a deg(Q) = 0, donc ∃λ ∈ K∗, Q = λ, d'où D = (1/λ)P (et D est donc associé
à P ).

On peut conclure que les diviseurs associés à P sont les polynômes associés à 1, et ceux associés à P . Donc

P est irréductible dans K[X]. K
Remarque. La réciproque de la propriété ci-dessus est FAUSSE. Un polynôme irréductible n'est pas
nécessairement de degré 1. L'exemple-clef est celui du polynôme X2 + 1, qui est irréductible dans R[X].

Néanmoins, la réciproque tient dans C[X]. Plus précisément :

Théorème 19.7 - (Irréductibles de C[X]). Dans C[X], les polynômes irréductibles sont exacte-
ment les polynômes de degré 1.

Théorème 19.8 - (Irréductibles de R[X]). Dans R[X], les polynômes irréductibles sont les
polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Remarque. Le premier de ces deux énoncés est une conséquence du théo-
rème de D'Alembert - Gauss qui a�rme que tout polynôme non-
constant de C[X] admet au moins une racine complexe. Le second est
une conséquence du premier et du lemme bien pratique ci-dessous.

Lemme 19.2 - Soit P ∈ R[X]. Si α ∈ C est racine de P , alors ᾱ est racine de P .

Il est temps à présent de �régler nos dettes�.
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Preuve. (du Théorème 19.7). Montrons que tout polynôme irréductible à coe�cients complexes
est de degré 1.

Soit P ∈ C[X] un polynôme irréductible. Par dé�nition, P est non constant, et donc deg(P ) > 1.

Raisonnons par l'absurde et supposons que deg(P ) > 2. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss, P
admet (au moins) une racine dans C ; notons-la z0. Alors Q = (X − z0) est un diviseur de P , qui n'est
associé ni à 1 (Q étant non constant), ni à P (puisque deg(P ) 6= 1) : contradiction. Il s'ensuit que
deg(P ) = 1.

Subséquemment, tout polynôme irréductible de C [X] est de degré 1.

D'après la propriété 19.15, il s'ensuit que les polynômes irréductibles de C[X] sont exactement ceux de

degré 1. K
ä Conséquence du théorème 19.7.

Propriété 19.16 - (Décomposition en irréductibles dans C[X]).

Pour tout polynôme P ∈ C[X]\
{
0̃
}
, il existe des complexes z1,. . . , zn deux à deux distincts, et des

entiers naturels non nuls α1,. . . , αn tels que :

P = cd(P )
n∏
i=1

(X − zi)αi

Preuve. Conséquence immédiate des théorèmes 19.6 et 19.7. K
ä Application du théorème 19.7.

Dans C[X], la décomposition en irréductibles du polynôme X6−1 est
∏
ω∈U6

(X−ω), càd plus explicitement :

X6 − 1 = (X − 1) (X + j) (X − j) (X + 1)
(
X − j

) (
X + j

)
On rappelle à toute �n utile que les racines sixièmes de l'unité sont les complexes e2ikπ/6 = eikπ/3, avec k
variant de 0 à 5. Ces six nombres complexes sont, par ordre d'apparition, 1, −j, j, −1, j et −j.

Figure � Les éléments de U6.
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Preuve. (du Théorème 19.8). Comme dans la preuve précédente, on montre dans un premier
temps que les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 de discriminant strictement négatif sont
irréductibles dans R [X].

Pour commencer, il est connu que tout polynôme de degré 1 est irréductible dans K[X] (quelque soit le
corps K) : c'est la propriété 19.15.

Considèrons à présent un polynôme P de R [X] de degré 2 ayant un discriminant strictement négatif. Soit
D un diviseur de P dans R [X]. Il existe alors Q ∈ R [X] tel que DQ = P . En comparant les degrés des
deux termes de cette égalité, on obtient deg(D) = 0, 1 ou 2.

Si deg(D) = 0, alors D est un polynôme constant non nul : ∃λ ∈ R∗, D = λ (et D est donc associé à 1).

Lorsque deg(D) = 2, on a deg(Q) = 0, donc ∃λ ∈ R∗, Q = λ, d'où D = (1/λ)P (et D est donc associé à
P ).

Il reste à voir que le cas deg(D) = 1 ne peut se produire ; si tel était le cas, il existerait deux réels a et
b (avec a 6= 0) tels que (aX + b) divise P . Dans ce cas, P possèderait une racine réelle (−b/a), ce qui
contredirait l'hypothèse suivant laquelle le discriminant de P est strictement négatif.

On peut conclure que les diviseurs associés à P sont les polynômes associés à 1, et ceux associés à P . Donc
P est irréductible dans R [X].

Conclusion intermédiaire. Dans R[X], les polynômes de degré 1 et ceux de degré 2 ayant un discriminant
strictement négatif sont irréductibles.

ä Réciproquement à présent, montrons que tout polynôme irréductible dans R[X] est de l'une des deux
formes précédentes. Soit P ∈ R [X] un polynôme irréductible. Par dé�nition deg(P ) > 1.

Supposons que P soit de degré 2, avec un discriminant positif ou nul. Alors P admet (au moins) une
racine dans R ; notons-la z0. Comme z0 ∈ R, alors Q = (X − z0) est un diviseur de P dans R [X], qui
n'est associé ni à 1 (Q étant non constant), ni à P (puisque deg(P ) 6= 1) : contradiction.

Il s'ensuit que si P est de degré 2, alors son discriminant est strictement négatif.

Envisageons en�n le cas où deg(P ) > 3. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss 5, P admet (au moins)
une racine dans C ; notons-la z0.

+ Si z0 ∈ R : alors Q = (X − z0) est un diviseur de P dans R [X], qui n'est associé ni à 1 (Q étant
non constant), ni à P (puisque deg(P ) 6= 1) : contradiction.

+ Si z0 ∈ C\R, alors (d'après le lemme 19.2), z0 est également racine de P . Les complexes z0 et z0
étant distincts, le polynôme Q = (X − z0) (X − z0), (càd : Q = X2 − 2Re (z0)X + |z0|2) divise P dans
C [X] (a priori).

Il existe donc un polynôme R ∈ C [X] tel que : P = QR. On a alors : P = QR, et puisque P et Q sont
à coe�cients réels : P = QR. On en déduit que R = R, d'où R ∈ R [X]. Ainsi Q divise P dans R [X] ; or
Q étant de degré 2, il n'est associé ni à 1, ni à P : donc P n'est pas irréductible, contradiction.

Il s'ensuit que si P est irréductible dans R [X], il ne peut être de degré supérieur ou égal à 3. A la
lumière des résultats précédents, on peut donc conclure que dans R[X], les polynômes irréductibles sont

les polynômes de degré 1 et les polynômes de degré 2 de discriminant strictement négatif. K
5. Qu'il est légitime d'appliquer au polynôme P , que l'on peut voir comme élément de C [X], essentiellement car R ⊂ C.
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ä Conséquence du théorème 19.8.

Propriété 19.17 - (Décomposition en irréductibles dans R[X]).

Pour tout polynôme P ∈ R[X]\
{
0̃
}
, il existe des réels x1,. . . , xm deux à deux distincts, des couples

de réels (a1, b1),. . . , (ap, bp) deux à deux distincts et tels que a2i − 4bi < 0, et des entiers naturels non
nuls α1,. . . , αm, β1,. . . , βp tels que :

P = cd(P )
m∏
i=1

(X − xi)αi

p∏
i=1

(X2 + aiX + bi)
βi

Preuve. Conséquence immédiate des théorèmes 19.6 et 19.8. K

ä Application du théorème 19.8.

On a vu un peu plus haut que la décomposition en irréductibles dans C[X] du polynôme X6 − 1 est :

X6 − 1 = (X − 1) (X + j) (X − j) (X + 1)
(
X − j

) (
X + j

)
Pour obtenir la décomposition en irréductibles dans R[X] du polynôme X6 − 1, on �regroupe� les termes
faisant intervenir des racines conjuguées, de manière à faire apparaître des polynômes à coe�cients réels,
de degré 2 et de discriminant strictement négatif. A cet e�et, il peut être utile de connaître la formule :

∀ z ∈ C, (X − z) (X − z) = X2 − 2Re(z) + |z2|

Dans le cas présent, on obtient :

X6 − 1 = (X − 1) (X + 1)
[
(X − j)

(
X − j

)]︸ ︷︷ ︸
X2+X+1

[
(X + j)

(
X + j

)]︸ ︷︷ ︸
X2−X+1

On en déduit que la décomposition en irréductibles dans R [X] de X6 − 1 est :

X6 − 1 = (X − 1) (X + 1) (X2 +X + 1) (X2 −X + 1)

Finalement, on retiendra la :

Méthode pratique : pour décomposer un polynôme P ∈ R[X] en irréductibles dans C[X] (resp. dans
R[X]), on peut commencer par déterminer les racines complexes de P (resp. puis on regroupe deux à deux
les termes faisant intervenir des racines conjuguées).
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Preuve. (du Lemme 19.2, page 488). Soit P ∈ R[X], et soit α ∈ C une racine de P . Supposons
P non nul (sinon il n'y a rien à prouver), et notons n = deg(P ). Il existe (n+ 1) réels a0,. . . , an tels que :

P =
n∑
k=0

akX
k.

Puisque α est racine de P , on a :
n∑
k=0

akα
k = 0. En prenant les conjugués des deux termes de cette égalité,

on obtient :
n∑
k=0

akα
k = 0⇐⇒

n∑
k=0

ak α
k = 0⇐⇒

n∑
k=0

ak α
k = 0⇐⇒ P (α) = 0

La première équivalence provenant de la compatibilité de la conjugaison avec l'addition, la multiplication,
et l'élévation à une puissance entière ; la seconde de l'hypothèse suivant laquelle les ak sont réels (et donc
invariants par conjugaison) ; la dernière de la dé�nition du polynôme P .

Conclusion. Soit P ∈ R[X]. Si α ∈ C est racine de P , alors ᾱ est racine de P . K
ä Applications du lemme 19.2.

La première application du lemme est évidemment le théorème 19.8, dans la preuve duquel il joue un rôle
crucial.

Une seconde application en est la factorisation d'un polynôme à coe�cients réels dont on connaît une
racine complexe.

Illustration : factorisation du polynôme X4 −X3 + 2X2 − 2X + 4, sachant que 1 + i est racine.

ä On commence par véri�er que 1 + i est racine de P : on a 1 + i =
√
2eiπ/4, d'où :

P (1 + i) = 4eiπ − 2
√
2e3iπ/4 + 4eiπ/2 − 2

√
2eiπ/4 + 4 = −4 + 2− 2i+ 4i− 2− 2i+ 4 = 0

Ainsi 1 + i est racine de P , et en vertu du lemme 19.2, 1− i est également racine de P . Il s'ensuit que P
est multiple de (X − 1− i) (X − 1 + i), c'est-à-dire de (X2 − 2X + 2).

Il existe donc un polynôme Q ∈ R[X] tel que P = (X2 − 2X + 2)Q, que l'on peut déterminer en e�ectuant
la division euclidienne de P par (X2 − 2X + 2).

X4 −X3 + 2X2 − 2X + 4 X2 − 2X + 2

− (X4 − 2X3 + 2X2)

X3 − 2X + 4 X2 +X + 2

− (X3 − 2X2 + 2X)

2X2 − 4X + 4

− (2X2 − 4X + 4)

0

Par suite : X4 −X3 + 2X2 − 2X + 4 = (X2 − 2X + 2) (X2 +X + 2)

ä Le polynôme X2 +X + 2 possède deux racines complexes conjuguées :
(
−1± i

√
7
)
/2.

Conclusion. Le polynôme possède X4−X3+2X2−2X+4 quatre racines complexes : 1± i et −1± i
√
7

2
.
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On peut d'ailleurs déduire des calculs précédents que la décomposition en irréductibles dans C [X] du
polynôme P est :

X4 −X3 + 2X2 − 2X + 4 = (X − 1− i) (X − 1 + i)

(
X − −1 + i

√
7

2

)(
X − −1− i

√
7

2

)

Et sa décomposition en irréductibles dans R [X] est :

X4 −X3 + 2X2 − 2X + 4 = (X2 − 2X + 2) (X2 +X + 2)

19.4.5 Polynômes scindés, relations coe�cients-racines

Définition 19.16 - On appelle polynôme scindé dans K tout polynôme de K[X] dont toutes les
racines sont dans K.
Il revient au même de dire que P est scindé ou qu'il peut s'écrire comme un produit de polynômes de
degré 1 à coe�cients dans K.

Exemples. Le polynôme X2 + 1 est scindé dans C, pas dans R.

Propriété 19.18 - Tout polynôme de C [X] est scindé.

Preuve. Conséquence immédiate du théorème de D'Alembert-Gauss. K
Si P est de degré 2 et est scindé sur IK, P peut s'écrire P = aX2+ bX+ c = a (X − α1) (X − α2) où α1, α2

sont les racines de P . En développant le produit on a aX2 + bX + c = aX2 − a (α1 + α2)X + aα1α2 d'où

α1 + α2 = −
b

a
et α1α2 =

c

a

Si P est de degré 3, P = aX3 + bX2 + cX + d = a (X − α1) (X − α2) (X − α3) , en développant on a :

α1 + α2 + α3 = −
b

a
; α1α2 + α2α3 + α3α1 =

c

a
α1α2α3 = −

d

a

On généralise facilement à un polynôme de degré n, P = anX
n + · · · a0 = an

n∏
i=1

(X − αi) pour obtenir les

relations coe�cients-racines :

σ1 = α1 + · · ·+ αn = −an−1

an
σ2 = α1α2 + α2α3 + · · ·+ αnα1 =

an−2

an
...

σn = α1···αn = (−1)n a0
an

= (−1)n P (0)

an

On observera l'alternance des signes. Seule les formules donnant la somme et le produit des racines sont
à connaître.
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On peut aussi observer que le cas n = 2, on retrouve le résultat classique : a et b sont racines deX2−SX+P

où S = a+ b et P = ab.

Exemple d'application. On veut résoudre l'équation 36x3 − 12x2 − 5x + 1 = 0 sachant que l'une des
racines est égale à la somme des deux autres.

Notons α, β, γ les trois racines et supposons par exemple que γ = α+ β. D'après les relations coe�cients-

racines on a : α + β + γ = −−12
36

= 2γ =⇒ α + β = γ =
1

6
. Par ailleurs : αβγ = − 1

36
. On en déduit que

α et β sont racines de X2 −
(
1

6

)
X +

(
−1

6

)
dont les racines sont

1

2
et −1

3
.

19.5 Epilogue

19.5.1 Exemple d'équation polynomiale

Exercice (utilisation du degré) : résoudre dans K[X] l'équation X2P (X) = P (X2)

ä Cas particulier du polynôme nul. Clairement, le polynôme 0̃ est solution de l'équation (♠) .

ä Supposons à présent que P 6= 0̃ est solution de l'équation. Puisque P est non nul, il a un degré
entier naturel ; notons n = deg(P ).

En comparant les degrés des termes de gauche et de droite de l'équation, on obtient : n + 2 = 2n, ce qui
entraîne n = 2. Il existe donc trois scalaires a, b et c, avec a 6= 0 tels que P = aX2 + bX + c. On en déduit
que P est solution de l'équation si :

aX4 + bX3 + cX2 = aX4 + bX2 + c

Et puisque deux polynômes sont égaux si et seulement si tous leurs coe�cients sont deux à deux égaux,
on obtient b = 0 et c = 0. Par suite : P = aX2.

Réciproquement, tout polynôme P s'écrivant aX2 (avec a 6= 0) est solution de l'équation. On peut donc

conclure que les polynômes non nuls solutions de l'équation sont tous les aX2 (avec a 6= 0) (♣) .

Conclusion. D'après (♠) et (♣), les solutions de X2P (X) = P (X2) sont les polynômes aX2, avec a ∈ K
arbitraire.

19.5.2 Exemple de décomposition en irréductibles, dans C [X] et dans R [X]

Exercice : décomposition en irréductibles de P = X4 + 1 dans C[X], puis dans R[X].

ä 1ère étape � Racines de P dans C : on résout dans C l'équation z4+1 = 0. Ceci revient à résoudre
z4 = −1, c'est-à-dire à déterminer les racines quatrièmes de −1. En écrivant −1 = eiπ, on obtient déjà la
première de ces racines eiπ/4.



Cours MPSI - sz 495

Il su�t ensuite de se souvenir que �l'on passe d'une racine n-ième à la
suivante en tournant de 2π/n, c-à-d en multipliant par e2iπ/n�.

Dans la présente situation (puisque n = 4), les racines quatrièmes de −1
sont donc :

eiπ/4, eiπ/4 × eiπ/2, eiπ/4 ×
(
eiπ/2

)2
et eiπ/4 ×

(
eiπ/2

)3
Il serait regrettable de ne pas remarquer que eiπ/2 = i, ce qui permet de
réécrire les solutions de z4 + 1 = 0 :

eiπ/4, ieiπ/4, −eiπ/4, et −ieiπ/4

Rappelons aussi que les racines quatrièmes de −1 sont les a�xes des sommets d'un carré inscrit dans le
cercle de centre 0 et de rayon 1. 6

ä 2ème étape � Décomposition en irréductibles de P dans C[X] : peu de travail ici, puisqu'il
su�t de factoriser P à l'aide des racines que l'on vient d'obtenir.

Conclusion : la décomposition en irréductibles de P dans C[X] est

X4 + 1 =
(
X − eiπ/4

) (
X − ieiπ/4

) (
X + eiπ/4

) (
X + ieiπ/4

)
soit encore : X4 + 1 =

3∏
k=0

(
X − ikeiπ/4

)

ä 3ème étape � Décomposition en irréductibles de P dans R[X] : on multiplie deux à deux les
termes de la décomposition dans C[X] faisant intervenir des racines conjuguées.

On rappelle que pour tout z ∈ C : (X − z) (X − z̄) = X2 − 2Re (z) + |z|2 . 7

On obtient ainsi :
(
X − eiπ/4

) (
X + ieiπ/4

)
= X2 −

√
2X + 1 et

(
X − ieiπ/4

) (
X + eiπ/4

)
= X2 +

√
2X + 1.

Conclusion. La décomposition en irréductibles de P dans R[X] est :

X4 + 1 =
(
X2 −

√
2X + 1

) (
X2 +

√
2X + 1

)
.

19.5.3 Division euclidienne dans K[X], et puissances d'une matrice

Exercice : soit A ∈ Mn (K), telle que A2 − 4A+ 3In = 0. Calculer AN pour tout N ∈ N.

Observons que l'équation véri�ée par A se réécrit P (A) = 0, où P = X2− 4X +3 ; et réalisons la division
euclidienne de XN par P (avec N entier naturel arbitraire). D'après le théorème idoine, il existe un unique
couple (Q,R) de polynômes de K[X] tel que : XN = PQ+R avec R de degré au plus 1.

6. Plus généralement, les racines n-ièmes d'un complexe non nul z sont les a�xes des sommets d'un polygone régulier à

n côtés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon |z|1/n.
7. Au regard de son importance pratique dans ce chapitre, cette formule n'est pas à connaître par c÷ur, mais doit pouvoir

être retrouvée rapidement.
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Autrement dit, il existe deux scalaires a et b tels que : XN = PQ+ aX + b (♠).

Observons encore que P a comme racines 1 et 3 ; l'évaluation de la relation (♠) en 1 et en 3 fournit les
deux équations :

1 = a+ b et 3N = 3a+ b

On en déduit que : a = (3N − 1)/2 et b = (3− 3N)/2. Par conséquent :

XN = (X2 − 4X + 3)Q+
3N − 1

2
X +

3− 3N

2

Revenant à notre interprétation matricielle, on obtient :

AN = (A2 − 4A+ 3In)Q(A) +
3N − 1

2
A+

3− 3N

2
In

Puisque A2 − 4A+ 3In = 0 par hypothèse, on en déduit �nalement que :

∀N ∈ N, AN =
3N − 1

2
A+

3− 3N

2
In

19.5.4 Utilisation des multiplicités pour une factorisation

Exercice : véri�er que i est racine double de P = X6 +X5 +3X4 +2X3 +3X2 +X +1.

En déduire la décomposition en irréductibles de P dans C [X] et dans R [X].

On a : P (i) = i6 + i5 + 3i4 + 2i3 + 3i2 + i+ 1 = −1 + i+ 3− 2i− 3 + i+ 1 = 0 (ouf !).

Par ailleurs : P ′ = 6X5 + 5X4 + 12X3 + 6X2 + 6X + 1

d'où P ′(i) = 6i5 + 5i4 + 12i3 + 6i2 + 6i+ 1 = 6i+ 5− 12i− 6 + 6i+ 1 = 0 (re-ouf).

En�n : P ′′ = 30X4 + 20X3 + 36X2 + 12X + 6

d'où P ′′(i) = 30X4 + 20X3 + 36X2 + 12X + 6 = 30− 20i− 36 + 12i+ 6 = −8i.

On a donc : P (i) = P ′(i) = 0 et P ′′(i) 6= 0. On peut alors conclure que i est racine double de P , c'est à
dire que i est racine de multiplicité exactement égale à 2 du polynôme P .

Il s'ensuit que P est multiple de (X − i)2 (et pas de (X − i)3).

Par ailleurs, P (et P ′, et P ′′) étant à coe�cients réels, on déduit de ce qui précède que (−i) est également
racine double de P .

Ainsi, P est divisible par (X − i)2 (X + i)2, c'est à dire par (X2 + 1)
2.

Il existe donc un polynôme Q de degré 2 tel que : P = (X2 + 1)
2
Q.
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On peut déterminer Q par division euclidienne ou par �coe�cients inconnus�. Quelque soit la méthode
choisie, on obtient : Q = X2 +X + 1.

Par suite : P = (X2 + 1)
2
(X2 +X + 1). Les polynômes X2 + 1 et X2 + X + 1 étant de discriminant

strictement négatif, cette écriture est la décomposition en irréductibles de P dans R [X].

Conclusion. La décomposition en irréductibles de P dans R [X] est :

X6 +X5 + 3X4 + 2X3 + 3X2 +X + 1 = (X2 + 1)
2
(X2 +X + 1)

Et la décomposition en irréductibles de P dans C [X] est :

X6 +X5 + 3X4 + 2X3 + 3X2 +X + 1 = (X − i)2 (X + i)2 (X − j)
(
X − j

)

19.5.5 Somme de deux binomiales indépendantes

Propriété 19.19 - Si X et Y sont deux VAR indépendantes suivant la même loi binomiale B (n, p),
alors X + Y suit la loi binomiale B (2n, p).

Preuve. Soient X et Y deux VAR indépendantes suivant la même loi binomiale B (n, p). Puisque X et
Y sont à valeurs dans [[ 0, n ]], la somme X + Y est à valeurs dans [[ 0, 2n ]].

Soit donc k un entier naturel dans [[ 0, 2n ]]. On a :

P (X + Y = k) =
k∑
i=0

P ((X = i) ∩ (Y = k − i)) =
k∑
i=0

P (X = i)× P (Y = k − i)

La première égalité provient de ce que l'évènement (X + Y = k) est l'union disjointe des évènements
((X = i) ∩ (Y = k − i))i∈[[0,k]] ; la seconde de l'indépendance de X et Y .

D'où : P (X + Y = k) =
k∑
i=0

(
n

i

)
pi (1− p)n−i×

(
n

k − i

)
pk−i (1− p)n−k+i =

k∑
i=0

(
n

i

)(
n

k − i

)
pk (1− p)2n−k

Finalement : P (X + Y = k) = pk (1− p)2n−k
k∑
i=0

(
n

i

)(
n

k − i

)
.

D'où (formule de Vandermonde) : P (X + Y = k) =

(
2n

k

)
pk (1− p)2n−k

Conclusion : ∀ k ∈[[ 0, 2n ]], P (X + Y = k) =

(
2n

k

)
pk (1− p)2n−k. Donc X + Y suit la loi binomiale

B(2n, p). K
Remarque. Ce résultat peut être généralisé de la manière suivante : si X1,. . . , XN sont N variables
aléatoires mutuellement indépendantes suivant tout la même loi binomiale de taille n et de paramètre p,
alors X1 + · · ·+XN suit la loi binomiale B(Nn, p).
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19.5.6 Polynômes de Tchebychev

Etude des polynômes de Tchebychev : degré, coe�cient dominant, racines

On dé�nit une suite de polynômes (Tn)n∈N en posant T0 = 1, T1 = X, et ∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

Ces polynômes sont appelés polynômes de Tchebychev de première espèce.

1) Expliciter T2 et T3.

2) Pour tout entier naturel n, déterminer le degré de Tn et son coe�cient dominant.

3) Etablir que : ∀n ∈ N, ∀ θ ∈ R, Tn (cos (θ)) = cos (nθ) et Tn (ch (θ)) = ch (nθ).

4) Soit n un entier naturel. Déduire de la question précédente les valeurs de Tn(1) et de T ′
n(1).

5) Soit à présent n un entier naturel non nul. Déterminer les racines de Tn appartenant à l'intervalle [−1, 1].
Combien y en a-t-il ? Comment justi�er que ces racines sont simples et qu'il n'y en a pas d'autres ?

6) Etudier la parité 8 du polynôme Tn en fonction de la parité de l'entier naturel n.

7) Soit n un entier naturel non nul, et x un nombre réel. Montrer que : |x| 6 1⇐⇒ |Tn(x)| 6 1.

Corrigé.

1) D'après l'énoncé : T2 = 2XT1 − T0 ⇐⇒ T2 = 2X2 − 1 .

Puis : T3 = 2XT2 − T1 ⇐⇒ T3 = 4X3 − 3X .

2) Montrons que : ∀n ∈ N∗, deg (Tn) = n et cd (Tn) = 2n−1 par récurrence double sur n. Notons :

P(n) : �deg (Tn) = n et cd (Tn) = 2n−1�

ä Initialisation (pour n = 1 et n = 2) : on a T1 = X et T2 = 2X2 − 1. On observe que deg (T1) = 1 et
deg (T2) = 2 ; et cd (T1) = 20 et cd (T2) = 21. Donc les propriétés P(1) et P(2) sont vraies.

ä Hérédité : supposons la propriété vraie aux rangs n et n+ 1 pour un certain entier naturel non nul n.
On exploite alors la relation Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

Dans le terme de droite de cette égalité, le degré de 2XTn+1 est par hypothèse de récurrence, égal à
1 + (n+ 1) = n+ 2 ; tandis que celui de Tn est égal à n (toujours par hypothèse de récurrence).
Puisque deg (2XTn+1) > deg (Tn), on en déduit d'une part que deg (2XTn+1 − Tn) = deg (2XTn+1) = n+2,
et d'autre part que : cd (2XTn+1 − Tn) = cd (2XTn+1) = 2cd (Tn+1).

Or, par hypothèse de récurrence, cd (Tn+1) = 2n, donc : cd (2XTn+1) = 2n+1.

En résumé, on a établi que : deg (Tn+2) = n + 2 et cd (Tn+2) = 2n+1, ce qui signi�e que la propriété
P (n+ 2) est vraie, et prouve l'hérédité.

Conclusion : ∀n ∈ N∗, deg (Tn) = n et cd (Tn) = 2n−1

3) Pour faire preuve d'originalité, prouvons la propriété P(n) : �∀ θ ∈ R, Tn (cos (θ)) = cos (nθ)� par
récurrence sur n.

8. Par parité du polynôme, on entend parité de la fonction polynomiale associée.
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ä Initialisation (pour n = 0 et n = 1) : d'une part T0 = 1 d'où pour tout réel θ on a : T0 (cos (θ)) = 1.
D'autre part, pour tout réel θ on a : cos (0× θ) = 1. Donc P (0) est vraie.

D'une part T1 = X d'où pour tout réel θ on a : T1 (cos (θ)) = cos (θ). D'autre part, pour tout réel θ on a :
cos (1× θ) = cos (θ). Donc P (1) est vraie.
ä Hérédité : supposons la propriété vraie aux rangs n et n+ 1 pour un certain entier naturel non nul n.
Alors, pour tout réel θ on a :

Tn+2 (cos (θ)) = 2 cos (θ)Tn+1 (cos (θ))︸ ︷︷ ︸
=HRcos((n+1)θ)

−Tn (cos (θ))︸ ︷︷ ︸
=HRcos(nθ)

= 2 cos (θ) cos ((n+ 1) θ)− cos (nθ)

= cos ((n+ 2) θ) + cos (nθ)− cos (nθ) d'où : Tn+2 (cos (θ)) = cos ((n+ 2) θ)

Ce qui assure que la propriété P (n+ 2) est vraie, et prouve l'hérédité de la propriété.

Conclusion : ∀n ∈ N, ∀ θ ∈ R, Tn (cos (θ)) = cos (nθ)

4) Soit n un entier naturel. D'après la question précédente : Tn (1) = Tn (cos (0)) = cos (n× 0)

d'où : Conclusion : ∀n ∈ N, Tn (1) = 1 .

Considérons à présent la fonction F : θ ∈ R 7−→ Tn (cos (θ)). Celle-ci est dérivable sur R en tant que
composée de fonctions qui le sont, et : ∀ θ ∈ R, F ′ (θ) = − sin (θ)T ′

n (cos (θ)).

Comme par ailleurs on a : ∀ θ ∈ R, Tn (cos (θ)) = cos (nθ), on peut a�rmer que : ∀ θ ∈ R, F ′ (θ) =

−n sin (nθ).

En identi�ant les deux expressions obtenues pour F ′, on a : sin (θ)T ′
n (cos (θ)) = n sin (nθ).

Alors, pour tout réel θ (non multiple de π) on a : T ′
n (cos (θ)) =

n sin (nθ)

sin (θ)
.

Il reste à observer que T ′
n (1) = lim

x−→1
T ′

n (x) (puisque Tn est polynomiale donc C ∞ donc en particulier

C 1) pour obtenir : T ′
n (1) = lim

θ−→0

n sin (nθ)

sin (θ)
. Comme sin (θ) ∼

0
θ et sin (nθ) ∼

0
nθ, on en déduit que

n sin (nθ)

sin (θ)
∼
0
n2, ce qui entraîne lim

θ−→0

n sin (nθ)

sin (θ)
= n2 et donc : ∀n ∈ N, T ′

n (1) = n2

5) Soit n un entier naturel non nul. On cherche les racines de Tn appartenant à l'intervalle [−1, 1]. Soit
donc x un réel de cet intervalle tel que : Tn(x) = 0. Puisque x est compris entre −1 et 1, il existe un unique
réel θ dans [0, π] tel que x = cos(θ). On a alors :

Tn(x) = 0⇐⇒ Tn (cos (θ)) = 0⇐⇒ cos (nθ) = 0⇐⇒ nθ ≡ π

2
[π]⇐⇒ θ ≡ π

2n

[π
n

]
⇐⇒ ∃ k ∈ Z, θ =

π

2n
+ k

π

n
⇐⇒ ∃ k ∈ Z, θ =

(2k + 1) π

2n

Posons alors, pour tout k ∈[[ 0, n−1 ]], θk =
(2k + 1) π

2n
. Il est clair que les réels θk sont n réels distincts de

[0, π]. Puisque la restriction de la fonction cos à l'intervalle [0, π] est injective, les réels (cos (θk))k∈[[0,n−1]]

sont n réels distincts de l'intervalle [−1, 1] ; qui plus est, ce sont (par construction) n racines distinctes du
polynôme Tn. Comme Tn est de degré n (cf question 2), on peut conclure qu'il n'y en a pas d'autres.



500 Cours MPSI - sz

Conclusion : pour tout entier naturel n non nul, le polynôme Tn possède n racines distinctes (donc simples

puisque Tn est de degré n) qui sont les réels : cos

(
(2k + 1) π

2n

)
avec k ∈ [[ 0, n− 1 ]].

6) Au regard des premiers termes de la suite, on peut facilement conjecturer que T2n est pair tandis que
T2n+1 est impair. On prouve par récurrence sur n la propriété P (n) : �T2n est pair et T2n+1 est impair�.

ä Initialisation (pour n = 0) : triviale puisque T0 = 1 et T1 = X.

ä Hérédité : soit n un entier naturel tel que P (n) soit vraie, c'est-à-dire : T2n est pair et T2n+1 est impair.

Alors : T2n+2 = 2XT2n+1 − T2n est la di�érence entre 2XT2n+1 qui est pair (en tant que produit de
polynômes impairs) et T2n également pair. Par suite T2n+2 est pair.

Puis : T2n+3 = 2XT2n+2 − T2n+1 est la di�érence entre 2XT2n+2 qui est impair (en tant que produit de
polynômes de parités di�érentes) et T2n+1 également impair. Par suite T2n+3 est impair.

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : pour tout entier naturel n, le polynôme Tn a la même parité que n.

7) Soient n un entier naturel non nul, et x un nombre réel.

ä Supposons |x| 6 1 : alors existe un unique réel θ dans [0, π] tel que x = cos(θ). Donc Tn(x) =

Tn (cos (θ)) = cos (nθ). En particulier |Tn(x)| 6 1 puisque |cos (nθ)| 6 1.

On a ainsi établi que : |x| 6 1 =⇒ |Tn(x)| 6 1 (♠)

ä Si |x| > 1 : alors il existe un réel θ > 0 tel que x = ch(θ). Donc Tn(x) = Tn (ch (θ)) = ch (nθ). En
particulier |Tn(x)| > 1 puisque |ch (nθ)| > 1 dès lorsque n et θ sont non nuls.

On a ainsi établi que : |x| > 1 =⇒ |Tn(x)| > 1 (♣)

Conclusion : d'après (♠) et (♣), pour tout entier naturel n non nul : |x| 6 1⇐⇒ |Tn(x)| 6 1.

19.5.7 Théorème de d'Alembert-Gauss

Théorème 19.9 - (D'Alembert-Gauss).

Tout polynôme non constant de C[X] possède une racine dans C.

Preuve. NB : cette preuve est hors-programme, mais pas le théorème ! ! !

Soit P un polynôme de C[X], non constant. Notons n ∈ N∗ son degré, et P =
n∑
k=0

akX
k.

Considérons l'application ψ : C // R+

z � // |P (z)|

Le principe de la preuve consiste à prouver que la fonction ψ admet un minimum, puis que ce minimum
est nul.
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Remarque. Si vous voulez vous faire une image de ψ, il faut un peu d'imagination. Puisqu'elle est dé�nie
sur C, et à valeurs dans R, ψ ne sera plus représentée par une courbe, mais par une surface. Explicitement,
l'image d'un complexe z = x+ i y par ψ est le réel positif ψ (z) ; on se propose alors d'associer à ces données
le point de R3 de coordonnées (x, y, ψ (x+ i y)). L'ensemble des points obtenus de cette façon en faisant
varier x et y est une surface de R3, que l'on pourra alors appeler surface représentative de la fonction ψ
(et que l'on notera Sψ dans les exemples ci-dessous).

Ci-dessous, on donne quelques exemples de telles surfaces Sψ associées à di�érents polynômes P .

Sψ pour P = X
Sψ pour P = X2

Sψ pour P = X2 +X + 1 Sψ pour
P = (X − 1)(X − 1− i)(X − 1 + i)4

ä 1ère partie � Où l'on prouve que ψ admet un minimum.

Pour tout nombre complexe z non nul, on a : ψ(z) = |zn|

∣∣∣∣∣an +
n−1∑
k=0

ak
zn−k

∣∣∣∣∣
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Soit k un entier de [[ 0, n− 1 ]]. Lorsque |z| tend vers +∞, on a :
ak
zn−k

−→ 0.

Donc : lim
z−→+∞

∣∣∣∣∣an +
n−1∑
k=0

ak
zn−k

∣∣∣∣∣ = |an|
Puisque |an| > 0 (an est non nul par hypothèse 9), on a donc : lim

z−→+∞
ψ(z) = +∞.

En particulier, il existe un réel R > 0 tel que : ∀ z ∈ C, (|z| > R) =⇒ (ψ(z) > |a0|+ 1) (♠). 10

Posons alors K = D (0, R) = {z ∈ C / |z| 6 R}. K est une partie fermée et bornée de C. 11 D'après le
théorème des bornes atteintes 12, ψ admet un maximum et un minimum sur K.

Ne nous intéressons qu'au minimum de ψ, que l'on note m. Il existe un complexe z0 ∈ D(0, R) tel que :
ψ (z0) = m.

Alors : (1) : ∀ z ∈ D(0, R), ψ(z) > m puisque m est le minimum de ψ sur K.

En particulier : |a0| > m puisque |a0| = ψ(0). Il s'ensuit que : (2) ∀ z ∈ C, (|z| > R) =⇒ (ψ(z) > m)

d'après (♠).

On déduit des points (1) et (2) que : ∀ z ∈ C, ψ(z) > m = ψ(z0) (♣) .

Ainsi la fonction ψ admet un minimum (global) sur C. Fin du premier acte.

ä 2ème partie � Où l'on prouve que le minimum de ψ est nul.

Commençons par une observation pas trop di�cile ; la fonction ψ étant à valeurs dans R+, son minimum
est supérieur ou égal à 0. Pour parvenir à nos �ns, il �su�t� donc de prouver que m ne peut pas être
strictement positif. Pour cela, rien de tel qu'un petit raisonnement par l'absurde.

Supposons que m = ψ(z0) > 0. Alors la formule de Taylor appliquée en z0 donne :

P (z0 + Z) = α0 + α1Z + α2Z
2 + · · ·+ αnZ

n

où les αi désignent les complexes
P (i)(z0)

i!
. En particulier : α0 = P (z0) 6= 0 (par hypothèse), et αn 6= 0

puisque deg(P ) = n.

Notons alors : k = min {i ∈[[ 1, n ]] /αi 6= 0}. L'existence de ce minimum est assurée par le fait que
l'ensemble considéré est une partie de N∗ (donc minorée !) non vide (n y appartient). Avec cette dé�nition
de k, on a donc :

9. C'est le coe�cient dominant de P )
10. On utilise la dé�nition de �tendre vers +∞� pour une fonction dé�nie sur C et à valeurs dans R, que voici : soit

f : C −→ R ; lim
z−→+∞

f(z) = +∞ si pour tout réel M , il existe un réel R tel que : ∀ z ∈ C, (|z| > R) =⇒ (f(z) > R).

La motivation pour choisir R = |a0|+ 1 dans le cas présent est que ψ(0) = |a0|, et que l'on est donc assuré qu'il existera un

voisinage de 0 sur lequel ψ sera inférieure ou égale à |a0|+ 1, et donc que R 6= 0.
11. Que K soit bornée, vous pouvez le comprendre. �Fermée�, vous pouvez en avoir l'intuition : K est un disque fermé car

�on en prend le bord�. Vous verrez l'an prochain une dé�nition vraiment mathématique de ce terme.
12. Qui a�rmera que toute fonction continue f : K −→ R dé�nie sur une partie fermée et bornée de C est elle même

bornée et atteint ses bornes. Ici, la fonction ψ est continue en tant que composée d'une fonction polynomiale, et de la fonction
valeur absolue, toutes deux continues.
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P (z0 + Z) = α0 + αkZ
k + αk+1Z

k+1 + · · ·+ αnZ
n

Notons encore ω une racine k-ième du complexe −α0

αk
.

Alors pour tout réel t : P (z0 + ωt) = α0 + αkw
ktk + αk+1w

k+1tk+1 + · · ·+ αnw
ntn

d'où : P (z0 + ωt) = α0−α0t
k+αk+1w

k+1tk+1+· · ·+αnwntn soit en�n : P (z0 + ωt) = α0(1−tk+o
(
tk
)
).

D'où : ψ (z0 + ωt) = |α0| ×
∣∣(1− tk + o

(
tk
)
)
∣∣.

Pour t > 0, la quantité 1−tk+o
(
tk
)
est strictement plus petite que 1 (puisqu'alors l'expression tk−o(tk) est

strictement positive) sur un voisinage de 0. En particulier, il existe un réel t0 tel que : ψ (z0 + ωt0) < |α0|.

En posant z1 = z0 + ωt0 et en se rappelant que α0 = P (z0) = m, on a donc établi que :

∃ z1 ∈ C, ψ (z1) < ψ (z0)

ce qui contredit violemment le fait que ψ (z0) est le minimum global de ψ.

Il s'ensuit que m = ψ(z0) = 0, ce qui prouve que ψ s'annule au moins une fois dans C, et donc que P
s'annule au moins une fois dans C.

Conclusion. Tout polynôme non constant de C[X] possède une racine dans C. K
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Chapitre 20

Probabilités et variables aléatoires usuelles

Tout au long de ce chapitre, on se place dans la situation où l'univers de l'expérience aléatoire est �ni.

20.1 Expérience aléatoire et univers

On donne dans ce premier paragraphe quelques dé�nitions �à la volée�. 1

En premier lieu, on appelle expérience aléatoire une expérience dont on ne peut prévoir le résultat
(de façon certaine). Une issue (ou éventualité) est un résultat possible lors d'une expérience aléatoire.
Exemples d'expériences aléatoires : lancer de dé, de pièce, pas de nain parceque c'est interdit, jeux divers
et variés (cartes, boules, urnes. . . ), note lors d'une évaluation. . .

L'univers (souvent noté Ω) d'une expérience aléatoire est l'ensemble de ses issues.

Un évènement est une partie de l'univers. L'évènement certain (resp. impossible) est Ω (resp. ∅). Un
évènement élémentaire est un singleton de l'univers (càd un évènement constitué d'une unique éventualité).

20.2 Opérations sur les évènements

On commence ce paragraphe de la même façon que le second, en rappelant des dé�nitions bien connues.

Définition 20.1 - Soient A et B ∈ P (Ω) (il revient au même d'écrire : �soient A et B deux
évènements lors d'une même expérience aléatoire).

1/ L'évènement A ∩B est l'évènement qui est réalisé SSI A et B le sont ;

2/ L'évènement A ∪B est l'évènement qui est réalisé SSI A ou B l'est.

3/ L'évènement A est l'évènement qui est réalisé SSI A ne l'est pas.

1. Essentiellement, il s'agit de dé�nitions qui vous sont familières depuis le Lycée.



506 Cours MPSI - sz

Exemples. Lors d'un lancer de dé à 6 faces, on considère les évènements A : �obtenir un résultat pair� et
B : �obtenir au moins 5�.

Dans cette situation on a : A = {2, 4, 6} ; B = {5, 6} ; A ∩ B = {6} ; A ∪ B = {2, 4, 5, 6} ; A = {1, 3, 5} ;
B = {1, 2, 3, 4}.

Remarque. Ces considérations sur les évènements ne sont �nalement, au vocabulaire près, qu'une retra-
duction des notions introduites lors du chapitre 1 dans le cadre de la théorie des ensembles. On dispose
donc déjà d'un nombre impressionnant de propriétés sur les opérations sur les ensembles (distributivités
et lois de Morgan notamment). Rappelons-les explicitement.

Propriété 20.1 - Soient A, B et C trois éléments de P(Ω). On a :

1/ A ∩ Ω = A ; A ∪ A = Ω ; A ∩ A = ∅

2/ A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

3/ A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

4/ (A ∩B) = A ∪B

5/ (A ∪B) = A ∩B

Preuve. Voir chapitre 1. K
Définition 20.2 - Deux évènements A et B sont incompatibles (ou disjoints) si A ∩B = ∅.

Exemples. Lors d'un lancer de dé, les évènements �obtenir un résultat pair� et �obtenir 3 ou 5� sont
incompatibles.

Dans un autre registre, les évènements �habiter Dunkerque� et �ne pas marcher dans le vent� sont incom-
patibles.

Définition 20.3 - Soit Ω l'univers d'une expérience aléatoire. Un système complet d'évène-

ments (en abrégé SCE ; on dit aussi partition) est une famille (Ai)i=1,...,n d'évènements deux à deux

disjoints tels que
⋃

i=1,...,n

Ai = Ω.

Illustration. Ci-contre, les évènements A1,. . . , A7

constituent un système complet d'évènements de l'uni-
vers Ω.

Exemple. Lorsque l'expérience aléatoire est un lancer de dé, les évènements A1 = {1, 2, 3}, A2 = {4, 5}
et A3 = {6} constituent un système complet d'évènements.
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Exemple fondamental. Pour tout évènement A, la
famille

(
A, Ā

)
est un système complet d'évènements,

puisque A ∪ A = Ω et A ∩ A = ∅ (voir illustration
ci-contre).

20.3 Probabilités

20.3.1 Généralités

Définition 20.4 - Une probabilité P sur Ω est une application

P : P (Ω) −→ [0; 1]

telle que :

1/ P (Ω) = 1

2/ Si A et B sont deux parties disjointes de Ω, alors P (A ∪B) = P (A) + P (B)

Exemple. Dans le contexte d'un lancer de pièce, on dé�nit une probabilité sur Ω en posant : P (pile) = 1/5

et P (face) = 4/5.

Propriété 20.2 - (Propriétés des probabilités) Soit Ω l'univers d'une expérience aléatoire, et
soit P une probabilité sur Ω.

1/ Pour tout évènement A ∈ P (Ω) , 0 6 P(A) 6 1

2/ P (∅) = 0

3/ Pour tout évènement A ∈ P (Ω), P
(
Ā
)
= 1− P (A)

4/ Pour tout couple (A,B) d'évènements de P (Ω), P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Preuve. Le point 1 résulte de la dé�nition de probabilité : puisque P est une probabilité sur Ω, elle est
à valeurs dans [0, 1].

Le point 2 est une nouvelle conséquence de la dé�nition. En e�et, on a d'une part P(Ω) = 1 ; et d'autre
part les évènements Ω et ∅ sont disjoints. On en déduit que :

P(Ω ∪ ∅) = P (Ω) + P (∅) d'où : P (∅) = 1− P (Ω) soit P (∅) = 0.

Prouvons le point 3 : soit A ∈ P(Ω). Les évènements A et A étant disjoints, on a : P
(
A ∪ A

)
=

P(A) + P
(
A
)
. Par ailleurs, puisque A ∪ A = Ω, on a : P

(
A ∪ A

)
= 1. On déduit de ces deux relations

que : P
(
Ā
)
= 1− P (A).

Prouvons le point 4 : soient A et B deux évènements dans Ω. On observe judicieusement que l'évènement
A ∪B est la réunion disjointe 2 de A\B et de B.

2. Dire qu'une partie P est la réunion disjointe de deux parties P1 et P2 signi�e que P = P1 ∪ P2, et que P1 ∩ P2 = ∅.
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Il s'ensuit que :

P (A ∪B) = P (A\B) + P(B) (♠)

Par ailleurs, l'évènement A est aussi la réunion disjointe de A\B et de A ∩B. D'où :

P (A) = P (A\B) + P (A ∪B) (♣)

On déduit de (♠) et de (♣) que : P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). K
Remarque. Les deux a�rmations concernant les réunions disjointes dans la preuve du point 4 peuvent être
retrouvées rapidement à l'aide d'un dessin ; et on peut naturellement les prouver en utilisant les dé�nitions
des ensembles intervenant dans ces a�rmations (c'est un exercice facile de théorie des ensembles).

Propriété 20.3 - (Croissance) Pour toute probabilité P sur P(Ω), et pour tout couple (A,B)

d'évènements dans Ω, on a :

[A ⊂ B] =⇒ [P(A) 6 P(B)]

Preuve. Soient A et B deux évènements dans Ω. Si A ⊂ B, alors : B = A ∪ (B\A). Or cette union
est disjointe, donc : P(B) = P(A) + P (B\A). Une probabilité étant toujours positive, on en déduit que :

P(B) > P(A). K
Remarque. Une autre observation, qui concerne l'exemple précédant les propriétés cette fois-ci. L'exemple
de probabilité donné dans le contexte de l'expérience de pile ou face peut être généralisé à un univers �ni.
C'est l'objet de la propriété suivante.

Propriété 20.4 - Soit Ω un univers �ni, que l'on se propose de noter Ω = {x1, . . . , xn}, où n

désigne un entier naturel non nul (et les xi les issues de l'expérience aléatoire).

Soit (p1, . . . , pn) un n-uplets de réels tels que :

1/ ∀ i ∈ [[ 1, n ]], pi ∈ [0, 1] ; 2/
n∑
i=1

pi = 1

Alors il existe une unique probabilité P sur P(Ω) telle que :

∀ i ∈ [[ 1, n ]], P ({xi}) = pi

Traduction informelle. On dé�nit de manière unique une probabilité sur un univers �ni en choisissant les
probabilités de chacun des évènements élémentaires, de telle sorte que la somme de toutes ces probabilités
soit égale à 1.

Preuve. Avec les notations de l'énoncé, il s'agit de véri�er que l'application P est correctement dé�nie,
à valeurs dans [0, 1], telle que P (Ω) = 1, et telle que P (A ∪B) = P (A) + P (B) dès lors que A et B sont
deux parties disjointes de Ω.
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Soit A une partie de Ω. Alors : A = {xi1 , . . . , xim} (en ayant noté m le cardinal de A). On peut observer
que A est la réunion disjointe de ses singletons, ce que l'on peut noter :

A =
m⊔
j=1

{
xij
}

Il s'ensuit que : P(A) =
m∑
j=1

P
({
xij
})

=
m∑
j=1

pij .

L'application P est donc correctement dé�nie ; il reste à véri�er qu'elle est à valeurs dans [0, 1].

Or, en conservant les notations précédemment introduites, on a :

0 6 P(A) =
m∑
j=1

pij 6
n∑
i=1

pi = 1 = 1

puisque les réels pi sont tous positifs ou nuls et de somme égale à 1 par hypothèse. Il s'ensuit donc que P
est dé�nie sur P(Ω), et à valeurs dans [0, 1].

En�n, il résulte de la construction de P que P (A ∪B) = P (A) + P (B) dès lors que A et B sont deux
parties disjointes de Ω, puisque la probabilité d'un évènement est la somme des probas des évènements
élémentaires qui le composent.

Pour conclure, cette probabilité P est unique, car s'il existait une autre probabilité P′ telle que : ∀ i ∈
[[ 1, n ]], P′ ({xi}) = pi, alors il en résulterait (voir calculs faits plus haut) que P′(A) = P(A) pour tout
évènement A de P(Ω). K
Exemple-clef � Situation d'équiprobabilité. Notons Ω = {ω1, . . . , ωn}, et notons pour tout i ∈[[
1;n ]], pi = P ({ωi}).
D'après la propriété précédente, on dé�nit une probabilité P sur P(Ω) en posant :

∀ i ∈ [[ 1, n ]], P ({ωi}) =
1

n

On parle alors d'équiprobabilité.

Dans cette situation, on a pour tout évènement A dans Ω :

P (A) =
card A
card Ω

=
card A
n

3

Pour faire le lien avec une a�rmation que vous avez peut-être déjà entendue, cette formule correspond au
quotient :

nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

Exemple. Quand on lance un dé non truqué (ou équilibré), on est dans la situation d'équiprobabilité,
dans le sens où la probabilité d'obtenir chacune des faces est égal à 1/6.

3. Où card A désigne le cardinal de A, c'est-à-dire son nombre d'éléments.
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20.3.2 Formule des probabilités totales

Place maintenant à l'une des propriétés essentielles de ce chapitre de probabilités.

Théorème 20.1 - (Formule des probabilités totales) Soit (Ai)i=1,...,n un système complet
d'évènements de Ω.

On a :

∀A ∈ P(Ω), P (A) =
n∑
i=1

P (A ∩ Ai)

Illustration. Sur la �gure ci-contre, on a fait apparaître le
fait que la probabilité de l'évènement A est la somme des
probabilités des �petits morceaux� qui composent A, càd la
somme des probabilités des évènements A∩A1,. . . , A∩An.

Preuve. Soit (Ai)i=1,...,n un système complet d'évènements, et soit A un évènement quelconque de Ω.

Le point-clef consiste ici à observer que les évènements (A ∩ Ai) sont deux à deux disjoints, et recouvrent
A. En clair, il s'agit d'établir les deux faits suivants :

1) ∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, i 6= j =⇒ (A ∩ Ai) ∩ (A ∩ Aj) = ∅ et 2)
n⋃
i=1

(A ∩ Ai) = A

ä Pour le point 1 : il su�t d'observer que pour tout couple (i, j) d'entiers (compris entre 1 et n), on
a 4 : (A ∩ Ai)∩ (A ∩ Aj) = A∩ (Ai ∩ Aj). Or si i 6= j, alors Ai∩Aj = ∅ puisque les Ai constituent un SCE
par hypothèse. On en déduit le point 1).

ä Pour le point 2 : comme (Ai)i=1,...,n est un système complet d'évènements, on peut déjà a�rmer que :

Ω =
n⋃
i=1

Ai. On en déduit que : A ∩ Ω = A ∩

(
n⋃
i=1

Ai

)
. En utilisant encore une fois la distributivité de ∩

par rapport à ∪, on obtient : A =
n⋃
i=1

(A ∩ Ai), ce qui établit le point 2.

ä Conclusion : d'après ce qui précède P (A) = P

(
n⋃
i=1

(A ∩ Ai)

)
. Et puisque d'après le 1), les évènements

(A ∩ Ai) sont deux à deux disjoints, la probabilité de leur réunion est la somme de leurs probabilités
individuelles, soit :

P

(
n⋃
i=1

(A ∩ Ai)

)
=

n∑
i=1

P (A ∩ Ai) d'où P (A) =
n∑
i=1

P (A ∩ Ai) K

4. En utilisant l'associativité de l'intersection d'une part, et la propriété décoi�ante selon laquelle A ∩A = A.
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Corollaire 20.1 - Soit A un évènement quelconque. On a :

∀B ∈ P(Ω), P (B) = P (B ∩ A) + P
(
B ∩ A

)
Preuve. Il su�t d'appliquer le théorème 20.1 au système complet d'évènements (A,A). K
On renvoie à la prochaine section pour des applications de la FPT.

20.4 Probabilités conditionnelles et évènements indépendants

Définition 20.5 - Soient A et B deux évènements, avec P(A) 6= 0. La probabilité conditionnelle
de B sachant A (càd sachant que A est réalisé) est :

PA (B) =
P (B ∩ A)
P (A)

Exemples. Lors du lancer d'un dé équilibré, on considère les évènements :

A : �obtenir un résultat pair� B : �obtenir au plus 3� et C : �obtenir au moins 3�

On a : PA (B) =
1/6

1/2
=

1

3
; PA (C) =

2/6

1/2
=

2

3
; PC (A) =

2/6

2/3
=

1

2
; . . .

Remarque. Il résulte de la dé�nition que : P (B ∩ A) = PA (B)× P (A) .

Propriété 20.5 - (Propriétés des probabilités conditionnelles) Soit A un évènement tel que
P(A) 6= 0. On a :

1/ Pour tout évènement B : PA
(
B̄
)
= 1− PA (B).

2/ Pour tout couple (B1, B2) d'évènements : PA (B1 ∪B2) = PA (B1) + PA (B2)− PA (B1 ∩B2).

Preuve. Soit A un évènement tel que P (A) 6= 0.

Alors pour tout évènement B, on a : Ω = B ∪ B̄. D'où : A ∩ Ω = A ∩
(
B ∪ B̄

)
.

Or A ∩ Ω = A (puisque A ⊂ Ω) ; et A ∩
(
B ∪ B̄

)
= (A ∩B) ∪

(
A ∩ B̄

)
(distributivité de ∩ par rapport à

∪).

On en déduit que P (A) = P
(
(A ∩B) ∪

(
A ∩ B̄

))
.

Or l'union (A ∩B) ∪
(
A ∩ B̄

)
est disjointe 5, donc (par dé�nition de probabilité) :

P
(
(A ∩B) ∪

(
A ∩ B̄

))
= P (A ∩B) + P

(
A ∩ B̄

)
En résumé, on a établi que : P (A) = P (A ∩B) + P

(
A ∩ B̄

)
, d'où en divisant tous les termes de cette

égalité par P (A) (qui est non nulle) : 1 = PA (B) + PA
(
B̄
)
, soit �nalement : PA

(
B̄
)
= 1− PA (B) .

5. C'est-à-dire : (A ∩B) ∩
(
A ∩ B̄

)
= ∅. La preuve de ce fait est triviale, puisque si un élément appartient aux deux

termes de l'intersection, alors il est à la fois dans B, et dans son complémentaire B̄.
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ä Pour le second point, on considère B1 et B2 deux évènements arbitraires dans Ω. On a alors :

PA (B1 ∪B2) =
P ((B1 ∪B2) ∩ A)

P (A)
=

P ((B1 ∩ A) ∪ (B2 ∩ A))
P (A)

=
P (B1 ∩ A) + P (B2 ∩ A)− P ((B1 ∩B2) ∩ A)

P (A)
= PA (B1) + PA (B2)− PA (B1 ∩B2) K

On aurait pu faire l'économie de cette preuve en établissant que PA dé�nit une probabilité sur P(Ω) (à
ce titre, elle véri�e donc les propriétés des probas).

Propriété 20.6 - (Propriétés des probabilités conditionnelles) Soit A un évènement tel que
P(A) 6= 0.

L'application PA est une probabilité sur P(Ω).

Preuve. Soit A un évènement tel que P(A) 6= 0. Il s'agit de véri�er que PA est une application de P(Ω)

à valeurs dans [0, 1], et que PA(B ∪ C) = PA(B) + PA(C) pour tout couple (B,C) d'évènements disjoints
dans Ω.

Soit B ∈ P(Ω) un évènement quelconque. On a : (B ∩ A) ⊂ A. D'où (en vertu de la propriété 20.3 page
508) : 0 6 P (B ∩ A) 6 P (A).

On en déduit que : 0 6 PA (B) 6 1.

En résumé : ∀B ∈ P(Ω), PA(B) ∈ [0, 1]. Autrement dit, PA est dé�nie sur P(Ω) et à valeurs dans [0, 1].

Considérons à présents B et C deux évènements disjoints dans Ω. On a, d'après le point 2 de la propriété
20.5 :

PA (B ∪ C) = PA (B) + PA (C)− PA (B ∩ C)

Or B et C étant disjoints (ou incompatibles), on a : PA (B ∩ C) = 0. Il s'ensuit que :

PA (B ∪ C) = PA (B) + PA (C)

On peut alors conclure que PA est une probabilité sur P(Ω). K
Définition 20.6 - Deux évènements A et B sont indépendants lorsque :

P (A ∩B) = P (A)× P (B)

Quand tel est le cas, on a : PA (B) = P (B).

Exemples. Lors du lancer d'un dé équilibré, on considère les évènements :

A : �obtenir un résultat pair� B : �obtenir au plus 3� et C : �obtenir au moins 3�
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On a : P (A ∩ C) = 1/3, P (A) = 1/2 et P (C) = 2/3. D'où : P (A ∩ C) = P (A) × P (C). Les évènements
A et C sont indépendants.

On a : P (A ∩B) = 1/6, P (A) = 1/2 et P (B) = 1/2. D'où : P (A ∩B) 6= P (A) × P (B). Les évènements
A et B ne sont pas indépendants.

Remarque. Attention ! ! ! Indépendant 6= Incompatible

Dans l'exemple précédent, les évènements A et C sont indépendants mais ne sont pas incompatibles. D'une
manière générale d'ailleurs, lorsque deux évènements A et B sont incompatibles (càd si P(A∩B) = 0), ils
ne sont pas indépendants dès lors que P(A) et P(B) sont non nulles.

La notion de probabilité conditionnelle permet de donner une autre traduction de la formule des
probabilités totales (théorème 20.1, page 510).

Théorème 20.2 - (Formule des probabilités totales, revisitée) Soit (Ai)i=1,...,n un système
complet d'évènements de Ω.

On suppose que : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], P (Ai) 6= 0.

Alors :

∀A ∈ P(Ω), P (A) =
n∑
i=1

PAi
(A)× P (Ai)

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on a : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], P (A ∩ Ai) = PAi
(A) × P (Ai). Cette

remarque faite, on déduit directement l'égalité de celle établie dans le théorème 20.1. K
Remarque. Cette formule justi�e la méthode consistant à calculer des probabilités à l'aide d'un arbre
pondéré, où l'on �ajoute les probas correspondant aux di�érents chemins, et où l'on multiplie les probas
correspondant aux branches successives�.

Exemple d'application 1. On dispose d'un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux
faces portent le numéro 2 et trois faces portent le numéro 3.

On dispose également d'une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant les lettres L, O,
G, A, R, I, T, H, M, E.

Un joueur fait une partie en deux étapes.

Première étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.

Deuxième étape.

ã Si le dé indique 1, il tire au hasard une boule de l'urne. Il gagne la partie si cette boule porte une
voyelle et il perd dans le cas contraire ;

ã Si le dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de l'urne. Il gagne la partie si
chacune de ces deux boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire ;

ã Si le dé indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de l'urne. Il gagne la partie si
chacune de ces trois boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.
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On dé�nit les événements suivants :

ã D1 : �le dé indique 1� ;

ã D2 : �le dé indique 2� ;

ã D3 : �le dé indique 3� ;

ã G : �la partie est gagnée�

1/ Calculer les probabilités conditionnelles PD1 (G), PD2 (G) et PD3 (G).

2/ Calculer la probabilité que le joueur gagne la partie.

3/ Calculer la probabilité que le joueur gagne la partie s'il obtient un 1 lors du lancer de dé.

Corrigé. Il peut être utile de représenter l'expérience décrite dans l'énoncé à l'aide d'un arbre pondéré
(même si ce n'est pas explicitement demandé dans l'énoncé).

1) PD1 (G) =
4

10
soit PD1 (G) =

2

5
; PD2 (G) =

(
4

2

)
(

10

2

) =
6

45
soit

PD2 (G) =
2

15
; en�n PD3 (G) =

(
4

3

)
(

10

3

) =
4

120
d'où PD3 (G) =

1

30
.

Les évènements D1, D2 et D3 constituent une partition de l'univers
de cette expérience. La formule des probabilités totales donne alors :
P (G) = P (G ∩D1)+P (G ∩D2)+P (G ∩D3) = PD1 (G)×P (D1)+

PD2 (G)× P (D2) + PD3 (G)× P (D3). Par conséquent :

P (G) =
2

5
× 1

6
+

1

3
× 2

15
+

1

2
× 1

30
=

2

30
+

2

45
+

1

60
=

12 + 8 + 3

180
d'où

P (G) =
23

180

G

D1

2/5 kkkkkkkkkk

3/5 RRRR
RRRR

RR

G

G

•

1/6





















1/2

44
44

44
44

44
44

44
44

44 1/3
D2

2/15 kkkkkkkkkk

13/15 RRRR
RRRR

RR

G

A2

D3

1/30 lllllllll

29/30 RRR
RRR

RRR

A2

3) La probabilité demandée est PG (D1). Or : PG (D1) =
P (G ∩D1)

P (G)
=

(
2

30

)
(

23

180

) soit PG (D1) =
12

23
.

Exemple d'application 2. Dans un stand de tir, un tireur e�ectue des tirs successifs pour atteindre

plusieurs cibles. La probabilité que la première cible soit atteinte est
1

2
. Lorsqu'une cible est atteinte, la

probabilité que la suivante le soit est
3

4
. Lorsqu'une cible n'est pas atteinte, la probabilité que la suivante

soit atteinte est
1

2
.
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On note, pour tout entier naturel n non nul :

• An l'évènement : � la n-ième cible est at-
teinte �.

• An l'évènement : � la n-ième cible n'est pas
atteinte �.

• an la probabilité de l'évènement An
• bn la probabilité de l'évènement An.

1) Donner a1 et b1. Calculer a2 et b2.

2) Montrer que, pour tout n ∈ N, n > 1 : an+1 =
3

4
an +

1

2
bn,

puis : an+1 =
1

4
an +

1

2

3) Déduire de la question précédente la limite de la
suite (an).

Corrigé. 1) D'après l'énoncé : a1 = 1/2 et b1 = 1/2 .

Au second tir, on peut appliquer la formule des probabilités totales au système complet d'évènements(
A1, Ā1

)
:

a2 = p (A2) = pA1 (A2)× p (A1) + pĀ1
(A2)× p

(
Ā1

)
=

3

4
× 1

2
+

1

2
× 1

2
soit : a2 =

5

8
.

Et puisque b2 = p
(
Ā2

)
, on a donc b2 =

5

8
.

2) Soit n un entier naturel non nul. On peut appliquer la formule des probabilités totales au système
complet d'évènements

(
An, Ān

)
:

an+1 = p (An+1) = pAn (An+1)×p (An)+pĀn
(An+1)×p

(
Ān
)
=

3

4
an+

1

2
bn soit : ∀n ∈ N∗, an+1 =

3

4
an +

1

2
bn .

Comme en outre bn = 1− an, on a aussi : ∀n ∈ N∗, an+1 =
1

4
an +

1

2

3) D'après la question précédente, la suite (an) est arithmético-géométrique ; elle est convergente puique

le coe�cient 1/4 est en module strictement inférieur à 1. Et sa limite ℓ véri�e : ℓ =
1

4
ℓ+

1

2
d'où : ℓ =

2

3
.

Conclusion : la suite (an) converge et lim
n−→+∞

an =
2

3
.

Pour �nir, on dispose également d'un corollaire �bis� de la formule des probabilités totales, que voici.

Corollaire 20.2 - Soient B un évènement dans Ω, tel que P(B) 6= 0 et P(B) 6= 1.

Alors :

∀A ∈ P(Ω), P (A) = PB (A)× P (B) + PB̄ (A)× P
(
B̄
)

Preuve. Il su�t d'appliquer le théorème 20.2 au système complet d'évènements (A,A). K
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On peut déduire de la formule des probabilités totales l'énoncé suivant.

Propriété 20.7 - (l'une des formules de Bayes) Soit (Aj)j=1,...,n un système complet d'évène-
ments.

On suppose que : ∀ j ∈ [[ 1, n ]], P (Aj) 6= 0.

Alors pour tout évènement B ∈ P(Ω) tel que P(B) 6= 0 on a :

∀ i ∈ [[ 1, n ]], PB (Ai) =
PAi

(B)× P (Ai)
n∑
j=1

PAj
(B)× P (Aj)

Preuve. Soit i un entier compris entre 1 et n. Par dé�nition de probabilité conditionnelle, on a :

PB (Ai) =
P (B ∩ Ai)

P (B)
, ce que l'on peut encore écrire : PB (Ai) =

PAi
(B)× P (Ai)

P (B)
.

Or, d'après la FPT : P (B) =
n∑
j=1

PAj
(B)× P (Aj), d'où la conclusion. K

20.5 Variables aléatoires réelles

20.5.1 Généralités

Définition 20.7 - Un espace probabilisé est un couple (Ω,P), où Ω est un univers et P une
probabilité sur Ω.

Exemple. Un univers �ni Ω = {ω1, . . . , ωn} muni de l'équiprobabilité est un exemple d'espace probabilisé.

Définition 20.8 - Une variable aléatoire réelle (en abrégé VAR) X sur un espace probabilisé
(Ω,P) est une application X : Ω −→ R.

Exemples.

1/ On note X1 le nombre de bonnes réponses obtenues par un étudiant répondant au hasard aux 10
questions d'un QCM. Dans ce cadre, X1 est une VAR.

2/ On note X2 le nombre de QCM nécessaires à l'étudiant précédemment évoqué pour qu'il fasse un �sans
faute�. X2 est un autre exemple de VAR.

Remarque. Lorsque X est une VAR, X (Ω) désigne l'ensemble des valeurs prises par l'application X.

Cette notation n'est pas nouvelle, puisque l'on a dé�ni en général la notation f(E) pour désigner l'image
d'une application f : E → F (dans le chapitre sur les applications).

Exemples. En reprenant le contexte des exemples précédents, on a :

X1(Ω) =[[ 0, 10 ]] et X2(Ω) = N∗
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20.5.2 Espérance et variance d'une VAR

Définition 20.9 - SoitX une VAR. L'espérance mathématique deX, notée E(X) est le nombre
réel :

E (X) =
∑
ω∈Ω

X (ω)P ({ω}) (ou E (X) =
∑
ω∈Ω

X (ω)P (X = ω))

Remarque. Dans le cas où Ω est �ni (càd dans le seul cas que nous étudierons cette année), la somme de
la dé�nition ci-dessus comporte un nombre �ni de termes et elle est donc bien dé�nie (ouf !).

En outre, on peut noter x1,. . . , xn les di�érentes valeurs prises par X, et p1,. . . , pn les probabilités
correspondantes. Avec ces notations, l'espérance de X est le réel :

E (X) =
n∑
i=1

xipi

Exemple. Un joueur lance une pièce truquée de telle sorte que la probabilité d'obtenir pile soit égale à p
(avec p ∈ [0, 1]). Le joueur gagne 10 euros s'il obtient pile, et perd 3 euros s'il obtient face. On note X la
variable aléatoire égale au gain du joueur. 6

L'espérance de X est alors : E(X) = 10× p+ (−3)× (1− p) soit E(X) = −3 + 13p.

Au passage, on dit qu'un jeu est équitable lorsque l'espérance du gain est nulle. Sur cet exemple, le jeu est
équitable lorsque p = 3/13. Il est défavorable au joueur lorsque p < 3/13, et favorable au joueur lorsque
p > 3/13.

Remarque. On dit souvent espérance (tout court) pour désigner l'espérance mathématique de X. De
plus, l'espérance est également appelée valeur moyenne de X.

Définition 20.10 - Soit X une VAR. La variance de X est le réel noté V (X) et dé�ni en posant :

V (X) =
∑
ω∈Ω

P ({ω}) (X (ω)− E(X))2 (ou V (X) =
n∑
i=1

[xi − E (X)]2 pi)

Remarque. Dans le cas où Ω est �ni (càd. . . ), la somme de la dé�nition ci-dessus comporte un nombre
�ni de termes et elle est donc bien dé�nie (re-ouf !).

Exemple. On reprend l'exemple donné précédemment : un joueur lance une pièce truquée de telle sorte
que la probabilité d'obtenir pile soit égale à p (avec p ∈ [0, 1]). Le joueur gagne 10 euros s'il obtient pile,
et perd 3 euros s'il obtient face. On note X la variable aléatoire égale au gain du joueur. On a déjà calculé
l'espérance de X : E(X) = −3 + 13p.

6. Dans ce contexte, on a donc : X(Ω) = {−3, 10}.
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La variance de X est :

V (X) = [10− (−3 + 13p)]2 × p+ [−3− (−3 + 13p)]2 × (1− p) = p (13− 13p)2 + (1− p)(13p)2

= 169p− 338p2 + 169p2 + 169p2 − 169p3 = 169p(1− p2)

20.5.3 Propriétés de l'espérance et la variance

Propriété 20.8 - Soit X une VAR sur un espace probabilisé (Ω,P). Alors :

∀ (a, b) ∈ R2, E (aX + b) = aE (X) + b

Preuve. Notons Ω = {ω1, . . . , ωn}, et pour tout entier i compris entre 1 et n notons : xi = X(ωi) et
pi = P (X = xi). Soient a et b deux réels arbitraires.

La variable aléatoire aX + b prend les valeurs : ax1 + b,. . . , axn + b avec les probabilités p1,. . . , pn. Il
s'ensuit que :

E(aX + b) =
n∑
i=1

(axi + b) pi =
n∑
i=1

(axipi + bpi) = a
n∑
i=1

xipi + b
n∑
i=1

pi︸ ︷︷ ︸
=1

= aE(X) + b K

Soit X une VAR sur un espace probabilisé (Ω,P), et soit f une fonction dé�nie sur R et à valeurs dans
R. L'application composée f ◦X est dé�nie sur Ω, et à valeurs réelles. A ce titre, f ◦X est une VAR, que
l'on note parfois simplement f(X).

Exemple. On reprend l'exemple donné plus haut : un joueur lance une pièce truquée de telle sorte que la
probabilité d'obtenir pile soit égale à p (avec p ∈ [0, 1]). . .

Considérons par exemple pour f la fonction carrée. Dans ce cas : f(X) = X2 est la VAR qui peut prend
comme valeurs 9 et 100, avec les probabilités respectives (1− p) et p.

Théorème 20.3 - (Formule de transfert). Soit X une VAR sur un espace probabilisé (Ω,P), et
soit f une fonction dé�nie sur R et à valeurs réelles.

On a :

E (f(X)) =
n∑
i=1

f(xi)P (X = xi)

Preuve. Notons comme d'habitude Ω = {ω1, . . . , ωn}, et pour tout entier i compris entre 1 et n notons :
xi = X(ωi) et pi = P (X = xi). Soit f ∈ RR.

La variable aléatoire f(X) = f ◦X prend les valeurs : f(x1),. . . , f(xn) avec les probabilités p1,. . . , pn. Il
s'ensuit que :

E(f(X)) =
n∑
i=1

f (xi) pi =
n∑
i=1

f(xi)P (X = xi) K



Cours MPSI - sz 519

Propriété 20.9 - Soit X une VAR sur un espace probabilisé (Ω,P). Alors :

∀ (a, b) ∈ R2, V (aX + b) = a2V (X)

Preuve. Notons Ω = {ω1, . . . , ωn}, et pour tout entier i compris entre 1 et n notons : xi = X(ωi) et
pi = P (X = xi). Soient a et b deux réels arbitraires.

La variable aléatoire aX + b prend les valeurs : ax1 + b,. . . , axn + b avec les probabilités p1,. . . , pn. Il
s'ensuit que :

V (aX + b) =
n∑
i=1

(axi + b− E(aX + b))2 pi =
n∑
i=1

(axi + b− aE(X)− b))2 pi

=
n∑
i=1

a2 (xi − E(X)))2 pi = a2
n∑
i=1

(xi − E(X)))2 pi = a2V (X) K

Théorème 20.4 - (Formule de Koenig-Huygens). Avec les mêmes notations que depuis le début
de ce paragraphe :

V (X) = E (X2)− [E (X)]2

Preuve. Avec les notations usuelles :

V (X) =
n∑
i=1

(xi − E(X))2 pi =
n∑
i=1

x2i pi︸ ︷︷ ︸
=E(X2)

−2E (X)
n∑
i=1

xipi︸ ︷︷ ︸
=E(X)

+E (X)2
n∑
i=1

pi︸ ︷︷ ︸
=1

D'où : V (X) = E (X2)− 2E(X)2 + E(X)2. Ainsi : V (X) = E (X2)− E(X)2 . K

Propriété 20.10 - (Inégalité de Markov (Markov)). Soit X une VAR positive. On a :

∀ a ∈ R+, aP (X > a) 6 E (X)

Preuve. Soit X une VAR positive sur un espace probabilisé (Ω,P), et soit a un réel positif. On a :

E (X) =
∑
ω∈Ω

X (ω)P ({ω}) >
∑

ω∈Ω, X(ω)>a
X (ω)P ({ω}) > a×

∑
ω∈Ω, X(ω)>a

P ({ω}) = aP (X > a)

Soit : ∀ a ∈ R+, aP (X > a) 6 E (X) K

Théorème 20.5 - (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (Qebyxev)) Soit X une VAR.
On a :

∀ ε > 0, P (|X − E (X)| > ε) 6 V (X)

ε2
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Preuve. Soient X une VAR, et ε un réel > 0. On a : [|X − E (X)| > ε]⇐⇒
[
(X − E (X))2 > ε2

]
.

En appliquant l'inégalité de Markov à la VAR (positive) (X − E (X))2 (et en prenant a = ε2), on obtient :

E
(
(X − E (X))2

)
> ε2P

(
(X − E (X))2 > ε2

)

D'où : P
(
(X − E (X))2 > ε2

)
= P (|X − E (X)| > ε) 6

E
(
(X − E (X))2

)
ε2

(♠)

Il reste à voir que : E
(
(X − E (X))2

)
= V (X) (♣)

En e�et :

E
(
(X − E (X))2

)
= E (X2 − 2XE(X) + E(X)2) = E (X2)− 2E (X)2 + E (E (X))︸ ︷︷ ︸

=E(X)

= E (X2)− E(X)2

Ce qui justi�e (♣) d'après la formule de Koenig-Huygens.

Conclusion. D'après (♠) et (♣) : ∀ ε > 0, P (|X − E (X)| > ε) 6 V (X)

ε2
K

Remarques. Ce dernier résultat s'applique en général à toute VAR X admettant une variance. Dans
le cadre dans lequel nous avons travaillé (celui d'un univers �ni), cette condition est automatiquement
véri�ée. En dehors de ce cadre, il convient de rajouter l'hypothèse supplémentaire que E (X2) existe,
c'est-à-dire que

∑
ω∈Ω

(X (ω))2 P ({ω}) existe.

La seconde remarque consiste à prendre un peu de recul sur les deux derniers résultats énoncés. Fi-
nalement, l'inégalité de Markov ne �sert essentiellement qu'à� démontrer celle de Bienaymé-Qebyxev. 7

Cette dernière a une signi�cation à la fois profonde et très intuitive : la probabilité qu'une variable aléatoire
prenne des valeurs éloignées de sa moyenne est d'autant plus faible que cet éloignement est grand.

7. Ce qui n'est pas rien ! ! !
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20.6 Variables aléatoires réelles : lois usuelles

Remarque préliminaire. Soit X une VAR sur un espace probabilisé (Ω,P).

Déterminer la loi (de probabilité) de X, c'est déterminer :

ã X(Ω) : l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X

ã et pour chaque x ∈ X(Ω), la probabilité P (X = x)

Dans le cas où X(Ω) est �ni (càd encore une fois le seul cas étudié cette année), on peut noter comme
d'habitude X(Ω) = {x1, . . . , xn}. Déterminer la loi de X revient donc essentiellement à remplir un tableau
comme ci-dessous :

xi

pi = P(X = xi)

x1 x2 . . . xn

p1 p2 pn. . .

En pratique, on ne présentera néanmoins la loi d'une VAR sous cette forme que lorsque le nombre de
valeurs prises par X est connu et �petit�. Dans les autres cas, on explicitera la loi en décrivant donc X(Ω),
et en précisant :

∀x ∈ X(Ω), P(X = x) = · · ·

20.6.1 Loi uniforme

Définition 20.11 - Soient m et n deux entiers naturels, avec n < m.

Une VAR X suit la loi uniforme sur [[ n,m ]] si X peut prendre toutes les valeurs de [[ n,m ]] avec la
probabilité 1/ (m− n+ 1).

Pour insister sur ce que l'on remarqué en préliminaire, une VAR X dé�nie sur un univers Ω suit la loi
uniforme sur [[ n,m ]] lorsque :

ã X(Ω) =[[ n,m ]]

ã ∀ k ∈ [[ n,m ]], P (X = k) =
1

m− n+ 1

Exemple. Lors d'un lancer de dé bien équilibré, la VAR X égale au numéro de la face obtenue suit une
loi uniforme sur [[ 1, 6 ]].
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Propriété 20.11 - Si X suit la loi uniforme sur [[ n,m ]], alors :

E(X) =
n+m

2

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on a :

E(X) =
m∑
k=n

k × 1

m− n+ 1
=

1

m− n+ 1

m∑
k=n

k =
1

m− n+ 1
× (m− n+ 1)× n+m

2

D'où : E(X) =
n+m

2
K

20.6.2 Loi de Bernoulli

Définition 20.12 - Une VAR X suit une loi de Bernoulli de paramètre p si X peut prendre
les valeurs 1 et 0 avec les probabilités respectives p et 1− p.

Pour insister une nouvelle fois sur ce que l'on remarqué en préliminaire, une VAR X dé�nie sur un
univers Ω suit la loi de Bernoulli de paramètre p lorsque :

ã X(Ω) = {0, 1}

ã P (X = 0) = 1− p et P (X = 1) = p

xi

pi

0 1

1− p p

Exemple. Lors d'un lancer d'une pièce de monnaie truquée de telle sorte que l'on obtienne pile avec une
probabilité égale à p, on note X la VAR qui vaut 1 si l'obtient pile (succès) et face sinon (échec). La VAR
X suit alors la loi de Bernoulli de paramètre p.

Propriété 20.12 - Si X suit la loi de Bernoulli de paramètre p, alors :

E(X) = p et V (X) = p(1− p)

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé : E(X) = p× 1 + (1− p)× 0 d'où : E(X) = p.

Par ailleurs : V (X) = (1− p)2 × p+ (−p)2 × (1− p) = p− 2p2 + p3 + p2 − p3 = p− p2 = p(1− p). K

20.6.3 Loi binomiale

Définition 20.13 - Soient n un entier naturel et p un réel de [0; 1].
Une VAR X suit la loi binomiale de taille n et de paramètre p (X suit la loi B (n, p)) si X est
la somme de n VAR indépendantes suivant toutes la même loi de Bernoulli de paramètre p.

Il revient alors au même de dire que X compte le nombre de succès au cours de n expériences indépen-
dantes ne pouvant conduire qu'à deux issues (on dit aussi n épreuves de Bernoulli) : �succès� avec
la probabilité p, ou �échec� avec la probabilité (1− p).
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Si X suit la loi binomiale B (n, p), alors par dé�nition : X(Ω) =[[ 0;n ]] (puisque le nombre de succès au
cours de n épreuves de Bernoulli indépendantes est un entier compris entre 0 et n). Pour décrire la loi de
X, il reste à préciser les probabilités P(X = k) pour tout entier k compris entre 0 et n. C'est l'objet de
l'énoncé ci-dessous.

Théorème 20.6 - Si X suit la loi B (n, p) alors

∀ k ∈ [[ 0;n ]], P (X = k) =

(
n

k

)
pk (1− p)n−k

Observation rassurante. Dans ce contexte, on obtient
n∑
k=0

P (X = k) = 1 comme conséquence du binôme

de Newton (véri�ez que vous savez le justi�er !).

Preuve. Supposons que X suit la loi binomiale de taille n et de paramètre p. Alors X est la somme de
n VAR indépendantes suivant toutes la même loi de Bernoulli de paramètre p.

Soit k un entier compris entre 0 et n. La probabilité que l'on obtienne exactement k succès suivis de (n−k)
échecs est, puisque les expériences sont supposés indépendantes : pk (1− p)n−k.

Mais cette con�guration (k succès, puis (n− k) échecs) n'est pas la seule pour obtenir X = k. Il s'agit
de choisir les positions des succès (ou des échecs) pour obtenir le nombre de con�gurations conduisant à
ce que l'évènement X = k soit réalisé : il y a exactement

(
n
k

)
(ou ce qui revient au même 8

(
n

n−k

)
) de le

faire.

Il s'ensuit que : P(X = k) =

(
n

k

)
pk (1− p)n−k. K

En résumé :

Si X suit la loi B (n, p) alors

ã X(Ω) =[[ 0, n ]]

ã ∀ k ∈ [[ 0;n ]], P (X = k) =

(
n

k

)
pk (1− p)n−k

Théorème 20.7 - (Espérance et variance de la loi binomiale) Si X suit la loi binomiale de
taille n et de paramètre p, alors :

E (X) = np et V (X) = np (1− p) = npq (avec q = 1− p).

Preuve. ä On a : E (X) =
n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk (1− p)n−k, d'où : E (X) =

n∑
k=1

k

(
n

k

)
pk (1− p)n−k.

Or pour tout k ∈ N∗ : k
(
n
k

)
= k

n!

k! (n− k)!
=

n!

(k − 1)! (n− k)!
= n

(n− 1)!

(k − 1)! (n− k)!
= n

(
n− 1

k − 1

)
8. D'après la propriété de symétrie des coe�cients binomiaux.
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Donc : E (X) =
n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
pk (1− p)n−k = n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
pk (1− p)n−k = n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk+1 (1− p)n−1−k

= np

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
pk (1− p)n−1−k = np (p+ (1− p))n−1︸ ︷︷ ︸

=1

donc E(X) = np

ä On a 9 : E (X (X − 1)) =
n∑
k=0

k (k − 1)

(
n

k

)
pk (1− p)n−k =

n∑
k=2

k (k − 1)

(
n

k

)
pk (1− p)n−k.

Or ∀ k ∈ N\ {0, 1} on a :

k (k − 1)

(
n

k

)
= k (k − 1)

n!

k! (n− k)!
=

n!

(k − 2)! (n− k)!
= n (n− 1)

(n− 2)!

(k − 2)! (n− k)!
= n (n− 1)

(
n− 2

k − 2

)
Donc :

E (X (X − 1)) =
n∑
k=2

n (n− 1)

(
n− 2

k − 2

)
pk (1− p)n−k = n (n− 1)

n∑
k=1

(
n− 2

k − 2

)
pk (1− p)n−k =

= n (n− 1)
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
pk+2 (1− p)n−2−k = n (n− 1) p2

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
pk (1− p)n−2−k

D'où E (X (X − 1)) = n (n− 1) p2 . Or : E (X (X − 1)) = E (X2)− E (X).

Par suite : E (X2) = n (n− 1) p2 + np, donc : V (X) = n (n− 1) p2 + np − (np)2 = np − np2 soit :

V (X) = np (1− p) . K

Exemples de question amusantes sur la loi binomiale.

Exercice 20.1 - Une variable aléatoire réelle X suit la loi binomiale de taille n et de paramètre p.
Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Y = n−X ?

Exercice 20.2 - Une variable aléatoire réelle X suit la loi binomiale de taille n et de paramètre
p ∈ ]0; 1[. Pour quelle valeur de k, la probabilité pk = P (X = k) est-elle maximale ?

Exercice 20.3 - Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale de taille n et de paramètre
p ∈ ]0; 1[. On note b(k, n, p) = P (X = k).

1) Pour quelle valeur m de k, le coe�cient b(k, n, p) est-il maximal ?

2) Etudier la monotonie de la fonction f : x 7−→ xm(1− x)n−m sur [0; 1].

3) Véri�er que si m ∈ [np; (n+ 1)p] alors : b

(
m,n,

m

n+ 1

)
6 b (m,n, p) 6 b

(
m,n,

m

n

)
4) Proposer un encadrement analogue pour m ∈ [(n+ 1)p− 1;np]

9. D'après la formule de transfert.
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Exercice 20.4 - Un étudiant résout un QCM constitué de n questions o�rant chacune quatre réponses
possibles. Pour chaque question, et indépendamment les unes des autres, il a la probabilité p de savoir
résoudre celle-ci. Dans ce cas il produit la bonne réponse. Si en revanche, il ne sait pas résoudre la question,
il choisit arbitrairement l'une des quatre réponses possibles. On note X la variable aléatoire déterminant
le nombre de questions qu'il savait résoudre et Y le nombre de questions qu'il a correctement résolues
parmi celles où il a répondu �au hasard�.

1) Montrer que pour j et k deux entiers de [[ 0, n ]] on a :

(
n− j
k − j

)(
n

j

)
=

(
k

j

)(
n

k

)
2) Décrire la loi de Z = X + Y .

3) Calculer espérance et variance de Z.

Exercice 20.5 - Un archer tire sur n cibles. A chaque tir, il a la probabilité p de toucher la cible et
les tirs sont supposés indépendants. Il tire une première fois sur chaque cible et on note X le nombre de
cibles atteintes lors de ce premier jet. L'archer tire ensuite une seconde fois sur les cibles restantes et l'on
note Y le nombre de cibles touchées lors de cette tentative. Déterminer la loi de la variable Z = X + Y .
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20.7 Epilogue

20.7.1 Problème � Sur la loi géométrique et les fonctions génératrices

Présentation du problème : cet énoncé est une compilation de questions extraites de divers concours sur
les probabilités. Si cet énoncé a un objectif principal (le calcul de la probabilité de l'avant-dernière question
du problème 10), d'autres thèmes seront abordés avant d'y parvenir.

Explicitement, la courte introduction (partie I) est constituée d'une question de cours, et d'une seconde
question qui ne sera réutilisée que pour la question 17-d de la partie V.

La partie II est l'étude d'une nouvelle loi de probabilité (ici, nouvelle = non étudiée en cours) ; elle
est complètement indépendante du reste du problème, et peut être considérée comme un exercice à part.

Les parties III et IV sont fortement liées ; mais les résultats de la partie III utiles pour la partie IV
sont indiqués dans l'énoncé.

Pour conclure, la partie V comporte une partie de pur calcul matriciel, et s'achève en apothéose par
le calcul d'amusantes probabilités que je vous laisse découvrir, histoire tout de même de laisser un peu de
place au suspense.

Partie I � Une formule générale

On se place dans le cadre général d'un espace probabilisé (Ω,P).

1) Soient A et B deux évènements quelconques de Ω. Rappeler la formule donnant P (A ∪B).

2) Soient A, B et C trois évènements quelconques de Ω. Montrer que :

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)

Partie II � Loi géométrique

Soit p un réel tel que : 0 < p < 1.

Un joueur répète de manière successive et indépendante une expérience au cours de laquelle il peut
connaître un succès (avec la probabilité p) ou un échec (avec la probabilité q = 1− p).
Le jeu s'arrête au premier succès.

On note X la variable aléatoire égale au rang du premier succès.

Au cours de cette partie II, on pourra au besoin noter Sk l'évènement �le joueur a obtenu un succès au
cours de la k-ième expérience�, et Ek l'évènement Sk (pour tout entier naturel non nul k).

3) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X ?

4) Justi�er soigneusement que P (X = 2) = qp. Que vaut P (X = 3) ?

5) Pour tout entier naturel non nul k, calculer P (X = k).

6) Pour tout entier naturel non nul N , calculer P (X 6 N).

10. Attendez un peu avant de la regarder.
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7) Etablir que : lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

P (X = k)

]
= 1.

Remarque : ce résultat est rassurant, dans le sens où il signi�e que la formule obtenue dans la question
5 dé�nit e�ectivement une loi de probabilité. Il est alors raisonnable de se demander quelle est la valeur
moyenne de X ; c'est l'objet de la question suivante.

8) Calcul de l'espérance.

a) Pour tout entier naturel N non nul, calculer
N∑
k=1

kqk−1.

b) En déduire que l'espérance de X est égale à 1/p, c'est-à-dire établir que 11 :

E (X) = lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

kP (X = k)

]
=

1

p

9) Calcul de la variance.

a) Pour tout entier naturel N non nul, calculer
N∑
k=1

k (k − 1) qk−2.

b) A l'aide de la question précédente, montrer que :

E (X (X − 1)) = lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

k (k − 1)P (X = k)

]
=

2q

p2

c) Déterminer la variance de X.

Partie III � Dérivées successives de fonctions polynomiales

Dans toute cette partie, on note Qk (pour tout entier naturel k) la fonction polynomiale dé�nie sur R en
posant :

∀x ∈ R, Qk (x) = xk

10) Soit k un entier naturel quelconque. Montrer que :


∀ i ∈[[ 0, k ]], Q

(i)
k =

k!

(k − i)!
Qk−i

∀ i > k, Q
(i)
k = 0

11) Déduire de la question précédente que : ∀ (k, i) ∈ N2, Q
(i)
k (0) = δki × k!

12) Soit n un entier naturel et P la fonction polynomiale dé�nie sur R par

∀x ∈ R, P (x) =
n∑
k=0

akx
k (“P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 �)

où (a0, . . . , an) est un (n+ 1)-uplet de réels quelconques.

Montrer que : ∀ k ∈[[ 0, n ]], P (k)(0) = k!ak

11. Pour qu'il n'y ait pas de confusion possible, il s'agit ici d'établir �seulement� la seconde égalité, c'est-à-dire que la limite
de la somme vaut e�ectivement 1/p. La même remarque s'appliquera à la question 9-b.
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Partie IV � Fonctions génératrices

Soit n ∈ N, et soit X une variable aléatoire à valeurs dans [[ 0, n ]]. On appelle fonction génératrice de

X la fonction GX dé�nie par
∀ s ∈ R, GX(s) = E(sX)

13) Deux exemples pour commencer.

a) On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[ 0, n ]].
Véri�er que :

∀ s ∈ R\ {1} , GX(s) =
1

n+ 1
× 1− sn+1

1− s

b) On suppose dans cette question que X suit la loi binomiale de taille n et de paramètre p (avec
p ∈ [0, 1]). Donner l'expression de GX(s) (le résultat �nal ne devra plus comporter de �

∑
�).

14) On revient au cas général, où X est une variable aléatoire quelconque à valeurs dans [[ 0, n ]].

a) Justi�er que GX est une fonction polynomiale. Calculer GX(1).

b) Exprimer les probabilités P (X = k) en fonction des dérivées successives de GX en 0 pour tout entier
k ∈ [[ 0, n ]] (on pourra utiliser la question 12).

c) En déduire que deux variables aléatoires X et Y à valeurs dans [[ 0, n ]] ont même loi si et seulement
si GX = GY .

d) Exprimer l'espérance et la variance de X en fonction de G ′
X(1) et G

′′
X(1).

Partie V � Calcul matriciel et probabilités

On considère la matrice

M =

 X X X

Y Y Y

Z Z Z


où X, Y et Z désignent trois réels quelconques.

15) La matrice M est-elle inversible ?

16) a) Calculer M2.

b) Une matrice carrée N est dite idempotente lorsqu'elle véri�e N2 = N .

Démontrer que M est une matrice idempotente si et seulement si X = Y = Z = 0 ou S = 1.

17) On suppose à présent que X,Y et Z désignent trois variables aléatoires réelles indépendantes, suivant
la même loi binomiale B(n, p) (n désignant un entier naturel, et p un réel dans [0; 1]).

a) Donner sans calcul l'espérance et la variance de X.
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b) Montrer que X + Y suit la loi binomiale B(2n, p).

On pourra à cette �n utiliser la formule de Vandermonde :

q∑
k=0

(
n

k

)(
m

q − k

)
=

(
n+m

q

)
si 0 ≤ q ≤ n+m

Par ailleurs, dans la suite du problème, on pourra admettre que X + Y + Z suit la loi binomiale
B(3n, p).

c) Quelle est la probabilité pour que la matrice M soit idempotente ?

d) On suppose que p =
1

2
. Quelle est la probabilité pour qu'au moins une ligne de M soit égale à la

somme des deux autres ?

Corrigé.

Partie I � Une formule générale

1) Pur cours 12 : ∀ (A,B) ∈ P (Ω)2 , P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .

2) Soient A, B et C trois évènements quelconques de Ω. On utilise la question précédente en écrivant par
exemple :

P (A ∪B ∪ C) = P ((A ∪B) ∪ C) = P (A ∪B) + P (C)− P ((A ∪B) ∩ C)
D'où : P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) + P (C)− P ((A ∪B) ∩ C) (♠)
Reste à calculer P ((A ∪B) ∩ C). En avant :

P ((A ∪B) ∩ C) = P ((A ∩ C) ∪ (B ∩ C)) = P (A ∩ C) + P (B ∩ C)− P ((A ∩ C) ∩ (B ∩ C))

d'où : P ((A ∪B) ∩ C) = P (A ∩ C) + P (B ∩ C)− P (A ∩B ∩ C) (♣)

Grâce à (♠) et (♣) :
P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)

Partie II � Loi géométrique

3) X (Ω) = N∗ .

4) X = 2 si et seulement si le joueur a connu un échec lors de la première expérience, et un succès lors de
la seconde. En d'autres termes, X = 2 si et seulement si l'évènement E1 ∩ S2 est réalisé. Or, puisque
les expériences sont supposées indépendantes, on peut a�rmer que : P (E1 ∩ S2) = P (E1) × P (S2),
c'est-à-dire : P (X = 2) = qp .

Sur le même modèle : P (X = 3) = q2p .

12. De Seconde.
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5) On généralise le raisonnement de la question précédente. Soit k un entier naturel non nul. X = k si
et seulement si le joueur a connu un échec lors des (k − 1) premières expériences, et un succès lors de

la k-ième. En d'autres termes, X = k si et seulement si l'évènement

(
k−1⋂
i=1

Ei

)
∩ Sk est réalisé. Once

again, puisque les expériences sont supposées indépendantes, on peut a�rmer que :

P

((
k−1⋂
i=1

Ei

)
∩ Sk

)
= P

(
k−1⋂
i=1

Ei

)
× P (Sk) =

[
k−1∏
i=1

P (Ei)

]
× P (Sk), c'est-à-dire : P (X = k) = qk−1p .

6) Soit N un entier naturel non nul N . On a :

P (X 6 N) =
N∑
k=1

P (X = k) =
N∑
k=1

qk−1p = p

N∑
k=1

qk−1 = p

N−1∑
k=0

qk = p
1− qN

1− q
13

De plus : p = 1− q. Finalement : P (X 6 N) = 1− qN

7) Puisque d'après l'énoncé 0 < q < 1 on a : lim
N−→+∞

qN = 0. On déduit de cette remarquable observation

et de la question précédente que : lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

P (X = k)

]
= 1

8) Calcul de l'espérance.

a) Soit N un entier naturel non nul. Posons, pour tout q ∈ ] 0; 1 [ , φ (q) =
N∑
k=1

qk. La fonction φ est

dérivable sur ] 0; 1 [ (elle est polynomiale), et par linéarité de la dérivation : ∀ q ∈ ] 0; 1 [ , φ′(q) =
N∑
k=1

kqk−1 (♠) ; ce qui tombe drôlement bien puisque c'est exactement la somme qu'il s'agit de

calculer.

ä D'autre part, on a : ∀ q ∈ ] 0; 1 [ , φ (q) = q
1− qN

1− q
=
q − qN+1

1− q
.

Par suite, pour tout réel q ∈ ] 0; 1 [ , on a : φ′(q) =

(
1− (N + 1) qN

)
(1− q) + q − qN+1

(1− q)2

D'où : ∀ q ∈ ] 0; 1 [ , φ′(q) =
1− (N + 1) qN +NqN+1

(1− q)2
(♣)

On déduit de (♠) et (♣) que : ∀N ∈ N∗,

N∑
k=1

kqk−1 =
1− (N + 1) qN +NqN+1

(1− q)2

b) Soit N un entier naturel non nul. On a :
N∑
k=1

kP (X = k) =
N∑
k=1

kqk−1p = p
N∑
k=1

kqk−1.

D'où, d'après la question précédente :
N∑
k=1

kP (X = k) = p× 1− (N + 1) qN +NqN+1

(1− q)2

13. Légitime car q 6= 1 d'après l'énoncé.
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Puisque d'après l'énoncé 0 < q < 1, et que 1 − q = p, on obtient en passant à la limite lorsque N
tend vers +∞ dans la relation précédente : 14

lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

kP (X = k)

]
= p× 1

p2
soit : lim

N−→+∞

[
N∑
k=1

kP (X = k)

]
=

1

p

9) Calcul de la variance.

a) Soit N un entier naturel non nul. En reprenant les notations de la question 8-a, la fonction φ est
deux fois dérivable sur ] 0; 1 [ (car elle est toujours polynomiale), et donc : ∀ q ∈ ] 0; 1 [ , φ′′(q) =
N∑
k=2

k (k − 1) qk−2 (♠).

ä D'autre part, on a : ∀ q ∈ ] 0; 1 [ , φ′ (q) =
1− (N + 1) qN +NqN+1

(1− q)2
.

Par suite, pour tout réel q ∈ ] 0; 1 [ , on a :

φ′′(q) =

(
−N (N + 1) qN−1 +N (N + 1) qN

)
(1− q)2 + 2 (1− q)

(
1− (N + 1) qN +NqN+1

)
(1− q)4

⇐⇒ φ′′(q) =

(
−N (N + 1) qN−1 +N (N + 1) qN

)
(1− q) + 2

(
1− (N + 1) qN +NqN+1

)
(1− q)3

⇐⇒ φ′′(q) =
2−N (N + 1) qN−1 − 2 (N + 1) qN − (N2 −N) qN+1

(1− q)3
(♣)

On déduit de (♠) et (♣) que :

∀N ∈ N∗,
N∑
k=2

k (k − 1) qk−2 =
2−N (N + 1) qN−1 − 2 (N + 1) qN − (N2 −N) qN+1

(1− q)3

b) Soit N ∈ N∗. On a :
N∑
k=1

k (k − 1)P (X = k) =
N∑
k=2

k (k − 1) pqk−1 = pq
N∑
k=2

k (k − 1) qk−2.

D'après de la question précédente (et puisque 1− q = p) :
N∑
k=1

k (k − 1)P (X = k) = pq × 2−N (N + 1) qN−1 − 2 (N + 1) qN − (N2 −N) qN+1

p3

Subséquemment : lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

k (k − 1)P (X = k)

]
= pq

2

p3

soit : lim
N−→+∞

[
N∑
k=1

k (k − 1)P (X = k)

]
=

2q

p2

c) D'après la formule de Koenig-Huygens : V (X) = E (X2)−E (X)2 = E (X (X − 1))+E(X)−E(X)2.
D'après les deux questions précédentes, on a donc :

V (X) =
2q

p2
+

1

p
− 1

p2
=

2q + p− 1

p2
d'où : V (X) =

q

p2

14. Il faut aussi noter que : lim
N−→+∞

NqN par croissances comparées.
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Partie III � Dérivées successives de fonctions polynomiales

10) Démontrons la propriété par récurrence sur k, en notant

P(k) la propriété :


∀ i ∈[[ 0, k ]], Q

(i)
k =

k!

(k − i)!
Qk−i

∀ i > k, Q
(i)
k = 0

ä Initialisation (k = 0) : on a Q(0) = 1 =
0!

0!
Q0, et pour tout i > 0, Q

(i)
0 = 0. La propriété est

initialisée.

ä Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain entier naturel k, et montrons qu'elle est
vraie au rang k + 1.

• Soit i ∈[[ 1, k ]] : on peut observer que Qk+1 = QkQ1 et utiliser la formule de Leibniz pour obtenir :

Q
(i)
k+1 =

i∑
j=0

(
i

j

)
Q

(j)
1 Q

(i−j)
k = Q1Q

(i)
k + iQ

(i−1)
k

Il s'ensuit que pour tout réel x :

Q
(i)
k+1(x) = xQ

(i)
k (x) + iQ

(i−1)
k (x)

D'où, par hypothèse de récurrence :

Q
(i)
k+1(x) =

k!

(k − i)!
xk−i+1 + i

k!

(k − i+ 1)!
xk−i+1 =

k! [(k − i+ 1) + i]

(k − i+ 1)!
xk−i+1

=
(k + 1)!

(k + 1− i)!
xk+1−i

Autrement écrit : ∀ i ∈[[ 0, k ]], Q
(i)
k+1 =

(k + 1)!

(k + 1− i)!
Qk+1−i

• Pour i = k + 1 : on peut observer que Q(k+1)
k+1 =

[
Q

(k)
k+1

]′
et utiliser la question précédente pour obtenir :

Q
(k+1)
k+1 = (k + 1)!Q′

1 d'où : Q
(k+1)
k+1 = (k + 1)!Q0

A la lumière de ce résultat et du précédent, on a donc : ∀ i ∈[[ 0, k ]], Q
(i)
k+1 =

(k + 1)!

(k + 1− i)!
Qk+1−i (♠)

• Pour i > k + 1 : puisque la fonction Q(k+1)
k+1 est constante, toutes ses dérivées sont nulles. On en déduit

donc que : ∀ i > k + 1, Q
(i)
k+1 = 0 (♣)

• En résumé :


∀ i ∈[[ 0, k + 1 ]], Q

(i)
k+1 =

(k + 1)!

(k + 1− i)!
Qk+1−i

∀ i > k + 1, Q
(i)
k+1 = 0

Ce qui prouve que la propriété P(n+ 1) est vraie, établit l'hérédité, et achève cette récurrence.
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Conclusion : ∀ k ∈ N,


∀ i ∈[[ 0, k ]], Q

(i)
k =

k!

(k − i)!
Qk−i

∀ i > k, Q
(i)
k = 0

11) Soient k et i deux entiers naturels.

• Pour i > k : alors Q(i)
k = 0 d'où en particulier : Q(i)

k (0) = 0.

• Pour i 6 k : alors Q(i)
k =

k!

(k − i)!
Qk−i et en particulier Q(i)

k (0) =
k!

(k − i)!
0k−i.

Or : 0k−i = 0 dès que k 6= i, et 0k−i = 1 pour i = k.

• En résumé : ∀ (k, i) ∈ N2, Q
(i)
k (0) =


k! si i = k

0 sinon

On en déduit que : ∀ (k, i) ∈ N2, Q
(i)
k (0) = δki × k!

12) Considérons P la fonction polynomiale dé�nie sur R par ∀x ∈ R, P (x) =
n∑

m=0

amx
m. Il revient au

même d'écrire : ∀x ∈ R, P (x) =
n∑

m=0

amQm. La fonction P est de classe C ∞ sur R (car polynomiale)

et :

∀ k ∈[[ 0, n ]], P (k)(0) =
n∑

m=0

amQ
(k)
m 0 =

n∑
m=0

amδkmm! ; d'où : ∀ k ∈[[ 0, n ]], P (k)(0) = (k!) ak .

Partie IV � Fonctions génératrices

13) Deux exemples pour commencer.

a) Dans le cas où X suit la loi uniforme U ([[ 0, n ]]), on a : ∀ k ∈[[ 0;n ]], P (X = k) =
1

n+ 1
.

Conclusion : si X suit une loi uniforme U ([[ 0, n ]]), alors : ∀ s ∈ R\ {1} , GX (s) =

1

n+ 1

n∑
k=0

sk

Ce que l'on peut réécrire : ∀ s ∈ R\ {1} , GX (s) =
1

1− sn+1
× 1− sn+1

1− s

b) Si X suit une loi binomiale de taille n et de paramètre p, alors X est à valeurs dans [[ 0, n ]] et :

∀ k ∈[[ 0, n ]], P (X = k) =

(
n

k

)
pk (1− p)n−k

Par suite, pour tout réel s on a :

GX(s) =
n∑
k=0

sk
(
n

k

)
pk (1− p)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(ps)k (1− p)n−k d'où :

∀ s ∈ R, GX (s) = [ps+ (1− p)]n
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14) a) Par dé�nition de l'espérance : ∀ s ∈ R, GX (s) =
n∑
k=0

P (X = k) sk donc GX est polynomiale en s .

On a : GX (s) =
n∑
k=0

P (X = k) 1k =
n∑
k=0

P (X = k) d'où : GX(1) = 1 .

b) Pour tout polynôme Q de degré inférieur ou égal à n : Q =
n∑
k=0

Q(k) (0)

k!
Xk .

Lorsque GX désigne la fonction génératrice d'une variable aléatoire X à valeurs dans [[ 0;n ]], on a d'une

part GX =
n∑
k=0

P (X = k) sk et d'autre part GX =
n∑
k=0

G
(k)
X (0)

k!
sk. Par identi�cation on en déduit que :

∀ k ∈[[ 0;n ]], P (X = k) =
G

(k)
X (0)

k!

c) Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans [[ 0;n ]]. Si GX = GY , alors :

∀ k ∈[[ 0;n ]], G
(k)
X (0) = G

(k)
Y (0) d'où (grâce à 2-a) : ∀ k ∈[[ 0;n ]], P (X = k) =

P (Y = k).

Donc X et Y ont même loi. Réciproquement, supposons que X et Y ont même loi, alors :

∀ k ∈[[ 0;n ]], P (X = k) = P (Y = k), d'où ∀ k ∈[[ 0;n ]], G
(k)
X (0) = G

(k)
Y (0).

Ce qui entraîne que les polynômes GX et GY sont égaux, puisqu'ils ont les mêmes coe�cients.

Conclusion : X et Y ont même loi si et seulement si GX = GY .

d) Par dé�nition de la fonction génératrice de X : ∀ s ∈ R, GX (s) =
n∑
k=0

P (X = k) sk. La fonction GX

est dérivable (car polynomiale donc de classe C ∞) sur R et : ∀ s ∈ R, G′
X (s) =

n∑
k=1

kP (X = k) sk−1.

En particulier : G′
X (1) =

n∑
k=1

kP (X = k). Conclusion : G′
X (1) = E (X) .

En continuant sur notre lancée :

∀ s ∈ R, G′′
X (s) =

n∑
k=2

k (k − 1)P (X = k) sk−2 d'où : G′′
X (1) =

n∑
k=2

k (k − 1)P (X = k)

En développant :

G′′
X (1) =

[
n∑
k=2

k2P (X = k)

]
−

[
n∑
k=2

kP (X = k)

]

⇐⇒ G′′
X (1) =

[
n∑
k=1

k2P (X = k)− P (X = 1)

]
−

[
n∑
k=1

kP (X = k)− P (X = 1)

]
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⇐⇒ G′′
X (1) =

[
n∑
k=1

k2P (X = k)

]
−

[
n∑
k=1

kP (X = k)

]

⇐⇒ G′′
X (1) = E (X2)− E (X)

Or la variance V (X) de X est donnée par : V (X) = E (X2)− [E (X)]2.

D'où : V (X) = G′′
X (1) +G′

X (1)− (G′
X (1))2 .

Partie V � Calcul matriciel et probabilités

15) Soient X, Y et Z trois réels quelconques. La matrice M est inversible si et seulement si

∀

 b1
b2
b3

 ∈ R3, ∃!

 x1
x2
x3

 ∈ R3, M

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3


Or : M

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒


Xx1 +Xx2 +Xx3 = b1 (L1)

Y x1 + Y x2 + Y x3 = b2 (L2)

Zx1 + Zx2 + Zx3 = b3 (L3)

⇐⇒


Xx1 +Xx2 +Xx3 = b1 (L1)

Y x1 + Y x2 + Y x3 = b2 (L2)

0 = Y b2 − Zb3 Y (L2)− Z (L3)

Il s'ensuit que le système ne peut admettre de solution si Y b2−Zb3 6= 0. Par suite : M n'est pas inversible .

16) a) M2 =

 X X X

Y Y Y

Z Z Z

 X X X

Y Y Y

Z Z Z



=

 X2 +XY +XZ X2 +XY +XZ X2 +XY +XZ

XY + Y 2 + Y Z XY + Y 2 + Y Z XY + Y 2 + Y Z

XZ + Y Z + Z2 XZ + Y Z + Z2 XZ + Y Z + Z2



soit : M2 =

 X (X + Y + Z) X (X + Y + Z) X (X + Y + Z)

Y (X + Y + Z) Y (X + Y + Z) Y (X + Y + Z)

Z (X + Y + Z) Z (X + Y + Z) Z (X + Y + Z)

 ou encore : M2 = (X + Y + Z)M

b) D'après la question précédente, M2 = M si et seulement si M = 0M3(R) ou X + Y + Z = 1. Or
M = 0M3(R) si et seulement si X = Y = Z = 0.
Par suite :

M est idempotente si et seulement si X = Y = Z = 0 ou S = 1 (en ayant noté S = X + Y + Z) .

17) a) Si X suit la loi binomiale B (n, p), alors E (X) = np et V (X) = np (1− p) .
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b) Puisque X et Y sont à valeurs dans [[ 0, n ]], la variable aléatoire X + Y est à valeurs dans [[ 0, 2n ]].
Soit donc k un entier naturel compris entre 0 et 2n. On a :

P (X + Y = k) =
k∑
j=0

P ([X = j] ∩ [Y = k − j])

Puisque X et Y sont indépendantes : P (X + Y = k) =
k∑
j=0

P (X = j)× P (Y = k − j)

D'où : P (X + Y = k) =
k∑
j=0

(
n

j

)
pj (1− p)n−j

(
n

k − j

)
pk−j (1− p)n−k+j

D'où : P (X + Y = k) =
k∑
j=0

(
n

j

)(
n

k − j

)
pk (1− p)2n−k

D'où : P (X + Y = k) = pk (1− p)2n−k
k∑
j=0

(
n

j

)(
n

k − j

)
D'après la formule de Vandermonde : P (X + Y = k) =

(
2n

k

)
pk (1− p)2n−k

En résumé : ∀ k ∈[[ 0, 2n ]], P (X + Y = k) =

(
2n

k

)
pk (1− p)2n−k.

Conclusion : X + Y suit la loi binomiale B (2n, p) .

c) Notons P1 la probabilité que M soit idempotente. D'après la question 16-b, M est idempotente si et
seulement si X = Y = Z = 0 ou X + Y + Z = 1.
Puisque ces deux évènements sont disjoints, on a : P1 = P (X = Y = Z = 0) + P (X + Y + Z = 1).

Les VAR X, Y et Z étant indépendantes, on a : P (X = Y = Z = 0) = P (X = 0)P (Y = 0)P (Z = 0) =

(1− p)3n.

Par ailleurs, d'après l'indication de l'énoncé 15, on a : P (X + Y + Z = 1) = 3np (1− p)3n−1.

Il s'ensuit que : P1 = (1− p)3n + 3np (1− p)3n−1 = (1− p)3n−1 (1− p+ 3np).

Conclusion : la probabilité que M soit idempotente est (1− p)3n−1 ((3n− 1) p+ 1) .

d) Notons P2 la probabilité qu'au moins une ligne soit égale à la somme des deux autres.

Alors : P2 = P ((X = Y + Z) ∪ (Y = X + Z) ∪ (Z = X + Y )) = P (EX ∪ EY ∪ EZ) en notant respective-
ment EX , EY et EZ les évènements (X = Y + Z) et (Y = X + Z) et (Z = X + Y ).

En utilisant la formule bien connue donnant la probabilité d'une union de trois évènements, on en déduit
que :

P2 = P (EX) + P (EY ) + P (EZ)− P (EX ∩ EY )− P (EX ∩ EZ)− P (EY ∩ EZ) + P (EX ∩ EY ∩ EZ)

Pour des raisons de symétrie évidentes, on a : P (EX) = P (EY ) = P (EZ) et

P (EX ∩ EY ) = P (EX ∩ EZ) = P (EY ∩ EZ).

Ainsi : P2 = 3P (EX)− 3P (EX ∩ EY ) + P (EX ∩ EY ∩ EZ) (♠)

15. X + Y + Z suit la loi binomiale B (3n, p).



Cours MPSI - sz 537

ä Calcul de P (EX). Les évènements (X = k)k∈[[0;n]] constituent une partition de l'univers, et on peut
donc appliquer la formule des probabilités totales pour obtenir :

P (EX) = P (X = Y + Z) =
n∑
k=0

P ((X = k) ∩ (Y + Z = k))

Et puisque X et Y + Z sont des variables aléatoires indépendantes :

P (EX) = P (X = Y + Z) =
n∑
k=0

P (X = k)P (Y + Z = k)

⇐⇒ P (EX) =
n∑
k=0

P (X = k)
k∑
j=0

P ((Y = j) ∩ (Z = k − j))

Comme Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :

P (EX) =
n∑
k=0

P (X = k)
k∑
j=0

P (Y = j)P (Z = k − j)

⇐⇒ P (EX) =
n∑
k=0

(
n

k

)
1

2n

k∑
j=0

(
n

j

)
1

2n

(
n

k − j

)
1

2n

⇐⇒ P (EX) =
1

23n

n∑
k=0

(
n

k

) k∑
j=0

(
n

j

)(
n

k − j

)

Or, d'après la formule de Vandermonde :
k∑
j=0

(
n

j

)(
n

k − j

)
=

(
2n

k

)
. D'où : P (EX) =

1

23n

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n

k

)
.

En utilisant le fait que : ∀ k ∈[[ 0;n ]],

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(�symétrie� des coe�cients binomiaux), on en

déduit que :

P (EX) =
1

23n

n∑
k=0

(
n

n− k

)(
2n

k

)

En appliquant une fois encore la formule de Vandermonde, on obtient : P (EX) =
1

23n

(
3n

n

)
(♥) .

ä Calcul de P (EX ∩ EY ). L'évènement EX ∩EY est réalisé si et seulement si X = Y +Z et Y = X+Z,
ce qui entraîne que X = Y et Z = 0. Par conséquent :

P (EX ∩ EY ) =
n∑
k=0

P ((X = k) ∩ (Y = k) ∩ (Z = 0))

Comme X, Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :

P (EX ∩ EY ) =
n∑
k=0

P (X = k)P (Y = k)P (Z = 0)

⇐⇒ P (EX ∩ EY ) =
n∑
k=0

(
n

k

)
1

2n
×
(
n

k

)
1

2n
× 1

2n
.
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Donc : P (EX ∩ EY ) =
1

23n

n∑
k=0

[(
n

k

)]2
c'est-à-dire : P (EX ∩ EY ) =

1

23n

(
2n

n

)
(♦)

ä Calcul de P (EX ∩ EY ∩ EZ). L'évènement EX ∩ EY ∩ EZ est réalisé si et seulement si X = Y + Z,
Y = X + Z et Z = X + Y , ce qui entraîne que X = Y = Z = 0. D'où :

P (EX ∩ EY ∩ EZ) = P ((X = 0) ∩ (Y = 0) ∩ (Z = 0))

Comme X, Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :

P (EX ∩ EY ∩ EZ) = P (X = 0)P (Y = 0)P (Z = 0)

Donc : P (EX ∩ EY ∩ EZ) =
1

23n
(♣)

Ainsi, d'après (♠), (♥), (♦) et (♣) on a : P2 = 3
1

23n

(
3n

n

)
− 3

1

23n

(
2n

n

)
+

1

23n

Conclusion : si X, Y et Z sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, chacune suivant
une loi binomiale B (n, 1/2) (avec n ∈ N∗), la probabilité P2 qu'au moins une ligne de la matrice

M =

 X X X

Y Y Y

Z Z Z

 soit égale à la somme des deux autres est : P2 =
1

23n

[
3

(
3n

n

)
− 3

(
2n

n

)
+ 1

]

20.7.2 Problème � Un processus de Markov à trois positions

Présentation du problème : cet énoncé reprend le cadre de l'exercice portant sur le processus de Markov
d'un DM. Mais si la trame est identique, le contenu à proprement parler est très di�érent.

Explicitement, les données du problème sont les mêmes, mais on ne fera ici que l'étude de deux des
trois suites (an)n, (bn)n et (cn)n. Cette étude sera faite par le biais de matrices carrées de taille 2, ce qui
simpli�era spectaculairement les calculs 16, notamment lorsqu'il s'agira d'élever la matrice du problème à
la puissance n (partie IV) ; puis d'en déduire les expressions en fonction de n de an, bn et cn (partie V).

Sans trop de surprise, il y a un prix à payer pour cette simpli�cation. Au lieu d'étudier une suite de
vecteurs (Vn)n �géométrique� (caractérisée par la relation de récurrence Vn+1 = MVn), c'est une suite de
vecteurs �arithmético-géométrique� qui interviendra dans le présent problème. Les propriétés de cette suite
de vecteurs seront étudiées dans les parties II et III.

Au passage, prenez garde au fait que les notions de suites géométrique et arithmético-géométrique ne
sont dé�nies que pour les nombres complexes, et pas pour les suites de vecteurs ; par conséquent, aucune
propriété connue sur ce type de suite ne peut être admise dans ce problème, tout résultat les concernant
doit être démontré (cela sera de toute façon précisé dans l'énoncé).

En�n, quitte à radoter, vous pouvez admettre des résultats intermédiaires donnés dans l'énoncé pour
traiter les questions qui suivent.

Une impulsion se propage toutes les secondes entre trois positions A, B et C.

Notons An (resp. Bn, Cn) l'évènement �être en A (resp. en B, en C) à l'instant n�, et notons encore :

an = P (An) , bn = P (Bn) et cn = P (Cn) .

16. Ouf !
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On sait que si à la seconde n

í l'impulsion est arrivée en A, la probabilité pour qu'elle se transmette en B est de 3/4, et pour qu'elle
se transmette en C est de 1/4 ;

í l'impulsion est arrivée en B, la probabilité pour qu'elle se transmette en A est de 3/4, et pour qu'elle
se transmette en C est de 1/4 ;

í l'impulsion est arrivée en C, elle se transmet en B

à la seconde n+ 1.

Rappelons qu'il a été établi en DM que :

(F1) ∀ n ∈ N,



an+1 =
3

4
bn

bn+1 =
3

4
an + cn

cn+1 =
1

4
an +

1

4
bn

Ces relations pourront être utilisées sans être redémontrées. Pour terminer, on suppose qu'initialement (à
la seconde n = 0), l'impulsion est en A.

Partie I � Préambule

1) Justi�er brièvement que : (F2) ∀ n ∈ N, cn = 1− an − bn

2) Etablir à l'aide de la question précédente qu'il existe une matriceM ∈ M2 (R) et un vecteur B

(
x

y

)
∈

R2 que l'on déterminera tels que :

(F3) ∀ n ∈ N,
(
an+1

bn+1

)
=M

(
an
bn

)
+B

Notation : dans la suite du problème, on notera Vn =

(
an
bn

)
. La formule ci-dessus pourra donc être

écrite

∀ n ∈ N, Vn+1 =MVn +B

L'objectif principal du problème est d'étudier la suite de vecteurs (Vn), et en particulier sa convergence.

Partie II � Recherche d'une éventuelle limite.

3) Calculer (I2 −M) (on rappelle que I2 désigne la matrice identité de M2 (R)). Sans calculer son inverse,
justi�er que (I2 −M) est inversible.

4) On pose (F4) L = (I2 −M)−1B .

Sans calculer explicitement L, établir que : (F5) L =ML+B
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5) Calculer explicitement L, et véri�er que 17 : (F6) L =


12

35

16

35


Partie III � Etude d'une suite auxiliaire.

On pose : (F7) ∀ n ∈ N, Wn = Vn − L

6) Montrer que : (F8) ∀ n ∈ N, Wn+1 =MWn

7) Etablir par récurrence que : (F9) ∀ n ∈ N, Wn =MnW0

Partie IV � Calcul de Mn.

8) On pose : P =

(
−3 1

1 −1

)
. Justi�er que P est inversible, puis calculer P−1.

9) Calculer P−1MP , et s'assurer que l'on obtient une matrice diagonale, que l'on notera D.

10) Calculer Dn pour tout entier naturel n.

11) En déduire l'expression de Mn en fonction de n.

- Notation (conseil) : dans la suite du problème, les coe�cients de la matrice Mn pourront être

notés αn, βn, γn et δn. On pourra donc écrire Mn =

(
αn βn
γn δn

)
et n'utiliser les expressions de αn,. . .

qu'en cas de nécessité absolue, c'est-à-dire pas avant la seconde partie de la question 13.

Partie V � Calcul des di�érentes limites.

12) Déduire des questions précédentes l'expression de Wn en fonction de n.

13) En déduire l'expression de Vn en fonction de n, puis les expressions de an et bn en fonction de n.

14) En déduire lim
n−→∞

an et lim
n−→∞

bn ; puis lim
n−→∞

cn.

Corrigé.

Partie I � Préambule. 1) A chaque seconde n, les évènements An, Bn et Cn constituent une
partition de l'univers. Il s'ensuit que P (An) + P (Bn) + P (Cn) = 1, soit an + bn + cn = 1. Donc :
∀n ∈ N, cn = 1− an − bn .
2) D'après la question précédente, et les rappels faits dans l'énoncé (formule (F1)), on a :

∀ n ∈ N,


an+1 =

3

4
bn

bn+1 = −1

4
an − bn + 1

d'où : ∀ n ∈ N,
(
an+1

bn+1

)
=

(
0 3/4

−1/4 −1

)
︸ ︷︷ ︸

=M

(
an
bn

)
+

(
0

1

)
︸ ︷︷ ︸

=B

17. Le but de cette question est de faire une véri�cation intermédiaire ; si �votre L est juste�, il y a de bonnes chances que
vos calculs de M , B et (I2 −M)

−1
le soient aussi.



Cours MPSI - sz 541

Partie II � Recherche d'une éventuelle limite.

3) D'après la question précédente : I2 −M =

(
1 −3/4
1/4 2

)
. Son déterminant vaut 35/16 ; puisqu'il est

non nul, la matrice I2 −M est inversible .

4) En multipliant à gauche par I2−M les deux termes de l'égalité (F4), on obtient : (I2 −M)L = B, puis
en développant le premier terme : I2L−ML = B. D'où �nalement : L =ML+B .

5) On peut exploiter (F4) ; il su�t alors de calculer l'inverse de la matrice (I2 −M).

On a : (I2 −M)−1 =
16

35

(
2 3/4

−1/4 1

)
, d'où : L =

16

35

(
2 3/4

−1/4 1

)(
0

1

)
=

16

35

(
3/4

1

)
=

(
12/35

16/35

)
Partie III � Etude d'une suite auxiliaire.

6) Soit n un entier naturel arbitraire. Par dé�nition, on a : Wn+1 = Vn+1 − L et en utilisant les relations
(F3) et (F5), on obtient :

Wn+1 =MVn+B−(ML+B) soit :Wn+1 =MVn−ML =M (Vn − L). Par suite : ∀n ∈ N, Wn+1 =MWn .

7) Notons P (n) la propriété �Wn =MnW0�. L'initialisation (pour n = 0) est immédiate puisqueM0 = I2.
Reste à établir l'hérédité.

Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. En utilisant la question précédente,
on peut écrire que Wn+1 = MWn, puis en utilisant l'hypothèse de récurrence : Wn+1 = M (MnW0). Par
suite : Wn+1 =Mn+1W0, donc P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité.

Conclusion : ∀n ∈ N, Wn =MnW0 .

Partie IV � Calcul de Mn.

8) On a det(P ) = 2, donc P est inversible. En outre : P−1 =
1

2

(
−1 −1
−1 −3

)
= −1

2

(
1 1

1 3

)
.

9) P−1MP = −1

2

(
1 1

1 3

)(
0 3/4

−1/4 −1

)(
−3 1

1 −1

)
= −1

2

(
1 1

1 3

)(
3/4 −3/4
−1/4 3/4

)

= −1

2

(
1/2 0

0 3/2

)
d'où : P−1MP =

(
−1/4 0

0 −3/4

)

10) D'après le cours : ∀n ∈ N, Dn =

(
(−1/4)n 0

0 (−3/4)n
)
.

11) C'est une question classique ! Notons P (n) la propriété �Mn = PDnP−1�. L'initialisation (pour n = 0)
est immédiate puisque M0 = I2 et PD0P−1 = P I2P−1 = PP−1 = I2. Reste à établir l'hérédité.

Supposons que P (n) soit vraie pour un certain entier naturel n. AlorsMn+1 =Mn×M , et en utilisant
la dé�nition de D (à savoir D = P−1MP ), on peut écrire : M = PDP−1. De plus, d'après l'hypothèse de
récurrence : Mn = PDnP−1.

Par suite :Mn+1 = PDnP−1PDP−1 = PDnI2DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1, et cette dernière écriture
permet d'a�rmer que P (n+ 1) est vraie, ce qui prouve l'hérédité.

Conclusion : ∀n ∈ N, Mn = PDnP−1 .
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Soit n un entier naturel arbitraire. Il su�t à présent d'utiliser le résultat ci-dessus pour obtenir l'expression
deMn pour tout entier naturel n. Signalons simplement qu'en prenant quelques précautions, on peut rendre
ce produit un peu plus �confortable� à e�ectuer, et minimiser le nombre de fractions intervenant dans les
calculs. Explicitement :

Mn =

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n 0

0 (−3/4)n
)(
−1

2

(
1 1

1 3

))
⇔Mn = −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n 0

0 (−3/4)n
)(

1 1

1 3

)
⇔Mn = −1

2

(
−3 1

1 −1

)(
(−1/4)n (−1/4)n

(−3/4)n 3 (−3/4)n
)

⇔Mn = −1

2

 −3
(
−1

4

)n
+

(
−3

4

)n
−3
(
−1

4

)n
+ 3

(
−3

4

)n
(
−1

4

)n
−
(
−3

4

)n (
−1

4

)n
− 3

(
−3

4

)n


Conclusion : ∀n ∈ N, Mn =


3

2

(
−1

4

)n
− 1

2

(
−3

4

)n
3

2

(
−1

4

)n
− 3

2

(
−3

4

)n

−1

2

(
−1

4

)n
+

1

2

(
−3

4

)n
−1

2

(
−1

4

)n
+

3

2

(
−3

4

)n


Partie V � Calculs des di�érentes limites.

12) D'après la question 7, on a : ∀n ∈ N, Wn = MnW0. En outre, puisque d'après l'énoncé l'impulsion

est en A à la seconde 0, on a : a0 = 1 et b0 = 0, soit : W0 =

(
1

0

)
. Par conséquent, en suivant l'indication

de l'énoncé qui suggérait de noter αn, βn, γn et δn les coe�cients de Mn, on a :

∀n ∈ N, Wn =

(
αn βn
γn δn

)(
1

0

)
soit : ∀n ∈ N, Wn =

 αn

γn

 .

13) Par dé�nition de la suite (Wn)n (formule (F7)), on a : ∀n ∈ N, Vn = Wn + L. On en déduit, grâce à
la question précédente et la question 5 que :

∀n ∈ N, Vn =

 αn

γn

+

 12/35

16/35

 soit : ∀n ∈ N, Vn =


αn +

12

35

γn +
16

35


On en déduit donc que pour tout n ∈ N on a : an = αn +

12

35
et bn = γn +

16

35
. Et puisqu'il faut bien �nir

par être explicite :

∀n ∈ N,


an =

12

35
+

3

2

(
−1

4

)n
− 1

2

(
−3

4

)n

bn =
16

35
− 1

2

(
−1

4

)n
+

1

2

(
−3

4

)n
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14) On observe que lim
n−→∞

[
3

2

(
−1

4

)n
− 1

2

(
−3

4

)n]
= 0 et lim

n−→∞

[
−1

2

(
−1

4

)n
+

1

2

(
−3

4

)n]
= 0.

Il s'ensuit que : lim
n−→∞

an =
12

35
et lim

n−→∞
bn =

16

35
.

En passant alors à la limite dans la relation cn = 1− an − bn, on en déduit que lim
n−→∞

cn =
7

35
=

1

5
.
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Chapitre 21

Espaces vectoriels et applications linéaires

Tout au long de ce chapitre, K = R ou C.

21.1 Espaces vectoriels

Définition 21.1 - Un K-espace vectoriel (E,+, .) est un ensemble E muni d'une loi de compo-
sition interne (notée �+�), et d'une loi externe

K× E // E

(λ,−→v ) � // λ.−→v

satisfaisant les conditions suivantes :

1/ (E,+) est un groupe abélien ; le neutre est noté
−→
0 E et appelé vecteur nul.

2/ ∀−→v ∈ E, 1.−→v = −→v

3/ ∀ (λ, µ) ∈ K2,∀−→v ∈ E, λ. (µ.−→v ) = (λµ) .−→v

4/ ∀ (λ, µ) ∈ K2,∀−→v ∈ E, (λ+ µ) .−→v = λ.−→v + µ.−→v

5/ ∀λ ∈ K,∀ (−→v ,−→w ) ∈ E2, λ. (−→v +−→w ) = λ.−→v + λ.−→w

Dé�nition d'espace vectoriel (bis) : au-delà de la très formelle dé�nition ci-dessus, ce qu'il faut retenir
est qu'un K-espace vectoriel (ou K-ev) est un ensemble muni d'une �addition� (�loi +�) et d'une
�multiplication par un scalaire� (�loi .�), qui véri�ent les propriétés que vour leur connaissez dans le
cadre des vecteurs du plan (ou de l'espace).

Notation : on note (E,+, .) un K-ev lorsque l'on veut insister sur le fait que E est muni d'une lci �+�
et d'une lce �.�. En pratique cependant, lorsque les lois sont l'addition et la multiplication par un scalaire
usuelles, on notera simplement E un espace vectoriel.
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La première motivation pour introduire ce nouveau concept est que tous les ensembles ayant servi de cadre
aux précédents chapitres sont naturellement des espaces vectoriels. Plus précisément, on dispose d'une très
impressionnante série de

�Théorèmes généraux� sur les espaces vectoriels

Théorème 21.1 - (R2,+, .) est un R-espace vectoriel (l'espace vectoriel des vecteurs usuels du
plan).

Théorème 21.2 - (R3,+, .) est un R-espace vectoriel (l'espace vectoriel des vecteurs usuels de
l'espace usuel).

Et plus généralement :

Théorème 21.3 - Pour tout n ∈ N∗, (Kn,+, .) est un K-espace vectoriel (l'espace vectoriel des
n-uplets d'éléments de K).

Théorème 21.4 -
(
RN,+, .

)
est un R-espace vectoriel (l'espace vectoriel des suites réelles).

Pour le même prix :

Théorème 21.5 -
(
CN,+, .

)
est un C-espace vectoriel, et

(
KN,+, .

)
est un K-espace vectoriel (les

espaces vectoriels des suites complexes et à valeurs dans K respectivement).

Théorème 21.6 - (K[X],+, .) est un K-espace vectoriel (l'espace vectoriel des polynômes à coe�-
cients dans K).

Théorème 21.7 - (F (I,K) ,+, .) est un K-espace vectoriel (l'espace vectoriel des fonctions à
valeurs dans K ; avec I un intervalle de R).

Théorème 21.8 - (Mn,p (K) ,+, .) est un K-espace vectoriel (l'espace vectoriel des matrices à n
lignes et p colonnes à coe�cients dans K).

Remarque : les démonstrations de ces théorèmes ont été (ou seront) brièvement évoquées en classe au cours

du premier cours d'algèbre linéaire. Elles reposent toutes sur le même principe : véri�er laborieusement que dans

chaque cas, on dispose d'une lci et d'une lce satisfaisant les assertions énoncées dans la dé�nition de K-ev. Plus tard,

on disposera heureusement d'autres outils pour montrer que �quelquechose� est un espace vectoriel. En attendant,

il est impératif d'avoir en tête les énoncés listés plus haut : ce sont les �briques élémentaires� pour la suite des

évènements.

Définition 21.2 - Un vecteur est un élément d'un espace vectoriel.

Dans le sens où ce sont des éléments d'espaces vectoriels, on peut ainsi a�rmer que la matrice I3, la suite
de Fibonacci, le 23ème polynôme de Tchebychev et encore la fonction sinus sont des vecteurs (même si
cela ne fait rire que l'auteur de ces lignes).
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21.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 21.3 - Soit E un K-espace vectoriel.

Un sous-espace vectoriel de E est une partie F de E, qui est un K-espace vectoriel.

Remarque. Seule, cette dé�nition est d'une remarquable inutilité pratique. Et ne devient intéressante
qu'une fois couplée avec la caractérisation suivante des sev :

Propriété 21.1 - (Caractérisation des SEV). Soit E un K-espace vectoriel. Un ensemble F est
un sous-espace vectoriel de E si les conditions suivantes sont véri�ées :

ä (SEV1) F ⊂ E (inclusion)

ä (SEV2)
−→
0 E ∈ F (F �passe par l'origine�)

ä (SEV3) ∀ (−→v ,−→w ) ∈ F 2, −→v +−→w ∈ F (stabilité pour la somme)

ä (SEV4) ∀ −→v ∈ F, ∀ λ ∈ K, λ.−→v ∈ F (stabilité pour la multiplication par un

scalaire)

Preuve. Blabla. K

En pratique, on peut gagner du temps en observant que les deux dernières conditions, traduisant respec-
tivement la stabilité de F pour la loi interne de E (�l'addition�) et la loi externe de E (la �multiplication
par un scalaire�) peuvent être véri�ées simultanément. Explicitement, on a la :

Propriété 21.2 - (Caractérisation des SEV 2.0). soit E un K-espace vectoriel. Un ensemble
F est un sous-espace vectoriel de E si les conditions suivantes sont véri�ées :

ä (SEV1) F ⊂ E (inclusion)

ä (SEV2)
−→
0 E ∈ F (F �passe par l'origine�)

ä (SEV3') ∀ (−→v ,−→w ) ∈ F 2, ∀ (λ, µ) ∈ K2, λ.−→v + µ.−→w ∈ F (stabilité par combinaison

linéaire)

Preuve. Blabla. K

Remarque technique : l'assertion (SEV3') ∀ (−→v ,−→w ) ∈ F 2, ∀ (λ, µ) ∈ K2, λ.−→v + µ.−→w ∈ F est encore
équivalente à la suivante :

(SEV3�) ∀ (−→v ,−→w ) ∈ F 2, ∀µ ∈ K, −→v + µ.−→w ∈ F .
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Exemples de sous-espaces vectoriels

Exemple 1 : pour tout espace vectoriel E, E est un sev de E ; à l'opposé,
{−→
0 E

}
est un sev de E.

Exemple 2 : C 0 (R,R) est un sev F (R,R) ; C 1 (R,R) est un sev de C 0 (R,R) ; et C ∞ (R,R) est un sev
de C 1 (R,R) (donc de C 0 (R,R) donc de. . . ).

En revanche, l'ensemble des bijections continues sur R à valeurs dans R n'est pas un sev de C 0 (R,R)
(pourquoi ?).

Exemple 3 : si −→v est un vecteur non nul d'un K-ev E, alors K−→v = {λ.−→v / λ ∈ K} est un sev de E
appelé droite vectorielle engendrée par −→v .

Exemple 4 : l'ensemble des solutions de l'E.D. (1 + x2) y′+2xy = 0 est un sev de C 1 (R,R) ; explicitement,
c'est la droite vectorielle engendrée par la fonction x ∈ R 7−→ (1 + x2)

−1. Mais l'ensemble des solutions
de l'E.D. (1 + x2) y′ + 2xy = 1 n'est pas un sev de C 1 (R,R) (pourquoi ?).

Exemple 5 : pour tout n ∈ N, Kn[X] est un sev de K[X] ; mais l'ensemble des polynômes de degré égal
à n n'est pas un sev de K[X] (pourquoi ?).

Exemple 6 : l'ensemble des matrices symétriques est un sev de Mn (K) ; l'ensemble GLn (K) des matrices
inversibles n'est pas un sev de Mn (K) (pourquoi ?).

Exemple 7 : l'ensemble des suites réelles convergentes est un sev de RN ; l'ensemble des suites réelles
croissantes n'est pas un sev de RN (pourquoi ?).

Remarque : puisqu'un sev contient toujours au moins le vecteur nul
−→
0 E, un sev n'est jamais vide.

Propriété 21.3 - Soient F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels d'un même K-ev
E.

Alors F1 ∩ F2 est un sev de E.

Preuve. Soient F1 et F2 deux sev de E.

ä Alors F1 ∩ F2 ⊂ E, puisque F1 et F2 sont deux parties de E.

ä On peut a�rmer que
−→
0E ∈ F1 ∩ F2, car

−→
0E ∈ F1 et

−→
0E ∈ F2.

ä Soient en�n −→u et −→v deux vecteurs dans F1 ∩F2, et λ et µ deux scalaires. Alors : λ−→u + µ−→v appartient
à F1 (resp. F2) car −→u et −→v appartiennent en particulier à F1 (resp. à F2) et F1 (resp. F2) est un
sev de E (donc stable par combinaison linéaire). Il s'ensuit que : ∀ (−→u ,−→v ) ∈ (F1 ∩ F2)

2 , ∀ (λ, µ) ∈
K2, λ−→u + µ−→v ∈ F1 ∩ F2.

En résumé, F1 ∩ F2 est une partie du K-ev E, contenant le vecteur nul de E, et stable par combinaison
linéaire. En d'autres termes, F1 ∩ F2 est un sev de E . K

Exemples : dans R2, l'intersection des droites vectorielles R.
(

1

1

)
et R.

(
2

−3

)
(ie d'équations res-

pectives y = x et 3x + 2y = 0) est le singleton
{−→
0 R2

}
. Dans R3, l'intersection des plans d'équations
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respectives x = 0 et y − z = 0 est la droite vectorielle engendrée par

 0

1

1

. Dans M2 (C), l'intersection

du sev des matrices symétriques et du sev des matrices triangulaires supérieures est le sev des matrices
diagonales ; et l'intersection du sev des matrices symétriques et du sev des matrices antisymétriques est
réduit à la matrice nulle.

Remarque. Il résulte de la propriété précédente et de la remarque faite juste avant son énoncé que
l'intersection de deux sous-espaces vectoriels n'est à son tour JAMAIS vide puisqu'elle contient
au moins le vecteur nul.

Remarque. En général, l'union de deux sev n'est pas un sev. Par exemple, dans R2 l'union des droites
d'équations x = 0 et y = 0 n'est pas un sev (cette union n'étant pas stable pour l'addition). Même
conclusion dans R3 pour l'union des plans d'équations x+ y = 0 et 2x− y + 3z = 0. D'ailleurs :

Propriété 21.4 - soient E un K-ev, F1 et F2 deux sev de E.

Alors (F1 ∪ F2) est un sev de E si et seulement si F1 ⊂ F2 ou F2 ⊂ F1.

ä Illustration de la propriété 21.4.

L'union de deux sev n'est en géné-
ral pas stable pour la somme.

Preuve. Soient F1 et F2 deux sev d'un même K-ev E.
Sens direct : supposons que F1 ∪ F2 est un sev de E.

Raisonnons par l'absurde, en supposant que : (F1 6⊂ F2) ∧ (F2 6⊂ F1) (♠) .

Alors il existe un vecteur
−→
f1 ∈ F1,

−→
f1 /∈ F2 ; et il existe un vecteur

−→
f2 ∈ F2,

−→
f2 /∈ F1.

Considérons le vecteur
−→
V =

−→
f1 +

−→
f2 . Comme

−→
f1 et

−→
f2 appartiennent tous deux à F1 ∪ F2, et que l'on a

supposé que F1 ∪ F2 est un sev, on peut a�rmer que
−→
V ∈ F1 ∪ F2.

Par suite
−→
V ∈ F1, ou

−→
V ∈ F2. Or si

−→
V ∈ F1, alors

−→
V −

−→
f1 ∈ F1 ; mais

−→
V −

−→
f1 =

−→
f2 /∈ F1 par

hypothèse, d'où une contradiction. On aboutit de même à une contradiction si l'on suppose
−→
V ∈ F2.

Il s'ensuit que l'hypothèse de départ (♠) est erronée. Donc : F1 ⊂ F2 ou F2 ⊂ F1.

En résumé, on a établi que : (F1 ∪ F2 est un sev de E) =⇒ (F1 ⊂ F2) ∨ (F2 ⊂ F1)

Réciproquement : supposons que F1 ⊂ F2 ou F2 ⊂ F1.

Si F1 ⊂ F2, alors F1 ∪ F2 = F2, qui est un sev de E. Raisonnement analogue en permutant �1� et �2�.

Par suite : (F1 ⊂ F2) ∨ (F2 ⊂ F1) =⇒ (F1 ∪ F2 est un sev de E).

Conclusion : (F1 ⊂ F2) ∨ (F2 ⊂ F1) ⇐⇒ (F1 ∪ F2 est un sev de E). K
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21.3 Combinaisons linéaires, familles génératrices

Définition 21.4 - Soit E un K-espace vectoriel, et soit F = (−→v i)i∈[[1,n]] une famille �nie de vecteurs
de E.
On note Vect (F ) l'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de F , c'est-à-dire l'ensemble

des vecteurs de E s'écrivant :
n∑
i=1

αi
−→v i, avec (αi)i∈[[1,n]] ∈ Kn.

Propriété 21.5 - Avec les notations précédentes : Vect (F ) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. Banale. K

Méthode � La propriété précédente fournit une nouvelle méthode pour
prouver qu'une partie F d'un ev E est un sous-espace vectoriel. Il �su�t� en
e�et de montrer que tout élément de F est combinaison linéaire d'éléments de
E que l'on détermine par le calcul ; voir exemples un peu plus bas (et ceux
traités en classe).

Définition 21.5 - Soit F un sev de E. On appelle famille génératrice de F une famille (−→v i)i∈[[1,n]]
de vecteurs de E telle que :

F = Vect
(
(−→v i)i∈[[1,n]]

)

Exemple 1 : on a R2 = Vect ((1, 0) ; (0, 1)).

Exemple 2 : dans l'espace vectoriel M2 (R), le sev S2 (R) des matrices symétriques peut s'écrire :

Vect (E11, E22, E12 + E21)

Et le sev A2 (R) des matrices antisymétriques s'écrit : Vect (E12 − E21) ; il s'agit donc d'une droite vecto-
rielle dans l'espace des matrices carrées de taille 2.

Exemple 3 : notons F la partie de RN constituée des suites (xn)n telles que :

∀n ∈ N, xn+2 = xn+1 + xn. On a : F = Vect

(((
1 +
√
5

2

)n)
n

,

((
1−
√
5

2

)n)
n

)
.

F est en particulier un sev de RN et en anticipant un peu, on peut a�rmer que c'est un plan de RN,
puisqu'il est engendré par deux vecteurs non colinéaires (et la suite de Fibonacci est un élément de ce
plan).
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Attention : il n'y a pas unicité de la famille génératrice d'un sev. Autrement dit, deux familles distinctes
de vecteurs peuvent engendrer le même sev. Explicitement :

Exemple 4 : on a R2[X] = Vect (1, X,X2) (par dé�nition de polynôme), R2[X] = Vect
(
1, (X − α) , (X − α)2

)
(formule de Taylor pour les polynômes), R2[X] = Vect (L−1, L0, L1) (où les Li désignent les polynômes
interpolateurs de Lagrange associés aux scalaires −1, 0 et 1).

Plus généralement :

Propriété 21.6 - Soient E un K-espace vectoriel, F = (−→v i)i∈[[1,n]] et F ′ = (−→w j)j∈[[1,p]] deux familles
de vecteurs de E. On a :

Vect
(
(−→v i)i∈[[1,n]]

)
= Vect

(
(−→w j)j∈[[1,p]]

)
SSI

∀ i ∈[[ 1, n ]], vi ∈ Vect (F ′) et ∀ j ∈[[ 1, p ]], wj ∈ Vect (F )

Preuve. Raisonnons par double implication.

ä Sens direct (=⇒). Supposons que Vect (F ) = Vect (F ′).

Soit i ∈ [[ 1, n ]]. On observe judicieusement que −→vi ∈ Vect (F ) 1. D'où par hypothèse : vi ∈ Vect (F ′).

Ainsi : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], vi ∈ Vect (F ′).

Pour des raisons de symétrie évidentes, on a aussi : ∀ j ∈[[ 1, p ]], wj ∈ Vect (F ).

Ce qui prouve la première implication.

ä Réciproquement (⇐=). Supposons que ∀ i ∈ [[ 1, n ]], vi ∈ Vect (F ′) et ∀ j ∈[[ 1, p ]], wj ∈ Vect (F ) ; et
montrons que Vect (F ) = Vect (F ′) par double inclusion.

Soit
−→
V ∈ Vect (F ). Alors il existe n scalaires α1,. . . , αn tels que :

−→
V =

n∑
i=1

αi
−→vi (♠).

En outre, par hypothèse, chacun des vecteurs −→vi est combinaison linéaire des vecteurs de la famille F ′.

Pour un entier i donné dans [[ 1, n ]], il existe p scalaires xi,1, . . . , xi,p tels que :
−→vi =

p∑
j=1

xi,j
−→wj (♣).

On déduit de (♠) et de (♣) que :
−→
V =

n∑
i=1

αi

p∑
j=1

xi,j
−→wj =

n∑
i=1

p∑
j=1

αixi,j
−→wj =

p∑
j=1

(
n∑
i=1

αixi,j

)
−→wj

D'où �nalement :
−→
V =

p∑
j=1

βj
−→wj en ayant posé : βj =

n∑
i=1

αixi,j. En particulier :
−→
V ∈ Vect(F ′).

Ainsi :
[−→
V ∈ Vect(F )

]
=⇒

[−→
V ∈ Vect(F ′)

]
. D'où l'inclusion : Vect(F ) ⊂ Vect(F ′).

L'inclusion réciproque s'en déduit par symétrie, et on peut conclure que : Vect(F ) = Vect(F ′), ce qui
prouve la réciproque de la propriété.

Conclusion. (Vect (F ) = Vect (F ′))

SSI (∀ i ∈[[ 1, n ]], vi ∈ Vect (F ′) et ∀ j ∈[[ 1, p ]], wj ∈ Vect (F )). K

1. Informellement car : −→v i = 0×−→v 1+0×−→v 2+· · ·+1×−→v i+· · ·+0×−→v n, et �hyperformermellement� car : −→v i =

n∑
j=1

δij
−→v j .
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Pour �nir, observons que la notion de famille génératrice peut être étendue à celle d'une famille quelconque
de vecteurs (et pas seulement d'une famille �nie). Explicitement :

Définition 21.6 - Soient E un K-espace vectoriel, I un ensemble, et F = (−→v i)i∈ I une famille de
vecteurs de E.

On note Vect (F ) l'ensemble des combinaisons linéaires �nies de vecteurs de F , c'est-à-dire

l'ensemble des vecteurs de E s'écrivant :
p∑
j=1

αij
−→v ij , avec

(
αij
)
j∈[[1,p]] ∈ Kp.

Propriété 21.7 - Avec les notations précédentes : Vect (F ) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. Banale. K
Exemple. On peut ainsi a�rmer que K[X] = Vect

((
Xk
)
k∈N

)
, ou encore que pour tout scalaire α on a

K[X] = Vect
((

(X − α)k
)
k∈N

)
(d'après la formule de Taylor pour les polynômes).

Avec cette dé�nition, on peut également écrire que RN = Vect
(
(ei)i∈N

)
, où ei désigne la suite dont le

i-ème terme vaut 1 et dont tous les autres sont nuls.

21.4 Applications linéaires

Définition 21.7 - Une application f : E −→ F entre deux K-ev est linéaire si :

∀ (λ, µ) ∈ K2, ∀ (−→u ,−→v ) ∈ E2, f (λ−→u + µ−→v ) = λf (−→u ) + µf (−→v )

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-même (�F = E�).

Remarque 1. Une application linéaire est donc une application entre espaces vectoriels, compatible avec
les lois de ces espaces dans le sens où pour une telle application, �l'image d'une combinaison linéaire est
la combinaison linéaire des images�.

Remarque 2. Trois propriétés peuvent être obtenues comme conséquences immédiates de la dé�nition.
Si f : E −→ F est linéaire, alors :

ä ∀ (−→u ,−→v ) ∈E2, f (−→u +−→v ) = f (−→u ) + f (−→v )

(�l'image d'une somme est la somme des images�)

ä ∀ (λ,−→v ) ∈K× E, f (λ−→v ) = λf (−→v )

(�f est compatible avec la loi externe�)

ä f
(−→
0 E

)
=
−→
0 F (�f envoie le vecteur nul sur le vecteur nul�)

Notations : L (E,F ) désigne l'ensemble des applications linéaires de E dans F , L (E) celui des endo-
morphismes de E.
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Exemple 1. L'application

R2 // R2

(x, y) � // (x+ y, 0)

est linéaire.
Exemple 2. L'application

RN // R2

(un)
� // (u0, u1)

est linéaire.
Exemple 3. L'application

Kn[X] // Kn−1[X]

P � // P ′

est linéaire.
Exemple 4. L'application

R[X] // R

P � //
∫ π

0

P (t) sin(t) dt

est linéaire.
Exemple 5. L'application

Mn (K) // Mn (K)

A � // tA

est linéaire.
Exemple 6. L'application

C 1 (R,C) // C 0 (R,C)
f � // f ′ − 2f

est linéaire.
Exemple 7. L'application

Mn (K) // K
A � // tr(A)

est linéaire.
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Propriété 21.8 - La somme de deux applications linéaires est linéaire ; plus généralement une
combinaison linéaire d'applications linéaires est linéaire ; la composée de deux applications linéaires est
linéaire. Plus précisément :

1/ ∀ (f, g) ∈ L (E,F )2 , (f + g) ∈ L (E,F )

2/ ∀ (f, g) ∈ L (E,F )2 , ∀ (λ, µ) ∈ K2, (λf + µg) ∈ L (E,F )

3/ ∀ (f, g) ∈ L (E,F )×L (F,G) , g ◦ f ∈ L (E,G)

Preuve. Triviale. K

21.5 Noyau et image d'une application linéaire

21.5.1 ker et Im

Définition 21.8 - Soit f ∈ L (E,F ). On appelle noyau de f et on note ker f le sous-ensemble
de E suivant :

ker f =
{−→v ∈ E | f (−→v ) = −→0 F

}
On appelle image de f et on note Im f le sous-ensemble de F suivant :

Im f = {−→w ∈ F | ∃ −→v ∈ E, f (−→v ) = −→w }

Remarque. En fait vous connaissiez déjà ce type d'ensemble, depuis le chapitre portant sur les applica-

tions. Le noyau de f est en e�et l'image réciproque par f du singleton
{−→
0 F

}
, et l'image de f est l'image

directe de E par f .

Exemple. L'application qui à un polynôme P associe son polynôme dérivé induit un endomorphisme de
Kn[X], dont le noyau est le sev des polynômes constants, et l'image est le sev des polynômes de degré au
plus 1.

Propriété 21.9 - Si f ∈L (E,F ), alors ker f est un sev de E et Im f est un sev de F .

Preuve. Soit f : E −→ F une application linéaire.

Montrons que ker f est un sev de E. Par dé�nition, ker f est une partie de E. Le vecteur nul y ap-

partient, puisque f
(−→
0E

)
=
−→
0F pour toute application linéaire f entre E et F .

Il reste à établir que ker f est stable par combinaison linéaire. Soient −→u et −→v dans ker f , et λ et µ
deux scalaires.

Alors : f (λ−→u + µ−→v ) = λf (−→u ) + µf (−→v ) = λ
−→
0F + µ

−→
0F =

−→
0F ; la première égalité provenant de la

dé�nition d'application linéaire, et la seconde du fait que −→u et −→v sont dans le noyau de f par hypothèse.
Par conséquent : λ−→u + µ−→v ∈ ker f , et ker f est donc stable par combinaison linéaire.

Conclusion : ker f est une partie de E, contenant
−→
0 E, et stable par combinaison linéaire. Par suite,

ker f est un sev de E.
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Montrons que Imf est un sev de F . Par dé�nition, Imf est une partie de F . Le vecteur nul (de F ) y

appartient, puisque
−→
0F = f

(−→
0E

)
pour toute application linéaire f entre E et F .

Il reste à établir que Imf est stable par combinaison linéaire. Soient −→u et −→v dans Imf , et λ et µ deux
scalaires.

Par hypothèse, il existe deux vecteurs −→a et
−→
b tels que f (−→a ) = −→u et f

(−→
b
)
= −→v . Par conséquent :

f
(
λ−→a + µ

−→
b
)
= λf (−→a ) + µf

(−→
b
)
= λ−→u + µ−→v ; la première égalité provenant de la

dé�nition d'application linéaire, et la seconde des dé�nitions respectives des vecteurs −→u et −→v .

Il s'ensuit que λ−→u + µ−→v ∈ Imf (puisqu'il admet pour antécédent λ−→a + µ
−→
b ). Ainsi Imf est stable

par combinaison linéaire.

Conclusion : Imf est une partie de F , contenant
−→
0 F , et stable par combinaison linéaire. Par suite,

Imf est un sev de F . K
Remarques pratiques. Déterminer le noyau d'une application linéaire revient à résoudre une équation
(�f (−→v ) = 0�). Il faut alors avoir présent à l'esprit que suivant l'espace vectoriel dans lequel on travaille,
cette équation peut être une équation polynomiale, une équation di�érentielle, un système linéaire, une
équation matricielle. . .

Déterminer l'image d'une application linéaire peut s'avérer une opération plus délicate. Dans le cas où
l'on dispose d'une famille génératrice de l'espace de départ (par exemple si E = R3 ou Kn[X] ou Mn (K)),
la propriété ci-dessous donne une méthode pratique pour y parvenir.

Propriété 21.10 - Soient E et F deux K-ev, et f ∈ L (E,F ).

On suppose qu'il existe une famille (−→v i)i∈[[1,n]] génératrice de E, c'est à dire une famille de vecteurs de

E tels que E = Vect
(
(−→v i)i∈[[1,n]]

)
. Alors :

Imf = Vect
(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)

Preuve. ä Montrons l'inclusion : Imf ⊂Vect
(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
. Soit

−→
V ∈ Imf . Il existe un vecteur −→u

de E tel que : f (−→u ) =
−→
V .

Puisque la famille (−→v i)i∈[[1,n]] est génératrice de E : ∃ (λ1, . . . , λn) ∈ Kn, −→u =
n∑
i=1

λi
−→v i.

Ainsi :
−→
V = f

(
n∑
i=1

λi
−→v i

)
et par linéarité de f :

−→
V =

n∑
i=1

λif (
−→v i), d'où :

−→
V ∈ Vect

(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
.

Conclusion : Imf ⊂ Vect
(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
ä Montrons l'inclusion : Vect

(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
⊂ Imf . Soit

−→
V ∈ Vect

(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
.

Alors : ∃ (λ1, . . . , λn) ∈ Kn,
−→
V =

n∑
i=1

λif (
−→v i).
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Par linéarité de f , on a :
−→
V = f

(
n∑
i=1

λi
−→v i

)
, d'où

−→
V ∈ Imf .

Conclusion : Vect
(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
⊂ Imf

Finalement : Imf = Vect
(
(f (−→v i))i∈[[1,n]]

)
K

Exemple 1. Considérons l'application linéaire f : Mn (K) // K
A � // tr(A)

.

Le noyau de f est le sev de Mn (K) constitué des matrices de trace nulle.

Son image est : Imf = Vect
(
(f (Eij))(i,j)∈[[1,n]]2

)
.

En particulier : Vect (f (E11)) Imf ⊂ K. D'où : Vect (1) ⊂ Imf ⊂ K.

Or : Vect (1) = K. On en déduit donc que Imf = K, càd que f est surjective.

Nous aurons l'occasion de revenir en détails sur ce type de situation lorsque nous étudierons les formes
linéaires.

Exemple 2. Considérons l'application linéaire f : R2[X] // R2[X]

P � // P −XP ′

.

Le noyau de f est le sev des solutions dans R2[X] de l'équation polynomiale P −XP ′ = 0. On peut obtenir
facilement que : ker f = Vect(X).

Son image est : Imf = Vect (f(1), f(X), f (X2)).

Or : f(1) = 1, f(X) = 0 et f (X2) = −X2. On en déduit que : Imf = Vect (1, 0,−X2), càd que :
Imf = Vect (1, X2). 2

Remarque �pour l'avenir� . Dans l'exemple ci-dessus, le noyau de f pourra être appelé droite vectorielle
engendrée par X, et l'image de f plan vectoriel engendré par 1 et X2.

Théorème 21.9 - Soit f ∈ L (E,F ). Alors :

1/ f est injective SSI ker f =
{−→
0 E

}
2/ f est surjective SSI Im f = F .

Preuve. On raisonne par double implication, pour faire preuve d'originalité.

ä Supposons f injective. On a déjà
{−→
0 E

}
⊂ ker f puisque ker f est un sev de E. Réciproquement, soit

−→v un vecteur de ker f . Alors f (−→v ) = −→0 F . Comme par ailleurs f est linéaire, on a aussi : f
(−→
0 E

)
=
−→
0 F .

Donc f (−→v ) = f
(−→
0 E

)
, et on en déduit −→v =

−→
0 E par injectivité de f . Ce qui assure que ker f =

{−→
0 E

}
.

En résumé : [f injective] =⇒
[
ker f =

{−→
0 E

}]
.

2. En vertu de la formule de Taylor appliquée dans R2[X] en 0, il s'agit donc du sev de R2[X] constitué des polynômes
P tels que P ′(0) = 0.
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ä Réciproquement, supposons ker f =
{−→
0 E

}
. Soient −→v et −→w deux vecteurs de E tels que f (−→v ) = f (−→w ).

Alors : f (−→v )− f (−→w ) =
−→
0 F , d'où par linéarité de f : f (−→v −−→w ) =

−→
0 F . Par suite,

−→v −−→w ∈ ker f , et
puisque le noyau de f est réduit au vecteur nul par hypothèse, on en déduit que −→v − −→w =

−→
0 E, d'où :

−→v = −→w .

On vient donc d'établir que [f (−→v ) = f (−→w )] =⇒ [−→v = −→w ], ce qui prouve l'injectivité de f .

Par suite :
[
ker f =

{−→
0 E

}]
=⇒ [f injective].

On déduit de cette implication et de celle établie plus haut l'équivalence :

[
ker f =

{−→
0 E

}]
⇐⇒ [f injective]

L'équivalence concernant la surjectivité est une conséquence immédiate des dé�nitions de surjectivité et

d'image. K

21.5.2 Isomorphismes et automorphismes

Définition 21.9 - Soient E et F deux K-ev. On appelle isomorphisme entre E et F (resp.
automorphisme de E) une application linéaire f : E −→ F bijective (resp. un endomorphisme de E
bijectif).

Les ev E et F sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre E et F .

Exemples : l'application qui à tout polynôme P de R2[X] associe le triplet de ses coe�cients est un
isomorphisme de R2[X] dans R3 (les ev R2[X] et R3 sont donc isomorphes). L'application qui à toute
matrice carrée de Mn (K) associe sa transposée induit un automorphisme de Mn (K). Voir cours (passé et
à venir d'ici la �n de l'année) pour d'autres exemples.

Notation : GL (E) est l'ensemble des automorphismes de E.

Propriété 21.11 - La composée de deux iso(auto)morphismes est un iso(auto)morphisme.

Si f est un isomorphisme entre E et F , alors f−1 est un isomorphisme entre F et E.

Si f ∈ L (E,F ) et g ∈ L (F,G) sont deux isomorphismes, alors g ◦ f est un isomorphisme de E dans
G, et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Preuve. Soient f et g deux isomorphismes, tels que g ◦f soit dé�ni. Alors l'application g ◦f est bijective
(car la composée de deux bijections en est une), et g ◦ f est linéaire (c'est une propriété immédiate de ce
chapitre). Ainsi g ◦ f est un isomorphisme, ce qui prouve la première assertion.

Passons à la seconde : considérons f un isomorphisme entre E et F . Puisque f est en particulier une
application bijective, sa réciproque f−1 ∈ EF existe. Soient alors

−→
U et

−→
V deux vecteurs de F , et soient λ

et µ deux scalaires.
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Puisque f est bijective (c'est un isomorphisme), il existe un (unique) vecteur −→u ∈ E et un (unique)

vecteur −→v ∈ E tels que :
−→
U = f (−→u ) et

−→
V = f (−→v ) (càd : −→u = f−1

(−→
U
)
et −→v = f−1

(−→
V
)
). On a alors :

f−1
(
λ
−→
U + µ

−→
V
)

= f−1 (λf (−→u ) + µf (−→v )) = f−1 (f (λ−→u + µ−→v )) = λ−→u + µ−→v = λf−1
(−→
U
)
+

µf−1
(−→
V
)

En résumé : ∀
(−→
U ,
−→
V
)
∈ F 2, ∀ (λ, µ) ∈ K2, f−1

(
λ
−→
U + µ

−→
V
)
= λf−1

(−→
U
)
+µf−1

(−→
V
)
. Ce qui signi�e

que f−1 est linéaire. Puisqu'en outre f−1 est bijective, c'est un isomorphisme entre F et E, ce qui prouve

la seconde assertion. K
Corollaire 21.1 - (GL (E) , ◦) est un groupe, appelé groupe linéaire de E.

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K

21.6 Sommes de sev et sev supplémentaires

21.6.1 Sommes de sev

Définition 21.10 - Soient F et G deux sev d'un même K-ev E. La somme de F et G, notée
F +G est l'ensemble des vecteurs de E s'écrivant comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de
G, soit :

F +G =
{−→v ∈ E / ∃

(−→
f ,−→g

)
∈F ×G, −→v =

−→
f +−→g

}
Propriété 21.12 - Avec les notations précédentes, F +G est un sev de E.

Preuve. Immédiate. K
Remarque. En outre, F +G est le plus petit (pour l'inclusion) sev de E contenant F et G : si F ′ est un
autre sev de E contenant F et G, alors F ′ contient F +G (exercice).

Propriété 21.13 - Soient −→v 1, . . . ,
−→v n,
−→w 1, . . . ,

−→w p (n+ p) vecteurs de E. On a :

Vect (−→v 1, . . . ,
−→v n) + Vect (−→w 1, . . . ,

−→w p) = Vect (−→v 1, . . . ,
−→v n,
−→w 1, . . . ,

−→w p)

Preuve. Longue, mais triviale. K
Remarque. La dé�nition de somme de sev peut-être généralisée à une somme à n termes.

Définition 21.11 - Soient p un entier naturel supérieur ou égal à 2, et F1,. . . , Fp p sev d'un même
K-ev E.

La somme F1 + · · ·+ Fp est l'ensemble :

F1 + · · ·+ Fp =

{
−→v ∈ E / ∃

(−→
f 1, . . . ,

−→
f p

)
∈F1 × · · · × Fp, −→v =

p∑
i=1

−→
f i

}
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Exemples. R2[X] = Vect (1) + Vect (X) + Vect (X2) ; Mn (K) = T+
n (K) + T−

n (K) +Dn(K). . .

Propriété 21.14 - Avec les notations de la dé�nition 21.11, F1 + · · ·+ Fp est un sev de E.

Preuve. Récurrence immédiate à partir de la propriété 21.12, après avoir observé que l'addition est

associative : (F1 + F2) + F3 = F1 + (F2 + F3). K
Remarque. En outre, F1 + · · ·+ Fp est le plus petit (pour l'inclusion) sev de E contenant F1,. . . , Fp : si
F ′ est un autre sev de E contenant F1,. . . , Fp, alors F ′ contient F1 + · · ·+ Fp (exercice).

21.6.2 Sev supplémentaires

Définition 21.12 - Deux sev F et G d'un même K-ev E sont dits supplémentaires (dans E)

lorsque tout vecteur de E s'écrit de manière unique (à l'ordre près) comme somme d'un vecteur de F
et d'un vecteur de G, c'est à dire :

∀ −→v ∈ E, ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g

Dans ce cas, on note : E = F
⊕

G, et on dit que E est la somme directe de F et de G.

Exemples. Avec les notations usuelles pour les vecteurs que vous connaissez bien, on a :

R2 = Vect
(−→
i
)⊕

Vect
(−→
j
)

et R3 = Vect
(−→
i ,
−→
j
)⊕

Vect
(−→
k
)

Dans un autre registre, on a encore : R3 [X] = Vect (X,X2, X3)
⊕

Vect (1), . . .

En revanche F = Vect (X,X2) et G = Vect (X3) ne sont pas supplémentaires dans R3 [X] (car F+G ( E) ;
et F ′ = Vect (1, X,X2) et G′ = Vect (X2, X3) ne sont pas supplémentaires non plus dans R3 [X] (�pas
d'unicité de la décomposition�).

Autres exemples (les �inratables�). Dans Mn (K), les sev des matrices symétriques Sn (K) et An (K)

sont supplémentaires (toute matrice carrée s'écrit de manière unique comme somme d'une matrice symé-
trique et d'une antisymétrique). On a donc : Mn (K) = Sn (K)

⊕
An (K).

En�n si I désigne un intervalle de R symétrique par rapport à 0, l'espace vectoriel F (I,K) des fonctions
dé�nies sur I à valeurs dans K est la somme directe des sev P (I,K) et I (I,K) des fonctions paires et
impaires respectivement : F (I,K) = P (I,K)

⊕
I (I,K) (toute fonction dé�nie sur une partie de R

symétrique par rapport à 0 s'écrit de manière unique comme somme d'une fonction paire et d'une fonction
impaire).

Propriété 21.15 - (Caractérisation des sev supplémentaires). Soient F et G deux sev d'un
même K-ev E. Alors :

[F et G sont supplémentaires dans E] ⇐⇒ [F ∩G =
{−→
0
}
et E = F +G]

Remarque informelle. �E = F + G donne l'existence de la décomposition, et la condition F ∩ G =
{−→
0
}

entraîne l'unicité�.
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Preuve. Soient donc F et G deux sev d'un même K-ev E. Raisonnons par double implication.

ä Sens direct : supposons que F et G soient supplémentaires dans E (càd E = F
⊕

G). En particulier,
on a déjà E = F +G.

Montrons que F ∩ G =
{−→
0
}
. Soit −→v ∈ F ∩ G. Alors le vecteur −→v peut s'écrire −→v = −→v︸︷︷︸

∈F

+
−→
0︸︷︷︸
∈G

et −→v =
−→
0︸︷︷︸
∈F

+ −→v︸︷︷︸
∈G

. Les sev F et G étant supplémentaires dans E, on en déduit que : −→v =
−→
0 . Par

conséquent : F ∩G =
{−→
0
}
.

Conclusion : [E = F
⊕

G] =⇒ [F ∩G =
{−→
0
}
et E = F +G] (♠) .

ä Réciproquement : supposons que F ∩G =
{−→
0
}
et E = F +G, et considérons un vecteur arbitraire −→v

de E. La seconde hypothèse permet d'a�rmer qu'il existe
−→
f ∈ F et −→g ∈ G tels que : −→v =

−→
f +−→g .

Il reste à établir l'unicité de cette écriture. Supposons qu'il existe
−→
f et

−→
f ′ dans F , et −→g et

−→
g′ dans G tels

que : −→v =
−→
f + −→g et −→v =

−→
f ′ +

−→
g′ . Alors :

−→
f −

−→
f ′ =

−→
g′ − −→g . On en déduit que

−→
f −

−→
f ′ ∈ F ∩ G. Par

hypothèse, ceci implique que :
−→
f −

−→
f ′ =

−→
0 . D'où

−→
f =

−→
f ′ et donc −→g =

−→
g′ .

Par suite : ∀ −→v ∈ E, ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g . Autrement dit : E = F

⊕
G.

Conclusion : [F ∩G =
{−→
0
}
et E = F +G] =⇒ [E = F

⊕
G] (♣) .

Synthèse : d'après (♠) et (♣) : [F ∩G =
{−→
0
}
et E = F +G] ⇐⇒ [E = F

⊕
G] . K

Application. Soit E = C ([0; π] ,R). On considère les deux sev de E suivants :

F =
{
f ∈ E / f (0) = f

(π
2

)
= 0
}

et G = Vect (cos, sin).

Montrons que F et G sont supplémentaires dans E.

ä Montrons que F ∩G = {O}. 3

Soit φ ∈ F ∩ G. Alors : ∃ (a, b) ∈ R2, φ = a cos+b sin (puisque f ∈ G).

Comme par ailleurs φ ∈ F , on a :


φ(0) = 0⇐⇒ a = 0

φ
(π
2

)
= 0⇐⇒ b = 0

On en déduit que φ = O. D'où : F ∩ G = {O} .

ä Montrons que E = F +G.

Soit φ ∈ E. Pour tout couple de réels (a, b) on a : φ = (φ− a cos−b sin) + (a cos+b sin).

3. On a noté O le vecteur nul de E, c'est-à-dire la fonction identiquement nulle sur [0, π].
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Puisqu'il est clair que (a cos+b sin) appartient à G, il su�t de choisir a et b tels que (φ− a cos−b sin) soit
dans F . On cherche donc a et b tels que :

(φ− a cos−b sin) (0) = 0

(φ− a cos−b sin)
(π
2

)
= 0

⇐⇒


a = φ (0)

b = φ
(π
2

)

En résumé : ∀φ ∈ E, ∃ (f, g) ∈ F ×G, φ = f + g avec


f = φ− φ (0) cos−φ

(π
2

)
sin

et

g = φ (0) cos+φ
(π
2

)
sin

On en déduit que : E = F +G .

ä On a établi que E = F+G et F∩G = {O}. D'après la caractérisation des sous-espaces supplémentaires,
on peut conclure que : E = F ⊕G .

21.6.3 Projections et symétries

Définition 21.13 - Soient E un K-ev E ; F et G deux sev supplémentaires de E (càd tels que
E = F

⊕
G), de telle sorte que :

∀ −→v ∈ E, ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g

Ces hypothèses et notations étant posées, on appelle :

ä projection sur F parallèlement à G l'application pF de E dans E dé�nie par pF (−→v ) =
−→
f ;

ä symétrie par rapport à F parallèlement à G l'application sF de E dans E dé�nie par
sF (−→v ) =

−→
f −−→g

Exemple naïf. L'application p : R2 −→ R2 dé�nie en posant p(x, y) = (x, 0) est la projection sur
Vect((1, 0)) parallèlement à Vect ((0, 1)).

L'application s : R2 −→ R2 dé�nie en posant p(x, y) = (x,−y) est la symétrie par rapport à Vect((1, 0))
parallèlement à Vect ((0, 1)).

Propriété 21.16 - (Propriétés des projections et symétries). Avec les hypothèses et notations
de la dé�nition précédente :

1/ pF est un endomorphisme de E, et p2F = pF . En outre : ker (pF ) = G et Im (pF ) = F .

2/ sF est un endomorphisme de E, et s2F = idE (sF est une involution). En particulier, sF est un
automorphisme de E (sF ∈ GL (E)).

Preuve. Soient F et G deux sev supplémentaires de E (càd tels que E = F
⊕

G). Par dé�nition (de sev

supplémentaires) : ∀ −→v ∈ E, ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F × G, −→v =

−→
f + −→g . On rappelle alors que la projection

sur F parallèlement à G est l'application pF de E dans E dé�nie en posant pF (−→v ) =
−→
f .
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ä Montrons la linéarité de pF . Soient
−→v et −→w deux vecteurs de E, et soient λ et µ deux scalaires. Puisque

E = F
⊕

G, il existe deux vecteurs
−→
f et

−→
f ′ dans F , et deux vecteurs −→g et

−→
g′ dans G uniques tels que :

−→v =
−→
f +−→g et −→w =

−→
f ′ +

−→
g′ . Notons déjà que :

−→
f = pF (−→v ) et

−→
f ′ = pF (−→w ) (♯).

En outre : λ−→v + µ−→w = λ
−→
f + µ

−→
f ′︸ ︷︷ ︸

∈F

+λ−→g + µ
−→
g′︸ ︷︷ ︸

∈G

. D'où : pF (λ−→v + µ−→w ) = λ
−→
f + µ

−→
f ′ (♭).

On déduit de (♭) et de (♯) que : pF (λ−→v + µ−→w ) = λpF (−→v ) + µpF (−→w ). Ce qui prouve que pF est linéaire.
D'où pF ∈ L (E) .

ä Montrons que p2F = pF . Avec les notations précédemment introduites : pF (
−→v ) =

−→
f . Et puisque

−→
f =

−→
f︸︷︷︸
∈F

+
−→
0︸︷︷︸
∈G

, on a : p2F (
−→v ) = pF (

−→
f ) =

−→
f . Il s'ensuit que : ∀−→v ∈ E, p2F (

−→v ) = pF (
−→v ). Donc : p2F = pF .

ä Montrons que ker (pF ) = G. Par double inclusion : si −→g ∈ G, alors −→g =
−→
0︸︷︷︸
∈F

+ −→g︸︷︷︸
∈G

, d'où pF (
−→g ) = −→0 ,

càd : −→g ∈ ker(pf ). Ainsi : G ⊂ ker(pF ).

Réciproquement, si −→v =
−→
f +−→g (toujours avec les mêmes notations) est dans ker(pF ), alors

−→
f =

−→
0 , d'où

−→v = −→g . Par suite : −→v ∈ G, ce qui prouve l'inclusion : ker(pF ) ⊂ G. Finalement : ker(pF ) = G .

ä Montrons que Im (pF ) = F . Il résulte de la dé�nition que Im(pF ) ⊂ F . Etablissons l'inclusion réciproque.

Pour tout
−→
f ∈ F , on a :

−→
f =

−→
f +

−→
0 , d'où :

−→
f = pF (

−→
f ). Par conséquent :

−→
f ∈ Im(pf ), ce qui prouve

que : F ⊂ Im(pF ).

Finalement : Im(pF ) = F .

Ce travail fait, les assertions concernant sF sont immédiates. K
Remarque. Avec les notations et hypothèses de la propriété précédente, on a :

−→v ∈ Im(pF )⇐⇒ −→v ∈ F ⇐⇒ pF (
−→v ) = −→v ⇐⇒ −→v ∈ ker(idE − pF )

D'où : F = Im(pF ) = ker(idE − pF ).

Exemples rigolos. La fonction cosinus hyperbolique est l'image de la fonction exponentielle par la pro-
jection sur le sev des fonctions paires parallèlement au sev des fonctions impaires. Et pour une matrice
A ∈ Mn (K), la transposée de A est l'image de A par la symétrie par rapport au sev des matrices symé-
triques parallèlement au sev des matrices antisymétriques.

21.7 Projecteurs

Définition 21.14 - Soit E un K-ev. Un projecteur de E est un endomorphisme p de E tel que
p2 = p.

Par exemple, une projection (au sens dé�ni dans le paragraphe précédent) est un cas particulier de pro-
jecteur. L'objet de ce paragraphe est de prouver qu'il n'y a pas d'autre situation, càd que tout projecteur
est une projection ; ceci se fait en trois étapes.



Cours MPSI - sz 563

Propriété 21.17 - (Propriétés des projecteurs). Soit p ∈ L (E).

Si p est un projecteur, alors :

1/ idE − p est un projecteur

2/ Im(p) = ker(idE − p)

3/ ker(p) = Im(idE − p)

Preuve. 1/ Soit p un projecteur de E. On a : (idE − p) ◦ (idE − p) = idE − p− p+ p2︸︷︷︸
=p

= idE − p. Ce

qui prouve que idE − p est un projecteur de E .

2/ Soit −→v ∈ E. Supposons que −→v ∈ Im(p).

Alors : ∃−→u ∈ E, −→v = p(−→u ).
D'où : p (−→v ) = p2(−→u ) et puisque p est un projecteur : p (−→v ) = p(−→u ).

Il s'ensuit que : p (−→v ) = −→v , càd que : −→v ∈ ker (idE − p). Ce qui prouve que : Im(p) ⊂ ker (idE − p).

Etablissons l'inclusion réciproque : soit −→v ∈ ker (idE − p).
Alors : (idE − p) (−→v ) =

−→
0 , d'où : idE(

−→v )− p(−→v ) = −→0 , donc : −→v = p(−→v ). En particulier : −→v ∈ Im(p).

Ce qui prouve que : ker (idE − p) ⊂ Im(p).

On déduit de ce qui précède que : ker (idE − p) = Im(p) .

3/ D'après le point 1, l'endomorphisme idE − p est un projecteur de E.

On peut donc lui appliquer le résultat du 2 pour a�rmer que : ker (idE − (idE − p)) = Im(idE − p), càd
que : ker (p) = Im(idE − p) . K

Remarque. Pour donner un peu de sens aux propriétés ci-dessus, on pourra observer que dans la situation
du paragraphe précédent (où E = F

⊕
G), la projection pF est un projecteur, et idE − pF = pG (qui est

e�ectivement un autre projecteur). En continuant de considérer p = pF , on a alors Im(p) = F = ker(pG) ;
et ker(p) = G = Im(pG).

Propriété 21.18 - (Caractérisation des projecteurs). Soit p ∈ L (E).

LASSE :

1/ p est un projecteur

2/ idE − p est un projecteur

3/ E = ker(p)
⊕

ker(idE − p)

Preuve. Montrons que (1)⇔ (2) et que (1)⇔ (3).

ä D'après la propriété précédente, si p est un projecteur, alors idE − p est un projecteur ; ce qui prouve
l'implication (1)⇒ (2). On obtient la réciproque en remplaçant p par idE−p dans ce raisonnement. D'où :
(1)⇔ (2) .
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ä Montrons que (1)⇒ (3). Supposons que p soit un projecteur. Soit −→v un élément de E.

On écrit judicieusement : −→v = (−→v − p (−→v )) + p (−→v ) (♠).

Notons alors que : p (−→v − p (−→v )) = p (−→v )−p2(−→v ) = p(−→v )−p(−→v ) = −→0 . 4 D'où : −→v −p (−→v ) ∈ ker(p) (♥).

Par ailleurs : p (p (−→v )) = p (−→v ) (puisque p est un projecteur). Il revient au même d'écrire : p (p (−→v )) =
idE (p (−→v )), d'où : (p− idE) (p (

−→v )) = −→0 . Par suite : p (−→v ) ∈ ker (idE − p) (♣).

On déduit de (♠), (♥) et (♣) que : E = ker(p) + ker (idE − p) (♦).

En outre, supposons que −→w ∈ ker(p)∩ker (idE − p), alors p (−→w ) =
−→
0 (puisque −→w ∈ ker(p)) et p (−→w ) = −→w

(puisque −→w ∈ ker (idE − p)). D'où −→w =
−→
0 . Il s'ensuit que : ker(p) ∩ ker (idE − p) =

{−→
0
}

(♭).

D'après (♦), (♭) et la caractérisation des sev supplémentaires, on peut conclure : E = ker(p)
⊕

ker(idE−p).

ä Montrons réciproquement que (3)⇒ (1). Supposons que E = ker(p)
⊕

ker(idE − p), et montrons que p
est un projecteur.

Soit −→v un élément de E. Par hypothèse, il existe
−→
f ∈ ker(p) et −→g ∈ ker(idE − p) uniques tels que :

−→v =
−→
f +−→g . On a alors : p (−→v ) = p

(−→
f
)
+ p (−→g ), puis : p (−→v ) = −→g .

Il s'ensuit que : p2(−→v ) = p (−→g ) = −→g , càd : p2 (−→v ) = −→g .

Par conséquent : ∀−→v ∈ E, p2 (−→v ) = p (−→v ). Donc : p2 = p, ce qui signi�e que p est un projecteur, et

achève la preuve l'implication (3)⇒ (1), donc de l'équivalence (3)⇔ (1), et de la propriété. K

Théorème 21.10 - Soient E un K-ev, et p ∈ L (E).

Si p est un projecteur de E, alors p est la projection sur Im(p) parallèlement à ker(p).

Preuve. Soit p un projecteur de E. D'après la question de cours 6, on a : E = ker(p)
⊕

ker(idE − p), et
d'après la propriété 21.18 : ker(idE − p) = Im(p).

Soit −→v ∈ E. Alors il existe
−→
f ∈ ker(p) et −→g ∈ ker(idE − p) = Im(p) uniques tels que : −→v =

−→
f +−→g (♠).

On a alors : p (−→v ) = p
(−→
f
)
+ p (−→g ), puis : p (−→v ) = −→g .

Par ailleurs, notons π la projection sur ker(idE − p) = Im(p) parallèlement à ker(p) (cette projection est
bien dé�nie puisque ker(p) et ker(idE − p) sont supplémentaires dans E). Par dé�nition (de projection),
on a alors d'après (♠) : π(−→v ) = −→g .

Il s'ensuit que : ∀−→v ∈ E, p (−→v ) = π (−→v ), ce qui prouve que p = π. Ainsi le projecteur p est la projection

sur Im(p) parallèlement à ker(p), ce qu'il fallait démontrer. K

4. La première égalité provenant de la linéarité de p, et la seconde de l'hypothèse selon laquelle p est un projecteur.
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21.8 Epilogue � Etude des symétries dans un espace vectoriel

Au cours du chapitre, nous avons étudié en cours les propriétés des projections dans un espace vectoriel.
Cette étude s'est faite en deux temps. En premier lieu, on a introduit la notion de projection sur un sev
parallèlement à un autre, et étudié les propriétés d'une telle projection. Dans un second temps, nous avons
cherché à caractériser les projections (par le biais de la notion de projecteur).

L'objectif majeur de ce problème est de faire une étude analogue dans le cadre des symétries.

Rappel de cours. Soit E un K-ev E ; soient F et G deux sev supplémentaires de E (càd tels que

E = F
⊕

G). Ainsi : ∀ −→v ∈ E, ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g . Ces hypothèses et notations étant

posées, on appelle :

ä projection sur F parallèlement à G l'application pF de E dans E dé�nie en posant pF (−→v ) =
−→
f ;

ä symétrie par rapport à F parallèlement à G l'application sF de E dans E dé�nie en posant

sF (−→v ) =
−→
f −−→g .

Partie I � Deux exemples

1) Dans cette question, E désigne le R-espace vectoriel M2 (R) des matrices carrées de taille 2 à coe�cients
réels.

On pose F = Vect (E11), et G désigne l'ensemble des matrices de E de trace nulle.

a) Montrer que G est un sev de E, et en déterminer une famille génératrice.

b) Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

c) Donner l'expression de la projection pF sur F parallèlement à G, puis celle de la projection pG sur
G parallèlement à F .

Dans les deux cas, il s'agit de calculer l'image d'une matrice

(
a b

c d

)
par l'application étudiée.

d) Que vaut pF ◦ pG ?

e) Donner l'expression de la symétrie sF par rapport à F parallèlement à G.

f) Donner l'expression de l'endomophisme de E : φ = sF − idE. Quel lien y a t-il entre φ et pG ?

2) Dans cette question, E désigne le R-espace vectoriel R2[X] des polynômes à coe�cients réels et de
degré au plus 2.

On pose F = Vect (X + 1), et G désigne l'ensemble des polynômes P de E tels que :
∫ 1

−1

P (t) dt = 0.

a) Montrer que G est un sev de E, et en déterminer une famille génératrice.

b) Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

c) Donner l'expression de la projection pF sur F parallèlement à G, puis celle de la symétrie sF par
rapport à F parallèlement à G.

d) Expliciter l'image du polynôme X par pF .
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Partie II � Généralités sur les projections et symétries

Tout au long de cette partie, E désigne un K-ev, et F et G deux sev supplémentaires dans E (on suppose
donc E = F

⊕
G).

1) Montrer que l'application sF est un endomorphisme de E.

2) Etablir une relation entre les endomorphismes sF − idE et pG.

3) De même, établir une relation entre les endomorphismes sF + idE et pF .

4) Déterminer ker (sF − idE) et ker (sF + idE).

Partie III � Ré�exions dans un espace vectoriel

Tout au long de cette partie, E désigne un K-ev. On introduit alors une nouvelle dé�nition : un endomor-
phisme s de E est appelée une ré�exion si s2 = idE. 5

Soit s un endomorphisme de E.

1) Montrer que si s est une ré�exion, alors E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE).

2) Réciproquement, montrer que si E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE), alors l'endomorphisme s est une
ré�exion.

3) On pose p =
1

2
(s+ idE). Montrer que p est un projecteur si et seulement si s est une ré�exion.

Partie IV � Epilogue : toute ré�exion est une symétrie

Dans cette partie, E désigne toujours un K-ev, et s un endomorphisme de E.

Montrer que si s est une ré�exion, alors s est une symétrie par rapport à F parallèlement à G, où F et G
sont deux sev de E que l'on précisera.

Corrigé.

Partie I � Deux exemples

1) a) Soit M ∈ M2 (R). Alors :

[M ∈ G]⇐⇒
[
∃ (a, b, c) ∈ R3, M =

(
a b

c −a

)]
⇐⇒ [∃ (a, b, c) ∈ R3, M = a (E11 − E22) + bE12 + cE21]

On en déduit que : G = Vect ((E11 − E22) , E12, E21) (en particulier G est un sev de M2 (R)) .

b) Soit M ∈ M2 (R). Il existe quatre réels a, b, c et d tels que : M =

(
a b

c d

)
. On cherche à présent

quatre réels x, y, z et t tels que : M = xE11 + y (E11 − E22) + zE12 + tE21. Cette égalité entre matrices
donne lieu au système :

x+ y = a

z = b

t = c

−y = d

dont la résolution aisée donne :


x = a+ d

z = b

t = c

y = −d

5. Les symétries sont des exemples de ré�exion.
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Ainsi, la matrice M peut s'écrire comme somme d'une matrice dans F et d'une matrice dans G, explici-
tement :

M =

(
a+ d 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

∈F

+

(
−d b

c d

)
︸ ︷︷ ︸

∈G

En outre, cette écriture est unique (unicité de la solution du système précédent). Par suite : M2 (R) = F
⊕

G .

c) D'après la question précédente, les projections pF et pG sont respectivement données par :

∀M =

(
a b

c d

)
∈ M2 (R) , pF (M) =

(
a+ d 0

0 0

)
∧ pG(M) =

(
−d b

c d

)
.

d) D'après les propriétés des projections, on a : Im(pG) = G et ker(pF ) = G. Il s'ensuit que : pF ◦ pG = 0L (E) .

e) D'après la question b) :

∀M =

(
a b

c d

)
∈ M2 (R) , sF (M) =

(
a+ d 0

0 0

)
−
(
−d b

c d

)
soit : sF (M) =

(
a+ 2d −b
−c −d

)
f) D'après la question précédente, pour toute matrice M =

(
a b

c d

)
∈ M2 (R) on a :

φ(M) = (sF − idE) (M) = sF (M)−M =

(
2d −2b
−2c −2d

)
. Par suite : φ = sF − idE = −2pG .

2) a) Soit P ∈ R2[X]. Il existe trois réels a, b et c tels que : P = aX2 + bX + c. Alors :

[P ∈ G]⇐⇒
[∫ 1

−1

at2 + bt+ cdt = 0

]
⇐⇒

[∫ 1

0

at2 + cdt = 0

]
⇐⇒ [a = −3c]

On en déduit que : [P ∈ G]⇐⇒ [∃ (b, c) ∈ R2, P = c (3X2 − 1) + bX]. Par suite : G = Vect (X, 3X2 − 1) .

b) Soit P ∈ R2[X]. Il existe trois réels a, b et c tels que : P = aX2 + bX + c. On cherche alors trois réels
x, y et z tels que : P = x (X + 1) + yX + z (3X2 − 1), càd tels que : P = 3zX2 + (x+ y)X + x − z.
L'identi�cation entre les deux écritures de P fournit alors le système :

3z = a

x+ y = b

x− z = c

dont la résolution donne :


z = a/3

y = b− c− (a/3)

x = c+ (a/3)

Il s'ensuit que P peut s'écrire comme somme d'un polynôme de F et d'un polynôme de G explicitement :

P =
(
c+

a

3

)
(X + 1)︸ ︷︷ ︸

∈F

+
(
b− c− a

3

)
X +

a

3

(
3X2 − 1

)︸ ︷︷ ︸
∈G

Comme en outre cette écriture est unique (d'après les calculs précédents), on peut conclure : R2[X] = F
⊕

G .

c) D'après la question précédente, et d'après les dé�nitions respectives de pF et de sF , on a :

pF : R2[X] // R2[X]

aX2 + bX + c � //
(
c+

a

3

)
(X + 1)

et sF : R2[X] // R2[X]

aX2 + bX + c � //
(
c+

a

3

)
(X + 1)−

(
b− c− a

3

)
X +

a

3

(
3X2 − 1

)
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d) La projection sur F parallèlement au sev G a pour noyau le sev G. Puisque X ∈ G, on en déduit :
pF (X) = 0 .

Partie II � Généralités sur les projections et symétries

Tout au long de cette partie, E désigne un K-ev, et F et G deux sev supplémentaires dans E (on suppose
donc E = F

⊕
G).

1) Soient −→u et −→v ∈ E, et soient λ et µ deux scalaires. Par hypothèse, il existe
−→
f et

−→
f ′ dans F , −→g et

−→
g′ dans

G uniques tels que : −→u =
−→
f +−→g et −→v =

−→
f ′ +

−→
g′ . Alors on a : λ−→u + µ−→v =

(
λ
−→
f + µ

−→
f ′
)

︸ ︷︷ ︸
∈F

+
(
λ−→g + µ

−→
g′
)

︸ ︷︷ ︸
∈G

.

D'où :
sF (λ−→u + µ−→v ) =

(
λ
−→
f + µ

−→
f ′
)
−
(
λ−→g + µ

−→
g′
)
= λ

(−→
f −−→g

)
+ µ

(−→
f ′ −

−→
g′
)
= λsF (−→u ) + µsF (−→v )

Conclusion. sF ∈ L (E) .

2) Soit −→v ∈ E. Par hypothèse : ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g . On a alors :

(sF − idE) (
−→v ) = sF (−→v )−−→v =

−→
f −−→g −

−→
f −−→g = −2−→g . Par ailleurs : pG(−→v ) = −→g . On en

déduit que : sF − idE = −2pG .

3) Soit −→v ∈ E. Par hypothèse : ∃!
(−→
f ,−→g

)
∈ F ×G, −→v =

−→
f +−→g . On a alors :

(sF + idE) (
−→v ) = sF (−→v ) + −→v =

−→
f − −→g +

−→
f + −→g = 2

−→
f . Par ailleurs : pF (

−→v ) =
−→
f . On en

déduit que : sF + idE = 2pF .

4) D'après les deux questions précédentes : ker (sF − idE) = F et ker (sF + idE) = G (on peut alors ob-
server que : E = ker (sF − idE)

⊕
ker (sF + idE)).

Partie III � Ré�exions dans un espace vectoriel

Tout au long de cette partie, E désigne un K-ev. On introduit alors une nouvelle dé�nition : un endomor-
phisme s de E est appelée une ré�exion si s2 = idE. 6

1) Supposons que s soit une ré�exion ; on a donc s ∈ L (E) et s2 = idE. Soit
−→v un vecteur de E.

Procédons par analyse-synthèse pour établir que ker (s− idE) et ker (s+ idE) sont supplémentaires dans
E.

ä Analyse : supposons qu'il existe
−→
f ∈ ker (s− idE) et

−→g ∈ ker (s+ idE) tels que
−→v =

−→
f +−→g . Alors :

s (−→v ) = s
(−→
f
)
+ s (−→g ) d'où s (−→v ) =

−→
f −−→g . On a donc :

−→v =
−→
f +−→g

s (−→v ) =
−→
f −−→g

d'où :


−→
f =

1

2
(−→v + s (−→v ))

−→g =
1

2
(−→v − s (−→v ))

ä Synthèse : on écrit donc −→v =
1

2
(−→v + s (−→v ))︸ ︷︷ ︸

=−→v1

+
1

2
(−→v − s (−→v ))︸ ︷︷ ︸

=−→v2

.

On a : s (−→v1) = s

(
1

2
(−→v + s (−→v ))

)
=

1

2

s (−→v ) + s2 (−→v )︸ ︷︷ ︸
=−→v

 =
1

2
(−→v + s (−→v )) = −→v1 .

6. Les symétries sont des exemples de ré�exion, et comme dans le cours sur les projecteurs, l'objectif de la �n du problème
est d'établir qu'il n'existe pas d'autres ré�exions que les symétries (c'est précisément l'objet de l'unique question de la partie
IV).
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D'où : −→v1 ∈ ker (s− idE) (♠)

Et : s (−→v2) = s

(
1

2
(−→v − s (−→v ))

)
=

1

2

s (−→v )− s2 (−→v )︸ ︷︷ ︸
=−→v

 = −1

2
(−→v − s (−→v )) = −−→v2 .

D'où : −→v2 ∈ ker (s+ idE) (♣)

On déduit alors de (♠) et de (♣) que : E = ker (s− idE) + ker (s+ idE) (♥) .

En�n, soit −→v ∈ ker (s− idE) ∩ ker (s+ idE). Alors : s(
−→v ) = −→v et s(−→v ) = −−→v d'où −→v = −−→v et par

suite : −→v =
−→
0 . Donc : ker (s− idE) ∩ ker (s+ idE) =

{−→
0
}

(♦) .

On déduit alors de (♥), (♦) et de la caractérisation des sous-espaces vectoriels supplémentaires que :

E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE).

Conclusion. Soit s ∈ L (E). Alors : [s2 = idE] =⇒ [E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE)] .

2) Réciproquement, soit s un endomorphisme de E tel que : E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE). Soit
−→v ∈ E.

Par hypothèse il existe alors
−→
f ∈ ker (s− idE) et

−→g ∈ ker (s+ idE) uniques tels que :
−→v =

−→
f +−→g .

On a alors : s (−→v ) = s
(−→
f +−→g

)
= s

(−→
f
)
+ s (−→g ) =

−→
f −−→g .

Puis : s2 (−→v ) = s
(−→
f −−→g

)
= s

(−→
f
)
− s (−→g ) =

−→
f +−→g = −→v .

En résumé : ∀−→v ∈ E, s2 (−→v ) = −→v . D'où s2 = idE ; s est donc une ré�exion.

Conclusion. Soit s ∈ L (E). Alors : [E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE)] =⇒ [s2 = idE] .

3) Soit s un endomorphisme de E, et posons p =
1

2
(s+ idE).

[p est un projecteur]⇐⇒ [p2 = p]⇐⇒
[
1

4
(s+ idE)

2 =
1

2
(s+ idE)

]
⇐⇒

[
1

4

(
s2 + 2s+ idE

)
=

1

2
(s+ idE)

]

⇐⇒ [s2 + idE = 2idE]⇐⇒ [s2 = idE]⇐⇒ [s est une ré�exion]

Conclusion. Pour s ∈ L (E), posons p =
1

2
(s+ idE). On a : [p est un projecteur]⇐⇒ [s est une ré�exion] .

En résumé, on a établi dans cette partie une propriété caractérisant les ré�exions (c'est le pendant de la
propriété caractérisant les projecteurs démontrée en cours), explicitement :

Propriété (caractérisation des ré�exions). Soit s ∈ L (E). LASSE :

1) s est une ré�exion (càd s2 = idE)

2) E = ker (s− idE)
⊕

ker (s+ idE)

3) p =
1

2
(s+ idE) est un projecteur de E (càd p2 = p)
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Partie IV � Epilogue : toute ré�exion est une symétrie

Dans cette question, on suppose que s est une ré�exion. D'après la question 1 de la partie précédente, on
a alors : E = ker (s− idE)

⊕
ker (s+ idE).

Soit −→v ∈ E. Il existe alors
−→
f ∈ ker (s− idE) et

−→g ∈ ker (s+ idE) uniques tels que :
−→v =

−→
f +−→g . D'où :

s(−→v ) =
−→
f −−→g .

Par ailleurs, en notant σ la symétrie par rapport à F = ker (s− idE) parallèlement à G = ker (s+ idE)

(qui est bien dé�nie puisque E = F
⊕

G), on a : σ(−→v ) =
−→
f −−→g .

D'où : ∀−→v ∈ E, s(−→v ) = σ(−→v ). Donc : s = σ.

Conclusion. Soit s ∈ L (E). Si s est une ré�exion, alors s est la symétrie par rapport à ker (s− idE)
parallèlement à ker (s+ idE).



Chapitre 22

Espaces vectoriels de dimension �nie

Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel, avec K = R ou C. Dorénavant, on pourra noter v au
lieu de −→v un élément de E.

22.1 Familles libres et bases d'un espace vectoriel

Définition 22.1 - Deux vecteurs u et v d'un K-espace vectoriel E sont colinéaires s'il existe un
scalaire λ tel que u = λv, ou s'il existe un scalaire λ tel que v = λu.

Propriété 22.1 - Deux vecteurs u et v non nuls d'un K-espace vectoriel E sont colinéaires SSI il
existe (α, β) ∈ K2, avec (α, β) 6= (0, 0) tels que αu+ βv = 0E.

Preuve. Si u et v sont colinéaires, on peut supposer (quitte à renommer u et v) supposer qu'il existe
un scalaire λ tel que u = λv. Alors : 1u − λv = 0, ce qui entraîne la seconde assertion (le couple (1,−λ)
étant non-nul).

Réciproquement, supposons qu'il existe (α, β) ∈ K2, avec (α, β) 6= (0, 0) tels que αu+ βv = 0E. Si α 6= 0,
alors u = λv avec λ = −β/α. Et si α = 0, alors β 6= 0, et on déduit alors que v = λu avec λ = −α/β.
Dans les deux cas, on a établi que u et v sont colinéaires, ce qui achève la preuve de cette réciproque, et

de la propriété. K
Remarque. A l'opposé, u et v sont non colinéaires si et seulement si la relation αu + βv = 0E implique
α = 0 et β = 0.

Définition 22.2 - Soit n un entier naturel non nul.

n vecteurs v1,. . . , vn d'un K-ev E sont linéairement indépendants si :

[
n∑
i=1

λivi = 0E

]
=⇒ [∀ i ∈[[ 1;n ]], λi = 0] (avec (λ1, . . . , λn) ∈ Kn)

Remarque. La dé�nition fournit une méthode pour prouver que n vecteurs v1,. . . , vn d'un K-ev E

sont linéairement indépendants. Explicitement, on suppose qu'il existe n scalaires λ1,. . . , λn tels que
λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0E, et on établit que cette égalité n'est satisfaite que lorsque tous les λi sont nuls.
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Exemples. Deux vecteurs sont linéairement indépendants SSI ils sont non colinéaires.
Si n (avec n > 3) vecteurs sont linéairement indépendants alors ils sont deux à deux non colinéaires.
ATTENTION : la réciproque de cette dernière a�rmation est FAUSSE. Dans R2, les trois vecteurs u (1, 0),
v (0, 1) et w (1, 1) sont deux à deux non colinéaires ; mais u, v et w ne sont pas linéairement indépendants
puisque w = u+ v.

Définition 22.3 - Soient v1,. . . , vn n vecteurs d'un K-ev E.

La famille F = (vi)i∈[[1;n]] est libre si les vecteurs v1,. . . , vn sont linéairement indépendants ; dans le
cas contraire on dit que F est liée.

Propriété 22.2 - Soient v1,. . . , vn n vecteurs d'un K-ev E.

La famille F = (vi)i∈[[1;n]] est liée SSI il existe un entier i ∈ [[ 1, n ]] tel que : vi ∈ Vect (v1, . . . , v̂i, . . . , vn).

Preuve. Raisonnement par double implication.

ä Sens direct. Supposons que la familleF = (vi)i∈[[1;n]] est liée. Alors il existe (α1, . . . αn) ∈ Kn\{0Kn},
n∑
i=1

αivi =

0. Puisque le n-uplet est non nul, il existe i ∈ [[ 1, n ]] tel que αi 6= 0. On peut alors écrire :

αivi = −
n∑

k=1,k ̸=i

αkvk d'où vi =
n∑

k=1,k ̸=i

βkvk en ayant posé : βk = −
αk
αi

.

Par suite : vi ∈ Vect (v1, . . . , v̂i, . . . , vn) ce qui prouve la première implication.

ä Réciproque. Supposons qu'il existe i ∈ [[ 1, n ]] tel que vi ∈ Vect (v1, . . . , v̂i, . . . , vn). Alors il existe (n−1)

scalaires α1,. . . ,α̂i,. . . ,αn tels que : vi =
n∑

k=1,k ̸=i

αkvk. Il existe donc n scalaires β1,. . . ,βn non tous nuls tels

que
n∑
k=1

αkvk = 0 (en ayant posé βk = αk pour tout k 6= i, et αi = −1). D'où la famille F est liée, ce qui

achève la preuve de la seconde implication.

Conclusion. F = (vi)i∈[[1;n]] est liée

SSI il existe un entier i ∈ [[ 1, n ]] tel que : vi ∈ Vect (v1, . . . , v̂i, . . . , vn) K

Exemples :

ä soit v un vecteur de E. La famille F = (v) est libre SSI v 6= 0E.

ä dans R2, la famille F = (v1, v2) est libre SSI det (v1, v2) 6= 0.

ä dans R3 : la famille F = (u (1, 2, 3) , v (4, 5, 6) , w (7, 8, 9)) est liée puisque w = 2v − u. Et la famille
G = (v1, v2) est libre SSI v1 ∧ v2 6=

−→
0

ä dans K2 [X], la famille F = (1, X,X2) est (très clairement) libre.

La famille G = ((X − 1) (X − 2) , X (X − 2) , X (X − 1)) est (un peu moins clairement) libre, puisque
les 3 polynômes qui la constituent sont (à des constantes multiplicatives près) les polynômes d'in-
terpolation de Lagrange de degré 2 associés aux valeurs 0, 1 et 2.
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ä dans K[X], on considère n polynômes P1,. . . , Pn non nuls.

On suppose que : deg (P1) < deg (P2) < · · · < deg (Pn). Alors la famille F = (P1, · · · , Pn) est libre
(toute famille échelonnée de polynômes est libre).

ä dans M2 (K), la famille F =


(

1 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

E11

,

(
0 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

E12

,

(
0 0

1 0

)
︸ ︷︷ ︸

E21

,

(
0 0

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

E22

 est libre.

ä dans C 0 (R,R), la famille F = (ch, sh, exp) est liée puisque exp = ch+sh ; mais la famille G = (ch, sh)
est libre.

Définition 22.4 - Une base d'un espace vectoriel E est une famille génératrice et libre de E.

Exemples :

ä la famille F = (e1(1, 0); e2(0, 1)) est une base de R2, appelée base canonique de R2. Dé�nitions
analogues pour les bases canoniques de R3, Rn et Kn.

ä la famille F = (E11, E12, E21, E22) est la base canonique de M2 (K).

ä la famille F = (1, X,X2) est une base de K2 [X], appelée base canonique de K2[X] ; plus généra-
lement, la famille (1, X, . . . , Xn) est la base canonique de Kn[X].

La famille G = ((X − 1) (X − 2) , X (X − 2) , X (X − 1)) est une autre base de K2[X].

22.2 Espaces vectoriels de dimension �nie

22.2.1 Dimension

Définition 22.5 - On appelle K-espace vectoriel de dimension �nie un K-espace vectoriel E
ayant une famille génératrice �nie.

Exemples : R, R2, Rn, Kn, Mnp (K), Kn[X] sont des espaces vectoriels de dimension �nie.
En revanche, K[X] et C 0 (R,R) (entre autres exemples) ne sont pas des espaces vectoriels de dimension
�nie.

La notion de dimension repose essentiellement sur les deux lemmes suivants.

Lemme 22.1 - Soit E un K-ev.

1/ Toute famille de vecteurs de E contenue dans une famille libre est libre.

2/ Toute famille de vecteurs de E contenant une famille génératrice est génératrice.

Preuve. Triviale. K
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Lemme 22.2 - Dans un espace vectoriel E engendré par n vecteurs, le cardinal d'une famille libre
est majoré par n.

Preuve. Une formulation équivalente de ce lemme est : dans un espace vectoriel E engendré par n
vecteurs, toute famille de cardinal strictement plus grand que n est liée.

Pour l'établir, il su�t de prouver que dans un espace vectoriel E engendré par n vecteurs, toute famille de
cardinal (n + 1) est liée. En e�et, si cette propriété est valide, alors toute famille de cardinal strictement
plus grand que n contiendra une sous famille de cardinal (n+ 1) liée, et sera donc elle-même liée.

Posons donc P(n) l'assertion : �dans un espace vectoriel E engendré par n vecteurs, toute famille de
cardinal (n+ 1) est liée�, et démontrons P(n) par récurrence sur n.

Initialisation (n = 0). Soit E un espace vectoriel engendré par 0 vecteur. . . Alors E = {0}, et toute
famille de cardinal 1 est liée, puisqu'une telle famille ne peut contenir que le vecteur nul. Cette brillante
démonstration permet d'a�rmer que P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n, et démontrons qu'elle est vraie
au rang (n+ 1).

Soit E un espace vectoriel, G = (v1, . . . , vn+1) une famille génératrice de E, et F = (u1, . . . , un+2) une
famille de vecteurs de E de cardinal (n+ 2). Il s'agit de prouver que F est liée.

Introduisons le sev F de E engendré par les n premiers vecteurs de G : F = Vect (v1, . . . , vn).

Soit i un entier compris entre 1 et n + 2. Puisque G est une famille génératrice de E, il existe (n + 1)

scalaires αi1, . . . , αin+1 tels que :

ui =
n+1∑
k=1

αikvk =

(
n∑
k=1

αikvk

)
︸ ︷︷ ︸

∈F

+αin+1vn+1

En renommant wi =

(
n∑
k=1

αikvk

)
et αi = αin+1, on peut conclure que :

∀ i ∈ [[ 1, n+ 2 ]], ∃wi ∈ F, ∃αi ∈ K, ui = wi + αivn+1 (♠)

Deux cas peuvent alors se présenter :

ã Premier cas : tous les αi sont nuls. Alors : ∀ i ∈ [[ 1, n + 2 ]], ∃wi ∈ F, ui = wi. Ainsi la famille
(w1, . . . , wn+2) est une famille de cardinal (n+ 2) dans F , qui est engendré par n vecteurs. Par hypothèse
de récurrence, elle est liée. 1

ã Second cas : les αi ne sont pas tous nuls. Alors il existe i ∈ [[ 1, n+2 ]] tel que αi 6= 0. Qui à renuméroter
les vecteurs, on peut supposer que αn+2 6= 0.

On introduit alors la nouvelle famille de vecteurs (U1, . . . , Un+1) en posant :

∀ i ∈ [[ 1, n+ 1 ]], Ui = ui −
αi
αn+2

un+2

On a :

∀ i ∈ [[ 1, n+ 1 ]], Ui = wi + αivn+1 −
αi
αn+2

(wn+2 + αn+2vn+1)

1. Cette a�rmation s'obtient �en deux coups� ; l'hypothèse de récurrence permet seulement d'a�rmer que la famille
(w1, . . . , wn+1) est liée. A fortiori, la famille (w1, . . . , wn+2), qui la contient, est liée.
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D'où : ∀ i ∈ [[ 1, n+ 1 ]], Ui = wi −
αi
αn+2

wn+2. En particulier : ∀ i ∈ [[ 1, n+ 1 ]], Ui ∈ F .

La famille (U1, . . . , Un+1) est ainsi une famille de (n + 1) vecteurs de F . Puisque F est engendré par n
vecteurs (par construction), l'hypothèse de récurrence permet d'a�rmer que cette famille est liée. Il existe
donc (n+ 1) scalaires β1, . . . , βn+1 non tous nuls tels que :

n+1∑
i=1

βiUi = 0 d'où :
n+1∑
i=1

βi

(
ui −

αi
αn+2

un+2

)
= 0 d'où :

n+1∑
i=1

βiui −

(
n+1∑
i=1

βiαi
αn+2

)
un+2 = 0

En posant : ∀ i ∈ [[ 1, n+ 1 ]], γi = βi et γn+2 = −
n+1∑
i=1

βiαi
αn+2

,

on peut conclure qu'il existe (n+2) scalaires γ1, . . . , γn+2 non tous nuls 2 tels que :
n+2∑
i=1

γiui = 0. Il s'ensuit

que la famille F = (u1, . . . , un+2) est liée.

ã Dans les deux cas, la famille F est liée, ce qui prouve que la propriété P(n + 1) est vraie, fournit
l'hérédité, et achève donc la preuve du lemme.

Conclusion. Dans un espace vectoriel E engendré par n vecteurs, le cardinal d'une famille libre est

majoré par n. K

Théorème 22.1 - Dans un espace vectoriel (non nul) de dimension �nie, toutes les bases ont le
même cardinal.

Preuve. Soit E un K-ev de dimension �nie, et soient B et B′ deux bases de E. Notons n et p les
cardinaux respectifs de B et B′.

Puisque B est une base, c'est en particulier une famille libre de E, qui est engendré par p vecteurs (puisque
B′ est génératrice). D'après le lemme, on en déduit que : n 6 p.

En permutant les rôles de B et B′ dans le court raisonnement ci-dessus, on obtient : p 6 n.

Finalement n = p, ce qui permet de conclure :

Deux bases d'un même K-ev de dimension �nie ont même cardinal. K

Le théorème rend légitime la dé�nition suivante :

Définition 22.6 - Soit E un K-espace vectoriel (non nul) de dimension �nie.

On appelle dimension de E le cardinal d'une quelconque de ses bases (par convention, la dimension
de l'espace vectoriel nul est zéro).

Notation. La dimension du K-ev est notée dimKE, ou dimE s'il n'y a pas d'ambiguïté sur K.

Exemples :

ä dimR3 = 3 ; dimKKn = n ; dimRn[X] = n+ 1 ; dimMn,p (R) = n× p ;. . .

2. Puisque les βi sont non tous nuls.
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ä dimMn (R) = n2 ; dimSn (R) =
n (n+ 1)

2
; dimAn (R) =

n (n− 1)

2

ä Un exemple �plus torturé� : dimCC = 1 mais dimR C = 2. En e�et, une base du C-ev C est (1), mais
une base du R-ev C est (1, i). �Dans le même style� : dimC C3[X] = 4 mais dimRC3[X] = 8.

22.2.2 Théorème de la base extraite

Théorème 22.2 - (�De la base extraite�). De toute famille génératrice on peut extraire une base.

Plus explicitement : si (v1, · · · , vn) est une famille génératrice d'un K-espace vectoriel non nul E, alors
il existe un entier p ∈[[ 1;n ]] tel que (v1, · · · , vp) soit une base de E (quitte à renuméroter les vecteurs).

Preuve. Soient E un K-ev non nul de dimension �nie, et F = (v1, . . . , vn) une famille génératrice de E.
Deux cas peuvent se présenter :

ä Soit F est libre : auquel cas F est alors une base de E, et on a gagné.

ä Soit F est liée : auquel cas il existe un vecteur vi qui s'exprime comme combinaison linéaire des n− 1

autres vecteurs de la famille F . Sans nuire à la généralité, on peut supposer que : vn ∈ Vect(v1, . . . , vn−1).
Il s'ensuit que la famille F ′ = Vect(v1, . . . , vn−1) est génératrice de E.

On recommence la discussion avec la famille F ′ : soit elle est libre et c'est une base, soit elle est liée et on
peut alors exprimer vn−1 comme combinaison linéaire des n− 2 autres vecteurs de F ′. . .

Ce processus itératif se termine nécessairement (en un nombre �ni d'étapes) car le cardinal de F est �ni
(et au pire, on obtiendra une base constituée d'un seul vecteur non nul, puisque E est supposé non nul).

Conclusion. De toute famille génératrice d'un ev de dimension �nie, on peut extraire une base. K

Corollaire 22.1 - Tout espace vectoriel (non nul) de dimension �nie admet une base.

Preuve. Par dé�nition, un espace vectoriel de dimension �nie admet une famille génératrice �nie ; d'après

le théorème précédent, on peut extraire de cette famille une base. K

Corollaire 22.2 - Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n.

1/ Toute famille génératrice de E possède au moins n éléments.

2/ Toute famille génératrice de E de cardinal n est une base.

Preuve. Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n. Soit F une famille génératrice de E ; puisque
l'on peut en extraire une base, F est nécessairement de cardinal > n. Par ailleurs, si F est de cardinal
n, alors toute sous-famille de F de cardinal < n ne peut plus être plus être génératrice, car dimE = n. Il

s'ensuit que F est déjà une base de E. K
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22.2.3 Théorème de la base incomplète

Théorème 22.3 - (De la base incomplète). Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n. Soient
encore :

ã F = (v1, · · · , vp) (avec p 6 n) une famille libre de E ;

ã et B = (w1, · · · , wn) une base de E.

Alors il existe (n− p) vecteurs w1,. . . , wn−p (quitte à renuméroter les vecteurs) de B tels que la famille
F = (v1, . . . , vp, v1, . . . , vn−p) est une base de E.

Interprétation. C'est le théorème de la base extraite �à l'envers� ; l'énoncé ci-dessus signi�e que toute
famille libre F peut-être complétée en une base de E. Encore plus précisément, les vecteurs que l'on
adjoint à F pour obtenir une base peuvent être pris (avec précaution, cf exemple suivant la preuve du
théorème) dans une base choisie à l'avance.

Preuve. Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n, F = (v1, . . . , vp) une famille libre de E, et
B = (w1, . . . , wn) une base de E. Deux cas peuvent se présenter :

ä Soit F est génératrice : auquel cas elle est de cardinal n, et il n'y a aucun vecteur à lui adjoindre pour
obtenir une base de E (c'en est déjà une !).

ä Soit F n'est pas génératrice : auquel cas il existe un vecteur wi /∈ Vect (F ). Sans nuire à la généralité,
on peut supposer qu'il s'agit de w1. On considère alors la nouvelle famille F ′ = (v1, . . . , vp, w1) ; celle-ci
est libre (essentiellement car w1 /∈ Vect(F ), et que F est libre).

Deux cas se présentent pour la famille F ′ : soit elle est génératrice, soit elle ne l'est pas. Dans le second cas,
on peut supposer que w2 /∈ Vect(F ′), et on considère la nouvelle famille libre F ′′ = (v1, . . . , vp, w1, w2). . .

Comme dans la preuve du théorème de la base extraite, ce processus itératif ne comporte qu'un nombre
�ni d'étapes, puisque la famille B est de cardinal �ni. Mieux, puisque E est de dimension n, on sait que
ce processus comporte exactement (n − p) étapes, pour obtenir une base B′ = (v1, . . . , vp, w1, . . . , wn−p)

de E.

Conclusion. Toute famille libre d'un ev E ( 6= 0) de dimension �nie est contenue dans une base de E.K

Exemples. Dans E = R3, la famille F = (u (1, 1, 1) , v (1, 2, 3)) est libre. On peut obtenir une base de R3

en rajoutant à F un vecteur de la base canonique. Dans ce cas particulier, la famille B = (u, v, w) est
une base avec w = e1 ou e2 ou e3.

MAIS pour la famille F ′ = (u′ (1, 1, 0) , v′ (1, 2, 0)) (qui est libre aussi), la famille B′ = (u′, v′, w′) n'est
une base que pour w′ = e3.
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Corollaire 22.3 - Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n.

1) Toute famille libre de E possède au plus n éléments.

2) Toute famille libre de E de cardinal n est une base.

Preuve. Conséquence directe du lemme 22.2 et du théorème 22.3. K

Application (tellement classique). Soit n ∈ N∗, et (P1,. . . , Pn) une famille échelonnée de polynômes
de K[X] non nuls, càd une famille de polynômes non nuls tels que : deg(P1) < deg(P2) . . . < deg(Pn).
Alors la famille (P1, . . . , Pn) est libre.

Autrement dit : toute famille échelonnée de polynômes non nuls est libre.

Preuve �rapide� : soit n ∈ N∗, et (P1,. . . , Pn) une famille de polynômes de K[X] non nuls tels que :
deg(P1) < deg(P2) . . . < deg(Pn). Supposons qu'il existe n scalaires α1, . . . , αn tels que :

α1P1 + · · ·+ αnPn︸ ︷︷ ︸
P

= 0

Si αn 6= 0, alors deg(P ) = deg(Pn). 3 Ceci est absurde, puisque P = 0.

Il s'ensuit que αn = 0. On a donc :

α1P1 + · · ·+ αn−1Pn−1︸ ︷︷ ︸
P

= 0

En reprenant le raisonnement précédent, on obtient αn−1 = 0, puis αn−2 = 0. . . et en�n α1 = 0.

On peut donc conclure que la famille (P1, . . . , Pn) est libre.

Conclusion. Toute famille échelonnée de polynômes non nuls est libre. K

Remarque. La preuve �propre� (sans petits points) se fait grâce au même raisonnement, mais par le biais
d'une récurrence sur le nombre de polynômes n de la famille.

Application. Soit α ∈ R arbitraire. Dans Rn[X], la famille F =
(
(X − α)k

)
k∈[[0;n]]

est libre (car échelon-

née) et de cardinal (n+ 1) = dimRn[X]. C'est donc une base de Rn[X].

Propriété 22.3 - Soit E un K-ev non nul de dimension �nie n, et F un sev de E. Alors :

1) dimF 6 n 2) dimF = n SSI F = E

Preuve. 1/ Soit F un sev de E. Puisque F est de dimension �nie (que l'on peut supposer non nulle 4),
F admet une base F , de cardinal égal à dim(F ) (par dé�nition de dimension). Cette base F est en
particulier une famille libre de vecteurs de E ; à ce titre, son cardinal est majoré par dim(E). 5 En d'autres
termes : dim(F ) 6 dim(E).

3. En e�et, les Pi étant de degrés deux à deux distincts, on a deg (α1P1 + · · ·+ αnPn) = max (deg (α1P1) , . . . , deg (αnPn)).
4. Si F = {0}, alors dim(F ) = 0.
5. Puisque dans un espace vectoriel de dimension n, une famille libre possède au plus n éléments.
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2/ Supposons que dimF = n. Alors F admet une base F de cardinal n. Cette base F est en particulier une
famille libre de vecteurs de E. On en déduit que F est une base de E, puisqu'une famille de E est une base
dès qu'elle est libre et que son cardinal est égal à la dimension de E. Par conséquent : E = Vect(F ) = F .

On a ainsi montré l'implication : [dim(F ) = n] =⇒ [F = E]. La réciproque est triviale. K

Exemples d'illustration. Les sev de R2 sont
{−→
0
}
(dimension 0), les droites vectorielles Vect (v) (avec

v ∈ R2 non nul ; dimension 1) et R2 (dimension 2).

Dans R3, les sev sont
{−→
0
}
(dimension 0), les droites vectorielles Vect (v) (avec v ∈ R3 non nul ; dimension

1), les plans vectoriels Vect (u, v) (avec u et v ∈ R3 non colinéaires ; dimension 2) et R3 (dimension 3).

Exemple d'application. soit n un entier naturel. L'application linéaire φ : P ∈ Kn[X] 7−→ (P − P ′) ∈
Kn[X] est un automorphisme de Kn[X] (autrement écrit, φ ∈ GL (Kn[X]).

Prouvons ce dernier point. L'application φ est bien dé�nie car si P est un polynôme de degré au plus n,
alors il en est de même du polynôme P − P ′. En outre, un calcul aisé permet d'établir que φ est linéaire,
c'est à dire que : ∀ (λ, µ) ∈ K2, φ (λP + µQ) = λφ(P ) + µφ(Q). Par suite : φ ∈ L (Kn[X]) .

L'espace vectorielKn[X] a pour base canoniqueB = (X i)i∈ [[0,n]]. Il s'ensuit que : Imφ = Vect
(
(φ (X i))i∈ [[0,n]]

)
.

Or : (φ (X i))i∈ [[0,n]] = (X i − iX i−1)i∈ [[0,n]]. La famille des polynômes X i − iX i−1 est libre car échelonnée,
et de cardinal (n + 1) égal à la dimension de Kn[X]. C'est donc une base de Kn[X], et on en déduit que
φ est un isomorphisme.

Conclusion. φ ∈ GL (Kn[X]) .

22.3 Dimension d'une somme de sev

Propriété 22.4 - Soient E un K-ev de dimension �nie, et F et G deux sev supplémentaires dans
E (ie E = F

⊕
G). On a : dimE = dimF + dimG.

Preuve. La preuve consiste à prouver que B et B′ étant deux bases de F et G respectivement, la famille
B ∪B′ est génératrice et libre dans E sous l'hypothèse que E = F

⊕
G ; ce qui est à la fois aisé et long

à écrire. K
L'énoncé ci-dessous est une conséquence du théorème de la base incomplète.

Théorème 22.4 - (Existence d'un supplémentaire en dimension �nie). Soient E un K-ev
de dimension �nie, et F un sev de E.

Il existe un sev G de E tel que : E = F
⊕

G.

Preuve. Notons n = dimE, et considérons F un sev de E. F est de dimension �nie (notons p = dimF )
et on a 0 6 p 6 n. Lorsque p = 0 ou p = n, la propriété est immédiate (E = {0}

⊕
E = E

⊕
{0}).

Par la suite, on peut donc supposer que : 1 6 p 6 n− 1.

Puisque F est un espace vectoriel non nul, il admet une base : B0 = (v1, . . . , vp). Cette base est en
particulier une famille libre de E ; d'après le théorème de la base incomplète, il existe (n − p) vecteurs
w1,. . . , wn−p de E tels que la famille B = (v1, . . . , vp, w1, . . . , wn−p) est une base de E.
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Montrons que : E = F
⊕

G avec G = Vect (w1, . . . , wn−p).

ä Primo, observons que : F+G = Vect (v1, . . . , vp)+Vect (w1, . . . , wn−p) d'où : F+G = Vect (v1, . . . , vp, w1, . . . , wn−p).
Or la famille B étant une base de E, elle est en particulier génératrice de E. On en déduit que :
F +G = E (♠) .

ä Soit V ∈ F ∩G. Alors il existe n scalaires α1,. . . ,αp,β1,. . . ,βn−p tels que : V =

p∑
i=1

αivi =

n−p∑
j=1

βjwj. On

en déduit que :
p∑
i=1

αivi −
n−p∑
j=1

βjwj = 0. Puisque B est en particulier une famille libre de E, on en déduit

que tous les αi et tous les βj sont nuls. Par suite : V = 0. D'où : F ∩G = {0} (♣) .

ä On déduit alors de (♠), (♣) et de la caractérisation des sev supplémentaires que E = F
⊕

G.

Conclusion. Tout sev d'un K-ev de dimension �nie E admet un supplémentaire dans E. K

Théorème 22.5 - (Des 4 dimensions ou relation de Graÿmann). Soient E un K-ev de
dimension �nie, et F et G deux sev de E. Alors :

dim (F +G) = dimF + dimG− dim (F ∩G)

Preuve. ä Puisque F et G sont deux sev de E, et que E est de dimension �nie, F et G sont également
de dimension �nie. L'intersection F ∩G est donc elle aussi de dimension �nie. Par suite F ∩G admet un
supplémentaire dans F que nous noterons H ; on a donc (F ∩G)

⊕
H = F (♠) .

ä Montrons que H et G sont supplémentaires dans F +G

En premier lieu : H + (F ∩G) = F , d'où H + (F ∩G) + G = F + G. Or puisque (F ∩G) ⊂ G, on a :
H + (F ∩G) +G = H +G. Par suite : F +G = H +G.

En second lieu : H ∩ G = (H ∩ F ) ∩ G car H est inclus dans F , ce qui implique : (H ∩ F ) = F . On en
déduit, par associativité de l'intersection que : H ∩ G = H ∩ (F ∩G). Or H ∩ (F ∩G) = {0E} car H et
(F ∩G) sont supplémentaires dans F par hypothèse.

Donc : F +G = H
⊕

G (♣) .

On déduit de (♠) 6 que : dimH = dimF −dim (F ∩G). Et on déduit de (♣) que : dimH = dim (F +G)−
dimG. En identi�ant les deux expressions obtenues pour dimH, on obtient : dimF − dim (F ∩G) =

dim (F +G)− dimG puis la conclusion : dim (F +G) = dimF + dimG− dim (F ∩G) . K

Exemple d'application. Dans E = R3, on considère les sous-espaces vectoriels

F = {(x, y, z) ∈ R3 / x+ y + z = 0} et G = Vect ((1, 1, 1)). Il est aisé de prouver que dimF = 2, et il est

immédiat que dimG = 1. D'après le théorème ci-dessus, il su�t alors de prouver que F ∩G =
{−→
0
}
pour

conclure que R3 = F
⊕

G (gain de temps important).

6. Et de la formule donnant la dimension d'une somme directe : dim (F1

⊕
F2) = dimF1 + dimF2.
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Définition 22.7 - Soit E un K-ev de dimension n. On appelle hyperplan de E un sev de E de
dimension n− 1.

Propriété 22.5 - Soient E un K-ev de dimension n, H un hyperplan de E et v un vecteur de E
tel que v /∈ H. Alors :

E = H
⊕

Vect (v)

Preuve. Commençons par observer queH ⊂ H+Vect (v) ⊂ E. Il s'ensuit que : n−1 6 dim (H + Vect (v)) 6
n.

Supposons que : dim (H + Vect (v)) = n − 1. Alors : H + Vect (v) = H puisque H est contenu dans
(H + Vect (v)) et que ces deux espaces auraient alors la même dimension. Cette égalité impliquerait v ∈ H,
ce qui est en contradiction avec l'hypothèse.

Par suite : dim (H + Vect (v)) = n, ce qui entraîne : H + Vect (v) = E (♣) .

Par ailleurs :
{−→
0 E

}
⊂ (H ∩ Vect (v)) ⊂ Vect (v). Il s'ensuit que : 0 6 dim (H ∩ Vect (v)) 6 1.

Supposons que : dim (H ∩ Vect (v)) = 1. Alors : H ∩ Vect (v) = Vect(v) puisque H ∩ Vect (v) est
contenu dans Vect (v) et que ces deux espaces auraient alors la même dimension. De nouveau, cette égalité
impliquerait v ∈ H, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse.

Par suite : dim (H ∩ Vect (v)) = 0, ce qui entraîne : H ∩ Vect (v) =
{−→
0 E

}
(♠) .

D'après (♣) et (♠), on peut conclure que : E = H
⊕

Vect (v) , ce qu'il fallait démontrer. K

Exemples d'application.

1/ Dans Kn (avec n > 2), on considère H = {(x1, . . . , xn) , x1 + · · ·+ xn = 0} et D = Vect ((1, . . . , 1)).
On a : Kn = H ⊕D.

2/ Dans M2 (R), on considère H = {A ∈ M2 (R) / tr(A) = 0}. H est l'hyperplan des matrices de trace
nulle, et on a : M2 (R) = H

⊕
Vect (M) pour toute matrice M ∈ M2 (R) de trace non nulle.

3/ Dans un K-ev E de dimension n > 2, l'intersection de deux hyperplans distincts est de dimension n−2.

En e�et, d'après la formule des quatre dimensions : dim (H1 +H2) = dimH1 + dimH2 − dim (H1 ∩H2).

On a : H1 ⊂ (H1 +H2) ⊂ E. D'où : n− 1 6 dim (H1 +H2) 6 n.

Supposons que dim (H1 +H2) = n− 1. Alors : H1 = H1 +H2 (puisqu'alors H1 ⊂ (H1 +H2) et dimH1 =

dim (H1 +H2)). Or par hypothèse, H1 et H2 sont distincts, donc il existe h2 ∈ H2\H1, et donc H1 6=
H1 +H2.

Il s'ensuit que : dim (H1 +H2) = n. Par conséquent : n = 2(n− 1)+dim(H1∩H2), d'où : dim(H1∩H2) =

n− 2.

Conclusion. Dans un K-ev de dimension n > 2, l'intersection de deux hyperplans distincts est dimension
n− 2.
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22.4 Coordonnées d'un vecteur dans une base, matrice de passage

22.4.1 Coordonnées

Théorème 22.6 - Soit E un K-ev de dimension n, et soit B = (v1, . . . , vn) une base de E. Alors :

∀ V ∈ E, ∃! (α1, . . . , αn) ∈ Kn, V =
n∑
i=1

αivi

Définition 22.8 - Les scalaires (α1, . . . , αn) du théorème ci-dessus sont appelés coordonnées du
vecteur V dans la base B.

Remarque : le point crucial est de remarquer que les coordonnées d'un vecteur sont relatives à la base
choisie.

Preuve. (du théorème 22.6). Sous les hypothèses de l'énoncé, pour un vecteur v de E, il existe un n-uplet

(α1, . . . , αn) de scalaires tel que : v =
n∑
i=1

αivi, puisque la famille B est en particulier génératrice.

L'unicité du n-uplet est une conséquence directe du fait que la famille B est libre. K
Exemple. Dans R2[X], les coordonnées du polynôme P = aX2+bX+c sont (c, b, a) dans la base canonique
B = (1, X,X2). Les coordonnées de P sont (P (0) , P (1) , P (2)) dans la base B′ = (L0, L1, L2) des
polynômes de Lagrange de degré 2 associés aux valeurs 0, 1 et 2. En�n, d'après la formule de Taylor pour les
polynômes, les coordonnées de P sont (P (α) , P ′ (α) , P ′′ (α) /2) dans la base B′′ =

(
1, X − α, (X − α)2

)
(pour tout réel α).

22.4.2 Changement de base et matrice de passage

Définition 22.9 - Soit E un K-ev de dimension n (n 6= 0), soient B = (v1, . . . , vn) et B′ =

(w1, . . . , wn) deux bases de E.

La matrice de passage de la base B à la base B′ notée PBB′ (ou PB′

B ) est la matrice de Mn (K)

PBB′ = (αij)16i6m, 16j6n

les scalaires αij étant caractérisés par :

∀ j ∈[[ 1, n ]], wj =
m∑
i=1

αijvi

Traduction : PBB′ est la matrice obtenue en mettant en colonnes les coordonnées des vecteurs de B′

dans la base B (attention à l'ordre !).
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Propriété 22.6 - (E�et d'un changement de base sur les coordonnées). Soit E un K-ev de
dimension n (n 6= 0), soient B et B′ deux bases de E.

Pour tout vecteur V de E, notons XB et XB′ les n-uplets de ses coordonnées dans les bases B et B′

respectivement. On a :

XB = PBB′XB′

Preuve. ä Notations et remarques préliminaires. Soient B = (vi)i∈[[1,n]] et B′ = (wi)i∈[[1,n]] deux bases
de E.

On note PBB′ = (aij) la matrice de passage de la base B à la base B′, où les scalaires aij sont caractérisés

par : ∀ j ∈[[ 1, n ]], wj =
m∑
i=1

aijvi.

Soit v un vecteur de E. Il existe 2n scalaires (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) tels que : v =
n∑
i=1

xivi =
n∑
j=1

yjwj.

Ainsi le n-uplet des coordonnées de v dans la base B (resp. B′) est : XB = (x1, . . . , xn) (resp. XB′ =

(y1, . . . , yn)).

Ces notations étant posées, observons à présent que l'égalité de l'énoncé peut être traduite par :

[XB = PBB′XB′ ]⇐⇒

[
∀ i ∈ [[ 1, n ]], xi =

n∑
j=1

aijyj

]
(♠)

ä On a : v =
n∑
j=1

yjwj =
n∑
j=1

yj

n∑
i=1

aijvi =
n∑
j=1

n∑
i=1

aijyjvi =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijyj

)
vi et v =

n∑
i=1

xivi.

On déduit de ces deux égalités et de l'unicité des coordonnées de v dans la base B que : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], xi =
n∑
j=1

aijyj, ce qui à la lumière de (♠) permet de conclure : XB = PBB′XB′ . K

Exemple d'application. Soit E = R2[X]. On considère la famille B′ = (X2 − 1, X + 1, X).

1/ Montrer que B′ est une base de E.

2/ A l'aide d'une matrice de passage, déterminer les coordonnées de P = aX2 + bX + c dans la base B′.

Corrigé.

1/ Dans cette situation, la famille B′ n'est pas une famille échelonnée de polynômes, et on doit donc
utiliser la dé�nition de famille libre pour établir que B′ l'est.

Supposons donc qu'il existe trois réels a, b et c tels que a (X2 − 1) + b (X + 1) + cX = 0̃. L'évaluation
de cette relation en (−1) donne c = 0. Dans un second temps, on évalue a (X2 − 1) + b (X + 1) = 0̃ en
1, ce qui donne b = 0. On en déduit �nalement a = 0. Par suite, la famille B′ est libre, et puisque son
cardinal est égal à la dimension de R2[X], on peut conclure : B′ est une base de R2[X] .

2/ La matrice de passage de la base canonique B = (1, X,X2) à la base B′ = (X2 − 1, X + 1, X) est :

PBB′ =

 −1 1 0

0 1 1

1 0 0
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Cette matrice est inversible (comme toute matrice de passage, voir un peu plus loin) et :

PBB′

 x1
x2
x3

 =

 b1
b2
b3

⇐⇒

−x1 + x2 = b1
x2 + x3 = b2

x1 = b3

⇐⇒


x2 = b1 + b3
x3 = b2 − b1 − b3
x1 = b3

⇒

P−1
BB′ = PB′B =

 0 0 1

1 0 1

−1 1 −1


Soit P = aX2 + bX + c un polynôme de R2[X]. Notons XB (resp. XB′) le triplet des coordonnées de P
dans la base B (resp. B′). On a :

XB =

 c

b

a

 etXB′ = PB′BXB d'où :XB′ =

 0 0 1

1 0 1

−1 1 −1

 c

b

a

 soit : XB′ =

 a

a+ c

b− (a+ c)


ä Conclusion. ∀ (a, b, c) ∈ R3, aX2 + bX + c = a (X2 − 1) + (a+ c) (X + 1) + (a− (b+ c))X

L'énoncé suivant a une importance plus technique que pratique (on vous demandera souvent de faire un
changement de base dans un problème, rarement deux) :

Propriété 22.7 - Soit E un K-ev de dimension n (n 6= 0), soient B, B′ et B′′ trois bases de E.
On a :

PBB′′ = PBB′PB′B′′

Preuve. ä Notations et remarques préliminaires. Soient B = (vi)i∈[[1,n]], B′ = (wi)i∈[[1,n]] et B′′ =

(zi)i∈[[1,n]] trois bases de E.
On note :

� PBB′ = (aij) la matrice de passage de la base B à la base B′, où les scalaires aij sont caractérisés
par :

∀ j ∈[[ 1, n ]], wj =
n∑
i=1

aijvi.

� PB′B′′ = (bij) la matrice de passage de la base B′ à la base B′′, où les scalaires bij sont caractérisés
par :

∀ j ∈[[ 1, n ]], zj =
n∑
i=1

bijwi.

� PBB′′ = (cij) la matrice de passage de la base B à la base B′′, où les scalaires cij sont caractérisés
par :

∀ j ∈[[ 1, n ]], zj =
n∑
i=1

cijvi.

Avec ces notations, on peut reformuler la propriété à démontrer :

[PBB′′ = PBB′PB′B′′ ]⇐⇒

[
∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, cij =

n∑
k=1

aikbkj

]
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ä Soit j un entier compris entre 1 et n. On a d'une part : zj =
n∑
i=1

cijvi (♠) .

Et d'autre part : zj =
n∑
k=1

bkjwk =
n∑
k=1

bkj

(
n∑
i=1

aikvi

)
donc : zj =

n∑
i=1

(
n∑
k=1

bkjaik

)
vi (♣) .

On déduit alors de (♠), (♣) et de l'unicité des coordonnées de zj dans la base B que : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], cij =
n∑
k=1

bkjaik. L'entier j étant arbitraire dans ce raisonnement, on peut conclure que : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], ∀ j ∈ [[

1, n ]], cij =
n∑
k=1

bkjaik.

Par suite : PBB′′ = PBB′PB′B′′ . K
La conséquence spectaculaire de cet énoncé étant la propriété (plus pratique que technique) ci-dessous :

Propriété 22.8 - Soit E un K-ev de dimension n (n 6= 0), soient B et B′ deux bases de E.

Alors PBB′ ∈ GLn (K), et [PBB′ ]−1 = PB′B.

Preuve. Triviale. K
Pour enfoncer le clou : toute matrice de passage est inversible

22.5 Classi�cation des ev de dimension �nie

Propriété 22.9 - Soient E et F deux K-ev, avec E de dimension n > 1 ; B = (−→vi )i∈[[1,n]] une base
de E ; et f ∈ L (E,F ).

En�n on note F = (f (−→vi ))i∈[[1,n]]. Alors :

1/ [f est injective] ⇐⇒ [F est libre]

2/ [f est surjective] ⇐⇒ [F est génératrice de F ]

3/ [f est un isomorphisme] ⇐⇒ [F est une base de F ]

Preuve. ä Montrons le point 1 : raisonnons par double implication.

ã Montrons que [f est injective] =⇒ [F est libre]. On suppose f injective.

Supposons qu'il existe n scalaires α1, . . . , αn tels que :
n∑
i=1

αif (vi) = 0F

Alors, par linéarité de f on a : f

(
n∑
i=1

αivi

)
= 0F

Puisque f est injective, on en déduit que :
n∑
i=1

αivi = 0E. Et comme les vecteurs vi sont linéairement indé-

pendants, on a : ∀ i ∈[[ 1, n ]], αi = 0. DoncF est libre. Conclusion : [f est injective] =⇒ [F est libre] .
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ã Montrons que réciproquement [F est libre] =⇒ [f est injective]. On suppose que la famille F est libre.

Soit V ∈ ker f . Puisque les vecteurs vi constituent une base de E : ∃! (α1, . . . , αn) ∈ Kn, V =
n∑
i=1

αivi.

Ainsi : [V ∈ ker f ]⇐⇒ [f (V ) = 0F ]⇐⇒

[
f

(
n∑
i=1

αivi

)
= 0F

]
⇐⇒

[
n∑
i=1

αif (vi) = 0F

]
⇐⇒ [∀ i ∈[[ 1, n ]], αi = 0]

l'avant dernière équivalence provenant de la linéarité de f , et la dernière de l'hypothèse de liberté faite sur
F . Il s'ensuit que V = 0E. Par suite ker f = {0E}.

Donc f est injective. Conclusion : [F est libre] =⇒ [f est injective] .

Finalement : [f est injective] ⇐⇒ [F est libre] .

ä Montrons le point 2 : 7

[f est surjective]⇐⇒ [Im f = F ]⇐⇒
[
Vect

(
(f (vi))i∈[[1,n]]

)
= F

]
⇐⇒ [Vect (F ) = F ]

⇐⇒ [F est une famille génératrice de F ]

ä Montrons le point 3 : [f est un isomorphisme]⇐⇒ [f est injective et surjective]

⇐⇒ [F est libre et génératrice de F ]⇐⇒ [F est une base de F ] K

Corollaire 22.4 - Soient E et F deux K-ev de dimension �nie.

Si E et F sont isomorphes, alors dimE = dimF

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K
La réciproque est vraie, dans le sens rendu plus précis par l'énoncé ci-dessous :

Théorème 22.7 - (Classi�cation des ev de dimension �nie).

Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Kn.

Preuve. Soit E un K-ev de dimension n non nulle. 8 E admet une base B = (v1, . . . , vn). On dé�nit
alors les applications

φ : Kn // E

(α1, . . . , αn)
� //

n∑
i=1

αivi

et ψ : E // Kn

V � // (x1, . . . , xn)

7. La preuve de ce point repose en grande partie sur la célèbre propriété : soient E et F deux K-ev, et f ∈ L (E,F ).
On suppose qu'il existe une famille (vi)i∈[[1,n]] génératrice de E, c'est-à-dire une famille de vecteurs de E tels que E =

Vect
(
(vi)i∈[[1,n]]

)
. Alors : Imf = Vect

(
(f (vi))i∈[[1,n]]

)
.

8. Sinon E = {0} et il n'y a pas grand chose à faire.



Cours MPSI - sz 587

où l'on a noté (x1, . . . , xn) le n-uplet des coordonnées du vecteur V dans la base B.

Il est immédiat que φ et ψ sont linéaires, et que φ et ψ sont réciproques l'une de l'autre. On en déduit
que φ et ψ sont des isomorphismes, d'où la conclusion :

tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe à Kn . K

Interprétation. A isomorphisme près, Kn est le seul K-ev de dimension n.

Interprétation libre. . . A un costume près, il existe un unique Manneken-Pis.

De la même manière :

ä l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients
réels de degré au plus un : R1[X] = Vect(1, X) ;

ä l'espace vectoriel F des solutions (à valeurs
réelles) de l'équation di�érentielle linéaire y′′−
3y′+2y = 0, càd : F = Vect (x 7→ ex, x 7→ e2x) ;

ä l'espace vectoriel D des matrices diagonales
dans M2 (R) : D = Vect (E11, E22) ;

ä l'espace vectoriel E des suites récurrentes
réelles linéaires d'ordre 2 satisfaisant la rela-
tion de récurrence ∀n ∈ N, un+2 = un+1+un,
càd :

E = Vect

(((
1 +
√
5

2

)n)
n∈N

,

((
1−
√
5

2

)n)
n∈N

)

sont quatre costumes di�érents pour le même R-espace vectoriel R2.

Remarque. Dans le théorème de classi�cation, il est surtout important de retenir l'idée de la preuve. Si E
est un ev de dimension n, il admet une base B = (v1, . . . , vn). Un isomorphisme φ : Kn −→ E peut alors

être dé�ni en posant : φ (α1, . . . , αn) =
n∑
i=1

αivi ; l'isomorphisme réciproque φ−1 associe à tout vecteur v

de E le n-uplet de ses coordonnées dans la base B.

Corollaire 22.5 - Deux K-ev de même dimension sont isomorphes.

Preuve. Conséquence immédiate du théorème de classi�cation. K

Exemple. S3 (R) (le sev des matrices symétriques de M3 (R)), M3,2 (R) et R5 [X] sont des R-espaces
vectoriels deux à deux isomorphes, tous trois étant isomorphes à R6.



588 Cours MPSI - sz

22.6 Epilogue

22.6.1 Exemples de sev supplémentaires

Dans cet exercice, on considère le R-espace vectoriel E = R26[X] des polynômes à coe�cients réels de
degré au plus 26.

On note G = Vect(X19 + 2X4 − 5X) le sous-espace vectoriel de E engendré par le polynôme Q =

X19 + 2X4 − 5X.

Et on note F la partie de E suivante :

F = {P ∈ E /P (0) = P (1)}

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. Préciser la dimension de F .

2) Etablir que E = F
⊕

G.

Corrigé.

1) L'application φ : P ∈ R26[X] 7−→ P (0)− P (1) est clairement une forme linéaire sur R26[X], non nulle
(car φ(X) 6= 0). Puisque F = ker(φ), on en déduit que F est un hyperplan de R26[X] .

En d'autres termes F est un sev de R26[X] de dimension 26 .

2) Comme F est un hyperplan de R26[X] et que (X19 + 2X4 − 5X) /∈ F , on a :

R26[X] = F
⊕

Vect(X19 + 2X4 − 5X).

22.6.2 Un exemple de changement de base

Dans cet exercice, on considère l'espace vectoriel E = M2 (K) des matrices carrées d'ordre 2 à coe�-
cients dans K = R ou C.

On rappelle que la base canonique de E est la base B = (E11, E12, E21, E22) avec :

E11 =

(
1 0

0 0

)
; E12 =

(
0 1

0 0

)
; E21 =

(
0 0

1 0

)
; E22 =

(
0 0

0 1

)

1) On considère la famille B′ = (M1,M2,M3,M4) de M2 (K), où l'on a posé :

M1 =

(
1 −1
0 0

)
; M2 =

(
−1 1

−1 0

)
; M3 =

(
0 −1
1 −1

)
; M4 =

(
0 0

−1 1

)
Montrer que B′ est une base de M2 (K).

2) Ecrire la matrice de passage PBB′ de la base B à la base B′.

Dans la suite de l'exercice, on notera simplement P la matrice PBB′.

3) Justi�er brièvement que P est inversible, et calculer P−1.
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4) On note A la matrice

(
2 −3
1 4

)
. Déterminer les coordonnées de A dans la base B′.

Corrigé.

1) Montrons que la famille B′ est libre.

Soient a, b, c et d quatre réels tels que aM1 + bM2 + cM3 + dM4 = 0E, alors :

(
a− b b− a− c

c− b− d d− c

)
=

(
0 0

0 0

)
⇐⇒


b = a

b = a+ c

c = b+ d

c = d

⇐⇒


a = 0

b = 0

c = 0

d = 0

Il s'ensuit que la famille B′ est libre ; et puisque son cardinal (4) est égal à la dimension de E, on peut
conclure : B′ est une base de E .

2) On a : PBB′ =


1 −1 0 0

−1 1 −1 0

0 −1 1 −1
0 0 −1 1

 .

3) La matrice P est inversible car c'est une matrice de passage. Calculons son inverse en résolvant un
système linéaire. On �xe donc B un vecteur arbitraire de K4, et on cherche X ∈ K4 tel que PX = B.

PX = B ⇐⇒


x1 − x2 = b1
−x1 + x2 − x3 = b2

− x2 + x3 − x4 = b3
− x3 + x4 = b4

⇐⇒


x2 = −b3 − b4
x1 = b1 − b3 − b4
x3 = −b1 − b2
x4 = −b1 − b2 + b4

Conclusion : P est inversible et P−1 = PB′B =


1 0 −1 −1
0 0 −1 −1
−1 −1 0 0

−1 −1 0 1

 .

4) Notons XB et XB′ les quadruplets de coordonnées de A dans les bases B et B′ respectivement. On a :
XB = (2,−3, 1, 4) et XB′ = PB′BXB.

Ainsi : XB′ =


1 0 −1 −1
0 0 −1 −1
−1 −1 0 0

−1 −1 0 1




2

−3
1

4

⇐⇒ XB′ =


−3
−5
1

5

 .
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22.6.3 Interpolation polynomiale et B-splines

Enoncé.

ä Motivation. Etant donnés un nombre �ni de points du plan, on
cherche à décrire une trajectoire (c'est-à-dire une courbe plane) passant
par ces n points.
Une première idée pourrait être de joindre les points par une ligne poly-
gonale (voir �gure ci-contre).

Cette approche est un peu trop �brutale� si l'on souhaite par exemple que la trajectoire obtenue puisse
être celle d'un véhicule incapable de tourner sur lui-même. . . On souhaite donc préciser le problème, et
obtenir une trajectoire �lisse� passant par les n points.

Une stratégie pour y parvenir est d'interpoler les n points par des polynômes de degré au plus (n+ 1),
par le biais notamment des polynômes de Lagrange ; c'est l'objet de la partie A.

Cette stratégie a cependant un fâcheux inconvénient : si la tra-
jectoire obtenue passe e�ectivement par les points, elle peut se
comporter �sauvagement� en-dehors des points d'interpolation
(voir illustration ci-contre).

Une seconde stratégie consiste alors à contrôler non seulement
les points d'interpolation, mais également les tangentes à la
trajectoire en ces points ; c'est l'objet des parties B et C.

ä Notations et conventions. Tout au long de ce problème, n désigne un entier naturel non nul.

On suppose que α0,. . . , αn sont (n+ 1) réels 2 à 2 distincts tels que : α0 < α1 < · · · < αn.

En�n, on pose : U =
n∏
i=0

(X − αi) c'est-à-dire 9 : U = (X − α0) (X − α1) · · · (X − αn).

Partie A - Interpolation polynomiale

Pour tout entier naturel p non-nul, on dé�nit l'application :

φp : Rp[X] // Rn+1

P � // (P (α0) , P (α1) , . . . , P (αn))

On admet que l'application φp est linéaire.

1/ Montrer que si p 6 n, alors l'application φp est injective.

2/ Montrer que si p > n+1, alors kerφp est un sev de Rp[X] dont on précisera une base et la dimension.

9. Plus explicitement mais moins rigoureusement.
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3/ Dans cette question, on suppose que p = n.

On note F =
(
(Lk)k=0,...,n

)
la famille des polynômes de Lagrange associés aux réels α0,. . . , αn. Ces

polynômes sont dé�nis comme suit :

∀ k ∈ [[ 0, n ]], Lk (X) =
n∏

j=0, j ̸=k

X − αj
αk − αj

Chacun des polynômes Lk véri�e les conditions :

(∗) Lk (αk) = 1 et pour tout entier i 6= k dans [[ 0, n ]], Lk (αi) = 0

a/ Etablir que la famille F = (L0, L1, . . . , Ln) est une base de Rn[X].

b/ Déterminer Im (φn). Puis établir que φn est un isomorphisme de Rn[X] dans Rn+1.

Partie B - Interpolation polynomiale avec contraintes

Soit k un entier quelconque dans [[ 0, n− 1 ]]. On considère l'application (dont on admet la linéarité)

ψk : R3[X] // R4

P � // (P (αk) , P (αk+1) , P
′ (αk) , P

′ (αk+1))

On note B = {e1, e2, e3, e4} la base canonique de R4.

4/ Etablir que ψk est injective.

5/ Déterminer explicitement un polynôme P1,k de R3[X] tel que : ψk (P1,k) = e1.

6/ Déterminer explicitement un polynôme P3,k de R3[X] tel que : ψk (P3,k) = e3.

7/ En déduire les expressions des polynômes P2,k et P4,k de R3[X] tels que : ψk (P2,k) = e2 et ψk (P4,k) = e4.

8/ Etablir que l'application ψk est un isomorphisme de R3[X] dans R4.

9/ Soit (y0, y1, z0, z1) ∈ R4. Exprimer en fonction de P1,k,. . . , P4,k l'unique polynôme Q de R3[X] tel que :

Q (αk) = y0 ; Q (αk+1) = y1 ; Q′ (αk) = z0 et Q′ (αk+1) = z1

Partie C - Interpolation polynomiale avec contraintes étendue

On dé�nit les polynômes P0,. . . , Pn de R2n+1[X] en posant :

∀ k ∈[[ 0, n ]], Pk =
n∏

i=0, i ̸=k

(X − αi)2

On dé�nit également les polynômes Q0,. . . , Qn de R2n+1[X] en posant :

∀ k ∈[[ 0, n ]], Qk = (X − αk)
n∏

i=0, i ̸=k

(X − αi)2

10/ Soit k un entier naturel. Préciser le degré de Pk, et celui de Qk.
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11/ Soit k un entier naturel. Etablir que Pk (αk) 6= 0, ainsi que Qk (αk) = 0 et Qk
′ (αk) 6= 0.

12/ Montrer que la famille B = (P0, . . . , Pn, Q0, . . . , Qn) est une famille libre ; puis justi�er que c'est une
base de R2n+1[X].

13/ On considère l'application (dont on admet la linéarité)

ρ : R2n+1[X] // R2n+2

P � // (P (α0) , . . . , P (αn) , P
′ (α0) , . . . , P

′ (αn))

a/ Etablir que ρ est injective.

b/ Etablir que la famille F ′ = {ρ (P0) , . . . , ρ (Pn) , ρ (Q0) , . . . , ρ (Qn)} est une famille libre de R2n+2.

c/ Justi�er que ρ est un isomorphisme de R2n+1[X] dans R2n+2.

14/ Soient y0,. . . ,yn,z0,. . . ,zn (2n+2) nombres réels. Etablir qu'il existe un unique polynôme R de R2n+1[X]

tel que :

∀ k ∈ [[ 0, n ]], [R (αk) = yk ∧ R′ (αk) = zk]

Remarque. Ce résultat assure l'existence et l'unicité d'un polynôme de degré au plus 2n+ 1 passant par
(n + 1) points du plan donnés avec des tangentes imposées en ces points. L'inconvénient majeur de cette
méthode est que plus le nombre de points augmente, plus le degré du polynôme d'interpolation augmente ; et
plus ce degré augmente, plus la machine (qui sera chargée de faire les calculs) sera susceptible de commettre
des erreurs importantes.

Un �juste milieu� consiste en fait à recoller les polynômes d'interpolation de degré au plus 3 obtenus
sur chaque intervalle [αk, αk+1] pour obtenir ce que l'on appelle une courbe polynomiale par morceaux, ou
encore une B-spline.

Partie D - Interpolation par des B-splines

15/ Ecrire en langage Python une fonction Poly4(a,b) qui reçoit comme paramètres deux �ottants a et
b, et qui retourne les 4 polynômes P1, P2, P3 et P4 tels que :

P1(a) = 1 et P1(b) = P ′
1(a) = P ′

1(b) = 0 ;

P ′
2(a) = 1 et P2(a) = P2(b) = P ′

2(b) = 0 ;

P3(b) = 1 et P3(a) = P ′
3(a) = P ′

3(b) = 0 ;

P ′
4(b) = 1 et P4(a) = P4(b) = P ′

4(b) = 0.

Indication : en Python, le polynôme (X − a)(X − b)(X − c) peut être dé�ni par l'instruction
poly1d([a, b, c]).

16/ Ecrire en langage Python une fonction Interp(LX,LY,LP) qui reçoit comme paramètres trois listes de
longueur 2, LX = [ a, b ], LY = [ ya, yb ], et LP = [ pa, pb ], et qui retourne le polynôme Q
de R3[X] tel que :

Q(a) = ya, Q(b) = yb, Q′(a) = pa et Q′(b) = pb

17/ Ecrire en langage Python une fonction InterpGLUE(LABS,LORD,LPEN) qui reçoit comme paramètres
trois listes de longueur (n+ 1), LABS = [ x0,..., xn ], LORD = [ y0,..., yn ], et
LPEN = [ p0,..., pn ], et qui retourne la liste des polynômes [ Q0,..., Qn−1 ] tels que pour tout
entier k ∈ [[ 0, n− 1 ]], Qk est l'unique polynôme de R3[X] véri�ant

Q(xk) = yk, Q(xk+1) = yk+1, Q′(xk) = pk et Q′(xk+1) = pk+1
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Corrigé.

Partie A - Interpolation polynomiale

1/ Soit P un polynôme de Rp[X] tel que φp(P ) = 0. Par dé�nition de l'application φp, P a au moins
(n+ 1) racines (α0, . . . , αn). Or P est de degré inférieur ou égal à p (donc à n) par hypothèse, et il est
donc nécessairement nul (principe du prolongement algébrique).

Par conséquent : kerφp = {0}, ce qui prouve l'injectivité de φp .

Remarque. Une ultime remarque sur ce thème : vous pouvez noter 0̃ ou 0K3[X] le polynôme nul, et il
existe peut-être des cas ambigus (je n'en connais cependant aucun) où cette notation est indispensable.
On ne vous en voudra pas si vous le notez simplement 0. L'important est que vous sachiez ce dont vous
parlez, et de ne pas écrire qu'un polynôme est égal à un vecteur de Rn ou à une matrice.

2/ En revanche, si p > n + 1, alors P est dans le noyau de φp si et seulement si il admet pour racines

α0,. . . , αn, c'est-à-dire si et seulement si il est divisible par le polynôme U =
n∏
i=0

(X − αi). Un polynôme P

de Rp[X] est donc dans le noyau de φp si et seulement si il existe un polynôme Q tel que : P = QU . Dans
cette égalité, le terme de gauche (P ) est de degré inférieur ou égal à p ; et celui de droite est de degré :
n+1+degQ. On en déduit que : n+1+degQ 6 p, c'est-à-dire : degQ 6 p−n−1, d'où : Q ∈ Rp−n−1[X].

En conclusion, on a montré que : kerφp = {P ∈ Rp[X] | ∃Q ∈ Rp−n−1[X], P = QU} .

On en déduit qu'une base de kerφp est la famille B = (U,XU, . . . , Xp−n−1U), et que dim (kerφp) = p− n .

3/ a/ Supposons qu'il existe (n+ 1) scalaires β0, . . . , βn tels que :
n∑
k=0

βkLk = 0.

On observe alors que pour tout i ∈ [[ 0, n ]] on a :
n∑
k=0

βkLk (αi) = βi (par construction des polynômes de

Lagrange).

Par conséquent : ∀ i ∈[[ 0, n ]], βi = 0. Ce qui prouve que la famille F est libre.

Puisqu'en outre le cardinal de F est égal à la dimension de Rn [X], F est une base de Rn [X] .

Remarque. La maladresse ultime ici consistait à écrire (sans le justi�er) que la famille F = {L0, . . . , Ln}
est génératrice, puis à établir (plus ou moins rigoureusement) qu'elle était libre, et conclure. Puisque F
est de cardinal égal à la dimension de Rn[X], il est équivalent d'établir que F est génératrice ou libre.

Donc, pour être explicite, en avançant sans le justi�er que F est génératrice, vous admettez la réponse à
la question.

b/ D'après la question précédente, on a : Im (φn) = Vect (φn (L0) , . . . , φn (Ln)).

Remarque. Il est totalement inapproprié d'utiliser ici la base canonique de Rn[X], choix qui conduit à
des calculs inexploitables. Une fois encore, le choix de la base {L0, . . . , Ln} était commandé par la règle
pratique : �je cherche la réponse à la question n en m'inspirant de la question n− 1� 10.

Or il résulte de la dé�nition de φn d'une part et de la construction des polynômes de Lagrange d'autre
part que pour tout entier k entre 0 et n on a : φn (Lk) = ek+1, où ek+1 désigne le (k + 1)-ième vecteur de
la base canonique de Rn+1.

10. Pour n ∈ N, n > 2, bien entendu.
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Par suite : Im (φn) = Rn+1 . D'où φn est surjective. Puisque φn est également injective (cf question 1), on

peut conclure que φn est un isomorphisme de Rn[X] dans Rn+1 .

Partie B - Interpolation polynomiale avec contraintes

Soit k un entier quelconque dans [[ 0, n− 1 ]]. On considère l'application (dont on admet la linéarité)

ψk : R3[X] // R4

P � // (P (αk) , P (αk+1) , P
′ (αk) , P

′ (αk+1))

4/ Soit P ∈ R3[X]. Si ψk(P ) = 0, alors P admet deux racines doubles distinctes (αk et αk+1), càd quatre
racines (comptées avec multiplicité). Puisque P est de degré au plus 3, on en déduit qu'il est nul. Ce qui
assure que : ker (ψk) = {0}.

Conclusion. L'application ψk est injective .

Remarque. Dans certaines copies, il était ici fait référence à la question 1. Même avec beaucoup d'ima-
gination, le raisonnement est di�cile à suivre, étant donné que l'application de la question 1 est dé�nie
di�éremment de celle-ci. Il revenait donc exactement au même d'écrire : �ψk est injective car la fonction
exponentielle est strictement croissante sur R� ; les deux assertions sont vraies, mais ne sont aucunement
liées.

5/ On cherche un polynôme P1,k de R3[X] tel que ψk (P1,k) = e1, c'est à dire tel que :

P1,k (αk) = 1 et P1,k (αk+1) = P ′
1,k (αk) = P ′

1,k (αk+1) = 0

Un tel polynôme admet αk+1 pour racine double. Puisqu'en outre son degré est inférieur ou égal à 3, il
existe deux réels a et b tels que :

P1,k = (aX + b) (X − αk+1)
2

On a alors :


P1,k (αk) = 1

P ′
1,k (αk) = 0

⇐⇒


(aαk + b) (αk − αk+1)

2 = 1

a (αk − αk+1)
2 + 2 (aαk + b) (αk − αk+1) = 0

⇐⇒


aαk + b =

1

(αk − αk+1)
2

a (αk − αk+1) + 2aαk + 2b = 0

⇐⇒


aαk + b =

1

(αk − αk+1)
2

a (3αk − αk+1) + 2b = 0

⇐⇒


a =

2

(αk+1 − αk)3

b =
3αk − αk+1

(αk − αk+1)
3

⇐⇒


a =

2

(αk+1 − αk)3

b =
3αk − αk+1

(αk − αk+1)
3

Conclusion. Il existe un unique polynôme P1,k tel que ψk (P1,k) = e1.

Explicitement : P1,k =
1

(αk+1 − αk)3
(2X + αk+1 − 3αk) (X − αk+1)

2

6/ On cherche un polynôme P3,k de R3[X] tel que ψk (P3,k) = e3, c'est à dire tel que :

P ′
3,k (αk) = 1 et P3,k (αk) = P3,k (αk+1) = P ′

3,k (αk+1) = 0
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Un tel polynôme admet αk+1 pour racine double et αk pour racine simple. Puisqu'en outre son degré est
inférieur ou égal à 3, il existe un réel a tel que :

P3,k = a (X − αk) (X − αk+1)
2

On a alors : P ′
3,k (αk) = 1⇐⇒ a (αk − αk+1)

2 = 1⇐⇒ a =
1

(αk − αk+1)
2

Conclusion. Il existe un unique polynôme P3,k tel que ψk (P3,k) = e3.

Explicitement : P3,k =
1

(αk − αk+1)
2 (X − αk) (X − αk+1)

2

7/ On cherche à présent un polynôme P2,k de R3[X] tel que ψk (P2,k) = e2, c'est à dire tel que :

P2,k (αk+1) = 1 et P2,k (αk) = P ′
2,k (αk) = P ′

2,k (αk+1) = 0

Un tel polynôme admet αk pour racine double. Puisqu'en outre son degré est inférieur ou égal à 3, il existe
deux réels a et b tels que :

P2,k = (aX + b) (X − αk)2

Il su�t de permuter les rôles de αk et αk+1 dans la question 5 pour conclure.

Conclusion. Il existe un unique polynôme P2,k tel que ψk (P2,k) = e2.

Explicitement : P2,k =
1

(αk − αk+1)
3 (2X + αk − 3αk+1) (X − αk)2

De même, on obtient par symétrie à partir de la question 6 que :

Il existe un unique polynôme P4,k tel que ψk (P4,k) = e4.

Explicitement : P4,k =
1

(αk − αk+1)
2 (X − αk+1) (X − αk)2

8/ Puisque les polynômes P1,k, P2,k, P3,k et P4,k appartiennent à R3[X], on a :

Vect (P1,k, P2,k, P3,k, P4,k) ⊂ R3[X], d'où : Vect (ψk (P1,k) , ψk (P2,k) , ψk (P3,k) , ψk (P4,k)) ⊂ Im (ψk) (♠).

Or, d'après les questions 5 à 7 : Vect (ψk (P1,k) , ψk (P2,k) , ψk (P3,k) , ψk (P4,k)) = Vect (e1, e2, e3, e4) =

R4 (♣).

On déduit de (♠) et (♣) que l'application ψk est surjective. Puisque l'on a déjà établi que ψk est injective

(question 4), on peut conclure : ψk est un isomorphisme de R3[X] dans R4 .

9/ D'après les questions 5 à 8, le polynôme Q = y0P1,k + y1P3,k + z0P2,k + z1P4,k est l'unique antécédent

de (y0, z0, y1, z1) par l'application ψk. C'est donc l'unique polynôme de R3[X] tel que :

Q (αk) = y0 ; Q (αk+1) = y1 ; Q′ (αk) = z0 et Q′ (αk+1) = z1
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Partie C - Interpolation polynomiale avec contraintes étendue

On dé�nit les polynômes P0,. . . , Pn de R2n+1[X] en posant :

∀ k ∈[[ 0, n ]], Pk =
n∏

i=0, i ̸=k

(X − αi)2

On dé�nit également les polynômes Q0,. . . , Qn de R2n+1[X] en posant :

∀ k ∈[[ 0, n ]], Qk = (X − αk)
n∏

i=0, i ̸=k

(X − αi)2

10/ Soit k un entier naturel. On a : deg (Pk) = 2n et deg (Qk) = 2n+ 1 .

Remarque. Attention : l'intervalle d'entiers [[ 0, n ]] contient (n+1) valeurs. En outre, pour deux polynômes
P et Q, on a : deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) (et non deg(P )× deg(Q)).

11/ Soit k un entier naturel. Il résulte de la dé�nition de Pk que Pk (αk) 6= 0 puisque les racines de Pk sont
connues, et que αk n'est pas l'une d'entre elles.

Il résulte par ailleurs de la dé�nition de Qk que αk est racine simple de Qk, d'où : Qk (αk) = 0 et
Q′

k (αk) 6= 0.

Remarque. Observez que la dé�nition de l'énoncé (Pk =
n∏

i=0,i ̸=k

(X − αi)2) donne la décomposition en

irréductibles dans R[X] de Pk (la même remarque vaut pour Qk). Les racines de Pk sont donc les scalaires
αi avec i 6= k, et toutes sont de multiplicité exactement égale à 2.

12/ Soient β0, . . . , βn, γ0, . . . γn tels que :
n∑
k=0

βkPk +
∑
k=0

γkQk = 0 (♠)

En évaluant la relation (♠) en αi, avec i ∈ [[ 0, n ]], on obtient : βiPi (αi) = 0. Puisque Pi (αi) 6= 0 (question
précédente), on en déduit que βi = 0.

Par suite :
∑
k=0

γkQk = 0. En dérivant cette relation, et en l'évaluant en αi, avec i ∈ [[ 0, n ]], on obtient :

γiQ
′
i (αi) = 0. Puisque Q′

i (αi) 6= 0 (question précédente), on en déduit que γi = 0.

Finalement :

[
n∑
k=0

βkPk +
∑
k=0

γkQk = 0

]
=⇒ [∀ k ∈ [[ 0, n ]], βk = 0 ∧ γk = 0].

La famille B = (P0, . . . , Pn, Q0, . . . , Qn) est donc une famille libre de polynômes de R2n+1[X]. Puisque
son cardinal (2n+ 2) est égal à la dimension de R2n+1[X], c'est une base de R2n+1[X].

13/ a/ Soit P ∈ R2n+1[X]. Si ρ(P ) = 0, alors P admet (n+1) racines doubles distinctes (tous les αk), càd
(2n + 2) racines (comptées avec multiplicité). Puisque P est de degré au plus 2n + 1, on en déduit qu'il
est nul. Ce qui assure que : ker (ρ) = {0}.
Conclusion. L'application ρ est injective .

b/ D'après les questions précédentes, l'application ρ est injective, et la famille (P0, . . . , Pn, Q0, . . . , Qn) est
une base de R2n+1[X]. Puisque l'image d'une base par une application injective est une famille libre de
l'espace d'arrivée, on peut conclure que :

la famille F ′ = {ρ (P0) , . . . , ρ (Pn) , ρ (Q0) , . . . , ρ (Qn)} est une famille libre de R2n+2 .
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c/ D'après le cours, on a : Im (ρ) = Vect (F ′). Or d'après la question précédente, F ′ est une base de
R2n+2, puisque c'est une famille libre de cardinal (2n+2) dans un espace vectoriel de dimension (2n+2).
Par conséquent : Vect(F ′) = R2n+2. Ce qui implique que ρ est surjective.

Puisqu'en outre ρ est injective (question 13-a), on peut conclure.

Conclusion. L'application ρ est un isomorphisme de R2n+1[X] dans R2n+2 .

14/ Soient y0,. . . ,yn,z0,. . . ,zn (2n + 2) nombres réels. D'après la question précédente, il existe un unique
polynôme R dans R2n+1[X] tel que ρ (R) = (y0, . . . , yn, z0, . . . , zn) (puisque ρ est un isomorphisme de
R2n+1[X] dans R2n+2).

En d'autres termes, il existe un unique polynôme R de R2n+1[X] (et R = ρ−1 (y0, . . . , yn, z0, . . . , zn))
tel que : ∀ k ∈ [[ 0, n ]], [R (αk) = yk ∧ R′ (αk) = zk].

Partie D - Interpolation par des B-splines

15/ La fonction Poly4(a,b) ci-dessous reçoit comme paramètres deux �ottants a et b, et retourne les 4
polynômes P1, P2, P3 et P4 tels que :

P1(a) = 1 et P1(b) = P ′
1(a) = P ′

1(b) = 0 ;
P ′

2(a) = 1 et P2(a) = P2(b) = P ′
2(b) = 0 ;

P3(b) = 1 et P3(a) = P ′
3(a) = P ′

3(b) = 0 ;
P ′

4(b) = 1 et P4(a) = P4(b) = P ′
4(b) = 0.

1 def Poly4(a,b):
2 P1 =(((b-a)**(-3))*2)*np.poly1d([(3*a-b)/2,b,b] ,True)
3 P2 =((b-a)**(-2))*np.poly1d([a,b,b] ,True)
4 P3 =(((a-b)**(-3))*2)*np.poly1d([(3*b-a)/2,a,a] ,True)
5 P4 =((b-a)**(-2))*np.poly1d([a,a,b] ,True)
6 return P1, P2, P3, P4

16/ La fonction Interp(LX,LY,LP) ci-dessous reçoit comme paramètres trois listes de longueur 2, LX = [

a, b ], LY = [ ya, yb ], et LP = [ pa, pb ], et retourne le polynôme Q de R3[X] tel que :

Q(a) = ya, Q(b) = yb, Q′(a) = pa et Q′(b) = pb

1 def Interp (LX,LY,LP):
2 LISPOL =Poly4(LX[0],LX[1])
3 Q=LY[0]*LISPOL[0]+LP[0]*LISPOL[1]+LY[1]*LISPOL[2]+LP[1]*LISPOL[3]
4 return Q

17/ La fonction InterpGLUE(LABS,LORD,LPEN) reçoit comme paramètres trois listes de longueur (n+ 1),
LABS = [ x0,..., xn ], LORD = [ y0,..., yn ], et LPEN = [ p0,..., pn ], et retourne la liste des
polynômes [ Q0,..., Qn−1 ] tels que pour tout entier k ∈ [[ 0, n−1 ]], Qk est l'unique polynôme de R3[X]

véri�ant

Q(xk) = yk, Q(xk+1) = yk+1, Q′(xk) = pk et Q′(xk+1) = pk+1

1 def InterpGLUE(LABS,LORD,LPEN):
2 ListPOL =[ ]
3 N =len(LABS)
4 for i in range(N-1):
5 Q =Interp( [LABS[i],LABS[i+1]], [LORD[i],LORD[i+1]], [LPEN[i],LPEN[i+1]])
6 ListPOL =ListPOL +[Q]
7 return ListPOL
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Complément

Finalement, l'interpolation, comment ça marche et à quoi ça sert ?

1/ Comment ça marche ?

On cherche à interpoler les points du plan de coordonnées suivantes :

(0, 2) ; (1, 1) ; (1.5,−2) ; (3, 1) ; (4,−1) ; (7, 1)

c'est-à-dire à construire une courbe passant par ces points. Si l'on souhaite que cette courbe soit lisse, on
peut chercher une fonction polynomiale répondant au problème.

L'idée qui motive la construction des polynômes de Lagrange est la suivante. Pour obtenir facilement
l'équation d'une courbe passant par ces 6 points, on cherche un polynôme de degré assez grand (au plus
5 dans le cas présent) en commençant par renommer les abscisses des points :

α0 = 0 ; α1 = 1 ; α2 = 1.5 ; α3 = 3 ; α4 = 4 ; α5 = 7

Puis on construit les polynômes L0,. . . , L5 qui prennent la valeur 1 en l'un des αi et la valeur 0 en tous
les autres αi. Avec cette merveilleuse famille, il su�t de poser :

Q = 2× L0 + 1× L1 − 2× L2 + 1× L3 − 1× L4 + 1× L5

pour obtenir un polynôme Q dont la courbe
représentative passe e�ectivement par les 6
points.

Le problème est que l'approximation alors
obtenue est de très mauvaise qualité en-
dehors des points d'interpolation, comme
l'illustre la �gure ci-contre (où j'ai découpé
une partie de la courbe représentative de Q,
qui �descend jusque dans les −40�. . . Ce qui
commence à faire un rude détour !).

D'où l'idée d'attaquer le problème un peu plus �nement, en �xant non seulement les points d'interpolation,
mais également les tangentes en ces points (c'est-à-dire les valeurs et les valeurs des dérivées).

La première méthode pour parvenir à ce but est de construire des polynômes de �Super-Lagrange� (les
Pk et Qk de la partie C) ; elle est toutefois numériquement risquée, dans le sens où les polynômes d'inter-
polation sont alors de degré �très vite très grands�, et que les erreurs de calcul risquent donc d'exploser
assez vite.
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La seconde méthode consiste à �casser le problème en petits
morceaux� (c'est l'analogue de la célèbre règle en Informa-
tique : �diviser pour régner�), et à chercher une solution sur
un seul sous-intervalle de la forme [αk, αk+1].

Pour cela, il �su�t� de construire non plus deux polynômes
prenant les valeurs 0 et 1 en αk et αk+1, mais quatre poly-
nômes : deux pour contrôler les valeurs en αk et αk+1, et deux
pour contrôler les valeurs des dérivées en αk et αk+1.

Le détail de cette construction faisait l'objet de la partie B.

Une fois obtenu le polynôme désiré sur un sous-intervalle, on réitère la construction sur chaque sous-
intervalle de [α0, αn] pour obtenir une courbe polynomiale par morceaux, également appelée B-spline
(ce proccessus de �recollement� faisait l'objet de la partie D).

Le fait de contrôler également les valeurs des dérivées permet de construire une approximation bien
meilleure qu'avec les polynômes de Lagrange. A titre d'illustration, la courbe ci-dessous est celle de la
B-spline passant par les 6 points donnés au début de cette discussion. La comparaison avec la �gure de la
page précédente vaut la peine !. . .

2/ A quoi ça sert ?

A titre culturel, les courbes B-splines sont utilisées dans les logiciels de CAO (par exemple en conception
automobile 11), en Physique moléculaire 12, en Statistiques pour obtenir des fonctions de lissage (autres
que les droites de régression par exemple) et par suite dans l'obtention de modèles correspondant à des
mesures physico-chimiques, ainsi que pour la conception de lentilles ophtalmiques, ce qui n'est déjà pas
rien.

11. D'ailleurs, la notion de courbe B-spline est très liée à celle de courbe de Bézier, cette dernière devant son nom à Pierre
Bézier, qui était ingénieur chez Renault, et qui a utilisé ces (ses !) courbes pour le dessin et la conception de pièces.
12. J'ai trouvé sur le web quelques articles sur ce thème, auquel je confesse ne comprendre aucun mot en dehors de

�B-spline�.
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Chapitre 23

Intégrale sur un segment

Tout au long de ce chapitre, a et b désignent deux réels tels que a < b.

En Terminale, l'intégrale d'une fonction continue sur le segment [a, b] a été dé�nie comme �l'aire sous la
courbe. . . �. Or cette dé�nition, assez intuitive géométriquement, doit être précisée dans le sens où l'aire
d'un domaine n'est connue et dé�nie que dans des situations très particulières.

L'idée maîtresse pour donner un sens à
∫ b

a

f est qu'en dernière analyse, la seule aire que l'on sache

vraiment bien calculer est celle d'un rectangle. . . On peut donc dé�nir l'intégrale d'une fonction constante
(c'est l'aire d'un rectangle) ; puis l'intégrale d'une fonction en escalier, c'est-à-dire constante par morceaux
(comme une somme d'aires de rectangles). En �passant à la limite�, on pourra alors donner un sens rigoureux
à l'intégrale d'une fonction continue (et même continue par morceaux) sur un segment.

23.1 Continuité uniforme

Définition 23.1 - Soit f : I −→ K une fonction à valeurs dans K = R ou C. f est uniformément

continue sur I si :

∀ ε > 0, ∃α > 0, ∀ (x, y) ∈ I2, |y − x| < α =⇒ |f(y)− f(x)| < ε

Exemple. La fonction carrée x ∈ [0, 1] 7−→ x2 est uniformément continue sur [0, 1].

Contre-exemple. La fonction carrée x ∈ [0,+∞ [ 7−→ x2 n'est pas uniformément continue sur [0,+∞ [ .

La dé�nition de continuité uniforme peut vous faire penser à celle de fonction lispchitzienne (introduite
dans le chapitre portant sur la dérivabilité). 1 De fait les deux notions sont liées par l'énoncé ci-dessous.

Propriété 23.1 - Si f est lipschitzienne sur I, alors f est uniformément continue sur I.

Preuve. En exercice. Idée : il su�t d'utiliser les dé�nitions de fonction lipschitzienne et de continuité

uniforme, de �xer ε > 0 et de prendre α = ε/k. K
1. Rappelons qu'une fonction f : I −→ K est lipschitzienne s'il existe un réel positif k tel que : ∀ (x, y) ∈

I2, |f(y)− f(x)| 6 k × |y − x|.
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L'implication réciproque est FAUSSE, comme l'illustre l'exemple suivant.

Contre-exemple. La fonction racine carrée x ∈ [0, 1] 7−→
√
x est uniformément continue sur [0, 1], mais

n'est pas lipschitzienne sur [0, 1].

En particulier :

Propriété 23.2 - Si f est de classe C 1 et à dérivée bornée sur I, alors f est uniformément continue
sur I.

Preuve. En exercice. Idée : c'est une révision d'une propriété déjà vue cette année. Si f est de classe
C 1 et à dérivée bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur I (conséquence du TAF). D'où la conclusion

grâce à la propriété précédente. K
Propriété 23.3 - Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.

Preuve. Triviale. K
Le point clef de ce paragraphe, voire de ce chapitre, est que la réciproque de la propriété précédente est
vraie, sous réserve que l'on se restreigne à un segment.

Théorème 23.1 - (Heine). Soit f : [a, b] −→ R.

[f est uniformément continue sur [a, b]] SSI [f est continue sur [a, b]]

Preuve. Raisonnons par double implication.

�De la droite vers la gauche� : supposons f continue sur [a, b]. Raisonnons par l'absurde et supposons que
f ne soit pas uniformément continue sur [a, b]. Alors :

∃ ε > 0, ∀α > 0, ∃ (x, y) ∈ [a, b]2, [|y − x| < α] ∧ [|f(y)− f(x)| > ε]

Pour un tel ε > 0, on pose αn =
1

n+ 1
. Il existe un couple (xn, yn) de réels de [a, b] tels que :

|yn − xn| <
1

n+ 1
et |f(yn)− f(xn)| > ε

En faisant varier n, on obtient deux suites (xn) et (yn) d'éléments de [a, b].

En particulier, la suite (xn) est bornée. D'après la propriété de Bolzano-Weierstrass 2, on peut en extraire
une sous-suite convergente, que nous noterons

(
xφ(n)

)
. 3 Posons : c = lim

n→+∞
xφ(n).

Notons alors que pour tout entier naturel n on a :∣∣yφ(n) − c∣∣ 6 ∣∣yφ(n) − xφ(n)∣∣+ ∣∣xφ(n) − c∣∣ 6 1

φ(n) + 1
+
∣∣xφ(n) − c∣∣

Or lim
n→+∞

1

φ(n) + 1
= 0 (puisque φ(n) > n pour tout n) et lim

n→+∞

∣∣xφ(n) − c∣∣ = 0 (puisque la suite
(
xφ(n)

)
converge vers c). Il s'ensuit que : lim

n→+∞

∣∣yφ(n) − c∣∣ = 0. Donc la suite
(
yφ(n)

)
converge et a pour limite c.

2. C'est donc à cet endroit précis qu'intervient le fait que l'on travaille sur un segment.
3. Où φ : N −→ N est strictement croissante, et véri�e donc : ∀n ∈ N, φ(n) > n.
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La fonction f étant continue en c (par hypothèse), on a alors (par continuité séquentielle) :

lim
n→+∞

f
(
xφ(n)

)
= f(c) et lim

n→+∞
f
(
yφ(n)

)
= f(c)

Or ceci contredit très clairement le fait que : ∀n ∈ N,
∣∣f (yφ(n))− f (xφ(n))∣∣ > ε > 0.

On en déduit donc que f est uniformément continue sur [a, b], ce qui établit l'implication :

[f est continue sur [a, b]] =⇒ [f est uniformément continue sur [a, b]].

Réciproquement : supposons f uniformément continue sur [a, b]. Fixons x ∈ [a, b], et ε > 0. Puisque f est
uniformément continue sur [a, b], il existe α > 0 tel que pour tout réel y dans [a, b] on ait : [|y − x| < α] =⇒
[f(y)− f(x)] < ε, ce qui signi�e que la limite de f(y) lorsque y tend vers x existe et vaut f(x), ce qui
signi�e encore que f est continue en x. Le réel x étant arbitraire dans [a, b], on peut donc a�rmer que f
est continue sur [a, b].

Ce qui prouve l'implication : [f est uniformément continue sur [a, b]] =⇒ [f est continue sur [a, b]].

Conclusion. f est uniformément continue sur [a, b] SSI f est continue sur [a, b]. K

23.2 Subdivisions

Définition 23.2 - Une subdivision σ = (x0, . . . , xn) du segment [a, b] est la donnée de n + 1

réels x0,. . . , xn tels que : x0 = a < x1 < · · · < xn = b. On appelle pas de la subdivision σ le réel :
p = max

i∈[[0,n]]
(xi+1 − xi).

Une subdivision est dite régulière (ou à pas constant) lorsque : ∀ i ∈ [[ 0, n ]], xi+1 − xi =
b− a
n

.

Illustration. Ci-dessous, une subdivision (non régulière) σ = (x0, . . . , xn) d'un intervalle [a, b].

Remarque. Les subdivisions régulières vous sont particulièrement familières, puisque ce sont celles que
l'on utilise dans la méthode d'Euler, ainsi que dans les méthodes numériques de calcul intégral.
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Définition 23.3 - Le support de la subdivision σ = (x0, . . . , xn) de [a, b] est l'ensemble noté
Supp (σ) = {x0, . . . , xn}.
Une subdivision σ′ de [a, b] est plus �ne que σ si Supp (σ) ⊂ Supp (σ′).

Illustration. Ci-dessous, la subdivision σ′ = (y0, . . . , ym) est plus �ne que σ = (x0, . . . , xn).

Remarque. La relation binaire �être plus �ne que� est une relation d'ordre (qui n'est pas totale) sur
l'ensemble des subdivisions du segment [a, b] (exercice).

Définition 23.4 - Soient σ et σ′ deux subdivisions de [a, b]. La réunion des subdivisions σ et σ′,
notée σ ∨ σ′ est la subdivision de [a, b] dont le support est Supp (σ) ∪ Supp (σ′).

Lemme. Avec les notations introduites plus haut, σ ∨ σ′ est plus �ne que σ et σ′.

Preuve. En exercice (conséquence immédiate des dé�nitions). K

23.3 Fonctions en escalier

Définition 23.5 - Une fonction f : [a, b] −→ R est une fonction en escalier (sur [a, b]) s'il existe
une subdivision σ = (x0, . . . , xn) de [a, b] et n réels y0,. . . , yn−1 tels que :

∀ i ∈ [[ 0, n− 1 ]], ∀x ∈ ]xi, xi+1 [ , f (x) = yi

Dans cette situation, on dit que σ est adaptée à la fonction f .

Informellement, une fonction en escalier est une fonction �constante par paliers� ; par ailleurs, les valeurs
d'une fonction f aux di�érents points de la subdivision n'ont qu'une importance très relative.

Illustration. Ci-dessous, un exemple de courbe représentation d'une fonction en escalier.

Exemples. Une fonction constante sur un segment est un cas particulier de fonction en escalier. La
restriction de la fonction de Heaviside à un segment est une fonction en escalier. En�n, la restriction de la
fonction partie entière à un segment est un autre exemple de fonction en escalier.



Cours MPSI - sz 605

Remarque. Observons que si σ est une subdivision adaptée à la fonction f , alors toute subdivision plus
�ne que σ l'est aussi.

Notation. Par la suite, nous noterons E ([a, b] ,R) l'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Propriété 23.4 - En notant • la multiplication par un scalaire : (E ([a, b] ,R) ,+, •) est un R-espace
vectoriel.

En outre, (E ([a, b] ,R) ,+,×) est un anneau commutatif (non intègre).

Preuve. Essentiellement, les propriétés ci-dessus signi�ent que les fonctions en escalier sont stables
par somme, produit, multiplication par un scalaire. Techniquement, ceci découle du fait que pour deux
fonctions en escalier sur [a, b], il existe une subdivision adaptée à f et à g : la réunion d'une subdivision

adaptée à f et d'une subdivision adaptée à g. K

23.4 Fonctions continues par morceaux

La notion de fonction continue par morceaux généralise celle de fonction continue.

Définition 23.6 - Une fonction f : [a, b] −→ R est continue par morceaux s'il existe une
subdivision

σ = (x0, . . . , xn) de [a, b] telle que :

1) ∀ i ∈ [[ 0, n− 1 ]], f| ]xi,xi+1[ ∈ C 0 ( ] xi, xi+1 [ ,R)

2) pour tout entier i compris entre 1 et n − 1, les limites de f à gauche et à droite de xi existent et
sont �nies ; la limite de f à droite (resp. à gauche) de x0 = a (resp. de xn = b) existe et est �nie.

Dans cette situation, on dit encore que σ est adaptée à la fonction f .

Illustration. Ci-dessous, un exemple de courbe représentation d'une fonction continue par morceaux.

Remarque. Observons que comme dans le cas des fonctions en escalier, si σ est une subdivision adaptée
à la fonction f , alors toute subdivision plus �ne que σ l'est aussi.
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Notation. On note C 0
pm ([a, b] ,R) l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Puisqu'il est clair que toute fonction continue (resp. en escalier) sur [a, b] est en particulier continue par
morceaux sur [a, b], on a l'inclusion :

C 0 ([a, b] ,R) ⊂ C 0
pm ([a, b] ,R) (resp. E ([a, b] ,R) ⊂ C 0

pm ([a, b] ,R))

Propriété 23.5 - Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée [a, b].

Preuve. En exo. Idée : pour une fonction continue par morceaux, on peut utiliser le TBA sur chaque

morceau 4 ; en outre, les valeurs de f aux points d'une subdivision adaptée sont en nombre �ni. K
Propriété 23.6 - En notant • la multiplication par un scalaire :

(
C 0
pm ([a, b] ,R) ,+, •

)
est un

R-espace vectoriel.
En outre

(
C 0
pm ([a, b] ,R) ,+,×

)
est un anneau commutatif (non intègre).

Preuve. En exercice. Il s'agit quand même d'une véri�cation un peu rébarbative. Le seul point nécessitant
un peu d'attention est que pour f et g deux fonctions continues par morceaux, on peut choisir une
subdivision adaptée à la fois à f et g (en prenant la réunion d'une subdivision adpatée à f et d'une

subdivision adaptée à g). K
De nouveau, les propriétés ci-dessus signi�ent en particulier que les fonctions continues par morceaux sont
stables par somme, produit, multiplication par un scalaire.

L'énoncé ci-dessous joue un rôle fondamental dans la construction de l'intégrale d'une fonction continue
(par morceaux ou non) sur un segment, qui constitue l'objet du paragraphe suivant.

Théorème 23.2 - (Approximation uniforme par des fonctions en escalier).

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] �peut être approchée arbitrairement près et de manière
uniforme par une fonction en escalier� dans le sens plus précis suivant :

∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) , ∀ ε > 0, ∃ (φ, ψ) ∈ E ([a, b] ,R)2 ,

∀x ∈ [a, b], [φ(x) 6 f(x) 6 ψ(x)] ∧ [0 6 ψ(x)− φ(x) < ε]

4. Il faut quand même faire un peu de �chirurugie�. . .



Cours MPSI - sz 607

Preuve. ä Commençons par établir le théorème dans le cas particulier où f ∈ C 0 ([a, b] ,R).

Soit ε > 0.

Puisque f est continue sur [a, b], alors f est uniformément continue sur [a, b] (d'après le théorème de
Heine). Il existe donc un réel α > 0 tel que : ∀ (x, y) ∈ [a, b]2, [|y − x| < α] =⇒ [|f(y)− f(x)| < ε].

Choisissons alors un entier n ∈ N∗ tel que :
b− a
n

< α, 5 et notons σ la subdivision régulière de [a, b] de

pas 1/n. On a : σ = (x0, . . . , xn) avec xi = a+ i(b− a)/n.
En exploitant de nouveau la continuité de f sur [xi, xi+1] (f étant continue sur [a, b]), le théorème des
bornes atteintes permet d'a�rmer que f est bornée sur chacun de ces intervalles. Explicitement :

∀ i ∈ [[ 0, n− 1 ]], ∃ (mi,Mi) ∈ R2, mi = min
[xi,xi+1]

f, Mi = max
[xi,xi+1]

f

En outre : 0 6Mi−mi < ε puisque pour tout couple de réels (x, y) dans [xi, xi+1], on a : |f(y)− f(x)| < ε

(par construction des xi).

On construit alors deux fonctions en escalier φ et ψ en posant :

∀x ∈ [a, b], φ (x) =


mi si x ∈ [xi, xi+1 [

f(b) si x = b

et ∀x ∈ [a, b], ψ (x) =


Mi si x ∈ [xi, xi+1 [

f(b) si x = b

Il reste à véri�er que les fonctions φ et ψ satisfont les assertions du théorème, ce qui est une formalité.
Soit x un réel de [a, b].

Deux cas se présentent : soit il existe i tel que x ∈ [xi, xi+1 [ (ce qui équivaut à dire que x ∈ [a, b[), soit
x = b. Dans le premier cas, on a : 0 6 ψ(x)−φ(x) =Mi−mi (par construction de φ et ψ) et Mi−mi < ε

(par construction de la subdivision σ).

D'où : ∀x ∈ [a, b[, [φ(x) 6 f(x) 6 ψ(x)] ∧ [0 6 ψ(x)− φ(x) < ε].

Dans le second cas : on a [φ(b) 6 f(b) 6 ψ(b)] ∧ [0 6 ψ(b)− φ(b) < ε] puisque φ(b) = f(b) = ψ(b). . .

En résumé, on a établi que :

∀ f ∈ C 0 ([a, b] ,R) , ∀ ε > 0, ∃ (φ, ψ) ∈ E ([a, b] ,R)2 , ∀x ∈ [a, b],

[φ(x) 6 f(x) 6 ψ(x)] ∧ [0 6 ψ(x)− φ(x) < ε]

ä �Il n'y a plus qu'à� étendre le résultat aux fonctions continues par morceaux.

Considérons donc à présent f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R), et �xons ε > 0.

La fonction f étant continue par morceaux sur [a, b], il existe une subdivision σ = (x0, . . . , xn) de l'intervalle
[a, b] telle que sur chacun des intervalles ]xi, xi+1[, la fonction f est continue.

Soit i ∈ [[ 0, n−1 ]]. Sur ]xi, xi+1[, la fonction f est continue et en outre : lim
x→x+i

f(x) = ℓ+i et lim
x→x−i+1

f(x) = ℓ−i+1

où ℓ+i et ℓ−i+1 désignent deux réels. On prolonge alors f|]xi,xi+1[ par continuité (en xi et en xi+1) en posant :

∀x ∈ [xi, xi+1], f̂i(x) =


f (x) si x ∈ ]xi, xi+1[

ℓ+i si x = xi
ℓ−i+1 si x = xi+1

5. Un tel entier n existe puisque R est archimédien.
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La fonction f̂i ainsi construite est continue sur [xi, xi+1], et on peut donc lui appliquer le résultat précé-
demment établi. Il existe deux fonctions φi et ψi ∈ C 0

pm ([a, b] ,R) telles que :

∀x ∈ [xi, xi+1],
[
φi(x) 6 f̂i(x) 6 ψi(x)

]
∧ [0 6 ψi(x)− φi(x) < ε]

En particulier : ∀x ∈ ]xi, xi+1[,
[
φi(x) 6 f̂i(x) 6 ψi(x)

]
∧ [0 6 ψi(x)− φi(x) < ε]

D'où par dé�nition de la fonction f̂i on a : ∀x ∈ ]xi, xi+1[, φi(x) 6 f(x) 6 ψi(x)

Puis on recolle les fonctions φi et ψi en dé�nissant deux fonctions Φ et Ψ telles que :

∀x ∈ [a, b], Φ(x) =


φi (x) si ∃ i ∈ [[ 0, n− 1 ]], x ∈ ]xi, xi+1[

f(xi) si ∃ i ∈ [[ 0, n ]], x = xi

et ∀x ∈ [a, b], Ψ(x) =


ψi (x) si ∃ i ∈ [[ 0, n− 1 ]], x ∈ ]xi, xi+1[

f(xi) si ∃ i ∈ [[ 0, n ]], x = xi

Les fonctions Φ et Ψ ainsi construites sont en escalier sur [a, b] ; de plus on a 0 6 Ψ(x) − Φ(x) < ε sur
chacun des intervalles ]xi, xi+1[ par dé�nition de ces fonctions, et 0 6 Ψ(xi)−Φ(xi) < ε puisqu'on a imposé
à Φ et Ψ de coïncider avec f en chacun des réels xi.

En résumé : ∃ (φ, ψ) ∈ E ([a, b] ,R)2 , ∀x ∈ [a, b], [φ(x) 6 f(x) 6 ψ(x)] ∧ [0 6 ψ(x)− φ(x) < ε]

Comme le réel ε > 0 et la fonction f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) sont arbitraires, on peut conclure :

∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) , ∀ ε > 0, ∃ (φ, ψ) ∈ E ([a, b] ,R)2 , ∀x ∈ [a, b],

[φ(x) 6 f(x) 6 ψ(x)] ∧ [0 6 ψ(x)− φ(x) < ε] K

23.5 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

23.5.1 Intégrale d'une fonction en escalier

Définition 23.7 - Soit f ∈ E ([a, b] ,R), et soit σ = (x0, . . . , xn) une subdivision de [a, b] adaptée
à f .

On appelle intégrale de f sur [a, b] relativement à σ le réel :

I[a,b],σ(f) =
n−1∑
i=0

yi (xi+1 − xi)

où les yi désignent les valeurs de la fonction f sur chacun des intervalles ]xi, xi+1 [ .
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Remarque. Soit f une fonction continue sur [a, b]. On se place dans le cas particulier où σ est une

subdivision régulière de [a, b], de pas h =
b− a
n

. On note φ la fonction en escalier égale à f(xi) sur chacun

des intervalles [xi, xi+1]. On retrouve alors la formule I[a,b],σ(φ) =
b− a
n

n−1∑
i=0

f

(
a+ i

b− a
n

)
intervenant

dans la méthode des rectangles (à gauche) pour le calcul d'une valeur approchée de
∫ b

a

f .

Propriété 23.7 - Mêmes notations que dans la dé�nition précédente. La valeur du réel I[a,b],σ(f)
est indépendante de la subdivision σ adaptée à f .

En d'autres termes, si σ et σ′ sont deux subdivisions de [a, b] adaptées à f , alors : I[a,b],σ(f) = I[a,b],σ′(f).

Preuve. En exercice. Idée : il su�t d'utiliser les dé�nitions de I[a,b],σ(f), de subdivision plus �ne qu'une
autre, et de tenir compte du fait que les valeurs de f aux points de la subdivision σ ne jouent aucun rôle
dans le calcul de I[a,b],σ(f). Pour ce faire, on montre que le fait de rajouter un point à une subdivision ne
modi�e pas la valeur de l'intégrale ; puis on prouve que I[a,b],σ(f) = I[a,b],σ′(f) en utilisant le fait que ces

deux intégrales sont égales à une même troisième : I[a,b],σ∨σ′(f). K

Définition 23.8 - Mêmes notations que dans la dé�nition et la propriété précédentes. La valeur
commune à toutes les I[a,b],σ(f) est appelée intégrale de la fonction en escalier f sur l'intervalle

[a, b]. On la note : I[a,b](f).

23.5.2 Propriétés de l'intégrale des fonctions en escalier

Propriété 23.8 - (Positivité) ∀ f ∈ E ([a, b] ,R) , [f > 0] =⇒
[
I[a,b](f) > 0

]
Preuve. Conséquence immédiate de la dé�nition de I[a,b],σ(f). K

Propriété 23.9 - (Croissance) ∀ (f, g) ∈ E ([a, b] ,R)2 , [g > f ] =⇒
[
I[a,b](g)

]
>
[
I[a,b](f)

]
Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K
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Propriété 23.10 - (Linéarité). L'application f ∈ E ([a, b] ,R) , 7−→ I[a,b](f) est une forme linéaire
sur E ([a, b] ,R).

Preuve. Conséquence immédiate (quoique pénible à écrire) de la dé�nition de I[a,b],σ(f). K

Propriété 23.11 - (Relation de Chasles).

∀ c ∈ ] a, b [ , ∀ f ∈ E ([a, b] ,R) , I[a,b](f) = I[a,c](f) + I[c,b](f)

Preuve. Nouvelle conséquence immédiate de la dé�nition de I[a,b],σ(f). K

23.5.3 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

En avant pour quelques notations. Pour toute fonction f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R), on introduit les ensembles :

E +(f) = {φ ∈ E ([a, b] ,R) , φ > f} et E−(f) = {φ ∈ E ([a, b] ,R) , φ 6 f}

des fonctions en escalier sur [a, b] respectivement minorées et majorées par f . On introduit également les
ensembles des valeurs des intégrales correspondantes :

I +(f) =
{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E +(f)

}
et I−(f) =

{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E−(f)

}
Théorème 23.3 - Soit f ∈ C 0

pm ([a, b] ,R). L'ensemble I +(f) admet une borne inférieure, l'en-
semble I−(f) admet une borne supérieure, et :

inf I +(f) = supI−(f)

Preuve. Soit f une fonction de C 0
pm ([a, b] ,R). Alors f est en particulier bornée sur [a, b] (puisque

toute fonction continue par morceaux sur un segment l'est). Il existe donc deux réels m et M tels que :
m 6 f 6M .

La fonction constante égale à m (resp. M) sur [a, b] est en ecalier sur [a, b] et appartient à E−(f) (resp.
E +(f)).

Donc le réel m (b− a) (intégrale de la première fonction évoquée ci-dessus) appartient à I−(f) ; et
M (b− a) appartient à I +(f). Il s'ensuit que les ensembles I−(f) et I +(f) sont non vides.

En outre, pour toute fonction φ ∈ E−(f), on a : I[a,b] (φ) 6 M(b − a), puisque dès lors que φ appartient
à E−(f), on a en particulier φ 6 f d'où φ 6 M . L'ensemble I−(f) est donc majoré (par M(b − a)). De
manière symétrique, l'ensemble I +(f) est minoré (par m(b− a)).

Comme l'ensemble I−(f) (resp. I +(f)) est non vide et majoré (resp. minoré), il admet une borne
supérieure (resp. une borne inférieure) que nous noterons A (resp. B).

On a donc : A = sup
{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E−(f)

}
et B = inf

{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E +(f)

}
.
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Prouvons que A = B. Soit φ ∈ E−(f) et ψ ∈ E +(f) ; on a φ 6 f 6 ψ. Donc : I[a,b] (φ) 6 I[a,b] (ψ)

(croissance de l'intégrale pour les fonctions en escalier). Cette inégalité étant valable pour toute fonction
ψ ∈ E +(f), on en déduit que I[a,b] (φ) est un minorant de I +(f). D'où : I[a,b] (φ) 6 B (puisque B est le
plus grand des minorants de I +(f)).

Il s'ensuit que B est un majorant de I−(f), donc : A 6 B (♠) (puisque A est le plus petit des majorants
de I−(f)).

Par ailleurs, d'après le théorème 23.2, il existe pour tout réel ε > 0 deux fonctions φ ∈ E−(f) et ψ ∈ E +(f)

telles que : 0 6 ψ − φ < ε. Ainsi : φ 6 f 6 ψ d'où I[a,b] (φ) 6 A et I[a,b] (ψ) > B.

De ces observations et de l'encadrement 0 6 ψ − φ < ε, on déduit alors que : B 6 A + ε(b − a). Cette
dernière inégalité étant valable pour un ε > 0 arbitraire, on a �nalement : B 6 A (♣) .

Au bout du compte, (♠) et (♣) impliquent : A = B, c'est-à-dire :

sup
{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E−(f)

}
= inf

{
I[a,b] (φ) , φ ∈ E +(f)

} K

Définition 23.9 - Soit f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R). On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel

∫ b

a

f = inf I +(f) (= supI−(f))

Remarque. Pour les fonctions en escalier, cette dé�nition coïncide (ouf !) avec celle d'intégrale donnée

dans le paragraphe précédent. Explicitement : ∀ f ∈ E ([a, b] ,R) , I[a,b](f) =
∫ b

a

f .

23.5.4 Propriétés de l'intégrale des fonctions continues par morceaux

Les preuves des énoncés ci-dessous peuvent s'interpréter comme des passages à la limite des propriétés
analogues pour les intégrales des fonctions en escalier.

Propriété 23.12 - (Positivité).

∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) , [f > 0] =⇒

[∫ b

a

f > 0

]

Preuve. Soit f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R). Supposons que f soit positive sur [a, b].

Alors la fonction constante égale à 0 appartient à E−(f) = {φ ∈ E ([a, b] ,R) , φ 6 f}. En particulier :

0 ∈ I−(f). Il s'ensuit que supI−(f) > 0, ce qui signi�e que :
∫ b

a

f > 0. K

Propriété 23.13 - (Linéarité).

L'application f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) , 7−→

∫ b

a

f est une forme linéaire sur C 0
pm ([a, b] ,R).

Preuve. Aisé mais pénible. K
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Propriété 23.14 - (Croissance).

∀ (f, g) ∈ C 0
pm ([a, b] ,R)2 , [g > f ] =⇒

[∫ b

a

g >
∫ b

a

f

]

Preuve. Il su�t d'appliquer la propriété de positivité à la fonction g−f , puis d'utiliser celle de linéarité
pour conclure. K

Propriété 23.15 - (Relation de Chasles).

∀ c ∈ ] a, b [ , ∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) ,

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

Preuve. Immédiate. K

Les deux énoncés ci-dessous sont des conséquences de la positivité de l'intégrale.

Propriété 23.16 - (Majoration)

∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R) ,

∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f |

Preuve. Immédiate. K
Théorème 23.4 - (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Bun�kovski)

∀ (f, g) ∈ C 0
pm ([a, b] ,R)2 , ∣∣∣∣∫ b

a

fg

∣∣∣∣ 6 (∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

Preuve. Pour tout réel t, posons : P (t) =
∫ b

a

(f + tg)2 ; cette intégrale est bien dé�nie, puisque sous les

hypothèses de l'énoncé, la fonction (f + tg)2 est continue sur [a, b]. Clairement : ∀ t ∈ R, P (t) > 0.

D'autre part, pour tout réel t : P (t) =

(∫ b

a

g2
)
t2 + 2

(∫ b

a

fg

)
t +

∫ b

a

f 2. La fonction P est donc

polynomiale de degré au plus 2. On distingue alors deux cas.

ä Premier cas : si
∫ b

a

g2 = 0. Puisque la fonction g2 est continue sur [a, b] (par hypothèse : g ∈

C 0 ([a, b] ,R)) et positive sur [a, b], on en déduit que g2 est identiquement nulle sur [a, b] (propriété faisant
l'objet de la question de cours 2) ; donc g est identiquement nulle sur [a, b].

En particulier l'inégalité

∣∣∣∣∫ b

a

fg

∣∣∣∣ 6 (∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

est véri�ée car les deux termes de celle-ci sont

nuls.
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ä Second cas : si
∫ b

a

g2 6= 0. Alors la fonction P est polynomiale de degré 2, et puisque son signe est

constant, son discriminant ∆ est négatif ou nul. Or :

[∆ 6 0]⇐⇒

[
4

(∫ b

a

fg

)2

− 4

(∫ b

a

f 2

)(∫ b

a

g2
)

6 0

]
⇐⇒

[(∫ b

a

fg

)2

6
(∫ b

a

f 2

)(∫ b

a

g2
)]

⇐⇒

[∣∣∣∣∫ b

a

fg

∣∣∣∣ 6 (∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

]

ä Conclusion. ∀ (f, g) ∈ C 0 ([a, b] ,R)2 ,
∣∣∣∣∫ b

a

fg

∣∣∣∣ 6 (∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

K

23.6 Propriétés de l'intégrale d'une fonction continue

Propriété 23.17 - Si f est une fonction continue et positive sur [a, b], alors :

[∫ b

a

f = 0

]
⇐⇒ [f = 0]

Preuve. Raisonnement par double implication. Soit f une fonction continue et positive sur [a, b].

ä Sens direct. Supposons que
∫ b

a

f = 0 (♠).

Raisonnons par l'absurde et supposons que f 6= 0 (f n'est pas identiquement nulle sur [a, b]).

Alors : ∃ c ∈ [a, b], f(c) > 0. On distingue deux cas (suivant que c est ou n'est pas une borne de l'intervalle
[a, b]).

â Premier cas : si c ∈ ] a, b [ . Puisque la fonction f est continue en c, il existe un réel strictement positif

α > 0 tel que : ∀x ∈ ] c−α, c+α [ , f(x) > f(c)

2
. En intégrant terme à terme cette inégalité on obtient :∫ c+α

c−α
f > αf(c).

D'où :
∫ b

a

f =

∫ c−α

a

f︸ ︷︷ ︸
>0

+

∫ c+α

c−α
f+

∫ b

c+α

f︸ ︷︷ ︸
>0

> αf(c). Comme αf(c) > 0, on en déduit
∫ b

a

f > 0 ; contradiction

(avec (♠)).
â Second cas : si c = a (ou b). Supposons que c = a. Puisque la fonction f est continue en a, il existe

un réel strictement positif α > 0 tel que : ∀x ∈ [a, a+ α [ , f(x) > f(a)

2
. En intégrant terme à terme on

obtient :
∫ a+α

a

f > αf(a)/2.

D'où :
∫ b

a

f =

∫ a+α

a

f+

∫ b

a+α

f︸ ︷︷ ︸
>0

> αf(a)/2. Comme αf(a)/2 > 0, on en déduit que
∫ b

a

f > 0 ; contradiction

(avec (♠)).



614 Cours MPSI - sz

Le cas c = b se traite de manière analogue.

Conclusion.

[∫ b

a

f = 0

]
=⇒ [f = 0]

ä Réciproque. Giga-triviale. Conclusion.

[∫ b

a

f = 0

]
⇐⇒ [f = 0] K

Définition 23.10 - Pour toute f ∈ C 0
pm ([a, b] ,R), on appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le

réel :
1

b− a

∫ b

a

f .

On obtient comme conséquence du théorème des bornes atteintes et du théorème des valeurs intermédiaires
l'énoncé suivant.

Propriété 23.18 - (Formule de la moyenne) Si f est une fonction continue sur [a, b], alors :

∃ c ∈ [a, b], f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f .

Preuve. Voir preuve de la propriété 14.2 page 374. K
La �n de ce paragraphe est consacrée aux liens avec le cours d'informatique portant sur les méthodes
numériques de calcul intégral.

Définition 23.11 - Pour toute fonction f ∈ C 0 ([a, b] ,R), et pour tout entier n non nul, on appelle

(n-ième) somme de Riemann de f sur [a, b] le réel :
b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

Il résulte de la construction de l'intégrale que la suite des sommes de Riemann d'une fonction continue

converge vers
∫ b

a

f ; en d'autres termes, la méthode des rectangles (à gauche) converge. En outre, dans

le cas des fonctions de classe C 1, on dispose d'un énoncé plus �n donnant une majoration de la distance
entre la n-ième somme de Riemann et l'intégrale de f sur [a, b], que voici :

Théorème 23.5 - Pour toute fonction f de classe C 1 sur [a, b] on a :

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− Sn(f)
∣∣∣∣ 6 (b− a)2

2n
M1 avec M1 = max

x∈ [a,b]
|f ′(x)|

Preuve. Soit f une fonction de classe C 1 sur [a, b], et soit n un entier naturel non nul. On pose :

∀ k ∈ [[ 0, n ]], xk = a+ k

(
b− a
n

)

de telle sorte que σ = (x0, . . . , xn) est la subdivision régulière de [a, b] de pas h =
b− a
n

.
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ä Observons que f ′ étant continue sur [a, b] par hypothèse, le théorème des bornes atteintes assure qu'elle
est bornée et atteint ses bornes sur [a, b]. Donc : max

x∈ [a,b]
|f ′(x)| existe. Par la suite, on noteraM1 ce maximum.

ä Soit k un entier dans [[ 0, n− 1 ]], et soit x ∈ [xk, xk+1]. Sur le segment [xk, x], la fonction f véri�e les
hypothèses du théorème des accroissements �nis (f est continue sur [xk, x] et dérivable sur ]xk, x[), que
l'on ne se prive donc pas d'appliquer :

∃ ck ∈ ]xk, x[, f
′ (ck) =

f (x)− f (xk)
x− xk

. D'où : ∃ ck ∈ ]xk, x[, f (x)− f (xk) = f ′ (ck) (x− xk)

Comme en outre : |f ′(ck)| 6M1, on déduit de ce qui précède : −M1 (x− xk) 6 f (x)−f (xk) 6M1 (x− xk)
Cette dernière inégalité étant valide pour un réel x quelconque dans le segment [xk, xk+1], on peut l'intégrer
terme à terme pour obtenir :

−M1

∫ xk+1

xk

(x− xk) dx 6
∫ xk+1

xk

[f (x)− f (xk)] dx 6M1

∫ xk+1

xk

(x− xk) dx

D'où : −M1
(xk+1 − xk)2

2
6
(∫ xk+1

xk

f(x) dx

)
− (xk+1 − xk) f (xk) 6M1

(xk+1 − xk)2

2

Donc : −M1h
2

2
6
(∫ xk+1

xk

f(x) dx

)
− hf (xk) 6

M1h
2

2

Pour conclure, on somme l'encadrement ci-dessus en faisant varier k de 0 à n− 1 :

−
n−1∑
k=0

M1h
2

2
6

n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x) dx− h
n−1∑
k=0

f (xk) 6
n−1∑
k=0

M1h
2

2

Soit �nalement : −nM1h
2

2
6
∫ b

a

f(x) dx− h
n−1∑
k=0

f (xk) 6
nM1h

2

2

càd :

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)∣∣∣∣∣ 6 M1 (b− a)2

2n
K

23.7 Brève extension aux fonctions à valeurs complexes

Définition 23.12 - Pour toute fonction f ∈ C 0
pm ([a, b] ,C), on appelle intégrale de f sur [a, b] le

nombre complexe :
∫ b

a

f =

(∫ b

a

Re(f)

)
+ i

(∫ b

a

Im(f)

)
.

Les preuves des trois propriétés ci-dessous sont des conséquences des propriétés analogues pour les fonctions
à valeurs réelles et de l'inégalité triangulaire.

Propriété 23.19 - (Linéarité). L'application f ∈ C 0
pm ([a, b] ,C) , 7−→

∫ b

a

f est une forme linéaire

sur C 0
pm ([a, b] ,C).

Propriété 23.20 - (Majoration).

∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,C) ,

∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f |
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Propriété 23.21 - (Relation de Chasles).

∀ c ∈ ] a, b [ , ∀ f ∈ C 0
pm ([a, b] ,C) ,

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

23.8 Primitives et intégrales

Théorème 23.6 - (Théorème fondamental de l'intégration). Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, et a ∈ I.

La fonction F : x ∈ I 7−→
∫ x

a

f(t) dt est la primitive de f sur I s'annulant en a.

Preuve. Soit h un réel non nul et raisonnable. On a :
F (a+ h)− F (a)

h
=

1

h

∫ a+h

a

f(t) dt.

La fonction f étant continue en a, on a : f(t) = f(a) + oa(1). Il s'ensuit que :

F (a+ h)− F (a)
h

= f(a) +
1

h

∫ a+h

a

oa(1) dt

Il reste à voir que lim
h→0

1

h

∫ a+h

a

oa(1) dt = 0 pour conclure que :

lim
h→0

F (a+ h)− F (a)
h

= f(a)

Ainsi F est dérivable en a, et F ′ = f .

L'unicité de F provient de ce que deux primitives d'une même fonction di�èrent d'une constante sur un

intervalle, et que cette constante est �xée par la condition F (a) = 0. K
Corollaire 23.1 - Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit G une primitive de f
sur I. Alors :

∀ (a, b) ∈ I2,

∫ b

a

f(t) dt = [G(t)]ba

Preuve. Triviale. K
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23.9 Formule de Taylor avec reste intégrale et inégalité de Taylor-

Lagrange

Théorème 23.7 - (Formule de Taylor avec reste intégrale). Soit f : [a; b] −→ R une fonction
de classe C n+1, alors :

f (b) = f (a) +
b− a
1!

f ′ (a) + · · ·+ (b− a)n

n!
f (n) (a) +

1

n!

∫ b

a

(b− t)n f (n+1) (t) dt

Preuve. Montrons par récurrence sur n ∈ N la propriété P (n) : �∀ f ∈ C n+1,

f (b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k + 1

n!

∫ b

a

(b− t)n f (n+1) (t) dt�

ä Initialisation. Soit f une fonction de classe C 1 sur [a, b]. On a alors : f(b)− f(a) =
∫ b

a

f ′(t) dt, ce qui

établit la propriété pour n = 0.

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. Soit f une fonction de classe C n+2

sur [a, b]. Alors f est en particulier de classe C n+1 sur [a, b], et on peut donc lui appliquer l'hypothèse de
récurrence. Ce faisant on obtient :

f (b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k + 1

n!

∫ b

a

(b− t)n f (n+1) (t) dt

Les fonctions t 7−→ −(b− t)n+1

n+ 1
et t 7−→ f (n+1) (t) étant de classe C 1 sur [a, b], on peut utiliser une

intégration par parties pour obtenir :

f (b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b−a)k+ 1

n!

[
−(b− t)n+1

n+ 1
f (n+1) (t)

]b
a

+
1

n!× (n+ 1)

∫ b

a

(b− t)n+1 f (n+2) (t) dt

D'où : f (b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k + (b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1) (a) +

1

(n+ 1)!

∫ b

a

(b− t)n+1 f (n+2) (t) dt

Soit �nalement : f (b) =
n+1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b−a)k+ 1

(n+ 1)!

∫ b

a

(b− t)n+1 f (n+2) (t) dt, ce qui assure que P (n+1)

est vraie et établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. Soit f : [a; b] −→ R une fonction de classe C n+1, alors :

f (b) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k + 1

n!

∫ b

a

(b− t)n f (n+1) (t) dt K
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La propriété ci-dessous est hors-programme ; cela ne signi�e pas qu'elle est trop compliquée pour que vous
puissiez la comprendre, mais juste que vous ne pouvez pas l'utiliser sans démonstration. . .

Propriété 23.22 - (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit f : [a; b] −→ R une fonction de classe
C n+1, alors :∣∣∣∣∣f (b)−

n∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k) (a)

∣∣∣∣∣ 6 (b− a)n+1

(n+ 1)!
Mn+1 avec Mn+1 = sup

x∈[a;b]

∣∣f (n+1) (x)
∣∣

Preuve. Soit n un entier naturel, et soit f une fonction de classe C n+1 sur [a, b]. D'après la formule de
Taylor-Lagrange :

f(b) =

[
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]
+

1

n!

∫ b

a

(b− t)nf (n+1)(t) dt

D'où :

∣∣∣∣∣f(b)−
[

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]∣∣∣∣∣ = 1

n!

∣∣∣∣∫ b

a

(b− t)nf (n+1)(t) dt

∣∣∣∣
Par suite :

∣∣∣∣∣f(b)−
[

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]∣∣∣∣∣ 6 1

n!

∫ b

a

∣∣(b− t)nf (n+1)(t)
∣∣ dt

Donc :

∣∣∣∣∣f(b)−
[

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]∣∣∣∣∣ 6 1

n!

∫ b

a

(b− t)n
∣∣f (n+1)(t)

∣∣ dt
Or, f (n+1) étant continue sur le segment [a, b] par hypothèse, le théorème des bornes atteintes assure qu'elle
est bornée et atteint ses bornes sur [a, b]. Donc : max

x∈ [a,b]

∣∣f (n+1)(x)
∣∣ existe. Par la suite, on notera Mn+1 ce

maximum.

On a donc :

∣∣∣∣∣f(b)−
[

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]∣∣∣∣∣ 6 Mn+1

n!

∫ b

a

(b− t)n dt

Or :
∫ b

a

(b− t)n dt =

[
−(b− t)n+1

n+ 1

]b
a

=
(b− a)n+1

n+ 1
.

D'où �nalement :

∣∣∣∣∣f(b)−
[

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k

]∣∣∣∣∣ 6 Mn+1 (b− a)n+1

(n+ 1)!
K

Conséquences de l'inégalité de Taylor-Lagrange.

ä Application 1. La série de terme général
1

n!
converge et a pour somme e. En raccourci :

∑
n∈N

1

n!
= e.

ä Application 2. Plus généralement : ∀x ∈ R,
∑
n∈N

xn

n!
= ex.

ä Application 3.
∑
n∈N

(−1)n

n+ 1
= ln 2
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23.10 Epilogue

23.10.1 Vers les séries numériques

Les exemples d'application de la formule de Taylor-Lagrange donnés en �n de dernier paragraphe préparent
la transition vers la notion de série, déjà évoquée à de multiples reprises depuit le début d'année.

Pour être plus explicite, on commence par détailler le résultat de l'application 3. L'assertion
∑
n∈N

(−1)n

n+ 1
=

ln 2 signi�e que :

lim
N→+∞

[
N∑
n=0

(−1)n

n+ 1

]
= ln 2

Pour établir ce résultat, on applique la formule de Taylor-Lagrange à la fonction f : x 7−→ ln(1 + x) entre
0 et 1, ce qui est légitime puisque cette fonction est de classe C ∞ sur ] − 1,+∞ [ selon les théorèmes
généraux. On a alors pour tout entier naturel N :

ln(2) =

[
N∑
k=0

f (k)(0)

k!

]
+

1

N !

∫ 1

0

(1− t)N f (N+1) (t) dt

En observant que f (0)(0) = f(0) = 0, et que pour tout entier k non nul et tout réel x > −1, f (k)(x) =

(−1)k−1 (k − 1)!

(1 + x)k
, on en déduit que :

ln(2) =

[
N∑
k=1

(−1)k−1

k

]
+

1

N !

∫ 1

0

(1− t)N (−1)N N !

(1 + t)N+1
dt

Il s'ensuit que :

∣∣∣∣∣ln(2)−
N−1∑
k=0

(−1)k

k + 1

∣∣∣∣∣ 6
∫ 1

0

(1− t)N dt =
1

N + 1

D'où : lim
N→+∞

∣∣∣∣∣ln(2)−
N−1∑
k=0

(−1)k

k + 1

∣∣∣∣∣ = 0.

On en déduit que : lim
N→+∞

N−1∑
k=0

(−1)k

k + 1
= ln(2), cqfd. Dans ce contexte, on dit que la série de terme général

(−1)k/(k + 1) est convergente, et a pour somme ln(2).
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23.10.2 Méthodes d'intégration numérique

Notations. Ci-dessous la liste des conventions et notations utilisées tout au long du problème.

ä a et b sont deux réels, avec a < b ; et n désigne un entier naturel non nul.

ä On note (x0, x1, . . . , xn) la subdivision régulière de [a, b] de pas h =
b− a
n

, c'est à dire que :

∀ k ∈[[ 0, n ]], xk = a+ kh

ä f désigne une fonction continue sur [a, b]. On note : I =

∫ b

a

f(x) dx ; et pour tout entier k compris

entre 0 et (n− 1) on note : Ik =
∫ xk+1

xk

f(x) dx.

ä Lorsque φ désigne une fonction dé�nie sur un segment [c, d], on dira que φ est de classe Cm sur [c, d]
si : 1) φ est de classe Cm sur ]c, d[ ; 2) φ est m fois dérivable à droite en c (resp. à gauche en d) ; 3)
φ(m) est continue à droite en c (resp. à gauche en d).

ä Si P =

p∑
k=0

akX
k désigne un polynôme à coe�cients réels, on identi�era celui-ci avec la fonction

polynomiale qui lui est associée, càd la fonction dé�nie sur R en posant : ∀ t ∈ R, P (t) =
p∑

k=0

akt
k

Problématique. Il existe di�érentes méthodes pour calculer une valeur approchée de l'intégrale d'une
fonction continue sur un segment [a, b]. Le principe des méthodes intervenant dans ce problème est le
même : on construit une subdivision régulière (x0, . . . , xn) de l'intervalle [a, b], et sur chacun des sous-
intervalles [xk, xk+1] on approche f par une fonction polynomiale P (de telle sorte que l'intégrale de P
soit �simple� à calculer). Cette fonction polynomiale peut être de degré au plus 0 (méthode des rectangles
médians, partie I), de degré au plus 1 (méthode des trapèzes, partie II) ou de degré au plus 2 (méthode de
Simpson, partie III). L'objectif principal de ce problème est de comparer ces di�érentes méthodes.

1. On rappelle ci-dessous un énoncé rencontré cette année.

Théorème de Rolle. Soient c et d deux réels tels que c < d, et φ une
fonction continue sur [c, d] et dérivable sur ] c, d [ , telle que φ(c) = φ(d). Sous
ces hypothèses :

∃α ∈ ] c, d [ , φ ′ (α) = 0

Redémontrer le théorème de Rolle (indication : on pourra distinguer deux cas suivant que la fonction
φ est ou n'est pas constante sur [a, b]).

Partie I � Méthode des rectangles médians

Tout au long de la partie I, on suppose que f est de classe C 2 sur [a, b].

Par ailleurs dans cette partie, on approche f sur chacun des segments [xk, xk+1] par la fonction constante

égale f (mk), où mk =
xk + xk+1

2
désigne le milieu du segment [xk, xk+1].
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On note Rn,k(f) l'aire algébrique du rectangle construit sur le segment [xk, xk+1], et de �hauteur� f (mk) ;

et on note Rn(f) =
n−1∑
k=0

Rn,k(f). Les �gures ci-dessous illustrent cette construction.

2. Justi�er que : I −Rn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

[f (x)− f (mk)] dx

3. Estimation de l'erreur. Soient c et d deux réels quelconques de [a, b], avec c < d.

a. Soit A un nombre réel. On dé�nit une fonction Φ sur [c, d] en posant :

∀x ∈ [c, d], Φ(x) = f(d)− f(x)− (d− x) f ′(x)− A (d− x)2

2

Etablir qu'il existe un unique réel A, que l'on explicitera 6, tel que : Φ(c) = Φ(d) = 0.

b. On suppose à présent A est l'unique réel déterminé à la question précédente. Etablir que :

∃α ∈ ] c, d [ , A = f ′′ (α)

c. En déduire que : f(d) = f(c) + (d− c) f ′(c) +
(d− c)2

2
f ′′ (α)

d. Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n− 1). Etablir que :

∀x ∈ [xk, xk+1] , |f(x)− f (mk)− (x−mk) f
′ (mk)| 6M2

(x− (mk))
2

2

e. En déduire que :

∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]], |Ik −Rn,k(f)| 6M2
(b− a)3

24n3

puis que : |I −Rn(f)| 6M2
(b− a)3

24n2

6. On exprimera A en fonction de c, d, f(c), f(d) et f ′(c).
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Partie II � Méthode des trapèzes

Tout au long de la partie II, on suppose que f est de classe C 2 sur [a, b].

Par ailleurs dans cette partie, on approche f sur chacun des segments [xk, xk+1] par la fonction a�ne
coïncidant avec la fonction f en xk et en xk+1, càd la fonction gk dé�nie en posant :

∀x ∈ [xk, xk+1] , gk(x) =
f (xk+1)− f (xk)

h
(x− xk) + f (xk)

On note Tn,k(f) l'aire algébrique du trapèze construit sur le segment [xk, xk+1], et de �hauteurs� f (xk) et

f (xk+1) ; et on note Tn(f) =
n−1∑
k=0

Tn,k(f). Les �gures ci-dessous illustrent cette construction.

Muni de ces notations, on peut écrire : Tn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

gk(x) dx.

4. Justi�er que : Tn(f) =
b− a
2n

n−1∑
k=0

[f (xk) + f (xk+1)]

5. Etablir que :

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx − Tn(f)

∣∣∣∣ 6 n−1∑
k=0

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x)− gk(x) dx
∣∣∣∣

6. Estimation de l'erreur. Soient c et d deux réels quelconques de [a, b], avec c < d.

a. Pour tout réel x dans [xk, xk+1], on pose : δk(x) = f(x) − gk(x). A l'aide de deux intégrations par
parties, établir que : ∫ xk+1

xk

δk(x) dx =
1

2

∫ xk+1

xk

δ′′k(x) (x− xk) (x− xk+1) dx

b. En déduire que :

∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]], |Ik − Tn,k(f)| 6M2
(b− a)3

12n3
; puis que : |I − Tn(f)| 6M2

(b− a)3

12n2
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Partie III � Méthode de Simpson

Tout au long de la partie III, on suppose que f est de classe C 4 sur [a, b].

Par ailleurs dans cette partie, on approche f sur chacun des segments [xk, xk+1] par la fonction polyno-
miale Pk de degré au plus 2 coïncidant avec la fonction f en xk, xk+1 et en mk (avec mk = (xk + xk+1) /2).

On note Sn,k(f) l'intégrale de Pk sur le segment [xk, xk+1] ; et on note Sn(f) =
n−1∑
k=0

Sn,k(f). Les �gures

ci-dessous illustrent cette construction.

7. Soient c et d deux réels quelconques de [a, b], avec c < d ; et m = (c+ d)/2 le milieu du segment [c, d].
On considère le polynôme P de R2[X] dé�ni par :

P (X) =
f(c)

(c−m) (c− d)
(X −m) (X − d) + f(m)

(m− c) (m− d)
(X − c) (X − d)

+
f(d)

(d−m) (d− c)
(X − c) (X −m)

On notera encore P la fonction dé�nie sur R associée à ce polynôme.

Montrer que P est l'unique polynôme de R2[X] tel que : P (c) = f(c), P (d) = f(d) et P (m) = f(m).

Remarque : ceci établit l'existence et l'unicité du polynôme Pk ∈ R2[X] évoqué dans le préambule de
cette partie.

8. On conserve tout au long de cette question les notations de la précédente. On souhaite calculer l'intégrale
de P sur [c, d]. 7

a. A l'aide d'un changement de variable, établir que :∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
∫ 1

0

P ((d− c)u+ c) du

b. On note L0, L1 et L1/2 les polynômes interpolateurs de Lagrange associés aux réels 0, 1 et 1/2.
Explicitement :

L0(X) = 2X2 − 3X + 1 ; L1(X) = 2X2 −X ; L1/2(X) = 4X − 4X2

7. En évitant de très lourds calculs.
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On continuera de noter L0, L1 et L1/2 les fonctions polynomiales associées à ces polynômes. 8

Etablir que :

∀u ∈ [0, 1] , P ((d− c)u+ c) = f(c)L0(u) + f(d)L1(u) + f(m)L1/2(u)

c. Calculer les intégrales
∫ 1

0

L0(u) du,
∫ 1

0

L1(u) du et
∫ 1

0

L1/2(u) du.

d. Déduire des questions précédentes que :∫ d

c

P (x) dx =
d− c
6

(f(c) + 4f(m) + f(d))

A la lumière des calculs précédents, la méthode de Simpson consiste à approcher
∫ b

a

f(x) dx par :

Sn(f) =
b− a
6n

n−1∑
k=0

(f (xk) + 4f (mk) + f (xk+1)) où on a noté : mk =
xk + xk+1

2
(⋆)

Comme dans les deux premières parties, on cherche à majorer l'erreur |I − Sn(f)|.

9. Estimation de l'erreur. Jusqu'à la �n de cette question, c et d continuent de désigner deux réels
quelconques de [a, b], avec c < d. On rappelle par ailleurs que dans cette partie, la fonction f est
supposée de classe C 4 sur [a, b] et à valeurs réelles.

On dé�nit une fonction g sur

[
0,
d− c
2

]
en posant :

∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g(t) =

∫ m+t

m−t
f(x) dx− t

3
(f (m− t) + 4f(m) + f (m+ t)) où m =

c+ d

2

a. Après avoir brièvement justi�é que la fonction g est de classe C 4, calculer ses dérivées successives
g′, g′′ et g(3). On véri�era en particulier que :

∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g(3)(t) =

t

3

(
f (3) (m− t)− f (3) (m+ t)

)
b. Soit t un réel non nul de

[
0,
d− c
2

]
. Etablir que : ∃α ∈ ]m− t,m+ t [ , g(3)(t) = −2t2

3
f (4) (α)

c. D'après la question précédente, on a : ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
,
∣∣g(3)(t)∣∣ 6 2M4

3
t2 oùM4 = sup

x∈ [a,b]

∣∣f (4)(x)
∣∣.

En déduire successivement les majorations suivantes, valides pour tout réel t ∈
[
0,
d− c
2

]
:

+
∣∣g(2)(t)∣∣ 6 2M4

9
t3 + |g′(t)| 6 M4

18
t4 + |g(t)| 6 M4

90
t5

8. On pourra observer que L0(0) = 1, et que L0 s'annule en 1/2 et 1. En adaptant ce qui doit l'être, les mêmes propriétés
sont satisfaites par les polynômes L1 et L1/2.
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d. En déduire que : |I − Sn(f)| 6
M4 (b− a)5

2880n4

Partie IV � Vers une généralisation : approximation polynomiale de degré arbitraire

L'objectif de cette partie est de donner une piste pour généraliser les méthodes précédentes, en montrant
en particulier que toute fonction de classe C n+1 sur un segment peut être �correctement approchée� par un
polynôme de degré n dans un sens rendu plus précis par l'ultime question de ce problème.

Soit n un entier naturel non nul, et α0,. . . , αn (n+ 1) réels distincts du segment [a, b].

On pose pour tout k ∈[[ 0, n ]] : Lk =
n∏

j=0, j ̸=k

X − αj
αk − αj

.

10. Soit k un entier naturel arbitraire. Quel est le degré de Lk ?

11. Etablir que pour tout ∀ k ∈[[ 0, n ]], ∀ i ∈ [[ 0, n ]], Lk (αi) = δik.

12. Soit f une fonction dé�nie sur [a, b] et à valeurs réelles. On pose : P =
n∑
k=0

f (αk)Lk.

Montrer que P est l'unique polynôme de Rn[X] tel que : ∀ i ∈ [[ 0, n ]], P (αi) = f (αi).

13. On désire maintenant mesurer la qualité de l'approximation réalisée lorsque l'on approche la fonction
f par le polynôme P dé�ni ci-dessus. Pour cela, on suppose (jusqu'à la �n du problème) que f est une
fonction de classe C n+1 sur [a, b], et on pose par ailleurs :

Πn+1 =
n∏
i=0

(X − αi)

On veut prouver qu'il existe un réel β ∈ [a, b] tel que : f(x)− P (x) = Πn+1(x)

(n+ 1)!
f (n+1) (β) (⋆)

a. Soit x ∈ {α0, . . . , αn}. Etablir le résultat (⋆).

b. Soit à présent x ∈ [a, b] , x /∈ {α0, . . . , αn}. On introduit la fonction F dé�nie par :

∀ t ∈ [a, b] , F (t) = f(t)− P (t)−KΠn+1(t)

avec K constante réelle choisie de sorte que : F (x) = 0.

Justi�er l'existence de la constante K et observer que F possède au moins (n+ 2) valeurs d'annu-
lation distinctes. En déduire l'existence d'un réel β ∈ [a, b] tel que : F (n+1) (β) = 0. Conclure.

c. En déduire que : ‖f − P‖ 6 ‖Πn+1‖
(n+ 1)!

∥∥f (n+1)
∥∥ (où l'on a noté : ‖g‖ = sup

x∈ [a,b]

|g(x)|)
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Corrigé.

1) Preuve du théorème de Rolle.

Théorème de Rolle. Soient c et d deux réels tels que c < d, et φ une fonction continue sur
[c, d] et dérivable sur ] c, d [ . On suppose que φ(c) = φ(d). Sous ces hypothèses :

∃α ∈ ] c, d [ , φ ′ (α) = 0

La fonction φ étant continue sur le segment [c, d], elle est bornée et atteint ses bornes sur [c, d] (théorème
des bornes atteintes). Notons m son minimum et M son maximum.

ä Si m =M : alors φ est constante sur [c, d]. Par suite : ∀α ∈ ]c, d[, φ′(α) = 0.

ä Si m < M : distinguons alors deux sous-cas : soit φ(c) = m, soit φ(c) 6= m.

ã Si φ(c) = m : alors on a aussi φ(d) = m (par hypothèse), donc le maximum M de φ est atteint en
un réel α de ]c, d[ (puisque m 6=M), et on a donc φ′(α) = 0.

ã Si φ(c) 6= m : alors on a aussi φ(d) 6= m (par hypothèse), donc le minimum m de φ est atteint en
un réel α de ]c, d[, et on a donc φ′(α) = 0.

Conclusion. Dans tous les cas : ∃ α ∈ ] c; d [ , φ′(α) = 0 .

Partie I � Méthode des rectangles médians

2) D'après la relation de Chasles pour les intégrales, on a : I =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x) dx.

Il s'ensuit déjà que : I −Rn(f) =
n−1∑
k=0

[∫ xk+1

xk

f(x) dx−Rn,k(f)

]
.

Par ailleurs, pour tout entier k compris entre 0 et n− 1, on a : Rn,k(f) = h× f(mk) =

∫ xk+1

xk

f(mk) dx.

On en déduit grâce à (♠) et par linéarité de l'intégrale que : I −Rn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

[f(x)− f(mk)] dx .

3) Estimation de l'erreur.

a) Avec la dé�nition de l'énoncé, on a : Φ(c) = f(d)− f(c)− (d− c)f ′(c)− A (d− c)2

2
et Φ(d) = 0.

Par conséquent : [Φ(c) = Φ(d) = 0]⇐⇒
[
f(d)− f(c)− (d− c)f ′(c)− A (d− c)2

2
= 0

]
⇐⇒

[
A =

2

(d− c)2
(f(d)− f(c)− (d− c)f ′(c))

]
.

Ce qui prouve l'existence et l'unicité du réel A tel que Φ(c) = Φ(d) = 0.

b) D'après les théorèmes généraux et l'hypothèse faite sur f , la fonction Φ est dérivable sur ]c, d[ et continue
sur [c, d] ; on peut lui appliquer le théorème de Rolle pour a�rmer : ∃α ∈ ]c, d[, Φ′(α) = 0.

Or pour tout réel x ∈ ]c, d[ on a :
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Φ′(x) = −f ′(x)− (d− x)f ′′(x) + f ′(x) + A(d− x) = −(d− x)f ′′(x) + A(d− x)

Par suite : ∃α ∈ ]c, d[, −(d− α)f ′′(α) + A(d− α) = 0⇐⇒ (d− α)f ′′(α) = A(d− α)⇐⇒ A = f ′′(α). 9

Conclusion. ∃α ∈ ]c, d[, A = f ′′(α) .

c) On déduit des deux questions précédentes qu'il existe un réel α ∈ ]c, d[ tel que :

f ′′(α) =
2

(d− c)2
(f(d)− f(c)− (d− c)f ′(c))⇐⇒ f(d)− f(c)− (d− c)f ′(c) =

(d− c)2

2
f ′′(α)

⇐⇒ f(d) = f(c) + (d− c)f ′(c) +
(d− c)2

2
f ′′(α)

Conclusion. ∃α ∈ ]c, d[, f(d) = f(c) + (d− c)f ′(c) +
(d− c)2

2
f ′′(α) .

d) La fonction f étant supposée de classe C 2 sur [a, b], sa dérivée seconde est continue sur [a, b] ; à ce titre
f ′′ est bornée sur [a, b] d'après le théorème des bornes atteintes.

Par suite : ∃M2 ∈ R+, ∀x ∈ [a, b], |f ′′(x)| 6M2 .

e) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n− 1), et soit x un réel du segment [xk, xk+1]. D'après
la question c), il existe un réel α compris entre mk et x tel que :

f(x) = f(mk) + (x−mk)f
′(mk) +

(x−mk)
2

2
f ′′(α)

d'où : |f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk)| =

(x−mk)
2

2
|f ′′(α)|

On en déduit grâce à d) que : |f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk)| 6M2

(x−mk)
2

2
.

L'entier k et le réel x étant arbitraires dans ce qui précède, on peut conclure :

∀ k ∈ [[ 0, n− 1 ]], ∀x ∈ [mk,mk+1], |f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk)| 6M2

(x−mk)
2

2

f) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n − 1), et soit x un réel du segment [xk, xk+1]. En
appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale entre mk et x, on obtient :

f(x) = f(mk) + (x−mk)f
′(mk) +

∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt (♠)

Puisque la fonction f ′′ est continue entre mk et x, elle y est bornée et atteint ses bornes : il existe donc
deux valeurs m et M de f ′′ telles que : m 6 f 6M .

Dans le cas où x > mk, on en déduit que : m
∫ x

mk

(x− t) dt 6
∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt 6M

∫ x

mk

(x− t) dt

9. La dernière équivalence provenant de ce que (d− α) 6= 0, puisque α ∈ ]c, d[).
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D'où : m
(x−mk)

2

2
6
∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt 6M
(x−mk)

2

2

D'où : m 6 2

(x−mk)
2

∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt 6M

Ainsi, le terme du milieu de cet encadrement apparaît comme une valeur intermédiaire de la fonction f ′′,
et on peut donc a�rmer qu'il existe un réel α compris entre mk et x tel que :

f ′′(α) =
2

(x−mk)
2

∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt d'où :
∫ x

mk

(x− t) f ′′(t) dt =
(x−mk)

2

2
f ′′(α) (♣)

On déduit de (♠) et de (♣) que : f(x) = f(mk) + (x−mk)f
′(mk) +

(x−mk)
2

2
f ′′(α) .

Dans le cas où x < mk, le même raisonnement donne la même conclusion (il su�t de changer les signes
des inégalités du premier encadrement de cette page).

g) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n− 1).

ä Par linéarité de l'intégrale :∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk) dx =

∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk) dx−
∫ xk+1

xk

(x−mk)f
′(mk) dx

Or 10 :
∫ xk+1

xk

(x−mk)f
′(mk) dx = 0.

Par suite :
∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk) dx =

∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk) dx (♠)

ä Par ailleurs :

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk) dx

∣∣∣∣ 6 ∫ xk+1

xk

|f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk)| dx

D'après la question e) on a alors :∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk) dx

∣∣∣∣ 6 ∫ xk+1

xk

M2
(x−mk)

2

2
dx

Il reste à observer que :∫ xk+1

xk

M2
(x−mk)

2

2
dx =

M2

6

[
(x−mk)

3]xk+1

xk
=
M2

6
× 2×

(
h

2

)3

=
M2

24
h3

pour obtenir :

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk)− (x−mk)f
′(mk) dx

∣∣∣∣ 6M2
(b− a)3

24n3
(♣).

On déduit alors de (♠) et de (♣) que : ∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]],

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x)− f(mk) dx

∣∣∣∣ 6M2
(b− a)3

24n3
.

10. Par un calcul sans di�culté ou par un argument géométrique évident.
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D'après la question 2 : I−Rn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

[f(x)− f(mk)] dx. Grâce au résultat que l'on vient d'établir

et à l'inégalité triangulaire, on en déduit : |I −Rn(f)| 6
n−1∑
k=0

M2
(b− a)3

24n3
.

D'où �nalement : |I −Rn(f)| 6M2
(b− a)3

24n2
.

4) a) La fonction rectangles(f,a,b,n) ci-dessous reçoit comme paramètres deux réels a et b, une fonction
f et un entier naturel non nul n, et retourne la valeur de Rn(f).

1 def rectangles (f ,a,b,n):
2 S =0
3 h =(b - a) / n
4 for k in range(n):
5 S =S +h * f(a + (h / 2) +k * h)
6 return S

b) La fonction rectangles v2(f,a,b,M 2,eps) ci-dessous reçoit comme paramètres deux réels a et b,
une fonction f , un réel M2 (un majorant de |f ′′| sur [a, b]), et un réel eps, et retourne une valeur de Rn(f)

approchant
∫ b

a

f avec une erreur inférieure ou égale à eps.

1 def rectangles_v2(f ,a,b,M_2,eps):
2 S =0
3 n =1
4 while (M_2 *(b - a)**3 / (24 * n**2)) >eps:
5 n =n +1
6 return rectangles (f ,a,b,n)

Partie II � Méthode des trapèzes

5) La réponse à cette question repose essentiellement sur la formule donnant l'aire d'un trapèze. . . Pour

tout entier k compris entre 0 et n− 1 on a : Tn,k(f) = h× f(xk) + f(xk+1)

2
.

D'où : Tn(f) =
n−1∑
k=0

h× f(xk) + f(xk+1)

2
=
h

2

n−1∑
k=0

[f (xk) + f (xk+1)]

C'est à dire : Tn(f) =
b− a
2n

n−1∑
k=0

[f (xk) + f (xk+1)] .

6) En utilisant la relation de Chasles pour les intégrales, on peut déjà écrire :∫ b

a

f(x) dx − Tn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x)−
n−1∑
k=0

Tn,k(f).

Or par dé�nition de gk, on a : ∀ k ∈ [[ 0, n− 1 ]], Tn,k(f) =

∫ xk+1

xk

gk(x) dx.
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Grâce à ces observations et par linéarité de l'intégrale :
∫ b

a

f(x) dx − Tn(f) =
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(x)− gk(x) dx .

7) Estimation de l'erreur. Soit k un entier compris entre 0 et (n− 1).

a) La fonction δ′k et la fonction qui à tout réel x du segment [xk, xk+1] associe (x− xk) (x− xk+1) sont de
classe C 1 sur [xk, xk+1], ce qui rend légitime l'intégration par parties suivante :∫ xk+1

xk

δ′′k(x) (x− xk) (x− xk+1) dx = [δ′k(x) (x− xk) (x− xk+1)]
xk+1

xk︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ xk+1

xk

δ′k(x) (2x− xk − xk+1) dx

La fonction δk et la fonction qui à tout réel x du segment [xk, xk+1] associe 2x− xk − xk+1 sont de classe
C 1 sur [xk, xk+1], ce qui rend légitime la seconde intégration par parties suivante :∫ xk+1

xk

δ′′k(x) (x− xk) (x− xk+1) dx = [δk(x) (2x− xk − xk+1)]
xk+1

xk︸ ︷︷ ︸
=0

+2

∫ xk+1

xk

δk(x) dx

Conclusion.
∫ xk+1

xk

δk(x) dx =
1

2

∫ xk+1

xk

δ′′k(x) (x− xk) (x− xk+1) dx .

b) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n− 1). D'après la question précédente, et par dé�nition
de δk on a :∫ xk+1

xk

δk(x) dx =
1

2

∫ xk+1

xk

δ′′k(x) (x− xk) (x− xk+1) dx

Observons alors que pour tout réel x ∈ [xk, xk+1], on a : δ′′k(x) = f ′′(x), puisque gk est a�ne (et qu'elle a
à ce titre une dérivée seconde identiquement nulle). Par suite :∣∣∣∣∫ xk+1

xk

δk(x) dx

∣∣∣∣ 6 M2

2

∫ xk+1

xk

|(x− xk) (x− xk+1)| dx = −M2

2

∫ xk+1

xk

(x− xk) (x− xk+1) dx (♠)

Or :
∫ xk+1

xk

(x− xk) (x− xk+1) dx =

[
x3

3
− xk + xk+1

2
x2 + xkxk+1x

]xk+1

xk

=
1

6

(
2x3k+1 − 3xkx

2
k+1 − 3x3k+1 + 6xkx

2
k+1 − 2x3k + 3x3k + 3x2kxk+1 − 6x2kxk+1

)
=

1

6

(
x3k − 3x2kxk+1 + 3xkx

2
k+1 − x3k+1

)
=

1

6
(xk − xk+1)

3 = −h
3

6
(♣)

D'après (♠) et (♣) :
∣∣∣∣∫ xk+1

xk

δk(x) dx

∣∣∣∣ 6M2
h3

12

Autrement écrit : ∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]],

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

[f(x)− gk(x)] dx
∣∣∣∣ 6M2

(b− a)3

12n3

On déduit de ce résultat, de la question 6 et de l'inégalité triangulaire que :∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx− Tn(f)
∣∣∣∣ 6 n−1∑

k=0

M2
(b− a)3

12n3
d'où : |I − Tn(f)| 6M2

(b− a)3

12n2
.
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Partie III � Méthode de Simpson

8) Le polynôme P est de degré au plus 2 (trivial), et il coïncide avec f en c, m et d (c'est une véri�cation
immédiate). Puisque les réels c, m et d sont dictincts, le principe du prolongement algébrique assure
l'unicité d'un polynôme P véri�ant ces conditions.

Conclusion. ∃!P ∈ R2[X], P (c) = f(c), P (d) = f(d), P (m) = f(m) .

9) a) Le très mystérieux changement de variable suggéré dans l'énoncé consiste à poser : x = (d− c)u+ c.
Ainsi : dx = (d− c) du et il reste à observer que u prend la valeur 0 (resp. 1) lorsque x prend la valeur c
(resp. d) pour obtenir :∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
∫ 1

0

P ((d− c)u+ c) du .

b) Notons Q = f(c)L0(u) + f(d)L1(u) + f(m)L1/2(u). Le polynôme Q est de degré au plus 2, en tant
que combinaison linéaire des polynômes de Lagrange (qui sont dans R2[X]). De plus : Q(0) = f(c),
Q(1/2) = f(m) et Q(1) = f(d).

D'autre part, la fonction u 7−→ P ((d− c)u+ c) est elle aussi polynomiale de degré au plus 2, et véri�e :
P (c) = f(c), P (m) = f(m) et P (d) = f(d).

On en déduit que P et Q sont deux fonctions polynomiales de degré au plus 2, telles que : P (0) = Q(0),
P (1/2) = Q(1/2) et P (1) = Q(1). D'après le principe du prolongement algébrique, elles sont égales.

Conclusion. ∀u ∈ [0, 1] , P ((d− c)u+ c) = f(c)L0(u) + f(d)L1(u) + f(m)L1/2(u) .

c) On a :
∫ 1

0

L0(u) du =

∫ 1

0

2u2 − 3u+ 1 =
1

6

[
4x3 − 9x2 + 6x

]1
0
d'où :

∫ 1

0

L0(u) du =
1

6

On a :
∫ 1

0

L1(u) du =

∫ 1

0

2u2 − u =
1

6

[
4x3 − 3x2

]1
0
d'où :

∫ 1

0

L1(u) du =
1

6

En�n :
∫ 1

0

L1/2(u) du =

∫ 1

0

4u− 4u2 =
1

6

[
12x2 − 8x3

]1
0
d'où :

∫ 1

0

L1/2(u) du =
4

6

d) D'après la question 9-a :
∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
∫ 1

0

P ((d− c)u+ c) du

On en déduit grâce à la question 9-b :
∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
∫ 1

0

f(c)L0(u) + f(d)L1(u) + f(m)L1/2(u) du

D'où, par linéarité de l'intégrale :∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
[
f(c)

∫ 1

0

L0(u) du+ f(d)

∫ 1

0

L1(u) du+ f(m)

∫ 1

0

L1/2(u) du

]

En�n, d'après la question précédente :
∫ d

c

P (x) dx = (d− c)
[
f(c)× 1

6
+ f(d)× 1

6
+ f(m)× 4

6

]

C'est à dire :
∫ d

c

P (x) dx =
d− c
6

(f(c) + 4f(m) + f(d)) .
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10) Estimation de l'erreur. a) Notons F une primitive de f sur [c, d] (l'existence de F est assurée par
la continuité de f sur [c, d]). On a :

∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
,

∫ m+t

m−t
f(t) dt = F (m+ t)− F (m− t)

En particulier, la fonction t ∈
[
0,
d− c
2

]
7−→

∫ m+t

m−t
f(t) dt est de classe C 4 (et même C 5) sur

[
0,
d− c
2

]
.

Cette observation faite, les théorèmes généraux et l'hypothèse selon laquelle f est de classe C 4 sur [a, b]

impliquent que la fonction g est de classe C 4 sur

[
0,
d− c
2

]
. Il est alors légitime de calculer ses dérivées

successives pour obtenir :

∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g′(t) = f(m+ t) + f(m− t)− 1

3
(f (m− t) + 4f(m) + f (m+ t))

− t
3

(−f ′ (m− t) + f ′ (m+ t))

⇐⇒ ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g′(t) =

2

3
f(m+ t) +

2

3
f(m− t)− 4

3
f(m)− t

3
(−f ′ (m− t) + f ′ (m+ t))

=⇒ ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g′′(t) =

2

3
f ′(m+ t)− 2

3
f ′(m− t)− t

3
(f ′′ (m− t) + f ′′ (m+ t))

−1

3
(−f ′ (m− t) + f ′ (m+ t))

⇐⇒ ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g′′(t) =

1

3
f ′(m+ t)− 1

3
f ′(m− t)− t

3
(f ′′ (m− t) + f ′′ (m+ t))

=⇒ ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g(3)(t) =

1

3
f ′′(m+ t) +

1

3
f ′′(m− t)− t

3

(
−f (3) (m− t)− f (3) (m+ t)

)
−1

3
f ′′(m− t)− 1

3
f ′′(m+ t)

Par suite : ∀ t ∈
[
0,
d− c
2

]
, g(3)(t) =

t

3

(
f (3) (m− t)− f (3) (m+ t)

)
b) Soit t un réel strictement positif dans

[
0,
d− c
2

]
. La fonction f (3) est de classe C 1 sur [m− t,m+ t],

puisque [m− t,m+ t] ⊂ [c, d] ⊂ [a, b] et que f est supposée de classe C 4 sur [a, b].

On peut donc appliquer le théorème des accroissements �nis à la fonction f (3) sur [m − t,m + t] pour
a�rmer :

∃α ∈ ]m− t,m+ t[, f (3) (m+ t)− f (3) (m− t) = 2tf (4) (α)

On déduit de cette relation et de celle établie dans la question précédente que :

∃α ∈ ]m− t,m+ t[, g(3)(t) =
t

3
×
(
−2tf (4) (α)

)
= −2t2

3
f (4) (α)
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Conclusion. ∃α ∈ ]m− t,m+ t [ , g(3)(t) = −2t2

3
f (4) (α)

c) Tout au long de cette question, t désigne un réel de

[
0,
d− c
2

]
.

On a : g(2)(t) =

∫ t

0

g(3)(u) du+ g(2)(0)

Or g(2)(0) = 0 (d'après 10-a). D'où :
∣∣g(2)(u)∣∣ = ∣∣∣∣∫ t

0

g(3)(u) du

∣∣∣∣ 6 ∫ t

0

∣∣g(3)(u)∣∣ du
D'après la question précédente :

∣∣g(2)(t)∣∣ 6 2M4

3

∫ t

0

u2 du c'est à dire :
∣∣g(2)(t)∣∣ 6 2M4

9
t3

On réitère le processus avec g′. On a : g′(t) =

∫ t

0

g(2)(u) du+ g′(0)

Or g′(0) = 0 (d'après 10-a). D'où : |g′(u)| =
∣∣∣∣∫ t

0

g(2)(u) du

∣∣∣∣ 6 ∫ t

0

∣∣g(2)(u)∣∣ du
D'après ce qui précède : |g′(t)| 6 2M4

9

∫ t

0

u3 du c'est à dire : |g′(t)| 6 M4

18
t4

On ne change pas de méthode, et on réitère le processus avec g. On a : g(t) =

∫ t

0

g′(u) du+ g(0)

Or g(0) = 0 (par dé�nition même). D'où : |g(u)| =
∣∣∣∣∫ t

0

g′(u) du

∣∣∣∣ 6 ∫ t

0

|g′(u)| du

D'après ce qui précède : |g(t)| 6 M4

18

∫ t

0

u4 du c'est à dire : |g(t)| 6 M4

90
t5

d) Soit k un entier compris entre 0 et n−1. On commence par observer que d'après la question précédente 11 :∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x) dx− h

6
(f(xk) + 4f(mk) + f(xk+1))

∣∣∣∣ 6 M4

90

(
h

2

)5

D'où :

∣∣∣∣∫ xk+1

xk

f(x) dx− b− a
6n

(f(xk) + 4f(mk) + f(xk+1))

∣∣∣∣ 6 M4 (b− a)5

2880n5

On en déduit, grâce à la dé�nition de Sn(f) et par le biais d'une ultime application de l'inégalité triangulaire
que :

|I − Sn(f)| 6
M4 (b− a)5

2880n4

23.10.3 Bun�kovski, ou l'histoire d'un mathématicien oublié

Les résultats que l'on utilise de nos jours en Mathématiques, et en particulier ceux du cours de cette
année, ont connu de nombreuses évolutions. Leurs énoncés sont souvent le fruit du travail de plusieurs Ma-
thématiciens, contemporains ou non. Il arrive alors que le nom de l'un d'entre eux soit oublié. . . L'inégalité
de Cauchy-Schwarz-Buniakovski (Bun�kovski) en fait partie 12.

11. On applique le résultat de la question 10.c, en prenant c = xk et d = xk+1 (de telle sorte que d− c = h) et t = h/2.
12. Au même titre d'ailleurs que, paraît-il, le théorème de d'Alembert-Gauss ou le théorème de Rolle.
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Dans le cas de l'inégalité évoquée dans ce chapitre, il me semble 13 particulièrement injuste 14 que le
nom de Bun�kovski soit souvent omis.

Pour achever cette parenthèse plus légère, le fait qu'une découverte mathématique ne porte pas toujours
le nom de son auteur est un cas particulier de la loi d'éponymie de Stigler, énoncée sous ce nom par le
statisticien et humoriste 15 Stephen Stigler en 1999, qui a�rme pour faire court :

�Une découverte scienti�que ne porte jamais le nom de son auteur.�

Selon Stigler, cette loi ne serait pas de lui, mais de R. Merton (sociologue américain). Il ajoute, à
propos des noms propres donnés aux découvertes scienti�ques (éponymies), qu'ils �ne sont que rarement
proposés et jamais universellement reconnus, sauf si celui qui nomme est très distant dans le temps ou
dans l'espace du scienti�que ainsi honoré�.

13. Et c'est extrêmement subjectif.
14. Il ne faut bien entendu y voir aucune sympathie pro-slave.
15. Je ne sais pas si Stigler est vraiment un humoriste, mais je crois qu'il faut une énorme dose d'auto-dérision et d'amour

du second degré pour énoncer une loi comme celle dont il est question dans ce paragraphe.



Chapitre 24

Applications linéaires en dimension �nie

24.1 Rang d'une famille, rang d'une application linéaire

Définition 24.1 - Soient E un K-ev et F une famille de vecteurs de E.

On appelle rang de la famille F la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par F .

Notation. On note rg (F ) = dimKVect (F ) le rang de F .

Exemples. Dans R2, le rang de la famille F = {(1, 2) , (1,−1)} est 2 ; dans R3, le rang de la famille
F = {(1, 2, 3) , (4, 5, 6) , (7, 8, 9)} est 2 ; dans R[X], le rang de la famille F = {1, X + 1, X3 − 2, X7} est
4 ; dans C 0 (R,R), le rang de la famille F = {exp, ch, sh} est 2 ; dans un K-ev de dimension n, une famille
F est génératrice si et seulement si son rang est égal à n.

Définition 24.2 - Soit f ∈ L (E,F ). Le rang de f est la dimension de l'image de f . On le note :
rg (f) = dimK Imf (ou simplement rg (f) = dim Imf s'il n'y a pas d'ambiguïté sur K).

Propriété 24.1 - Soit f ∈ L (E,F ), où E et F sont deux K-ev de dimension �nie.

1/ rg(f) 6 min (dimE, dimF )

2/ [rg(f) = dimF ]⇐⇒ [f est surjective]

3/ [rg(f) = dimE]⇐⇒ [f est injective]

Preuve. 1/ D'une part, f(E) est un sev de F , donc : dim (f(E)) 6 dimF . Par ailleurs, si B = (v1, . . . , vn)

désigne une base de E (en ayant noté n = dimE), on a : f (E) = Vect (f (v1) , . . . , f(vn)). Le sev f(E)
étant engendré par n vecteurs, il est au plus de dimension n. En clair : dim(f(E)) 6 dimE.

On a donc dim(f(E)) 6 dimE et dim(f(E)) 6 dimF , d'où : rg(f) 6 min (dimE, dimF ).

2/ Si rg(f) = dimF , alors f(E) est un sev de F de dimension égale à dimF ; par suite f(E) = F . Ce qui
signi�e que f est surjective, et prouve l'implication de la gauche vers la droite. La réciproque est triviale.

3/ On a déjà établi que f est injective si et seulement si l'image d'une famille libre par f est encore libre.

Le point 3/ s'en déduit. K



636 Cours MPSI - sz

24.2 Le théorème du rang et ses conséquences

Droit au but !

Théorème 24.1 - (Théorème du rang). Soient E et F deux K-ev de dimension �nie, et f ∈
L (E,F ). On a :

dimE = dimker f + rg f

Preuve. ä Puisque ker f est un sev de E, et que E est de dimension �nie, ker f admet un supplé-
mentaire S dans E. En clair, il existe un sev S de E tel que : E = ker f

⊕
S. On construit alors une

application :

f̃ : S // Im f

−→v � // f (−→v )

En premier lieu, observons que f est bien dé�nie (c'est-à-dire à valeurs dans Imf), linéaire (car f l'est),
et injective (car f l'est).

ä Montrons que f̃ est surjective : soit −→w ∈ Imf . Il existe −→v ∈ E tel que : f (−→v ) = −→w (♠).

Par ailleurs, comme E = ker f
⊕

S : ∃! (−→u ,−→s ) ∈ ker f × S, −→v = −→u +−→s (♥)

De (♠) et (♥), on déduit que : −→w = f (−→u +−→s ) = f (−→u )︸ ︷︷ ︸
=
−→
0F

+f (−→s ) d'où −→w = f (−→s ), et puisque s ∈ S,

−→w = f̃ (−→s ).

En résumé : ∀−→w ∈ Imf, ∃−→s ∈ S, −→w = f̃ (−→s ). Ce qui signi�e que f̃ est surjective.

ä Il s'ensuit que f̃ est un isomorphisme entre S et Imf . D'où en particulier : dimS = dim Imf .

ä D'autre part, on déduit de E = ker f
⊕

S la relation : dimE = dimker f + dimS .

De ces deux égalités entre dimensions, on déduit en�n : dimE = dimker f + dim Imf , soit encore :

dimE = dimker f + rgf . K
Remarques. Il su�t en fait de supposer que seul E est de dimension �nie dans cet énoncé. En outre,
le point clef de la preuve est que f induit un isomorphisme entre un supplémentaire de ker f dans E et
l'image de f (ce résultat est parfois appelé théorème �noyau/image�).

Corollaire 24.1 - Soient E et F deux K-ev de dimension �nie, et f ∈ L (E,F ).

1/ Si dimE > dimF , alors f n'est pas injective.

2/ Si dimE < dimF , alors f n'est pas surjective.

Preuve. Triviale. K
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Corollaire 24.2 - Soient E et F deux K-ev de même dimension �nie (dimE = dimF ), et
f ∈ L (E,F ). LASSE :

1/ f est injective.

2/ f est surjective.

3/ f est un isomorphisme.

Preuve. Notons n = dimE = dimF , et observons que d'après le théorème du rang :

dimE = dimker f + dim Imf (♠)

ä 1) =⇒ 2) : si f est injectif, alors ker f =
{−→
0E

}
donc dimker f = 0 d'où grâce à (♠) : dim Imf = n.

Donc Imf = F et f est donc surjectif.

ä 2) =⇒ 3) : si f est surjectif, alors Imf = F donc dim Imf = n d'où grâce à (♠) : dimker f = 0. Donc

ker f =
{−→
0E

}
et f est injectif, d'où f est un isomorphisme.

ä 3) =⇒ 1) : trivial.

ä Conclusion : 1) =⇒ 2) =⇒ 3) =⇒ 1) donc : 1) ⇐⇒ 2) ⇐⇒ 3) . K

En particulier :

Corollaire 24.3 - Soient E un K-ev de dimension �nie, et f ∈ L (E) (un endomorphisme de E).
LASSE :

1/ f est injective.

2/ f est surjective.

3/ f est un automorphisme de E.

Preuve. Prendre E = F dans le corollaire précédent ! K

Application. L'application linéaire φ : P ∈ Kn[X] 7−→ (P − P ′) ∈ Kn[X] est un automorphisme de
Kn[X] (ie : φ ∈ GL (Kn[X])).

En e�et :

ä L'application φ est bien dé�nie car si P est un polynôme de degré au plus n, alors il en est de même
du polynôme P − P ′. En outre, un calcul aisé permet d'établir que φ est linéaire, c'est à dire que :
∀ (λ, µ) ∈ K2, φ (λP + µQ) = λφ(P ) + µφ(Q). Par suite : φ ∈ L (Kn[X]) .

ä Soit P ∈ Kn[X]. Alors : P ∈ kerφ ⇐⇒ P = P ′. Or seul le polynôme nul est égal à son polynôme

dérivé. Donc kerφ =
{
0̃
}
. Donc φ est injectif.

ä Puisque φ est un endomorphisme injectif de Kn[X] (qui est de dimension �nie), on déduit du corollaire
ci-dessus que φ est un automorphisme de Kn[X] .



638 Cours MPSI - sz

ATTENTION : l'énoncé précédent n'est valide qu'en dimension �nie, comme l'illustre l'exemple ci-dessous.

Contre-exemple en dimension in�nie. L'application ∆ : P ∈ K[X] 7−→ P ′ ∈ K[X] est un endomor-
phisme surjectif de K[X]. Cependant, ∆ n'est pas un automorphisme de K[X].

L'application ∆ : P ∈ K[X] 7−→ P ′ ∈ K[X] est un endomorphisme de K[X], par linéarité de la
dérivation formelle.

Montrons sa surjectivité : soit P ∈ K[X]. Il existe un entier naturel n (n'importe quel majorant du degré

de P ) et n+1 scalaires α0,. . . , αn tels que : P =
n∑
k=0

αkX
k. On pose judicieusement : Q =

n∑
k=0

αk
k + 1

Xk+1,

de telle sorte que ∆(Q) = P .

On a ainsi établi que tout P ∈ K[X] appartient à l'image de ∆, ce qui prouve la surjectivité de ∆.

En revanche, ∆ n'est pas injectif (par exemple car ∆(X) = ∆(X+3)), et n'est donc pas un automorphisme
de K[X].

Conclusion. ∆ est un endomorphisme injectif et non surjectif de K[X] .

On achève ce paragraphe par une propriété qui prendra toute sa signi�cation dans la suite des évènements.

Propriété 24.2 - (Invariance du rang par composition avec un isomorphisme). Soient E,
F et G trois K-ev de dimension �nie, f ∈ L (E,F ) et g ∈ L (F,G).

1/ [g est un isomorphisme] =⇒ [rg (g ◦ f) = rg (f)]

2/ [f est un isomorphisme] =⇒ [rg (g ◦ f) = rg (g)]

Preuve. Pseudo-triviale. K

Remarque : pour le 2), il su�t en fait de supposer que f est surjective.

24.3 Formes linéaires et hyperplans

24.3.1 Formes linéaires

Définition 24.3 - Soit E un K-ev.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K (un élément de L (E,K)).

Notation. On pourra noter E∗ l'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

Exemples : 1) L'application : (x, y) ∈ R2 7−→ y ∈ R est une forme linéaire sur R2.

2) L'application : (x, y, z) ∈ R3 7−→ x+ y − 2z ∈ R est une forme linéaire sur R3.

3) L'application (d'évaluation en 0) : P ∈ K[X] 7−→ P (0) ∈ K est une forme linéaire sur K[X].

4) L'application : f ∈ C 0 (R,K) 7−→
∫ b

a

f(t)dt ∈ R est une forme linéaire sur C 0 (R,K) (pour tous réels

distincts a et b).
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5) L'application tr : M ∈ Mn (K) 7−→ tr (M) =
n∑
i=1

mii ∈ K qui à une matrice carrée de Mn (K) associe

sa trace est une forme linéaire sur Mn (K).

6) L'application (un)n ∈ KN 7−→ u0 ∈ K qui à une suite à valeurs dans K associe son premier terme est
une forme linéaire sur KN.

7) Dans R2 muni du produit scalaire usuel, on �xe un vecteur −→v . L'application −→u ∈ R2 7−→ −→u .−→v ∈ R
qui à un vecteur −→u associe son produit scalaire avec −→v est une forme linéaire sur R2.

8) Soit n ∈ N, n > 2. L'application ∆ :M ∈ Mn (K) 7−→
n∑
i=1

(mi1 −mi2) ∈ K qui à une matrice carrée de

Mn (K) associe la di�érence des sommes des coe�cients de ses première et seconde colonne est une forme
linéaire sur Mn (K).

Propriété 24.3 - Soient E un K-ev, et f une forme linéaire sur E. Si f n'est pas nulle, alors f est
surjective.

Autrement dit, toute forme linéaire non nulle est surjective.

Preuve. f(E) est un sev de K, qui est de dimension 1. Si f est non nulle, alors f(E) est de dimension

égale à 1, donc f(E) = K d'où la conclusion. K

Propriété 24.4 - Soit E un K-ev de dimension �nie.

Si f une forme linéaire non nulle sur E, alors ker f est un hyperplan de E.

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente et du théorème du rang. K

Exemples. Dans chacun des exemples 1) à 8) évoqués précédemment, la forme f est surjective. Dans
l'exemple 1), le noyau de f est la droite d'équation y = 0 ; dans l'exemple 2), le noyau de f est le plan
d'équation x + y − 2z = 0 ; dans l'exemple 5), le noyau de f est l'hyperplan de Mn (K) constitué des
matrices de trace nulle ; dans le 7), sous réserve que −→v 6= −→0 , le noyau de f est la droite vectorielle de
vecteur normal −→v ; dans le 8), le noyau de f est l'hyperplan de Mn (K) constitué des matrices dont les
sommes des coe�cients des deux premières colonnes sont égales. Tous ces noyaux sont des hyperplans dans
leurs espaces vectoriels ambiants respectifs.

Dans les autres exemples, les espaces vectoriels considérés n'étant pas de dimension �nie, les noyaux des
di�érentes formes linéaires ne sont pas des hyperplans. Ce sont néanmoins des sev, et explicitement : dans
l'exemple 3), le noyau de f est le sev de K[X] des polynômes s'annulant en 0 ; dans l'exemple 4), le noyau
de f est le sev de C 0 (R,K) des fonctions continues et d'intégrale nulle sur [a, b] ; dans l'exemple 6), le
noyau de f est le sev de KN des suites à valeurs dans K de premier terme nul.
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24.3.2 Correspondance entre formes linéaires et hyperplans

Théorème 24.2 - Soit E un K-ev de dimension n > 1, et soit H un sev de E. LASSE :

1/ H est un hyperplan de E ;

2/ il existe un vecteur −→v ∈ E, −→v 6= −→0E tel que E = H
⊕

Vect (−→v ) ;

3/ il existe f ∈ E∗, f 6= 0E∗ (une forme linéaire sur E non nulle) telle que H = ker f .

Preuve. 1/ =⇒ 3/. Soit H un hyperplan de E. Puisque H est un K-ev de dimension �nie (égale à n−1),
il admet une base B = (−→vi )i∈[[1,n−1]], qui est en particulier une famille libre de vecteurs de E.

En vertu du théorème de la base incomplète, cette base peut être complétée en une base de E. Explicite-
ment, il existe un vecteur −→w ∈ E (et évidemment −→w /∈ H) tel que B′ = (−→v1 , . . . ,−−→vn−1,

−→w ) est une base de
E.

Pour tout vecteur −→v de E, il existe alors un unique n-uplet (α1, . . . , αn−1, β) de scalaires tel que :

−→v =

(
n−1∑
i=1

αi
−→vi

)
+ β−→w .

On considère la forme coordonnée suivante :

w∗ : E // K
−→v � // β

Il est alors clair que : H = kerw∗.

Conclusion : [H est un hyperplan de E] =⇒ [il existe f ∈ E∗, f 6= 0E∗ telle que H = ker f ]

ä 3/⇐= 1/. Supposons qu'il existe f ∈ E∗, f 6= 0E∗ telle que H = ker f . Puisque f est une forme linéaire
non nulle, elle est surjective, donc de rang 1. En vertu du théorème du rang, on a donc : dimker f = n−1.
Donc H = ker f est un hyperplan de E.

Conclusion : [il existe f ∈ E∗, f 6= 0E∗ telle que H = ker f ] =⇒ [H est un hyperplan de E]

ä Ainsi : Conclusion : [il existe f ∈ E∗, f 6= 0E∗ telle que H = ker f ] ⇐⇒ [H est un hyperplan de E] .

ä La preuve de 1/⇐⇒ 2/ est contenue dans le raisonnement précédent. K
Le théorème ci-dessus a�rme en particulier que tout hyperplan est le noyau d'une forme linéaire ; mais
pour un hyperplan �xé, on n'a pas unicité de cette forme, et l'énoncé suivant précise ce fait.

Théorème 24.3 - Soit E un K-ev de dimension n > 1.

Deux formes linéaires sur E ont même noyau SSI elles sont proportionnelles.

En d'autres termes, pour f et g dans E∗, on a :

[ker f = ker g]⇔ [∃λ ∈ K∗, g = λf ]
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Preuve. Raisonnement par double implication. Supposons ker f = ker g. Il existe alors (v1, . . . , vn−1, w)

une base de E telle que (v1, . . . , vn−1) soit une base de ker f , et w /∈ ker f .

Posons alors : λ =
g(w)

f(w)
. Cette dé�nition est légitime puisque f(w) et g(w) sont deux scalaires, et g(w)

puisque w /∈ ker g par hypothèse.

Soit alors V un vecteur quelconque de E. Il existe n scalaires tels que : V =
∑
k=1

αkvk + βw.

Par hypothèse et par linéarité de f (resp. de g), on a : f(V ) = βf(w) et g(V ) = βg(w).

Il s'ensuit que : g(V ) = λf(V ).

Le vecteur V étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on a établi que : g = λf . Ce qui prouve la
première implication.

La réciproque est triviale. K

Pour un K-ev de dimension �nie, on a ainsi une correspondance bijective entre les hyperplans de E et
les formes linéaires non nulles dé�nies à une constante multiplicative près.

Théorème 24.4 - Soit E un K-ev de dimension n > 1, et soit F un sev de dimension r.

Alors F est l'intersection de n− r hyperplans.

Plus explicitement, il existe n− r formes linéaires non nulles (fi)i∈ [[1,n−r]] sur E telles que :

F =
n−r⋂
i=1

ker fi

Preuve. Soit F un sev de dimension r d'un K-espace vectoriel E de dimension n > 1.

Puisque F est de dimension �nie, il admet une base (−→v1 , . . . ,−→v r), que l'on peut compléter (grâce au
théorème de la base incomplète) pour obtenir une base : B = (−→v1 , . . . ,−→v r,

−→w 1, . . . ,
−→w n−r) de E.

Notons alors w∗
1,. . . , w

∗
n−r les formes coordonnées associées aux vecteurs −→wi, c'est-à-dire pour mémoire les

applications :

w∗
i : E // K

−→v =
r∑
i=1

αi
−→v i +

n−r∑
i=1

βi
−→wi � // βi

Les applications w∗
i sont des formes linéaires non nulles sur E (qui est un K-ev de dimension �nie), donc

leurs noyaux sont des hyperplans de E (conséquence du théorème du rang).

Prouvons alors l'égalité : F =
n−r⋂
i=1

kerw∗
i par double inclusion.
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ä Montrons F ⊂
n−r⋂
i=1

kerw∗
i . Soit

−→v ∈ F . Alors il existe r scalaires α1,. . . , αr tels que :
−→v =

r∑
i=1

αi
−→v i

(tous les βi sont donc nuls). On en déduit que : ∀ i ∈[[ 1, n− r ]], w∗
i (
−→v ) = 0. Il revient au même de dire

que : ∀ i ∈[[ 1, n− r ]], −→v ∈ kerw∗
i .

Par suite : −→v ∈
n−r⋂
i=1

kerw∗
i . D'où : F ⊂

n−r⋂
i=1

kerw∗
i (♠)

ä Montrons
n−r⋂
i=1

kerw∗
i ⊂ F . Soit −→v ∈ E. Alors il existe n scalaires α1,. . . , αr, β1,. . . , βn−r tels que :

−→v =
r∑
i=1

αi
−→v i +

n−r∑
i=1

βi
−→wi. Lorsque −→v ∈

n−r⋂
i=1

kerw∗
i , on a : ∀ i ∈[[ 1, n − r ]], w∗

i (
−→v ) = 0. Ainsi tous les βi

sont nuls et on en déduit que −→v =
r∑
i=1

αi
−→v i, et donc :

−→v ∈ F . D'où :
n−r⋂
i=1

kerw∗
i ⊂ F (♥) On déduit

de (♠) et de (♥) que :
n−r⋂
i=1

kerw∗
i = F . Puisque les sev kerw∗

i sont des hyperplans de E, on a établi que :

Si dimE = n, tout sev de dimension r de E est l'intersection de (n− r) hyperplans de E K

Précisions concernant la preuve ci-dessus. Dans cette démonstration, on a construit deux bases. Une pour
F (celle des vecteurs −→vi ) et une pour un supplémentaire de F dans E (celle des vecteurs −→wi). Pour que ces
bases existent 1, il est indispensable de supposer que r > 0 et n− r > 0. Il convient donc de traiter à part
dans la preuve les cas r = 0 et r = n. On observe simplement que si r = n, alors F = E et F est bien

l'intersection de. . . zéro hyperplan de E ; et dans le cas où r = 0, on a F =
{−→
0E

}
, et F est l'intersection

des n hyperplans ker v∗i , où les v∗i sont les formes coordonnées associées à une quelconque base (−→vi )i∈[[1,n]]
de E. Fin de la parenthèse.

D'une certaine manière, le théorème précédent généralise ce que vous connaissez déjà de la géométrie dans
l'espace de Terminale, où vous avez vu qu'une droite peut être dé�nie comme l'intersection de deux plans
(et donc par deux équations).

Exemple d'application (du théorème du rang) et d'illustration (du théorème ci-dessus). Dans
M10 (R), l'ensemble F des matrices dont les sommes des coe�cients de chaque colonne sont égales est un
sous-espace vectoriel. Plus précisément, F est de dimension 91, et c'est donc l'intersection de 9 hyperplans.

1. Pour qu'elles contiennent au moins un vecteur.
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24.4 Parenthèse : inverse à gauche, inverse à droite

Une ultime application du théorème du rang :

Propriété 24.5 - Soit E un K-ev de dimension �nie, et soit f ∈ L (E). LASSE :

1/ f ∈ GL (E)

2/ ∃ g ∈ L (E), g ◦ f = idE (et alors g = f−1)

3/ ∃ g ∈ L (E), f ◦ g = idE (et alors g = f−1)

Preuve. Supposons que : ∃ g ∈ L (E), g ◦ f = idE. Alors f est injective, et donc bijective puisque
c'est un endomorphisme d'un ev de dimension �nie. D'où f est un automorphisme de E. Ce qui montre
l'implication : 2/ =⇒ 1/.

L'implication : 3/ =⇒ 1/ se démontre de faàon analogue, en remplçant dans le discours précédent �injective�
par �surjective�.

Les implications 1/ =⇒ 2/ et 1/ =⇒ 3/ sont immédiates. K

En clair, un endomorphisme de E est bijectif si et seulement si il admet un inverse à gauche ouà droite.

La traduction matricielle de cette propriété est la suivante :

Propriété 24.6 - Soit n ∈ N∗, et soit A ∈ Mn (K). LASSE :

1) A ∈ GLn (K)

2) ∃B ∈ Mn (K) , BA = In (et alors B = A−1)

3) ∃B ∈ Mn (K) , AB = In (et alors B = A−1)

Preuve. Comme indiqué plus haut, c'est l'interprétation en termes de matrices de la propriété précédente

(voir paragraphes suivants pour la correspondance entre applications linéaires et matrices). K

Observons pour conclure que l'énoncé est complètement faux dans un espace vectoriel de dimension
in�nie. Les endomorphismes de R[X] (qui est un R-ev de dimension in�nie)

∆ : R[X] � // R[X]

P � // P ′
et I : R[X] � // R[X]

P =
n∑
k=0

akX
k � //

n∑
k=0

ak
k + 1

Xk+1

véri�ent ∆ ◦ I = idR[X]. Donc ∆ est inversible à droite, et I est inversible à gauche. Mais ni l'un ni
l'autre ne sont bijectifs, puisque ∆ (resp. I ) n'est clairement pas injectif (resp. pas surjectif).
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24.5 Matrice d'une application linéaire

24.5.1 Dé�nition et généralités

Définition 24.4 - Soient E et F deux K-ev, de dimensions respectives p et n ; f ∈ L (E,F ) ;
B = (−→v 1, . . . ,

−→v p) une base de E ; et B′ = (−→w 1, . . . ,
−→w n) une base de F .

La matrice de f dans les bases B et B′, notée MatB,B′ (f) est la matrice de Mnp (K) suivante :

MatB,B′ (f) = (αij)16i6n, 16j6p

où les scalaires αij sont caractérisés par :

∀ j ∈[[ 1, p ]], f (−→v j) =
n∑
i=1

αij
−→w i

Traduction. La matrice de f est obtenue en écrivant en colonnes les coordonnées
dans la base B′ des images par f des vecteurs de la base B (par ♥).

Notation. Lorsque f est un endomorphisme de E, et que B est une base de E, on note simplement
MatB(f) la matrice MatB,B(f).

Illustration : on reprend les notations de la dé�nition. f (v1) · · · f (vn)

ä f : E −→ F est une application linéaire ;

ä B = (v1, . . . , vn) est une base de E ;

ä B′ = (w1, . . . , wm) est une base de F ;

MB,B′ (f) =

w1

w2
...
...
wm




Exemples

Exemple 1. On considère l'application linéaire f : R3 −→ R2 dé�nie par f (x, y, z) = (x+ 2y, 3y − 4z).
On appelle B et B′ les bases canoniques respectives de R3 et de R2. Plus précisément, on note :

B = (e1, e2, e3) et B′ = (e'1, e'2)

On a :

f (e1) =

 1

0

0

 = 1 e'1+ 0 e'2 ; f (e2) =

 0

1

0

 = 2 e'1+ 3 e'2 ; f (e3) =

 0

0

1

 = 0 e'1+ −4 e'2 ;

D'où :

MB,B′ (f) =

(
1 2 0

0 3 −4

)
Remarque : [MB,B′ (f)]

 x

y

z

 = (x+ 2y, 3y − 4z)
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Remarque : on pose B′′ = (e'2, e'1). On a alors :

MB,B′′ (f) =

(
0 3 −4
1 2 0

)

Exemple 2. Dans cet exemple on considère E = R2. On considère la projection orthogonale p sur (Ox),
qui est comme chacun sait une application linéaire p : R2 −→ R2 (et donc un endomorphisme).
1) Dans un premier temps, on prend B = B′ = (e1, e2)
(base canonique de R2). Dans ce cas, on parle de matrice
de l'endomorphisme p dans la base B (et pas �dans les
bases B et B�) ; et cette matrice est notée MB (p) (et
pas MB,B (p)).

Comme : p (e1) = 1 e1 + 0 e2 et p (e2) = 0 e1 + 0 e2,

la matrice de p dans la base B est :

MB (p) =

(
1 0

0 0

)

2) Dans un second temps, on prend B = (v1, v2) et B′ = (e1, e2) (voir �gure).

Comme : p (v1) = 1 e1 + 0 e2 et p (v2) = − e1 + 0 e2,

la matrice de p dans les bases B et B′ est :

MB,B′ (p) =

(
1 0

−1 0

)

3) Dans un dernier temps, on prend B = B′ = (v1, v2).

Comme : p (v1) = (1/2) v1 − (1/2) v2 et p (v2) = −(1/2) v1 + (1/2) v2,

la matrice de p dans la base B′ est :

MB′ (p) =
1

2

(
1 −1
−1 1

)

Remarque. Il ressort de ces premiers exemples qu'une application linéaire ne possède pas une unique
matrice. On ne peut parler de la matrice d'une application linéaire que relativement à une base de l'ev
de départ et une base de l'ev d'arrivée. En outre, une fois ces bases choisies, la matrice associée à une
application linéaire peut être très �simple� ou plus �compliquée� ; nous verrons que ces di�érentes matrices
possèdent néanmoins des propriétés communes.
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Exemple 3. L'application nulle de E dans F a pour matrice la matrice nulle, dans toutes bases B de E
et B′ de F .

Exemple 4. L'application linéaire φ : P ∈ R2[X] 7−→ (P (0), P (1), P (2)) ∈ R3 a pour matrice

MatB,B′ (φ) =

 1 0 0

1 1 1

1 2 4

 où B et B′ désignent les bases canoniques de R2[X] et de R3 respective-

ment. En revanche, on a :

MatB′′,B′ (φ) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 si on choisit pour B′′ la base de R2[X] constituée des polynômes de

Lagrange associés aux valeurs 0, 1 et 2.

Exemple 5. L'endomorphisme f : P ∈ R3[X] 7−→ P (X + 1) ∈ R3[X] a pour matrice

MatB (f) =


1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

 où B désigne la base canonique de R3[X].

Exemple 6. L'application linéaire f : (x, y, z, t) ∈ R4 7−→ (x+ 2y + 3t, 4x− 5z + 6t) ∈ R2 a pour matrice

MatB,B′ (f) =

(
1 2 3 0

4 0 −5 6

)
où B et B′ désignent les bases canoniques de R4 et R2 respectivement.

Exemple 7. L'application identité id : R2[X] −→ R2[X] a pour matrice

MatB (id) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I3 où B désigne une base quelconque de R2[X]. Mais on a :

MatB′,B (id) =

 1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 = PBB′ où B désigne la base canonique de R2[X], et B′ la base(
1, (X − 1) , (X − 1)2

)
.

Exemple 8. Plus généralement, si E est un K-ev de dimension n > 1, on a

MatB (idE) = In pour toute base B de E, et :

MatB′,B (idE) = PBB′ pour toutes bases B et B′ de E.

L'énoncé ci-dessous précise le lien entre une application linéaire f et une matrice la représentant.

Propriété 24.7 - Soient E et F deux K-ev, de dimensions respectives p et n ; f ∈ L (E,F ) ;
B une base de E, et B′ une base de F . Soit −→v un vecteur de E, dont on note XB le p-uplet des
coordonnées de −→v dans la base B. On note encore YB′ le n-uplet des coordonnées de f (−→v ) dans la
base B′. Alors :

YB′ = MatB,B′(f)XB
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Preuve. Notons :

ä B = (−→v 1, . . . ,
−→v p) une base de E ;

ä B′ = (−→w 1, . . . ,
−→w n) une base de F ;

ä MatB,B′(f) = (aij)16i6n, 16j6p ∈ Mnp (K) la matrice de f dans les bases B et B′, de telle sorte que :

∀ j ∈[[ 1, p ]], f (−→v j) =
n∑
i=1

aij
−→w i (E1)

ä −→v un vecteur de E, de coordonnées XB = (x1, . . . , xp) dans la base B, de telle sorte que :

−→v =

p∑
i=1

xi
−→vi (E2) ;

ä YB′ = (y1, . . . , yn) le n-uplet des coordonnées de f (
−→v ) dans la base B′, de telle sorte que :

f (−→v ) =
n∑
i=1

yi
−→wi (E3) ;

ä Notons en�n qu'avec ces notations on a : [YB′ = MatB,B′(f)XB]⇐⇒

[
∀ i ∈[[ 1, n ]], yi =

p∑
j=1

aijxj

]
(♠)

En avant pour la preuve ! D'une part : f (−→v ) =
n∑
i=1

yi
−→wi (E3)

D'autre part : f (−→v ) = f

(
p∑
j=1

xj
−→vj

)
=

p∑
j=1

xjf (
−→v j) =

p∑
j=1

xj

n∑
i=1

aij
−→w i =

p∑
j=1

n∑
i=1

aijxj
−→w i

=
n∑
i=1

(
p∑
j=1

aijxj

)
−→w i (E4)

On déduit alors de (E3), (E4) et de l'unicité des coordonnées de f (−→v ) dans la base B′ que :

∀ i ∈[[ 1, n ]], yi =

p∑
j=1

aijxj

En vertu de (♠), ceci équivaut à : YB′ = MatB,B′(f)XB. K
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Théorème 24.5 - Mêmes notations et hypothèses que dans la propriété ci-dessus. L'application

ψ : L (E,F ) � // Mnp (K)

f � // MatB,B′(f)

est une bijection.

Preuve. Il s'agit ici de véri�er que, une base B de E et une base B′ de F étant �xées, l'application
qui à une application linéaire de E dans F associe sa matrice dans les bases B et B′ est bijective (deux
applications linéaires distinctes sont représentées par deux matrices distinctes (injectivité), et toute matrice
de Mnp (K) est celle d'une application linéaire de E dans F (surjectivité)). La surjectivité est claire, et
l'injectivité provient de ce qu'une application linéaire f est uniquement déterminée par l'image par f d'une

base de E. K

24.5.2 Compatibilité avec les opérations matricielles

Propriété 24.8 - (Linéarité) Soient E et F deux K-ev, de dimensions respectives p et n ; B une
base de E, et B′ une base de F .

Soient f et g ∈ L (E,F ), soient λ et µ deux scalaires :

MatB,B′ (λf + µg) = λMatB,B′ (f) + µMatB,B′ (g)

Preuve. Longue mais facile. K
Corollaire 24.4 - L'application ψ : f ∈ L (E,F ) 7−→ MatB,B′(f) ∈ Mnp (K) est un isomor-
phisme.

Preuve. L'application ψ est bien entendu celle du théorème 24.5.2, et le corollaire une conséquence

immédiate de la propriété précédente. K
Corollaire 24.5 - Si E et F sont deux K-ev de dimension �nie, alors L (E,F ) est un K-ev de
dimension �nie et :

dimK L (E,F ) = dimKE × dimK F

Preuve. Conséquence du corollaire précédent, et du fait que deux espaces vectoriels isomorphes ont la

même dimension. K
Propriété 24.9 - soient E, F et G trois K-ev, de bases respectives B, B′ et B′′ ; soient f ∈
L (E,F ) et g ∈ L (F,G). Alors :

MatB,B′′ (g ◦ f) = MatB′,B′′ (g)×MatB,B′ (f)

Preuve. Copier, coller et adapter la preuve de la propriété 24.7. K
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Propriété 24.10 - Soient E et F deux K-ev de même dimension, de bases respectives B et B′ ;
et soit f ∈ L (E,F ).

f est un isomorphisme de E de F SSI sa matrice dans toutes bases B et B′ (de E et F respectivement)
est inversible.

Preuve. Si f est un isomorphisme de E dans F , alors d'après la propriété précédente :

MatB′,B (f−1)×MatB,B′ (f) = MatB,B (f−1 ◦ f)

pour toutes bases B et B′ (de E et F respectivement). Or : MatB,B (f−1 ◦ f) = MatB,B (idE) = In.

On en déduit que MatB,B′ (f) est inversible, ce qui prouve la première implication.

Réciproquement, si MatB,B′ (f) est inversible, alors il existe une matrice N telle que : N×MatB,B′ (f) = In.
En vertu du théorème , cette matrice N correspond est celle d'une unique application g dans les bases B′

et B. L'égalité matricielle ci-dessus signi�e alors que g ◦ f = idE (et N étant l'inverse de MatB,B′ (f), on

a également f ◦ g = idF ). On en déduit que f est un isomorphisme, ce qui complète la preuve. K
En particulier :

Propriété 24.11 - Soient E un K-ev de dimension n, et f ∈ L (E) (un endomorphisme de E).
Alors :

[f ∈ GL(E)]⇐⇒ [MatB(f) ∈ GLn (K)] (B désignant une base quelconque de E).

En outre, si f ∈ GL(E), on a : MatB (f−1) = (MatB(f))
−1.

Preuve. Conséquence immédiate de la propriété précédente. K
Exemple. L'endomorphisme f : P ∈ R3[X] 7−→ P − P ′ ∈ R3[X] a pour matrice

A = MatB (f) =


1 −1 0 0

0 1 −2 0

0 0 1 −3
0 0 0 1

 où B désigne la base canonique de R3[X].

A est clairement inversible et il s'ensuit que f est un automorphisme de R3[X]. Son automorphisme
réciproque a pour matrice dans la base B :

A−1 = MatB (f−1) =


1 1 2 6

0 1 2 6

0 0 1 3

0 0 0 1


et explicitement on a donc :

∀ (a, b, c, d) ∈ R4, f−1 (aX3 + bX2 + cX + d)

= aX3 + (b+ 3a)X2 + (c+ 2b+ 6a)X + 6a+ 2b+ c+ d
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24.6 Rang d'une matrice

Définition 24.5 - Soit A ∈ Mnp (K).

On appelle application linéaire canoniquement associée à la matrice A l'application linéaire
fA ∈ L (Kp,Kn) dé�nie en posant :

∀X ∈ Kp, fA (X) = AX

Exemple. Posons A =

 1 1 1 2

1 2 0 −1
0 0 0 1

. L'application linéaire fA canoniquement associée à A est

l'application fA ∈ L (R4,R3) dé�nie en posant :

∀ (x, y, z, t) ∈ R4, fA(x, y, z, t) = (x+ y + z + 2t, x+ 2y − t, t) ∈ R3

Définition 24.6 - Soit A ∈ Mnp (K). On appelle :

1/ noyau de A et on note ker A le noyau de fA ;

2/ image de A et on note ImA l'image de fA ;

3/ rang de A et on note rgA le rang de fA.

Exemple. En reprenant la matrice A de l'exemple ci-dessus, l'image de A est R3, donc le rang de A est
3. Le noyau de A est la droite vectorielle de R4 engendrée par le vecteur −→v (2,−1,−1, 0).

Les propriétés ci-dessous sont obtenues en traduisant matriciellement celles déjà établies pour le rang d'une
application linéaire.

Propriété 24.12 - Soit A ∈ Mnp (K). On a :

1/ rg(A) 6 min (n, p) ;

2/ [rg(A) = n]⇐⇒ [fA est surjective] ;

3/ [rg(A) = p]⇐⇒ [fA est injective] ;

4/ Théorème du rang : p = dimker A+ rg(A).

Preuve. Voir preuves des propriétés 24.1 page 635, et 24.1 page 636. K
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En particulier :

Propriété 24.13 - Soit A ∈ Mn (K). On a :

[A ∈ GLn (K)]⇐⇒ [rg(A) = n]⇐⇒
[
ker A =

{−→
0 Kn

}]
⇐⇒ [fA ∈ GL (Kn)]

Preuve. Conséquences immédiates des propriétés précédentes. K

24.7 Changement de base

Théorème 24.6 - (Formule du changement de base) Soit E un K-ev de dimension �nie, B et
B′ deux bases de E, et f ∈ L (E). Alors :

MB′ (f) = P−1
B,B′MB (f)PB,B′

Preuve. Soient E un K-ev de dimension n ; f ∈ L (E) ; B et B′ deux bases base de E.

Notons : M =MB(f) (resp. M ′ =MB′(f)) la matrice de f dans la base B (resp. B′).

Notons : P = PBB′ la matrice de passage de la base B à la base B′, de telle sorte que P−1 = PB′B est la
matrice de passage de la base B′ à la base B.

Soit V un vecteur de E, dont on note XB (resp. XB′) le n-uplet des coordonnées dans la base B (resp.
B′).

On introduit encore YB (resp. YB′) le n-uplet des coordonnées de f(V ) dans la base B (resp. B′).

On a alors : YB′ =M ′XB′ (♠) (et YB =MXB) (propriété de la matrice d'une application linéaire dans
une base donnée).

Par ailleurs : YB′ = P−1YB (propriété de la matrice de passage). D'où : YB′ = P−1MXB et donc :

YB′ = P−1MPXB′ (♣)

D'après (♠) et (♣) : M ′XB′ = P−1MPXB′ . Le vecteur V (et par suite le n-uplet XB′) étant arbitraire
dans ce raisonnement, on a ainsi établi que :

∀X ∈ Kn, M ′X = P−1MPX On en déduit que :M ′ = P−1MP en vertu du lemme suivant la conclusion.

Conclusion. MB′ (f) = P−1
B,B′MB (f)PB,B′ . K

Lemme 24.1 - ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A = B]⇐⇒ [∀X ∈ Kn, AX = BX]

Preuve. Notons A = (aij) et B = (bij).

Notons aussi, pour tout entier j ∈ [[ 1, n ]], ej = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0) l'élément de Kn dont la j-ème

coordonnée vaut 1 et toutes les autres sont nulles.
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Supposons que ∀X ∈ Kn, AX = BX. Alors en particulier : ∀ j ∈ [[ 1, n ]], Aej = Bej.

Or : Aej =


a1j
...
aij
...
anj

 et Bej =


b1j
...
bij
...
bnj

 (le produit de A par ej est égal à la j-ème colonne de la matrice

A).

On en déduit donc que : ∀ i ∈[[ 1, n ]], aij = bij.

Puisqu'en outre l'entier j est arbitraire dans les calculs précédedents, on a établi que : ∀ (i, j) ∈[[ 1, n ]]2

, aij = bij.

Ce qui signi�e que A = B, et prouve donc l'implication �de la droite vers la gauche�.

Réciproque triviale. K

Remarque concernant la formule du changement de base. Avec les notations classiquement utilisées
en exercice, on peut retenir cette propriété sous la forme A′ = P−1AP . Le tout étant de se souvenir qui
sont A, A′ et P dans cette formule. Un autre moyen mnémotechnique : souvent, la matriceM est celle d'un
endomorphisme f donné dans l'énoncé, et on cherche à la diagonaliser, c'est-à-dire à exhiber une base B′

de E telle que la matrice de f dans la base B′ soit diagonale. Lorsque cela est possible, on obtient alors
la formule D = P−1MP , que l'on peut réécrire MP = PD ; on trouve ainsi la formule d'algèbre linéaire
préférée des PSI. Bref, tous les moyens sont bons, l'important étant que vous sachiez retrouver ce résultat
en strictement moins de deux essais.

Théorème 24.7 - (Formule du changement de base, généralisation). Soient E et F deux
K-ev de dimension �nie, B et B′ deux bases de E, C et C ′ deux bases de F , et f ∈ L (E,F ). Alors :

MatB′C ′ (f) = PC ′,CMatB,C (f)PB,B′

Preuve. Analogue à celle du théorème 24.6. K

On peut alors observer que les notions de rang (d'une matrice d'une part, d'une application linéaire d'autre
part) coïncident et que le rang de f est celui d'une quelconque de ses matrices (indépendance du choix
des bases). Explicitement :

Propriété 24.14 - Mêmes hypothèses et notations que dans le théorème ci-dessus. On a :

rg (MatB′C ′ (f)) = rg (MatB,C (f))

Preuve. La preuve de cette propriété repose essentiellement sur le théorème précédent et sur le fait que le
rang d'une application linéaire est invariant par composition (à gauche ou à droite) avec un isomorphisme

(voir propriété 24.2 page 638). K
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24.8 Matrices équivalentes, matrices semblables

24.8.1 Matrices équivalentes

Définition 24.7 - soient n et p deux entiers naturels non nuls, et soient A et B ∈ Mnp (K).

La matrice A est équivalente à la matrice B si :

∃P ∈ GLp (K) , ∃Q ∈ GLn (K) , B = QAP−1

Notation. Dans ces lignes, nous noterons A ≡ B lorsque A est équivalente à la matrice B.

Propriété 24.15 - La relation binaire ≡ est une relation d'équivalence sur Mnp (K), ie :

1/ ∀A ∈ Mnp (K) , A ≡ A (ré�exivité)

2/ ∀ (A,B) ∈ Mnp (K)2 , [A ≡ B] =⇒ [B ≡ A] (symétrie)

3/ ∀ (A,B,C) ∈ Mnp (K)3 , [(A ≡ B) ∧ (B ≡ C)] =⇒ [A ≡ C] (transitivité)

Preuve. Immédiate. K
Désormais, nous pourrons donc dire que deux matrices A et B de Mnp (K) sont équivalentes (l'ordre n'ayant
pas d'importance).

Exemple. Dans Mnp (K), la matrice nulle n'est équivalente qu'à elle-même !

Notation : soient n et p deux entiers naturels non nuls, et soit r un entier dans [[ 1,min(n, p) ]]. On note
Jr = (aij) la matrice de Mnp (K) dé�nie par blocs de la manière suivante :

∀ (i, j) ∈[[ 1, r ]]2, aij = δij ; et aij = 0 pour tout i > r ou tout j > r.

Illustration. Jr =


Ir 0

0 0


Théorème 24.8 - Soit A ∈ Mnp (K). On a :

[rg(A) = r]⇐⇒ [A ≡ Jr]

En particulier, pour A ∈ Mn (K), on a :

[rg(A) = n]⇐⇒ [A ≡ In]⇐⇒ [A ∈ GLn (K)]



654 Cours MPSI - sz

Preuve. Soit A ∈ Mnp (K). Montrons l'équivalence [rg(A) = r]⇐⇒ [A ≡ Jr] par double implication.

Supposons que A soit de rang r. Il revient au même de dire que l'application linéaire canoniquement
associée fA ∈ L (Kp,Kn) est de rang r. Le noyau de fA est donc de dimension p− r (d'après le théorème
du rang), et admet donc un supplémentaire dans E, que l'on note S et qui est de dimension r (d'après le
théorème assurant l'existence d'un supplémentaire).

On construit alors une base B = (u1, . . . , ur, v1, vp−r) de Kp, de telle sorte que (u1, . . . , ur) est une base
de S, et (v1, . . . , vp−r) est une base de ker fA.

Puisque f|S est injective (cf preuve du théorème du rang), la famille (f(u1), . . . , f(ur)) est libre. A son tour,
elle peut être complétée en une base B′ = (f(u1), . . . , f(ur), w1, . . . , wn−r) de Kn (d'après le théorème de
la base incomplète).

On a alors par construction : MatB,B′(fA) = Jr.

Par ailleurs, en notant P (resp. P ′) la matrice de passage de la base canonique à la base B de Kp (resp.
à la base B′ de Kn), la formule du changement de base assure que :

Jr = MatB,B′(fA) = P ′AP

Puisque P et P ′ sont inversibles (car toute matrice de passage l'est), cette dernière égalité signi�e que A
et Jr sont équivalentes. Ce qui prouve la première implication. La réciproque est triviale.

La seconde équivalence est une conséquence immédiate de la première et du théorème du rang. K
Corollaire 24.6 - ∀A ∈ Mnp (K) rg (tA) = rg(A)

Preuve. Supposons que A ∈ Mnp (K) soit de rang r. Alors il existe deux matrices P ∈ GLn (K) et
Q ∈ GLp (K) telles que : PAQ = Jr. On en déduit : tQ tA tP = tJr. Or tQ et tP sont inversibles, et la
matrice tJr est la matrice �Jr� de Mpn (K).

Il s'ensuit que tA est équivalente à Jr, et que rg(tA) = r d'après le théorème précédent. On a ainsi établi
que si A est de rang r, alors sa transposée est de rang r.

L'implication réciproque provient de la précédente appliquée à la transposée tA (en lieu et place de A),

puisque t(tA) = A. K

24.8.2 Matrices semblables

Nous rappelons ici la dé�nition de la relation de similitude sur les matrices, déjà rencontrée dans le chapitre
portant sur le calcul matriciel.

Définition 24.8 - Deux matrices A et B de Mn (K) sont semblables s'il existe une matrice
P ∈ GLn (K) telle que : B = P−1AP .

Notation. Dans ces lignes, nous noterons A ∼ B lorsque A est semblable à la matrice B.

Remarque. Une di�érence de taille par rapport au paragraphe précédent. Si deux matrices peuvent être
équivalentes sans être carrées, on ne pourra en revanche parler de matrices semblables que si l'on considère
deux matrices carrées et de même dimension.
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Propriété 24.16 - La relation de similitude est une relation d'équivalence sur Mn (K), càd :

1/ Ré�exivité : ∀A ∈ Mn (K) , A ' A

2/ Symétrie : ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ' B]⇐⇒ [B ' A]

3/ Transitivité : ∀ (A,B,C) ∈ Mn (K)3 , [(A ' B) ∧ (B ' C)] =⇒ [A ' C]

Preuve. Voir propriété 13.22, page 335 K

Désormais, nous pourrons donc dire que deux matrices A et B de Mn (K) sont semblables (l'ordre n'ayant
pas d'importance).

Exemple. Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension �nie, et soient deux bases B
et B′ deux bases de E. Alors : MatB′ (f) ∼ MatB (f) puisqu'il existe une matrice P telle que MatB (f) =

PMatB′ (f)P−1 (en l'occurrence P = PBB′). Réciproquement, deux matrices de Mn (K) sont semblables si
elles représentent le même endomorphisme de Kn (puisque toute matrice P inversible peut être interprétée
comme une matrice de passage).

Propriété 24.17 - Deux matrices semblables sont équivalentes.

∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ∼ B] =⇒ [A ≡ B]

Preuve. Immédiate. K

Attention : réciproque fausse ! Les matrices A =

(
1 0

0 0

)
et B =

(
0 1

0 0

)
sont équivalentes (il

su�t d'observer qu'elles sont de même rang), mais ne sont pas semblables (elles n'ont pas même trace).

Propriété 24.18 - (Invariants de similitude)

1/ ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ∼ B] =⇒ [rg (A) = rg (B)]. Deux matrices semblables ont même rang, ou
encore le rang est un invariant de similitude.

2/ ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ∼ B] =⇒ [tr (A) = tr (B)]. Deux matrices semblables ont même trace, ou
encore la trace est un invariant de similitude.

3/ ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , [A ∼ B] =⇒ [det (A) = det (B)]. Deux matrices semblables ont même déter-
minant, ou encore le déterminant est un invariant de similitude.

Preuve. 1/ Si A et B sont semblables, alors il existe une matrice inversible P telle que : B = P−1AP .
Puisque le rang est invariant par composition à gauche ou à droite avec un isomorphisme, on en déduit
que rg(A) = rg(B). Le rang est donc un invariant de similitude.

2/ Voir preuve de la propriété 13.23, page 336.

3/ Voir chapitre �Déterminants�. K
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24.8.3 Trace d'un endomorphisme

Définition 24.9 - Soit E un K-ev de dimension �nie, et soit f ∈ L (E).

On appelle trace de l'endomorphisme f et on note tr(f) la trace de MatB(f) où B désigne une
quelconque base de E.

Remarque. Il résulte du paragraphe précédent que cette dé�nition est sans ambiguïté, puisque la trace
est un invariant de similitude.

Propriété 24.19 - Soit E un K-ev de dimension �nie. On a :

1/ ∀ (f, g) ∈ (L (E))2 , ∀ (λ, µ) ∈ K2, tr (λf + µg) = λtr(f) + µtr(g)

(linéarité de la trace)

2/ ∀ (f, g) ∈ (L (E))2 , tr(g ◦ f) = tr(f ◦ g)

Preuve. Conséquence des propriétés déjà établies dans le cadre des traces des matrices. K

Un cas particulier important :

Propriété 24.20 - (Trace d'un projecteur) Soit p ∈ L (E) un K-ev de dimension �nie, tel que
p2 = p.

On a : tr(p) = rg(p)

Preuve. Soient E un K-ev de dimension �nie n, et p ∈ L (E) un projecteur. On peut a�rmer que
E = ker(p)

⊕
Im(p) (cf propriétés des projecteurs justement !). On choisit alors une base B′ = (v1, . . . , vr)

de Im(p) (l'entier r désignant le rang de p) et une base B′′ = (w1, . . . , wn−r) de ker(p), de telle sorte que
B = B′ ∪B′′ est une base de E.

Par construction des vecteurs vj, on a : ∀ j ∈[[ 1, r ]], p(vj) = vj, car vj ∈ Im(p), et Im(p) = ker (idE − p)
(re-cf propriétés des projecteurs).

Et par construction des vecteurs wj, on a : ∀ j ∈[[ 1, n− r ]], p(wj) = 0, car wj ∈ ker(p).

Il s'ensuit que la matrice de p dans la base B est : MB(p) = Jr =



1 0 · · · · · · · · · 0 · · · 0

0 1 · · · · · · ...
... · · · ...

...
. . .

...
... · · · ...

...
. . .

...
... · · · ...

0 0 · · · · · · 1 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · · · · 0 0 · · · 0


On en déduit que tr (MB(p)) = tr (Jr) = r. Par suite : tr(p) = r. Ainsi : tr(p) = rg(p). K
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24.9 Calcul pratique du rang d'une matrice

Le but de ce paragraphe est de formaliser matriciellement les techniques mises en place plus tôt dans
l'année notamment pour la méthode du pivot de Gauss. Explicitement, nous appellerons opérations
élémentaires sur les lignes d'une matrice A ∈ Mnp (K) :

1/ les permutations de deux lignes Li et Lj ;

2/ les dilatations de rapport λ, qui consistent à remplacer une ligne Li par la ligne λLi, avec λ ∈ K∗

3/ les transvections, qui consistent à remplacer une ligne Lj par Lj − λLi, avec λ ∈ K∗.

Ces opérations élémentaires sur les lignes de A ∈ Mn (K) peuvent être interprétées matriciellement. Plus
précisément :

1/ on appelle matrice de permutation la matrice Pi,j = In − Eii − Ejj + Eij + Eji ∈ Mn (K) (c'est la
matrice identité dont on a permuté la i-ème et la j-ème lignes). La matrice PijA est la matrice A dont
on a permuté les lignes i et j ;

2/ on appelle matrice de transvection la matrice Ti,j,λ = In − λEji ∈ Mn (K) (c'est la matrice identité
dont on a permuté la i-ème et la j-ème lignes). La matrice Ti,j,λA est la matrice A dans laquelle la
ligne Lj a été remplacée par Lj − λLi ;

3/ En�n, notons que la multiplication de A à gauche par Hi,λ = In+(λ− 1)Eii permet de remplacer dans
A la ligne Li par λLi.

Notons que :

∀ (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, ∀λ ∈ K∗, Pi,j ∈ GLn (K) , Ti,j,λ ∈ GLn (K) et Hi,λ ∈ GLn (K)

Le point-clef est qu'il existe alors une suite d'opérations élémentaires sur les lignes de A permettant de
faire apparaître des zéros dans la première colonne de A (en pratique, on applique l'algorithme du pivot
de Gauss). Dans le détail, il existe un couple d'entiers (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2, et (n− 1) scalaires λ2,. . . , λn tels
que :

T1,n,λn · · · T1,2,λ2PijA =

( p1

0

0

... A'

∗ ∗· · · )

Deux cas peuvent alors se présenter :

ä si p1 6= 0 : alors rg (A) = 1 + rg (A′) ;

ä si p1 = 0 : alors rg (A) = rg (A′).
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La justi�cation de ces égalités provient essentiellement du fait que rg (T1,n,λn · · · T1,2,λ2PijA) = rg(A),
puisque les matrices de transvection et de permutation sont inversibles, et que le rang d'une matrice est
invariant par multiplication (à gauche ou à droite) par une matrice inversible.

Dans les deux cas, on est ramené au calcul d'une matrice de Mn−1,p−1(K). En répétant le procédé autant
de fois que nécessaire, on peut déterminer facilement le rang de A.

Exemple d'application 1 : rang de

 1 1 α

1 α 1

α 1 1

 en fonction de α ∈ K :

rg

 1 1 α

1 α 1

α 1 1

 = rg

 1 1 α

0 α− 1 1− α
0 1− α 1− α2

 = 1+rg

(
α− 1 1− α
1− α 1− α2

)
= 1+rg

(
α− 1 1− α
0 2− α− α2

)
=

1 +


0 si α = 1

1 si α = 2

2 si α ∈ K\ {1, 2}

Exemple d'application 2 : calcul du rang de

 1 1 1

b+ c a+ c a+ b

bc ac ab

 en fonction de a, b et c ∈ K (voir

cours).

Remarque : on peut dé�nir de manière analogue à ce qui précède les opérations élémentaires sur les
colonnes de A, et dé�nir les matrices de permutation et de transvection correspondantes. Mais ce n'est
pas indispensable, puisque les colonnes de A sont les lignes de sa transposée tA, et qu'une matrice et sa
transposée ont même rang.

24.10 Sous-espaces a�nes d'un espace vectoriel

Définition 24.10 - Soit E un K-ev. Une partie A de E est un sous-espace a�ne de E s'il existe
un élément M de E et un sev F de E tel que :

A =M + F =
{
m+

−→
f /
−→
f ∈ F

}

Exemple et illustration. A = {(x, y) ∈ R2 / y = 1− x} est un sous-espace a�ne de R2, avec M = (0, 1)

et F = Vect(1,−1).
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Propriété 24.21 - Soient E un K-ev, et A =M + F un sous-
espace a�ne de E. Soit N ∈ E. Alors :

[N ∈ A]⇐⇒ [(N −M) ∈ F ]

Preuve. Avec les notations de la propriété :

[N ∈ A]⇐⇒ [∃ f ∈ F, N =M + f ]⇐⇒ [∃ f ∈ F, N −M = f ]⇐⇒ [(N −M) ∈ F ] K
Conséquence : si A est un sous-espace a�ne, alors le point M de la dé�nition n'est pas unique, dans un
sens rendu plus précis par l'énoncé suivant.

Propriété 24.22 - Soient E un K-ev, et A =M + F un sous-espace a�ne de E.

Alors : ∀N ∈ A, A = N + F

Preuve. Soit N ∈ A. Alors M −N ∈ F d'après la propriété précédente.

Soit alors P ∈ M + F ; il existe un élément f de F tel que : P = M + f . D'où P = N + (M −N) + f︸ ︷︷ ︸
∈F

.

Par suite : P ∈ N + F . Ce qui prouve l'inclusion : M + F ⊂ N + F .

Réciproquement, si P ∈ N + F ; il existe un élément f de F tel que : P = N + f . D'où P = M +

(N −M) + f︸ ︷︷ ︸
∈F

. Par suite : P ∈ M + F . Ce qui prouve l'inclusion : M + F ⊃ N + F .

Finalement : M + F = N + F , cette égalité étant valide pour tout point N de A. K
En revanche, le sev F de la dé�nition est dé�ni de manière unique.

Propriété 24.23 - Soient E un K-ev, et A un sous-espace a�ne de E.

S'il existe deux éléments M et M ′ de E, et F et F ′ deux sev de E tels que : A = M + F = M ′ + F ′,
alors F = F ′.

Preuve. Supposons qu'il existe deux éléments M et M ′ de E, et F et F ′ deux sev de E tels que :
A =M + F =M ′ + F ′, alors F = F ′.

Il résulte de ces hypothèses que M et M ′ appartiennent à A. On en déduit que : M −M ′ ∈ F (d'après la
propriété 24.21), et que : M ′ −M ∈ F ′ (même propriété). Ainsi : M −M ′ ∈ F ∩ F ′.

Soit à présent f un élément de F . On a : M + f ∈ A, donc : M + f = M ′ +M −M ′ + f ∈ A ; donc
M −M ′ + f ∈ F ′ (puisque A =M ′ + F ′).

On déduit de cette égalité et du fait que M −M ′ appartient à F ′ que : f ∈ F ′.
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Ce qui établit l'inclusion F ⊂ F ′.

L'autre inclusion est analogue. On peut donc conclure que : F = F ′. K

La propriété précédente permet d'introduire la notion de direction d'un sous-espace a�ne.

Définition 24.11 - Soient E un K-ev, et A un sous-espace a�ne de E.

On appelle direction de A l'unique sev F de E tel que : A = M + F où M désigne un quelconque
élément de A.

Exemple : le sous-espace a�ne de A = {(x, y) ∈ R2 / y = 1− x} de R2 a pour direction le sev F =

Vect(1,−1).

Définition 24.12 - Soient E un K-ev, et A un sous-espace a�ne de E.

On appelle dimension de A la dimension de sa direction.

En particulier, on dit que A est une droite (resp. un plan, resp. un hyperplan) a�ne si la direction
de A est de dimension 1 (resp. 2, resp. dim(E)− 1).

Exemple 1. A = {(x, y) ∈ R2 / y = 1− x} est une droite a�ne dans R2.

Exemple 2. Notons E = C ∞ (R,R). L'ensemble A = {y ∈ E / y′′ − 5y′ + 6y = et} est un plan a�ne dans
E, de direction F = {y ∈ E / y′′ − 5y′ + 6y = 0}, c'est à dire : F = Vect (f, g) où f : t ∈ R 7−→ e2t et
g : t ∈ R 7−→ e3t.

En e�et, tout élément φ de A s'écrit fp︸︷︷︸
=“M ′′

+λf + µg︸ ︷︷ ︸
∈ “F ′′

avec λ et µ réels, et où fp : t ∈ R 7−→ et/2 désigne

une solution particulière de l'EDL y′′ − 5y′ + 6y = et.

Exemple 3. Soit n ∈ N∗. L'ensemble A = {M ∈ Mn (K) / tr(M) = 1} est un hyperplan a�ne de Mn (K),
de direction le sev des matrices de Mn (K) ayant une trace nulle. Dans cette situation, on a en e�et :
A = E11 + ker (tr), où tr désigne la forme linéaire qui à une matrice de Mn (K) associe sa trace.

Propriété 24.24 - (Intersection de 2 sea). Soient E un K-ev, A et A′ deux sous-espaces a�nes
de E. On suppose qu'il existe deux éléments M et M ′ de E, et F et F ′ deux sev de E tels que :
A =M + F et A′ =M ′ + F ′.

L'intersection A ∩ A′ est soit l'ensemble vide, soit un sous-espace a�ne de direction F ∩ F ′.

Preuve. Supposons que A ∩ A′ soit non vide. Il existe alors P ∈ A ∩ A′. Dans ce contexte, établissons
que A ∩ A′ = P + (F ∩ F ′).

Soit M ∈ A ∩ A′. Alors M − P ∈ F et M − P ∈ F ′ (d'après la propriété 24.21). Il s'ensuit que :
P −M ∈ F ∩ F ′. Or : M = P + (M − P ). On en déduit que : M ∈ P + (F ∩ F ′).

Ce qui prouve l'inclusion : A ∩ A′ ⊂ P + (F ∩ F ′).

L'inclusion réciproque est immédiate. K
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24.11 Equations linéaires

Définition 24.13 - On appelle équation linéaire une équation de la forme f (−→v ) =
−→
b où

f ∈ L (E,F ) (avec E et F deux K-ev), −→v ∈ E et
−→
b ∈ F .

Terminologie. Notons (E) l'équation f (−→v ) =
−→
b . L'équation f (−→v ) = −→0F est appelée équation homo-

gène associée à (E) ; et
−→
b est appelé le second membre de (E).

Exemples.

ä Le système

{
ax+ by + cz = b1
dx+ ey + fz = b2

d'inconnue (x, y, z) ∈ R3 est une équation linéaire.

ä L'équation di�érentielle a(t)y′ + b(t)y = c(t) d'inconnue y ∈ C ∞ (R,R) est une équation linéaire.

ä L'équation di�érentielle ay′′ + by′(t) + cy(t) = d(t) d'inconnue y ∈ C ∞ (R,R) est une équation
linéaire.

ä L'équation P − P ′ + P ′′ = Xn d'inconnue P ∈ Kn[X] est une équation linéaire.

ä L'équation tr(M) = 1 d'inconnue M ∈ Mn (K) est une équation linéaire.

Théorème 24.9 - Notons (E) l'équation linéaire f (−→v ) =
−→
b (mêmes hypothèses et notation que

dans la dé�nition ci-dessus), et notons S l'ensemble des solutions de (E).

Si S n'est pas vide, alors S est un sous-espace a�ne de E de direction ker f .

Plus précisément, si S 6= ∅, alors : ∃−→vp ∈ E, S = −→vp + ker f .

Preuve. Supposons que S 6= ∅. Alors il existe −→vp ∈ E, f (−→vp) =
−→
b . Etablissons l'égalité S = −→vp + ker f .

[−→w ∈ S]⇐⇒ [f (−→w ) = f (−→vp)]⇐⇒ [−→w −−→vp ∈ ker f ]⇐⇒ [∃−→u ∈ ker f, −→w −−→vp = −→u ]

⇐⇒ [∃−→u ∈ ker f,−→w = −→vp +−→u ]⇐⇒ [−→w ∈ −→vp + ker f ]

La comparaison des assertions situées aux deux extrémités de cette chaîne d'équivalences donne l'égalité :
S = −→vp + ker f .

Conclusion. L'ensemble des solutions de l'équation linéaire f (−→v ) =
−→
b , s'il n'est pas vide, est un sous-

espace a�ne de E. K

Applications immédiates. L'ensemble des solutions du système

{
ax+ by + cz = b1
dx+ ey + fz = b2

est un sous-

espace a�ne de R3 ; l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle a(t)y′ + b(t)y = c(t) (ou de
ay′′ + by′(t) + cy(t) = d(t)) est un sous-espace a�ne de C ∞ (R,R) ; l'ensemble des solutions de l'équation
P −P ′+P ′′ = Xn est un sous-espace a�ne de Kn[X] ; l'ensemble des solutions de l'équation tr(M) = 2016

d'inconnue M ∈ Mn (K) est un sous-espace a�ne de Mn (K) ; l'ensemble des matrices de Mn (K) dont la
somme des coe�cients de chaque colonne est égale à 2 est un autre sous-espace a�ne de Mn (K) ; etc. . .
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Application détaillée. Soient λ ∈ K, et n ∈ N∗. L'ensemble des matrices de trace égale à λ est un
hyperplan a�ne de Mn (K).

En e�et, on a : ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , ∀ (λ, µ) ∈ K2, tr(λA + µB) = λtr(A) + µtr(B). Ce qui signi�e
encore que la trace donne lieu à une forme linéaire sur Mn (K) ; puisqu'elle est non nulle, son noyau (qui
est le sev de Mn (K) constitué des matrices de trace nulle) est un hyperplan de Mn (K).

Cette remarque faite l'ensemble L des matrices de trace égale à λ est l'ensemble des solutions de l'équation
tr(A) = λ. Puisque d'une part cette équation est linéaire, et que d'autre part elle admet une solution (par
exemple Ap = λE11), le théorème précédent permet d'a�rmer que L est un sous-espace a�ne de Mn (K),
de direction le sev F des matrices de Mn (K) ayant une trace nulle. Plus précisément : L = Ap + F .

Un exemple d'application un peu moins immédiate. Soient n et p deux entiers naturels non nuls,
et soient α0,. . . , αn, b0,. . . , bn (2n + 2) scalaires. On cherche à déterminer les polynômes P de degré au
plus p tels que

∀ i ∈ [[ 0, n ]], P (αi) = bi ((♠))

A cette �n, on dé�nit les polynômes interpolateurs de Lagrange (Lk)k∈ [[0,n]] associés aux scalaires αk en
posant :

∀ k ∈ [[ 0, n ]], Lk =
n∏

i=0, i ̸=k

X − αi
αk − αi

Puis on introduit le polynôme : Qp =
n∑
k=0

bkLk ∈ Kn[X].

Qp véri�e la propriété : ∀ i ∈ [[ 0, n ]], Qp (αi) = bi.

En�n, on note :

φp : Kp[X] // Kn+1

P � // (P (α0) , P (α1) , . . . , P (αn))

Plusieurs cas se présentent alors :

ä si p > n : alors l'ensemble des polynômes solution de (♠) est un sous-espace a�ne de Kp[X],
contenant Qp et de direction kerφp. C'est un sous-espace a�ne de dimension p− n.

ä si p = n : alors Qp est l'unique polynôme solution de (♠). Dans ce cas particulier, l'ensemble des
solutions est un sous-espace a�ne de Kp[X] de dimension 0.

ä si p < n : alors soit on a de la chance, soit on n'en a pas ! Plus sérieusement, soit l'ensemble des
solutions de (♠) est vide, soit il contient un unique élément (qui n'est pas Qp, puisque Qp /∈ Kp[X]).

Interprétation géométrique. Par n + 1 points du plan d'abscisses distinctes passe une unique courbe
représentative d'un polynôme de degré au plus n. En particulier, par 3 points non alignés du plan passe
une unique parabole.
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24.12 Epilogue

24.12.1 Suite des noyaux itérés

Exercice : (Suites des noyaux itérés et des images itérées)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie, et soit f un endomorphisme de E.

Pour tout entier naturel k, on pose : Ik = Imfk et Nk = ker fk.

1) Montrer que la suite (Ik)k est décroissante, et que la suite (Nk)k est croissante.

2) Montrer qu'il existe un entier s ∈ N tel que Is+1 = Is et Ns+1 = Ns.

3) On note s0 le plus petit des entiers s véri�ant la propriété ci-dessus. On admet que : ∀ s > s0, Is = Is0
et Ns = Ns0 . Montrer que E = Is0

⊕
Ns0 .

Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie, et f ∈ L (E).

1) Décroissance de la suite des images itérées (Ik)k. Soit k un entier naturel quelconque. Si −→v ∈ Ik+1,
alors il existe un vecteur −→w ∈ E tel que : −→v = fk+1 (−→w ). D'où : −→v = fk (f (−→w )), et −→v ∈ Im fk = Ik.

Conclusion. La suite des images itérées d'un endorphisme est décroissante : ∀ k ∈ N, Im fk+1 ⊂ Im fk.

Croissance de la suite des noyaux itérés (Nk)k. Soit k un entier naturel quelconque. Si −→v ∈ Nk, alors
fk (−→v ) = −→0E. Puisque f est linéaire, on a : f

(
fk (−→v )

)
= fk+1 (−→v ) = −→0E, d'où : −→v ∈ ker fk+1 = Nk+1.

Conclusion. La suite des noyaux itérés d'un endorphisme est croissante : ∀ k ∈ N, ker fk ⊂ ker fk+1. .

2) Pour tout entier k, posons : dk = dimNk. D'après la question précédente, la suite (dk) est croissante.
De plus, puisque E est de dimension �nie, la suite (dk) est majorée (par dimE). Croissante et majorée, la
suite (dk) converge donc. Or une suite convergente d'entiers naturels est stationnaire 2. Il existe donc un
entier s tel que : ∀n > s, dn = ds.
En particulier : ds+1 = ds. Ainsi Ns est un sev de Ns+1 ; mais puisque ces deux sev sont de même dimension,
on en déduit que Ns = Ns+1.

Conclusion. ∃ s ∈ N, ker f s︸ ︷︷ ︸
Ns

= ker f s+1︸ ︷︷ ︸
Ns+1

. .

Une double application du théorème du rang (aux endomorphismes f s et f s+1) donne alors : dim Imf s =
dim Imf s+1. Puisque Imf s+1 est un sev de Imf s, et que tous deux sont de même dimension, on en déduit
que : Imf s = Imf s+1.

Conclusion. ∃ s ∈ N, ker f s = ker f s+1 et Imf s = Imf s+1. .

2. Preuve de ce point, qui pourra être admis en colle : soit (un) une suite d'entiers naturel convergente. Notons ℓ sa
limite. Commençons par observer que ℓ ∈ N. En e�et, si ℓ n'était pas dans N, alors il existerait un rang n0 tel que :
[n > n0] =⇒ [|un − ℓ| < ε = min (ℓ− bℓc , bℓc+ 1− ℓ)]. Ce qui est absurde puisque l'intervalle ] ℓ − ε, ℓ + ε [ ne contient
aucun entier.

Donc ℓ ∈ N. En utilisant une nouvelle fois la dé�nition de limite, on peut a�rmer que : ∃n1 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n1] =⇒
[|un − ℓ| < 1/2]. Or l'intervalle ] ℓ− 1/2, ℓ+1/2 [ ne contient que l'entier ℓ : la condition |un − ℓ| < 1/2 est alors équivalente
à un = ℓ. En résumé, on a établi que : ∃n1 ∈ N, ∀n ∈ N, [n > n1] =⇒ [un = ℓ] ; ce qui signi�e que la suite (un) est
stationnaire.
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3) Dans la présente situation, ker f s0 et Im f s0 sont deux sev de E (puisque f s0 ∈ L (E)).

Montrons que ker f s0 ∩ Im f s0 =
{−→
0E

}
. Soit −→v ∈ (ker f s0 ∩ Im f s0). Alors −→v appartient en particulier à

Im f s0 , donc : ∃−→w ∈ E, −→v = f s0 (−→w ).
Puisque par ailleurs −→v ∈ ker f s0 , on a : f 2s0 (−→w ), donc −→w ∈ ker f 2s0 . Or par hypothèse ker f 2s0 = ker f s0 ,

donc −→w ∈ ker f s0 , d'où : −→v = f s0 (−→w ) =
−→
0E. Ainsi : ker f s0 ∩ Im f s0 =

{−→
0E

}
.

Comme ker f s0 ∩ Im f s0 =
{−→
0E

}
et que dimker f s0 + dim Im f s0 = E (théorème du rang), on a :

E = ker f s0
⊕

Imf s0 .

Remarque. Si l'on ne veut pas admettre ce qui l'est dans l'énoncé. . .

Pour tout entier naturel k, on pose : Ik = Imfk et Nk = ker fk.

On note s0 le plus petit des entiers s véri�ant la propriété ci-dessus.

Etablir que : ∀ s > s0, Is = Is0 et Ns = Ns0 .

Prouvons par récurrence sur l'entier naturel k la propriété P(k) : �Is0+k = Is0�.

L'initialisation provient de la dé�nition de l'entier s0.

Etablissons l'hérédité : supposons que P(k) est vraie pour un certain entier naturel non nul k.

On a Is0+k+1 ⊂ Is0 (on a déjà établi que la suite des images itérées est décroissante).

Réciproquement : soit V ∈ Is0 . Alors : V ∈ Is0+k (hypothèse de récurrence).

Par suite : ∃U ∈ E, V = f s0+k (U) = fk (f s0(U)).

Puisque f s0(U) ∈ Is0 , et que Is0 = Is0+1, on a : ∃W ∈ E, f s0(U) = f s0+1 (W ).

Ainsi : V = fk (f s0+1(W )) càd : V = f s0+k+1(W ) d'où : V ∈ Is0+k+1. On en déduit que Is0 ⊂ Is0+k+1 et
par double inclusion : Is0 = Is0+k+1. Récurrence établie.

Conclusion. ∀ k ∈ N∗, Is0+k = Is0 .

La croissance de la suite des noyaux et une double application du théorème du rang (aux endomorphismes
f s0 et f s0+k) permettent d'a�rmer : ∀ k ∈ N∗, Ns0+k = Ns0 .

24.12.2 Espace vectoriel dual

On rappelle que le dual E∗ d'un espace vectoriel E est l'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

Propriété 24.25 - Tout espace vectoriel de dimension �ni est isomorphe à son dual.

Preuve. Soit E un espace vectoriel de dimension n ∈ N∗. Notons B = (e1, . . . , en) une base de E, et
notons B∗ = (e∗1, . . . , e

∗
n) la famille des formes coordonnées associée.

Montrons que B∗ est une base de E∗ en établissant qu'elle est génératrice est libre.

Soit (α1, . . . , αn) une famille de n scalaires telle que :
n∑
i=1

αie
∗
i = 0E∗ . Alors :

[
∀ j ∈ [[ 1, n ]],

(
n∑
i=1

αie
∗
i

)
(ej) = 0

]
=⇒ [∀ j ∈ [[ 1, n ]], αj = 0]
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Ce qui assure que la famille B∗ est libre.

Considérons à présent f ∈ E∗. Montrons que : f =
n∑
i=1

f (ei) e
∗
i .

Pour cela, il su�t d'observer que :

∀ j ∈ [[ 1, n ]],

(
n∑
i=1

f (ei) e
∗
i

)
(ej) = f (ej)

Il s'ensuit que les formes linéaires f et
n∑
i=1

f (ei) e
∗
i coïncident sur une base de E. A ce titre, elles sont

égales. Ce qui assure que la famille B∗ engendre E∗.

On peut donc conclure que B∗ est une base de E∗. Il s'ensuit que dimE∗ = dimE, ce qui implique que E

et E∗ sont isomorphes. 3 K

24.12.3 Un nouvel invariant de similitude : le polynôme caractéristique

Dans le paragraphe consacré aux matrices semblables, nous avons rencontré trois invariants de similitude :
le rang, la trace et le déterminant. Il en existe encore un autre, relevant du programme de Spé, et que
vous utilliserez donc l'an prochain : le polynôme caractéristique. Sans vouloir empiéter sur le programme
de mes collègues de Spé, voici deux mots sur cette notion. 4

Définition 24.14 - Soit A ∈ Mn (K) une matrice. Le polynôme caractéristique de la matrice
A est le polynôme χA(λ) ∈ K [λ] dé�ni en posant :

χA(λ) = det (λIn − A)

Propriété 24.26 - Le polynôme caractéristique est un invariant de similitude.

Explicitement, si A et B sont deux matrices de Mn (K) semblables, alors χA = χB.

Preuve. Si A et B sont semblables, alors il existe une matrice P ∈ GLn (K) telle que : B = P−1AP .

On a alors :

χB(λ) = det (λIn − P−1AP ) = det (P−1 (λIn − A)P ) = det
(
P−1

)
det(P )︸ ︷︷ ︸

=1

det (λIn − A) = χA(λ)

Ainsi : [A et B semblables] =⇒ [χA = χB]. K
3. En vertu du théorème de classi�cation des espaces vectoriels de dimension �nie.
4. En fait, après avoir parlé des précédents invariants de similitude, l'occasion était trop belle de présenter les polynômes

caractéristiques ; d'autant plus que la dé�nition de ce polynôme d'une part, et la preuve du fait que c'est un invariant de
similitude d'autre part, ne font intervenir que des notions relevant purement du programme de Sup. En revanche, l'utilisation
et les autres propriétés des polynômes caractéristiques demandent des outils spéci�ques que vous ne verrez que l'an prochain.
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24.12.4 Une propriété des endomorphismes nilpotents

Exercice classique. Soit E un K-ev de dimension n, et f un endomorphisme de E nilpotent et non nul.
On note p le plus petit entier tel que fp = 0L (E).

1) Montrer qu'il existe un vecteur V de E tel que la famille : (V, f (V ) , f 2 (V ) , . . . , f p−1 (V )) est libre.

2) En déduire que fn = 0L (E).

Corrigé.

1) Puisque p est le plus petit entier tel que fp = 0L (E), on a : fp−1 6= 0L (E). Il existe donc un vecteur V
tel que fp−1 (V ) 6= 0E.

Supposons alors qu'il existe p scalaires α0,. . . , αp−1 tels que : α0V + α1f (V ) + · · ·+ αp−1f
p−1 (V ) = 0E.

En appliquant fp−1 à cette relation, on obtient : α0f
p−1 (V ) + α1f

p (V ) + · · ·+ αp−1f
2p−2 (V ) = 0E.

Or puisque fp = 0L (E), cette dernière égalité implique : α0f
p−1 (V ) = 0E.

Comme fp−1 (V ) 6= 0E, on en déduit α0 = 0.

La relation initiale se réécrit alors : α1f (V ) + · · ·+ αp−1f
p−1 (V ) = 0E.

En appliquant fp−2 à cette égalité, un raisonnement analogue fournit α1 = 0.

En répétant le procédé autant de fois que nécessaire, on obtient �nalement : α0 = α1 = · · · = αp = 0.

Il s'ensuit que la famille (V, f (V ) , f 2 (V ) , . . . , f p−1 (V )) est libre.

Conclusion. Soit f un endomorphisme de E (de dimension �nie) nilpotent et non nul. On note
p le plus petit entier tel que fp = 0L (E). Il existe un vecteur V de E tel que la famille :
(V, f (V ) , f 2 (V ) , . . . , f p−1 (V )) est libre.

2) Soit f un endomorphisme de E nilpotent et non nul.

Raisonnons par l'absurde et supposons que fn 6= 0L (E).

Alors d'après la propriété précédente, il existe un vecteur V de E tel que la famille : F = (V, f (V ) , . . . , fn (V ))

est libre. Or ceci est absurde, puisque la famille F est de cardinal n+ 1, et que E est de dimension n (or
la cardinal d'une famille libre d'un ev de dimension �nie est majoré par la dimension de cet ev).

Donc : fn = 0L (E).

Conclusion. Soit f un endomorphisme de E (de dimension �nie) nilpotent et non nul. On a :
fn = 0L (E).

Remarque : le résultat établi dans cet exercice admet évidemment une traduction matricielle.

Conclusion. Soit A ∈ Mn (K) une matrice nilpotente. On a :
An = 0Mn(K).
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24.12.5 A propos des endomorphismes cycliques

L'énoncé ci-dessous est celui d'un problème ayant pour but de présenter la notion d'endomorphisme
cyclique, et d'établir quelques propriétés générales de ces endomorphismes.

Soit E un R-espace vectoriel. On note id l'identité de E.

Pour tout endomorphisme f de E, on note f 0 = id, et pour tout entier naturel k, fk+1 = f ◦ fk.
On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d'ordre p s'il existe un élément −→a de E véri�ant les
trois conditions suivantes :

(C1) fp (−→a ) = −→a ;

(C2) la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est génératrice de E ;

(C3) la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est constituée d'éléments deux à deux distincts.

Lorsque ces conditions sont remplies, la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est alors appelée un cycle de E.

Partie 1 � Exemples

1) Dans cette question, on pose E = R2. On considère l'endomorphisme f de R2 dé�ni en posant :
∀ (x, y) ∈ R2, f(x, y) = (−y, x).

En considérant −→a = (1, 0), montrer que f est cyclique d'ordre p, l'entier p étant à préciser.

2) Dans cette question, on pose E = Vect (cos, sin) (sous-espace vectoriel de RR engendré par les fonctions
cos et sin.

a) Déterminer la dimension de E.

b) Soit p ∈ N\ {0, 1, 2}. Pour f ∈ E, on note τp(f) la fonction dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, (τp(f)) (x) = f

(
x+

2π

p

)
Montrer que τp(f) ∈ E.

c) Montrer que l'application τp : f 7−→ τp(f) est un endomorphisme de E.

d) On pose f = sin. Exprimer, pour tout k ∈ N, τ kp (f).

e) Montrer que : ∀ (k,m) ∈ N2, τ kp (f) = τmp (f) =⇒ k ≡ m [mod. p]

f) Montrer que τp est cyclique d'ordre p.

Partie 2 � Cas général

Dans cette partie E désigne un R-espace vectoriel de dimension n ∈ N∗.

On considère un endomorphisme f de E cyclique d'ordre p, et on note : (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) un cycle
de f .

3) Justi�er que p > n.

4) a) Observer que : ∀ k ∈ N, f p
(
fk (−→a )

)
= fk (−→a ).

b) En déduire que fp = id. L'endomorphisme f est-il bijectif ?
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c) Justi�er brièvement que ker (f − id) et ker (id+ f + · · ·+ fp−1) sont des sous-espaces vectoriels de
E. Etablir qu'ils sont supplémentaires dans E.

5) On note m le plus grand des entiers k tels que la famille
(−→a , f (−→a ) , . . . , fk−1 (−→a )

)
soit libre.

6) a) Montrer que fm (−→a ) est combinaison linéaire des m vecteurs −→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a ).

b) Montrer par récurrence que pour tout entier k > m, le vecteur fk (−→a ) est combinaison linéaire des
vecteurs −→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a ).

c) En déduire que m = n, et que la famille
(−→a , f (−→a ) , . . . , fk−1 (−→a )

)
est une base de E.

7) Soit g un endomorphisme de E commutant avec f .

On note α0,. . . , αn−1 les n scalaires tels que : g (−→a ) =
n−1∑
k=0

αkf
k (−→a ).

On considère alors h l'endomorphisme de E dé�ni par : h =
n−1∑
k=0

αkf
k.

a) Montrer que f et h commutent.

b) Montrer que : ∀ k ∈ N, g
(
fk (−→a )

)
= h

(
fk (−→a )

)
.

c) En déduire que g = h.

d) Quels sont les endomorphismes de E commutant avec f ?

Corrigé

Partie 1 � Exemples

1) f (−→a ) =
(

0

1

)
; f 2 (−→a ) =

(
−1
0

)
; f 3 (−→a ) =

(
0

−1

)
; et f 4 (−→a ) =

(
1

0

)
= −→a .

Conclusion. L'endomorphisme f est cyclique d'ordre 4.

2) a) Puisque les fonctions cos et sin ne sont pas colinéaires, dimVect(cos, sin) = 2 .

b) Soit p ∈ N\ {0, 1, 2}, et soit f = α cos+β sin ∈ E. On a :

∀x ∈ R, (τp(f)) (x) = α cos

(
x+

2π

p

)
+ β sin

(
x+

2π

p

)
= α cos(x) cos

(
2π

p

)
− α sin(x) sin

(
2π

p

)

+β sin(x) cos

(
2π

p

)
+ β cos(x) sin

(
2π

p

)

D'où : (τp(f)) = γ cos+δ sin avec :


γ = α cos

(
2π

p

)
+ β sin

(
2π

p

)
et

δ = β cos

(
2π

p

)
− α sin

(
2π

p

) Conclusion. ∀ f ∈ E, τp(f) ∈ E.
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c) ∀ (f, g) ∈ E2, ∀ (λ, µ) ∈ R2, ∀x ∈ R, [τp (λf + µg)] (x) = (λf + µg)

(
x+

2π

p

)

= λf

(
x+

2π

p

)
+ µg

(
x+

2π

p

)
= λ (τp(f)) (x) + µ (τp(g(x)))

Conclusion. ∀ (f, g) ∈ E2, ∀ (λ, µ) ∈ R2, τp (λf + µg) = λτp(f) + µτp(g). Donc : τp ∈ L (E).

d) Soit k ∈ N et f = sin.

On a : ∀x ∈ R,
(
τ kp (f)

)
(x) = sin

(
x+

2kπ

p

)
= sin

(
2kπ

p

)
cos(x) + cos

(
2kπ

p

)
sin(x)

e) Soient k et m deux entiers tels que : τ kp (f) = τmp (f). Alors d'après la question précédente on a :

sin

(
2kπ

p

)
cos+ cos

(
2kπ

p

)
sin = sin

(
2mπ

p

)
cos+ cos

(
2mπ

p

)
sin

La famille (cos, sin) étant libre, on déduit de cette égalité que :


sin

(
2kπ

p

)
= sin

(
2mπ

p

)

cos

(
2kπ

p

)
= cos

(
2mπ

p

)
D'où :

2kπ

p
=

2mπ

p
[mod 2π] donc : k ≡ m [mod. p].

Ainsi : ∀ (k,m) ∈ N2, τ kp (f) = τmp (f) =⇒ k ≡ m [mod. p] .

f) D'après la question d, on a : τ pp (f) = f . De plus, la famille (f, τp(f)) est génératrice de E puisqu'elle
est libre (f et τp(f) ne sont pas colinéaires) dans un espace vectoriel de dimension 2 ; a fortiori donc, la
famille

(
f, τp(f), . . . , τ

p−1
p (f)

)
est génératrice de E. En�n, les éléments de cette famille sont deux à deux

distincts, toujours d'après la question d et car la famille (cos, sin) est libre.

Conclusion. τp est un endomorphisme de E cyclique d'ordre p.

Partie 2 � Cas général

3) Puisque la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est génératrice de E, son cardinal (p) est supérieur ou égal
à la dimension de E (n). D'où : p > n .

4) a) ∀ k ∈ N, fp
(
fk (−→a )

)
= fp+k (−→a ) = fk (fp (−→a )) = fk (−→a ). Ainsi : ∀ k ∈ N, f p

(
fk (−→a )

)
= fk (−→a ) .

b) Soit −→v ∈ E. Puisque la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est génératrice de E :

∃ (α0, . . . , αp−1) ∈ Rp, −→v =

p−1∑
k=0

αkf
k (−→a )

Par suite : fp (−→v ) = fp

(
p−1∑
k=0

αkf
k (−→a )

)
=

p−1∑
k=0

αkf
p+k (−→a ) =

p−1∑
k=0

αkf
k (−→a ) = −→v .

Ainsi : ∀−→v ∈ E, f p (−→v ) = −→v . fp = idE . Il s'ensuit que : f ∈ GL(E), d'automorphisme réciproque fp−1 .
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c) Les parties ker (f − id) et ker (id+ f + · · ·+ fp−1) sont des noyaux d'endomorphismes de E, à ce titre,
ce sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit −→v ∈ (ker (f − id) ∩ ker (id+ f + · · ·+ fp−1)). Alors f (−→v ) = −→v . D'où : (id+ f + · · ·+ fp−1) (−→v ) =
p−→v . Comme −→v ∈ ker (id+ f + · · ·+ fp−1), on a donc −→v =

−→
0 .

D'où : ker (f − id) ∩ ker (id+ f + · · ·+ fp−1) =
{−→
0
}
.

Soit à présent : −→v ∈ E. Posons : −→u =
1

p

(−→v + f (−→v ) + · · ·+ fp−1 (−→v )
)
et −→w = −→v − −→u , de telle sorte

que : −→v = −→u +−→w .

Alors : f (−→u ) = 1

p

f (−→v ) + f 2 (−→v ) + · · ·+ fp (−→v )︸ ︷︷ ︸
=−→v

 =
1

p

(−→v + f (−→v ) + · · ·+ fp−1 (−→v )
)
= −→u .

D'où : −→u ∈ Ker (f − id).

D'autre part : (id+ f + · · ·+ fp−1) (−→w ) = (id+ f + · · ·+ fp−1) (−→v )− (id+ f + · · ·+ fp−1) (−→u ) = p−→u −
p−→u =

−→
0 . D'où −→w ∈ Ker (id+ f + · · ·+ fp−1).

En résumé : E = Ker (f − id)+Ker (id+ f + · · ·+ fp−1). De plus : ker (f − id)∩ ker (id+ f + · · ·+ fp−1) ={−→
0
}
. On peut conclure : E = Ker (f − id)

⊕
Ker (id+ f + · · ·+ fp−1) .

6) a) Par dé�nition de l'entier m, la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , fm (−→a )) est liée. Subséquemment il existe
(m+ 1) scalaires α0,. . . , αm non tous nuls tels que :

m∑
k=0

αkf
k (−→a ) = −→0 d'où : αmfm (−→a ) = −

m−1∑
k=0

αkf
k (−→a ).

Si αm était nul, alors la relation ci-dessus établirait l'existence de m scalaires α0,. . . , αm−1 non tous nuls

tels que :
m−1∑
k=0

αkf
k (−→a ) = −→0 , ce qui est absurde puisque la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a )) est libre. Il

s'ensuit que αm 6= 0, d'où : fm (−→a ) =
m−1∑
k=0

(
− αk
αm

)
fk (−→a ).

Conclusion. fm (−→a ) ∈ Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a )).

b) Montrons par récurrence que la propriété P (K) : �fm+K (−→a ) ∈ Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a ))� est
vraie pour tout K ∈ N.

La propriété est vraie pour K = 0 d'après la question précédente, d'où l'initialisation.

Passons à l'hérédité : supposons P (K) vraie pour un certain entier naturel K. Alors : fm+K+1 (−→a ) =

f
(
fm+K (−→a )

)
. Par hypothèse de récurrence, il existe m scalaires α0,. . . , αm−1 tels que :

fm+K (−→a ) =
m−1∑
k=0

αkf
k (−→a )

D'où : fm+K+1 (−→a ) =
m−1∑
k=0

αkf
k+1 (−→a ) =

m−2∑
k=0

αkf
k+1 (−→a )︸ ︷︷ ︸

∈Vect(−→a ,f(−→a ),...,fm−1(−→a ))

+ αm−1f
m (−→a )︸ ︷︷ ︸

∈Vect(−→a ,f(−→a ),...,fm−1(−→a ))



Cours MPSI - sz 671

Par suite : fm+K+1 (−→a ) ∈ Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a )). Ce qui établit l'hérédité.

Conclusion. ∀K ∈ N, fm+K (−→a ) ∈ Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a ))

⇐⇒ ∀ k ∈ N, [k > m] =⇒
[
fk (−→a ) ∈ Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a ))

] .
c) D'après la question précédente, on a : Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) = Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a )).

La famille Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , fm−1 (−→a )) étant génératrice et libre, c'est une base de E.

7) a) D'après l'énoncé : h =
n−1∑
k=0

αkf
k. Comme il est clair que f commute avec toute itérée de f , et que

la partie de L (E) des endomorphismes commutant avec f est un sous-espace vectoriel, on peut a�rmer
que : f ◦ h = h ◦ f .

b) Soit k ∈ N. Puisque g commute avec f par hypothèse, alors g commute avec toute itérée de f (récurrence

immédiate). On a donc : g
(
fk (−→a )

)
= fk (g (−→a )) = fk

(
n−1∑
i=0

αif
i (−→a )

)
=

n−1∑
i=0

αif
i+k (−→a )

=
n−1∑
i=0

αif
i
(
fk (−→a )

)
=

(
n−1∑
i=0

αif
i

)(
fk (−→a )

)
= h

(
fk (−→a )

)

Conclusion. ∀ k ∈ N, g
(
fk (−→a )

)
= h

(
fk (−→a )

)
.

c) D'après la question précédente, g et h coïncident sur la famille (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )). Par li-
néarité, elles sont donc égales sur Vect (−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )), c'est à dire sur E puisque la famille
(−→a , f (−→a ) , . . . , f p−1 (−→a )) est supposée génératrice.

Conclusion. h = g .

d) Nous avons déjà observé que le sous-espace vectoriel (notons-le COM(f)) des endomorphismes de E
commutant avec f contient les itérées de f , et par suite, toutes les combinaisons linéaires de ses itérées.
En particulier : Vect (id, f, . . . , f p−1) ⊂ COM(f).

D'après c, l'inclusion réciproque est vraie, puisque tout endomorphisme commutant avec f est combinaison
linéaire des fk.

Conclusion. COM(f) = {g ∈ L (E) / g ◦ f = f ◦ g} = Vect (id, f, . . . , f p−1) .
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24.12.6 Hyperplans dans Mn (K)

L'objectif principal de ce problème est de prouver que dans Mn (K), les matrices inversibles sont �partout�.
Sans précision, cette a�rmation n'aurait pas grand sens. . . Pour lui donner davantage de consistance,
notez que vous avez déjà entendu une phrase du même type au cours de cette année, lorsque nous avons
établi que les nombres rationnels sont �partout� dans l'ensemble des nombres réels, c'est à dire que Q est
dense dans R.

De façon analogue, on peut montrer que GLn (K) est dense dans Mn (K) ; ce résultat �gure d'ailleurs
au programme de Spé, mais dans l'état actuel de nos connaissances, il nous manque de précieux outils
(notamment les notions de distance et de voisinage dans Mn (K)), primo pour lui donner un sens, et
secundo pour le prouver.

Plus raisonnablement donc, l'objectif du présent problème est d'établir un résultat un peu plus mo-
deste mais néanmoins spectaculaire : tout hyperplan de l'espace des matrices carrées contient une matrice
inversible.

Tout au long de ce problème, on note K = R ou C ; E = Mn (K) le K-ev des matrices carrées de taille n à
coe�cients dans K ; et n désignera un entier supérieur ou égal à 2.

Un élément de E sera noté M = (mij), et on notera encore Eij les matrices élémentaires de E. On notera
E∗ l'espace vectoriel dual de E, c'est à dire l'espace vectoriel L (E,K) des formes linéaires sur E.

On rappelle que la trace de M ∈ E est le scalaire noté tr(M), et dé�ni par : tr(M) =
n∑
i=1

mii.

En�n, à toute matrice U de E, on associe l'application

 TU : E // K
M � // tr(UM)

.
1) Montrer que pour tout U ∈ E, l'application TU est une forme linéaire sur E.

2) Soit U un élément de E. On pose : HU = Ker (TU).

a) Si U est la matrice nulle, déterminer HU .

b) Supposons à présent que U est une matrice non nulle dans E.

Montrer qu'il existe un couple d'entiers (i0, j0) tel que TU (Ei0,j0) 6= 0. Décrire alors Im(TU) et
préciser la dimension de HU .

3) Pour (i, j) ∈[[ 1, n ]]2, on note Ti,j = TEi,j
.

a) Soient k et l deux entiers dans [[ 1, n ]]. Calculer : Ti,j (Ek,l).

b) En déduire que les n2 éléments Ti,j de E∗ constituent une base de E∗.

c) Montrer que l'application

 φ : E // E∗

U � // TU

 est un isomorphisme.
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4) Soit H un hyperplan de E.

a) Soit A ∈ E. A quelle condition sur A les sous-espaces vectoriels H et Vect(A) sont-ils supplémen-
taires dans E ? (on pourra rappeler le résultat sans démonstration).

b) Etablir qu'il existe un élément ℓ non nul de E∗ tel que H = Ker(ℓ).

c) Montrer qu'il existe un élément U de E tel que : H = HU .

5) Pour tout entier r ∈ [[ 1, n ]], on note Jr =
r∑
i=1

Eii, 5 et A la matrice dé�nie par :

A =



0 0 · · · 0 1

1 0
. . .

... 0

0
. . . . . . 0

...
...

. . . . . . 0
...

0 · · · 0 1 0


a) Prouver que A est inversible.

b) Prouver que A appartient à l'hyperplan HJr .

c) Conclure que chaque hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible. 6

Corrigé

1) Soit U ∈ E. Alors : ∀ (M,N) ∈ E2, ∀ (λ, µ) ∈ K2, TU (λM + µN) = tr (U (λM + µN))

= tr (λUM + µUN) = λtr(UM) + µtr(UN) = λTU(M) + µTU(N)

L'application U est linéaire, et à valeurs dans K. On peut donc conclure que TU est une forme linéaire sur
E.

Conclusion. ∀U ∈ E, TU ∈ E∗ .

2) a) Si U est la matrice nulle, alors la forme linéaire TU est identiquement nulle, et son noyau est donc E
tout entier. Conclusion. [U = 0E] =⇒ [Ker (TU) = E] .

b) Soit U une matrice non nulle de E. En notant U = (uij) ∈ E, on peut donc a�rmer qu'il existe un
couple (i1, j1) d'entiers naturels tel que : ui1j1 6= 0. Considérons alors la matrice produit : C = UEj1i1 , et
calculons ses coe�cients diagonaux. Soit i un entier compris entre 1 et n. On a :

Cii =
n∑
k=1

uik (Ej1i1)ki =
n∑
k=1

ui1kδii1δj1k = ui1j1δii1

Il s'ensuit que les coe�cients diagonaux de la matrice C sont nuls, à l'exception d'un seul : Ci1i1 = ui1j1 .
Par suite : tr(C) = ui1j1 . En posant : i0 = j1 et j0 = i1, on a donc : tr (UEi0j0) 6= 0, c'est à dire :
TU (Ei0j0) 6= 0.

5. Il s'agit ici de la même matrice Jr que celle rencontrée dans le cours d'algèbre linéaire, c'est à dire la matrice de Mn (K)
qui est diagonale, dont les r premiers coe�cients diagonaux sont égaux à 1 et dont les (n− r) derniers sont nuls.

6. Indication : on rappelle que si U est une matrice de E de rang r, alors il existe deux matrices inversibles P et Q dans
E telles que PUQ = Jr (les matrices U et Jr sont équivalentes).
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Conclusion. ∀U ∈ E, U 6= 0E, ∃ (i0, j0) ∈ [[ 1, n ]]2, TU (Ei0j0) 6= 0 .

Dans ces conditions, TU étant une forme linéaire non nulle, elle est surjective (Im(TU) = K) et son noyau
est un hyperplan de E, c'est à dire que HU est un sev de E de dimension n2 − 1.

3) Soit (i, j) ∈[[ 1, n ]]2 �xé.

a) Soient k et l deux entiers dans [[ 1, n ]]. En essayant de garder son calme, on obtient : EijEkl = δilδjkEil.
La trace de cette matrice est nulle dès que i 6= l, égale à 1 si i = l (et j = k). D'où :

Conclusion. ∀ (i, j, k, l) ∈ [[ 1, n ]]4, Tij (Ekl) = δilδjk .

b) Montrons que la famille (Tij)16i,j6n est libre. Supposons qu'il existe n
2 scalaires αij tque :

n∑
i=1

n∑
j=1

αijTij =

0E∗ .

D'après la question précédente, pour tout couple d'entiers (k, l) entre 1 et n on a :
n∑
i=1

n∑
j=1

αijTij (Ekl) = 0 d'où αlkTlk (Ekl) = 0 d'où αlk = 0.

Donc : ∀ (k, l) ∈ [[ 1, n ]]2, αlk = 0. Il s'ensuit que la famille (Tij)16i,j6n est libre. Puisque son cardinal (n2)

est égal à la dimension de E∗, on peut conclure que : la famille (Tij)16i,j6n est une base de E∗ .

c) D'après la question précédente, l'image de la base canonique (Eij)16i,j6n de E par l'application φ est la

famille (Tij)16i,j6n, qui est une base de E
∗. Il s'ensuit que φ est un isomorphisme entre E et son dual E∗.

4) a) Pur cours : soit H un hyperplan de E. Alors : ∀A ∈ E, [E = H
⊕

Vect(A)]⇐⇒ [A /∈ H] .

b) Pur cours (adapté au cas particulier de E = Mn (K)) de nouveau. Puisque H est un hyperplan de E,
H admet une base de cardinal n2 − 1 : (M1, . . . ,Mn2−1). Choisissons alors une matrice A ∈ (E\H). La
famille B = (M1, . . . ,Mn2−1, A) est une base de E. On dé�nit alors une forme linéaire :

ℓ : E // K
M � // β

où β est tel que : M =

(
n2−1∑
i=1

αiMi

)
+ βA

Et il est alors clair que :H = Ker(ℓ). Pour tout hyperplan H de E, il existe ℓ ∈ E∗ telle que : H = Ker(ℓ) . 7

c) D'après la question précédente, il existe un élément ℓ de E∗ tel que H = Ker(ℓ). On utilise alors
l'isomorphisme de la question 3-c pour a�rmer qu'il existe une (unique) matrice U ∈ E telle que ℓ = TU .

Conclusion. Pour tout hyperplan H de E, il existe U ∈ E telle que : H = Ker(TU) .

5) a) ä La matrice A est inversible car ses colonnes constituent une base de Kn.

ä La matrice A est inversible car ses lignes constituent une base de Kn.

ä Pour tout couple d'entiers (i, j) entre 1 et n, on note Pi,j ∈ E la matrice de permutation dé�nie en
posant : Pi,j = In − Eii − Ejj + Eij + Eji. Rappelons que Pi,j ∈ GLn (K).

Alors :

(
n−2∏
i=0

Pn−i−1,n−i

)
A = In. 8 On a donc : rg(A) = rg(In) = n puisque le rang d'une matrice est

7. Au passage, c'est un résultat prouvé dans un cadre plus général dans le cours, et vous pouviez l'utiliser directement,
sans le redémontrer.

8. A est égale à In modulo une permutation circulaire de ses lignes.
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invariant par multiplication par une matrice inversible. Il s'ensuit que A est inversible, puisqu'une matrice
de Mn (K) est inversible si et seulement si elle est de rang maximal.

ä On a : A

(
n−1∏
i=1

Pi,i+1

)
= In. 9 On a donc : rg(A) = rg(In) = n puisque le rang d'une matrice est invariant

par multiplication par une matrice inversible. Il s'ensuit que A est inversible, puisqu'une matrice de Mn (K)

est inversible si et seulement si elle est de rang maximal.

Bref , quelle que soit la justi�cation choisie : A ∈ GLn (K) .

b) Notons C = (cij) la matrice produit JrA. Pour déterminer la trace de C, il su�t de connaître ses

éléments diagonaux. A cette �n, �xons un entier i entre 1 et n. On a : cii =
n∑
k=1

(Jr)ik Aki.

Or par construction de la matrice Jr, le coe�cient (Jr)ik est nul si i 6= k (et éventuellement non nul si
i = k). D'où : cii = (Jr)iiAii. La matrice A étant de diagonale nulle, on a Aii = 0. Il s'ensuit que cii = 0.

Ce raisonnement étant valable pour un i arbitraire, on peut a�rmer : ∀ i ∈ [[ 1, n ]], cii = 0. Par suite :
tr(C) = 0. Autrement dit : tr (JrA) = 0, soit encore : A ∈ HJr .

c) Soit H un hyperplan de E. D'après la quetion 4-c, il existe une matrice U ∈ Mn (K) telle que H = HU .
On peut de plus observer que U est non nulle (sinon HU n'est pas un hyperplan, cf question 2-a). Le rang
de U est donc un entier compris entre 1 et n ; notons le r. On sait que U est équivalente à Jr, et il existe
donc deux matrices P et Q dans GLn (K) telles que : PUQ = Jr (d'où U = P−1JrQ

−1).

D'après la question précédente, on a : A ∈ HJr , c'est à dire : tr (JrA) = 0. Posons alors A′ = QAP . La
matrice A′ est inversible puisque par hypothèse les matrices Q, A et P le sont, et que le produit est la loi
interne de GLn (K). On a :

tr (UA′) = tr (P−1JrQ
−1QAP ) = tr (P−1JrAP )

= tr ((P−1JrA)P ) = tr (P (P−1JrA)) = tr (PP−1JrA) = tr (JrA) = 0

Par suite, A′ ∈ Ker(TU), soit A′ ∈ HU c'est à dire A′ ∈ H. L'hyperplan H contient donc une matrice
inversible.

Conclusion. Tout hyperplan de Mn (K) contient une matrice inversible .

9. A est égale à In modulo une permutation circulaire de ses colonnes.
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24.12.7 Transformée de Fourier discrète

Dans la suite de ces lignes, n désigne un entier supérieur ou égal à 2.

Définition 3 � Soit X = (x0, . . . , xn−1) un n-uplet de scalaires. On appelle transformée de Fourier

discrète de X, et on note X̂ le n-uplet (y0, . . . , yn−1) où :

∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]], yk =
n−1∑
l=0

xle
−i 2lkπ

n ou yk =
n−1∑
l=0

xlω
−kl

On peut traduire matriciellement cette dé�nition. Le procédé qui y est décrit donne lieu à une application
(notons la TFD) de Cn dans Cn. Cette application est linéaire et admet une matrice dans la base canonique
de Cn. Explicitons cette matrice ; en notant à présent (et seulement dans cette matrice) ω = e−i 2π

n , la
matrice de TFD est

Mn =


1 1 · · · 1 1

1 ω · · · ωn−2 ωn−1

...
...

1 ωn−2 · · · ω(n−2)2 ω(n−2)(n−1)

1 ωn−1 · · · ω(n−1)(n−2) ω(n−1)2


La transformée de Fourier discrète du n-upletX est donc le n-uplet X̂ =MnX . On peut donc réinterpréter
la dé�nition précédente comme suit :

Définition 3-bis � La transformée de Fourier discrète est l'application

TFD : Cn // Cn

X � //MnX

Propriétés de la TFD

Propriété 5 (linéarité de la TFD)� La TFD est une application linéaire de Cn dans Cn.

La matrice de TFD (Mn) est un cas particulier de matrice de Vandermonde. Ces matrices possèdent
des propriétés remarquables, et sont en particulier inversibles. Plus précisément :

Propriété 6 (inverse de la TFD)� Mêmes notations que précédemment.

La matrice Mn est inversible et M−1
n =

1

n
Mn.

La preuve de la propriété précédente consiste à calculer explicitement le coe�cient du produit des matrices
Mn et Mn, et à observer que les coe�cients diagonaux de ce produit sont égaux à n, ceux situés en dehors
de la diagonale étant nuls (on montre ainsi que MnMn = nIn).
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Par suite, l'application TFD est bijective, et sa bijection réciproque est encore une application linéaire
de Cn dans Cn.

Propriété 6-bis (re-inverse de la TFD)� Mêmes notations que précédemment. L'application
qui à un n-uplet de scalaires Y = (y0, . . . , yn−1) associe le n-uplet de scalaires X = (x0, . . . , xn−1) où

∀ k ∈[[ 0, n− 1 ]], xk =
1

n

n−1∑
l=0

yle
+i 2lkπ

n ou xk =
1

n

n−1∑
l=0

ylω
kl

est l'automorphisme réciproque de la TFD (et sera noté dans la suite TFD−1).

Une autre conséquence de la formule MnMn = nIn est la propriété appelée e�et d'une conjugaison

dans le programme.

Propriété 7 (effet d'une conjugaison)� Mêmes notations que précédemment.

Pour tout n-uplet de scalaires (x0, . . . , xn−1) :

TFD (x0, . . . , xn−1) = nTFD−1 (x0, . . . , xn−1)

24.12.8 Origines de la diagonalisation

Dans ce problème, E désigne un K-espace vectoriel de dimension �nie non nulle, et u un endomorphisme
de E.

On dit que −→v ∈ E est un vecteur propre de u s'il est non nul et s'il existe un scalaire λ tel que
u (−→v ) = λ−→v . Le scalaire λ est alors appelé valeur propre de u.

�Réciproquement�, un scalaire λ est une valeur propre de u s'il existe un vecteur −→v ∈ E non nul tel que
u (−→v ) = λ−→v .
En résumé, lorsqu'il existe −→v et λ satisfaisant les conditions ci-dessus, on dira que −→v est un vecteur propre
associé à la valeur propre λ.

On note Sp(u) l'ensemble des valeurs propres de u. Ce sous-ensemble de K est appelé spectre de u.

Partie 1 � Polynômes annulateurs d'un endomorphisme

On rappelle que si u est un endomorphisme de E, on convient que u0 = id, et pour tout entier naturel non
nul n on pose un = u ◦ un−1. 10

Par ailleurs à tout polynôme P =
n∑
k=0

akX
k de K[X], on peut associer un endomorphisme de E noté P (u),

et dé�ni en posant : P (u) =
n∑
k=0

aku
k. 11

Dans ce contexte, un polynôme P est dit annulateur de u si P (u) = 0L (E).

10. Plus explicitement mais moins rigoureusement : un = u ◦ u ◦ · · · ◦ u︸ ︷︷ ︸
n fois

11. Par exemple, si P = X3 − 4X + 2, alors P (u) = u3 − 4u+ 2id.
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1) Exemples de polynômes annulateurs.

a) On considère l'endomorphisme u1 de R2 canoniquement associé à la matrice A1 =

(
0 2

2 0

)
. Montrer

que P1 = X2 − 4 est un polynôme annulateur de u1.

b) En recherchant concision et précision dans vos justi�cations, expliciter un polynôme annulateur
(Pui) pour chacun des endomorphismes (ui) suivants :

+ u2 = id

+ u3 = 0L (E)

+ u4 : Mn (R) // Mn (R)
A � // tA

+ u5 un endomorphisme nilpotent de E (on pourra noter au besoin n = dim E)

+ u6 un projecteur de E

+ l'endomorphisme u7 de R4 canoniquement associé à la matrice A7 =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1


2) Existence d'un polynôme annulateur. On rappelle que E est de dimension �nie (notée n), et que

u est un endomorphisme de E. Etablir que la famille
(
id, u, u2, . . . , un

2
)
est liée.

En déduire l'existence d'un polynôme annulateur de u.

3) Structure de l'ensemble des polynômes annulateurs. Soit encore u un endomorphisme de E. On
note Iu l'ensemble des polynômes annulateurs de u, soit :

Iu =
{
P ∈ K[X] / P (u) = 0L (E)

}
On peut observer que Iu contient au moins le polynôme nul 0̃.

a) Montrer que si P et Q appartiennent à Iu, alors (P +Q) appartient à Iu.

b) Montrer que si P appartient à Iu, alors pour tout polynôme R ∈ K[X], (RP ) appartient à Iu.

Ces propriétés permettent d'a�rmer que Iu est un idéal de K[X]. Comme il est bien connu qu'un
idéal de K[X] est monogène, on peut a�rmer qu'il existe un polynôme Pu ∈ K[X] tel que Iu =

PuK[X]. Mieux, il existe un unique polynôme unitaire 12 annulateur de u noté πu tel que :

Iu = πuK[X] soit encore Iu = {πuQ/Q ∈ K[X]}

Ce polynôme πu, qui divise donc tout autre polynôme annulateur de u, est appelé polynôme

minimal de l'endomorphisme u.

12. De coe�cient dominant égal à 1.
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Partie 2 � Valeurs propres et sous-espaces propres

4) Soit λ ∈ K. Montrer que λ est une valeur propre de u si et seulement si u− λid n'est pas un automor-
phisme 13.

5) Soit λ ∈ K. On suppose que u − λid n'est pas un automorphisme. Montrer que les vecteurs propres
associés à λ sont les vecteurs non nuls de Ker(u− λid).

Notation : par la suite, si λ est une valeur propre de u, on notera Eλ(u) = Ker(u− λid). Ce sev de E
sera appelé sous-espace propre de u associé à la valeur propre λ.

6) Soit λ une valeur propre de u. Montrer que le sev Eλ(u) est stable par u.

7) Soit k ∈ N∗. Soient λ1,. . . , λk des valeurs propres de u, et F1,. . . , Fk des sev de Eλ1(u),. . . , Eλk(u)
respectivement. Montrer que F1 + · · ·+ Fk est stable par u.

Partie 3 � Valeurs propres et polynômes annulateurs

8) Soient P un polynôme (dans K[X]), et −→v un vecteur propre de u, associé à une valeur propre λ.
Montrer que [P (u)] (−→v ) = P (λ) .−→v .

9) Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur de u. 14 Déduire de la question précédente que Sp(u) ⊂ rac(P ),
où rac(P ) désigne l'ensemble des racines de P .

10) On note πu le polynôme minimal de u (dé�ni à la �n de la partie I). Soit λ une racine de πu. On écrit
alors πu = (X − λ)Q, avec Q ∈ K[X]. En supposant que λ n'est pas valeur propre de u, contredire la
minimalité de πu.

11) En déduire que Sp(u) = rac (πu).

12) En déduire que u admet un nombre �ni de valeurs propres.

Partie 4 � Diagonalisabilité

13) Soient P et Q deux polynômes premiers entre eux. En utilisant le théorème de Bezout, montrer que :

Ker ((PQ) (u)) = Ker (P (u))
⊕

Ker (Q(u))

Plus généralement, on peut montrer (mais on ne demande pas de la faire ici) que si P1,. . . , Pk sont des
polynômes deux à deux premiers entre eux, alors :

Ker ((P1 · · ·Pk) (u)) = Ker (P1(u))
⊕
· · ·
⊕

Ker (Pk(u))

14) On dit que u est diagonalisable s'il existe une base B de E telle que MatB(u) soit diagonale.

a) Soient λ1,. . . , λk les valeurs propres (distinctes) de u. Montrer que la somme S = Eλ1(u)+· · ·+Eλk(u)
est directe, c'est à dire que : Eλi(u) ∩ Eλj(u) =

{−→
0
}
si i 6= j.

Interpréter cette somme S comme le noyau de P (u), où P est un polynôme que l'on explicitera.

b) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si : E =
⊕

λ∈ Sp(u)

Eλ(u)

13. Dans ce problème, on notera id l'identité de E.
14. C'est à dire tel que : P (u) = 0L (E).
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Corrigé

Partie 1 � Polynômes annulateurs d'un endomorphisme

1) a) La matrice de u21 est A
2
1 = 4I2. Ainsi : A2

1 − 4I2 = 0 d'où u21 − 4id = 0.

Donc X2 − 4 est un polynôme annulateur de u1.

b) Quelques exemples de polynômes annulateurs :

+ u2 = id a pour polynôme annulateur X − 1

+ u3 = 0L (E) a pour polynôme annulateur X

+ u4 a pour polynôme annulateur X2 − 1 , puisque u4 est une involution (u24 = id).

+ u5 a pour polynôme annulateur Xn , puisque tout endomorphisme nilpotent u d'un espace vectoriel
E de dimension �nie n véri�e un = 0.

+ u6 a pour polynôme annulateur X2 −X , puisque c'est un projecteur de E, et à ce titre : u26 = u6.

+ l'endomorphisme u7 a pour polynôme annulateur X2 − 4X , puisque la matrice de u27 est A
2
7 = 4A7

(donc u27 = 4u7).

2) Puisque E est de dimension �nie n, l'espace vectoriel L (E) est de dimension �nie égale à n2. La famille(
id, u, u2, . . . , un

2
)
étant de cardinal n2+1 dans un ev de dimension n2, elle est liée . Il existe donc n2+1

scalaires α0,. . . , αn2 non tous nuls tels que :
n2∑
k=0

αku
k = 0 d'où : P (u) = 0 avec P =

n2∑
k=0

αkX
k.

Le polynôme P est donc un polynôme annulateur de u (et P 6= 0).

Conclusion. Tout endomorphisme d'un ev de dimension �nie admet un polynôme annulateur (non nul).

3) a) Soient P et Q dans Iu. Alors : (P +Q)(u) = P (u) +Q(u) = 0. D'où (P +Q) appartient à Iu.

Conclusion. ∀ (P,Q) ∈ I2u, (P +Q) ∈ Iu.

b) Soient P dans Iu et R ∈ K[X]. Alors : (RP )(u) = R(u)P (u) = R(u)0 = 0. D'où (RP ) appartient à Iu.
Conclusion. ∀P ∈ Iu, ∀R ∈ K[X], (RP ) ∈ Iu.

Partie 2 � Valeurs propres et sous-espaces propres

4) Si λ est une valeur propre de u, alors il existe un vecteur −→v non nul tel que : u(−→v ) = λ−→v . Ainsi :
(u − λid)(−→v ) = 0. Donc l'endomorphisme u − λid n'est pas injectif. Puisque E est de dimension �nie, il
est équivalent de dire que u− λid n'est pas un automorphisme.

Réciproquement, si u − λid n'est pas un automorphisme, alors (E étant de dimension �nie) il n'est pas
injectif. Donc il existe un vecteur −→v non nul tel que (u − λid)(−→v ) = 0, donc il existe un vecteur −→v non
nul tel que : u(−→v ) = λ−→v . Ainsi λ est une valeur propre de u.

Conclusion. [λ ∈ Sp(u)]⇐⇒ [(u− λid) /∈ GL(E)]

5) Soit −→v un vecteur propre associé à la valeur propre λ. Alors u(−→v ) = λ−→v donc −→v ∈ Ker(u − λid).
Réciproquement, tout vecteur non nul de Ker(u − λid) est clairement un vecteur propre pour la valeur
propre λ.

Conclusion. Les vecteurs propres associés à λ sont les vecteurs non nuls de Ker(u− λid).
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6) Soit −→v ∈ Eλ(u). Alors : u(
−→v ) = λ−→v . D'où : u (u(−→v )) = u (λ−→v ) = λu(−→v ). En résumé : si −→v ∈ Eλ(u),

alors : u (u(−→v )) = λu(−→v ) c'est à dire : u(−→v ) ∈ Eλ(u).

Conclusion. Les sous-espaces propres de u sont stables par u : ∀λ ∈ Sp(u), u (Eλ(u)) ⊂ Eλ(u)

7) En évitant une récurrence qu'il faudrait écrire si l'on était vraiment des gens bien : soient −→v1 , . . . ,−→vk
des vecteurs propres pour les valeurs propres λ1,. . . , λk respectivement. On a :

u

(
u

(
k∑
i=1

−→vi

))
= u

(
k∑
i=1

u (−→vi )

)
= u

(
k∑
i=1

λi
−→vi

)
=

k∑
i=1

λiu (
−→vi )

Or pour tout entier i compris entre 1 et k, on a u (−→vi ) ∈ Fi (question précédente), donc λiu (
−→vi ) ∈ Fi

(puisque Fi est un sev de E).

De cette observation et de l'égalité précédente, on déduit que : u

(
u

(
k∑
i=1

−→vi

))
∈ F1 + · · ·+ Fk.

En résumé : ∀
−→
V ∈ F1 + · · ·+ Fk, u(

−→
V ) ∈ F1 + · · ·+ Fk.

Conclusion. ∀ k ∈ N, ∀ (λ1, . . . , λk) ∈ [Sp(u)]k , u (Eλ1(u) + · · ·+ Eλk(u)) ⊂ Eλ1(u) + · · ·+ Eλk(u) .

Partie 3 � Valeurs propres et polynômes annulateurs

8) Soit P un polynôme. Il existe un entier naturel n et n+1 scalaires α0,. . . , αn tels que : P =
n∑
k=0

αkX
k.

Soit −→v un vecteur propre de u, associé à une valeur propre λ. Alors :

[P (u)] (−→v ) =

[
n∑
k=0

αku
k

]
(−→v ) =

n∑
k=0

αku
k (−→v ) =

n∑
k=0

αkλ
k−→v =

(
n∑
k=0

αkλ
k

)
−→v = P (λ)−→v

Le point-clef étant que dans la troisième égalité, on utilise la propriété : ∀ k ∈ N, uk(−→v ) = λk−→v qui
provient du fait que −→v est un vecteur propre pour la valeur propre λ et d'une récurrence immédiate sur k.

Conclusion. ∀λ ∈ Sp(u), ∀−→v ∈ Eλ(u), ∀P ∈ K[X], [P (u)] (−→v ) = P (λ)−→v .

9) Soit λ ∈ Sp(u), et −→v un vecteur propre non nul associé à la valeur propre λ. Supposons en outre
que P soit un polynôme annulateur de u. Alors : P (u) = 0 donc d'après la question précédente, on a :
P (λ)−→v = 0. Puisque −→v est non nul, on en déduit que P (λ) = 0, donc λ est racine de P .

Conclusion. Sp(u) ⊂ rac(P ) pour tout polynôme P annulateur de u.

10) Soit πu le polynôme minimal de u, et soit λ une racine de πu. On peut factoriser le polynôme minimal
et écrire πu = (X − λ)Q, avec Q ∈ K[X].
Supposons que λ n'est pas valeur propre de u. Alors pour tout vecteur−→v dansE, on a : (u− λid) (Q(u)(−→v )) =
0. Puisque λ n'est pas valeur propre de u, alors (u− λid) ∈ GL(E), et on déduit donc de ce fait et de
l'égalité précédente que : ∀−→v ∈ E, Q(u)(−→v ) = 0. Ainsi : Q(u) = 0, et Q est donc un polynôme annulateur
de u, de degré strictement inférieur à celui du polynôme minimal de u : contradiction.

Conclusion. Si λ est racine de πu, alors λ est une valeur propre de u.

11) D'après la question précédente : rac (πu) ⊂ Sp(u). Et d'après la question 9, comme πu est en particulier
annulateur de u, on a : Sp(u) ⊂ rac (πu). Conclusion. ∀u ∈ L (E), Sp(u) = rac (πu) .

12) D'après la question précédente, le spectre de u a pour cardinal le nombre de racines de πu. C'est donc
un ensemble �ni. Conclusion. u possède un nombre �ni de valeurs propres .
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Partie 4 � Diagonalisabilité

13) Soient P et Q deux polynômes premiers entre eux. Alors il existe deux polynômes A et B tels que :
AP +BQ = 1.

Soit −→v un vecteur de E : −→v = id(−→v ) = [(AP +BQ) (u)] (−→v ) = [(AP )(u)] (−→v ) + [(BQ)(u)] (−→v ).
Supposons à présent que : −→v ∈ Ker ((PQ) (u)). Alors :

Q ([(AP )(u)] (−→v )) = [(APQ)(u)] (−→v ) = A(u) ([(PQ)(u)] (−→v ))

D'où : Q ([(AP )(u)] (−→v )) = 0 puisque −→v ∈ Ker ((PQ) (u)). Donc : [(AP )(u)] (−→v ) ∈ Ker (Q (u)).

De façon analogue : [(BQ)(u)] (−→v ) ∈ Ker (P (u)). On a donc :

Ker (PQ (u)) ⊂ Ker (P (u)) +Ker (Q (u)) (♠)

Réciproquement, si −→v ∈ Ker (P (u)) + Ker (Q (u)) alors évidemment 15 −→v ∈ Ker (PQ (u)). Conjuguée à
l'inclusion précédente, cette inclusion fournit l'égalité : Ker (PQ (u)) = Ker (P (u)) +Ker (Q (u)) (♥)
Il reste à voir que la somme est directe. Soit −→v ∈ Ker (P (u)) ∩ Ker (Q (u)). Alors d'après la relation de
Bezout : −→v = [(AP )(u)] (−→v )︸ ︷︷ ︸

=0 car −→v ∈Ker(P (u))

+ [(BQ)(u)] (−→v )︸ ︷︷ ︸
=0 car −→v ∈Ker(Q(u))

. D'où −→v = 0. Par suite : Ker (P (u))∩Ker (Q (u)) = {0}.

Conclusion. Ker ((PQ) (u)) = Ker (P (u))
⊕

Ker (Q(u)) .

14) a) Soient λi et λj deux valeurs propres distinctes de u, et soit −→v ∈ Eλi(u) ∩ Eλj(u). Alors : u (
−→v ) =

λi
−→v = λj

−→v . D'où : (λi − λj)−→v = 0. Puisque λi 6= λj par hypothèse, on en déduit que : −→v = 0.

Conclusion. Eλi(u) ∩ Eλj(u) =
{−→
0
}
(si i 6= j).

On a : S = Eλ1(u) + · · ·+ Eλk(u) = Ker [P (u)], avec : P =
k∏
i=1

(X − λi) (d'après la question 13) .

b) Supposons que u soit diagonalisable. Alors il existe une base B de E telle que MatB(u) soit diagonale
(égale à D). Notons λ1,. . . , λk les coe�cients diagonaux de cette matrice, et notons mi le nombre d'oc-
currences de la valeur propre λi sur la diagonale (les coe�cients diagonaux sont nécessairement les valeurs
propres de u, puisque D − λiI est non inversible). Notons encore C1,1,. . . , C1,m1 les m1-èmes premières
colonnes de D. Ces colonnes correspondent aux images de m1 vecteurs

−→v1,1, . . . , −−→v1,m1 formant une base de
Eλ1(u). On a alors : Eλ1(u) = Vect (−→v1,1, . . . , −−→v1,m1), et plus généralement : Eλi(u) = Vect (−→vi,1, . . . , −−→vi,mi

)

pour tout i entre 1 et k. En regroupant tous ces vecteurs, on obtient alors la base B, et on a donc :
E =

⊕
λ∈ Sp(u)

Eλ(u).

Réciproquement, si E =
⊕

λ∈ Sp(u)

Eλ(u), alors pour tout λ ∈ SP (u), le sous-espace propre Eλ(u) admet

une base Bλ. La réunion de ces bases lorsque λ décrit Sp(u) constitue alors une base de E dans laquelle
MatB(u) est diagonale.

Conclusion. [u est diagonalisable] ⇐⇒

E =
⊕

λ∈ Sp(u)

Eλ(u)

 .

15. Pour de vrai !



Chapitre 25

Séries numériques

Tout au long de ce chapitre, K = R ou C.

25.1 Généralités

Définition 25.1 - Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K. Pour tout entier naturel N , on appelle

somme partielle de rang N (de (un)) le scalaire : SN =
N∑
n=0

un.

Exemples : dans le cas où la suite (un) est télescopique, ie s'il existe une suite (vn) telle que pour tout entier

n on a un = vn+1− vn, alors pour tout entier naturel N on a : SN =
N∑
n=0

un =
N∑
n=0

(vn+1 − vn) = vN+1− v0.

Et dans celui où la suite (un) est géométrique, ie s'il existe un scalaire q 6= 1 tel que pour tout entier

n on a un = u0q
n, alors pour tout entier naturel N on a : SN =

N∑
n=0

u0q
n = u0 ×

1− qN+1

1− q
.

Observation banale, mais utile. Pour tout entier n ∈ N∗ on a : un = Sn − Sn−1.

Définition 25.2 - Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K. On appelle série de terme général

un la suite des sommes partielles (SN)N de la suite (un).

Une série numérique n'est donc qu'un cas particulier de suite. 1

Notation. Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K. On pourra noter
∑
un la série de terme général un.

Définition 25.3 - Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K. La série
∑
un est convergente (resp.

divergente) lorsque la suite de ses sommes partielles (SN)N est convergente (resp. divergente).

1. Cette remarque n'étant pas faite péjorativement, mais plutôt dans l'optique de vous rassurer.
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On obtient comme conséquence immédiate de la propriété de convergence des suites extraites l'énoncé
ci-dessous.

Propriété 25.1 - Si la série
∑
un converge, alors lim

n→+∞
un = 0.

Preuve. Avec les notations précédemment introduites, si la série de terme général un converge, alors il
existe un réel ℓtelle que la suite des sommes partielles (Sn) converge vers ℓ. Il s'ensuit que Sn− Sn−1 tend

vers 0 lorsque n tend vers +∞, d'où la conclusion puisque : Sn − Sn−1 = un. K

Remarque. La réciproque est évidemment FAUSSE. Il se peut très bien que lim
n→+∞

un = 0, et que la

série un soit divergente. L'exemple d'illustration le plus fameux de cette situation est fourni par la série

harmonique
∑ 1

n
, puisque la somme partielle de rang N associée est minorée par une expression tendant

vers +∞, explicitement : SN =
N∑
n=1

1

n
> ln(N + 1).

La contraposée de la propriété précédente donne naissance à la notion de divergence grossière.

Propriété 25.2 - Si un ne tend pas vers 0, alors la série
∑
un diverge. On parle dans ce cas de

divergence grossière.

Preuve. C'est la contraposée de l'assertion énoncée dans la propriété 25.1. K

Remarque. Ultime observation générale sur les séries : la notion de convergence d'une série (
∑

un) est
une notion asymptotique, et ne dépend pas des premiers termes de (un). En clair, on ne modi�e pas la
nature (convergente ou divergente) d'une série en modi�ant un nombre �ni de termes de la suite (un).

Propriété 25.3 - (Linéarité de la convergence). Soient
∑

un et
∑

vn deux séries.

Si
∑

un et
∑

vn sont convergentes, alors pour tout couple (λ, µ) de scalaires, la série
∑

(λun + µvn)

est convergente, et :

+∞∑
n=0

(λun + µvn) = λ
+∞∑
n=0

un + µ
+∞∑
n=0

vn

Preuve. Immédiate. K

Remarque. On déduit de la propriété précédente que la somme d'une série convergente et d'une divergente
est divergente. On ne peut en revanche rien dire en général de la somme de deux séries divergentes. 2

2. L'expression �somme de deux séries� est un abus de langage, synonyme dans ces lignes de séries dont le terme général
est la somme. . .
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25.2 Premières séries de référence

Propriété 25.4 - (Séries géométriques). Soit q ∈ C.

La série
∑

qn converge si et seulement si |q| < 1.

Dans ce cas :
∑
n∈N

qn =
1

1− q
.

Preuve. Lorsque q est de module supérieur ou égal à 1, la série de terme général qn diverge grossièrement.

Lorsque |q| < 1, on a :
N∑
n=0

qn =
1− qN+1

1− q
. Puisque : lim

N→+∞
qN+1 = 0, on en déduit que la série de terme

général qn converge, et que :
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
. K

Exemple. La série
∑
n∈N

1

2n
est convergente, et :

∑
n∈N

1

2n
= 2.

Propriété 25.5 - (Séries téléscopiques). Soit (un) ∈ CN.

La série
∑

(un+1 − un) converge si et seulement si la suite (un)n converge.

Dans ce cas :
∑
n∈N

(un+1 − un) = ℓ− u0, où l'on a noté ℓ = lim
n→+∞

.

On a aussi, pour tout n0 ∈ N :
+∞∑
n=n0

(un+1 − un) = ℓ− un0 .

Preuve. La suite (SN) des sommes partielles de la série
∑

(un+1 − un) a pour terme général SN =

uN+1 − u0. Celle-ci converge si et seulement si uN+1 admet une limite �nie lorsque N tend vers +∞, càd

si et seulement si la suite (un)n converge. K

Exemple. Considérons la série de terme général
1

n (n− 1)
.

On a pour tout entier naturel n > 2 :
1

n (n− 1)
=

1

n− 1
− 1

n
.

Il s'ensuit que : ∀N > 2, SN =
N∑
n=2

1

n (n− 1)
=

N∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

N
.

On en déduit que la série converge, et que :
+∞∑
n=2

1

n (n− 1)
= 1.
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Place maintenant à un critère d'importance CRUCIALE en pratique.

Propriété 25.6 - (Séries de Riemann). Soit α ∈ R.

La série
∑ 1

nα
converge si et seulement si α > 1.

Preuve. Cette propriété a déjà été établie comme conséquence du théorème des accroissements �nis
(corollaire 17.8, page 444). Nous en verrons une autre démonstration, plus courte, au cours du présent

chapitre. K
Exemple. La série de terme général un =

1

n
√
n
est convergente, puisque un =

1

n3/2
et que 3/2 > 1.

25.3 Séries à termes positifs

Dans ce paragraphe, les séries considérées ont des termes généraux dans R+. Dans ce

contexte, les suites des sommes partielles seront positives et croissantes.

Propriété 25.7 - (Comparaison). Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives telles que
un 6 vn à partir d'un certain rang.

Si la série
∑

vn converge, alors la série
∑

un converge.

Si la série
∑

un diverge, alors la série
∑

vn diverge.

Preuve. Notons (SN) et (TN) les suites de sommes partielles associées aux suites (un) et (vn) respecti-
vement. Par hypothèse, (SN) et (TN) sont deux suites réelles croissantes, et quitte à tronquer un nombre
�ni de termes on peut supposer que SN 6 TN .

Si la série
∑

un diverge, alors la suite (SN) tend vers +∞, et on en déduit par comparaison (sur les
suites) que (TN) tend vers +∞. Par conséquent la série de terme général vn diverge.

Si la série
∑

vn converge, alors la suite (TN) converge. En particulier elle est bornée, et encore plus
particulièrement elle est majorée. Puisque SN 6 TN , on en déduit que (SN) est majorée ; puisqu'en outre
elle est croissante, le théorème de la limite monotone permet d'a�rmer qu'elle converge. Ce qui signi�e

que la série
∑

un est convergente. K

Exemple 1. Pour tout entier naturel n > 2, on a :
1

n2
6 1

n(n− 1)
. Puisque les séries de termes généraux

1

n2
et

1

n(n− 1)
sont à termes positifs, et que la série de terme général

1

n(n− 1)
converge (voir plus haut),

on en déduit par comparaison que la série de terme général
1

n2
converge (sans avoir recours au critère de

Riemann. . . mais c'est plus long !).

Exemple 2. Pour tout entier n > 2, on a :
1

ln(n)
> 1

n
. Puisque les séries de termes généraux

1

ln(n)
et

1

n
sont à termes positifs, et que la série de terme général 1/n diverge (série harmonique), on en déduit que

la série
∑ 1

ln(n)
diverge.
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Propriété 25.8 - (Equivalents). Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives.

Si un ∼+∞ vn, alors les séries
∑

un et
∑

vn sont de même nature.

Preuve. Puisque un ∼+∞ vn, il existe une suite (φn) qui tend vers 1 telle que : vn = unφn. Or, (φn)

étant de limite 1, on a :
1

2
6 φn 6 3

2
à partir d'un certain rang.

On en déduit que
1

2
un 6 vn 6 3

2
un à partir d'un certain rang.

Si la série
∑

un converge, alors la série de terme général
3

2
un converge (d'après la propriété 25.3). Puisque

les séries considérées sont à termes positifs, on en déduit par comparaison que la série de terme général vn
converge.

Inversement, si la série
∑

vn diverge, alors la série de terme général
3

2
un diverge (par comparaison). On

en déduit que la série de terme général un diverge. K

Exemple 1. La série
∑

sin

(
1

n

)
est divergente.

Exemple 2. La série
∑

ln

(
1 +

1

n2

)
est convergente.

Exemple 3. La série
∑

nα

(√
1 +

1

n
− 1

)
est convergente SSI α < 0.

Exemple 4. La série
∑ ch(n)

ch(2n)
est convergente, puisque

ch(n)
ch(2n)

∼+∞ e−n (et que e−n est le terme général

d'une série géométrique convergente).

Exemple 5. La série de terme général
ln(n+ 1)− ln(n)√

n
est convergente.

Exemple 6. La série de terme général n

(
1− cos

(
1

n

))
est divergente.

Propriété 25.9 - (Négligeabilité). Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives.

On suppose que un = o(vn). Si
∑

vn converge, alors
∑

un converge.

Preuve. Par hypothèse, on a : 0 6 un 6 1

2
vn à partir d'un certain rang. On déduit la propriété de cet

encadrement et du critère de comparaison. K

Remarque. Evidemment, l'énoncé précédent peut encore être lu �dans l'autre sens� : si un = o(vn) et∑
un diverge alors

∑
vn est divergente.

Ce critère de négligeabilité induit une méthode bien pratique pour montrer la convergence d'une série.
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Corollaire 25.1 - Soit (un) une suite réelle positive.

Si lim
+∞

n2un = 0, alors la série
∑

un converge.

Plus généralement d'ailleurs, si lim
+∞

nαun = 0 pour un réel α > 1, alors la série
∑

un converge.

Preuve. C'est une conséquence immédiate de la propriété précédente et du critère de convergence pour
les séries de Riemann, puisque les hypothèses impliquent que un est négligeable devant 1/n2 (ou devant

1/nα avec α > 1). K

Exemple. La série
∑

ne−n est convergente, puisque n2 × (ne−n) = n3e−n a pour limite 0 en +∞
(croissances comparées).

Propriété 25.10 - (Domination). Soient (un) et (vn) deux suites réelles positives.

On suppose que un = O(vn). Si
∑

vn converge, alors
∑

un converge.

Preuve. Par hypothèse, il existe un réel positif M tel que : 0 6 un 6M × vn à partir d'un certain rang.

On déduit la propriété de cet encadrement et du critère de comparaison. K

Propriété 25.11 - (Comparaison série/intégrale). Soit f une fonction à valeurs
réelles, positive et décroissante sur R+.

La série
∑

f(n) et l'intégrale
∫ +∞

a

f sont de même nature (avec a réel positif quelconque).

Preuve. Sous les hypothèses de l'énoncé, on a :

∀n ∈ N, f(n+ 1) 6 f(x) 6 f(n) d'où ∀n ∈ N, f(n+ 1) 6
∫ n+1

n

f 6 f(n)

Par sommation des encadrements précédents entre 0 et N on obtient : ∀N ∈ N,
N∑
n=0

f(n+1) 6
∫ N

0

f 6

N∑
n=0

f(n)

Supposons que la série
∑

f(n) converge. Alors la fonction x 7−→
∫ x

0

f est croissante (f étant positive

par hypothèse) et majorée, donc convergente ; en d'autres termes, l'intégrale
∫ +∞

0

f est convergente.

Inversement si la série
∑

f(n) diverge, alors la série
∑

f(n + 1) diverge également, donc la fonction

x 7−→
∫ x

0

f est non majorée ; en d'autres termes, l'intégrale
∫ +∞

0

f est divergente.

Conclusion. Soit f une fonction à valeurs réelles, positive et décroissante sur R+. La série
∑

f(n) et

l'intégrale
∫ +∞

0

f sont de même nature. K
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Exemple. Etudions la série
∑ 1

n ln(n)
. Celle-ci est à termes positifs et décroissante.

En outre pour tout réel A > 2 on a :
∫ A

2

dx
x ln(x)

= ln (ln(A))− ln (ln(2)) −→A→+∞ +∞.

On en déduit que l'intégrale
∫ +∞

2

dx
x ln(x)

est divergente. D'après le critère de comparaison série/intégrale,

on peut conclure.

Conclusion. La série
∑ 1

n ln(n)
est divergente.

25.4 Convergence absolue

Dans ce paragraphe, on revient au cas général, en considérant des suites (un) à valeurs dans

K = R ou C.

Définition 25.4 - Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K.

La série
∑

un est absolument convergente si la série
∑
|un| converge.

Exemple. Pour tout réel θ, et pour tout réel α > 1, la série
∑ einθ

nα
est absolument convergente.

Propriété 25.12 - (�ACv =⇒ Cv�). Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans K.

Si la série
∑

un est absolument convergente, alors elle est convergente.

Preuve. Soit (un) une suite à valeurs dans C, telle que la série
∑
|un| converge.

ã 1er cas � Si (un) est réelle positive. Alors
∑

un converge, puisque |un| = un. . . 3.

ã 2ème cas � Si (un) est réelle. Posons pour tout entier n :

u+n = max(0, un) et u−n = min(0, un)

Pour tout entier n, on a :

un = u+n + u−n et |un| = u+n − u−n

La série de terme général u+n converge (hypothèse + positivité + comparaison), donc la série de terme
général u−n converge (ce qui précède + linéarité). On en déduit que la série de terme général un converge.

3. Non, j'insiste, pas d'applaudissements
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ã 3ème cas � Si (un) est complexe. Pour tout entier n, on a :

|Re(un)| 6 |un| et |Im(un)| 6 |un|

Puisque la série de terme général |un| converge, on en déduit par comparaison que les séries de termes
généraux respectifs |Re(un)| et |Im(un)| convergent, puis (d'après le second cas) que les séries de termes

généraux respectifs Re(un) et Im(un) convergent. K

Remarque 1. Cette propriété est d'une grande importance pratique, puisqu'elle permet de ramener
l'étude des séries en général à celle des séries à termes positifs (pour lesquelles on dispose d'un �arsenal�
impressionnant, cf paragraphe précédent).

Remarque 2. La remarque précédente a cependant ses limites, dans le sens où la réciproque de la propriété
est fausse. Il existe en e�et des séries qui sont convergentes, mais non absolument convergentes ; de telles
séries sont dites semi-convergentes.

L'exemple le plus célèbre de série semi-convergente est la série
∑
n∈N∗

(−1)n+1

n
: en e�et, celle-ci converge et a

pour somme ln 2 (conséquence de Taylor avec reste intégrale), mais elle n'est évidemment pas absolument
convergente (la série des modules est la série harmonique).

25.5 Epilogue

25.5.1 Stratégie d'étude : le point sur ce qu'il faut retenir sur les séries

Présentation � S'il y a vraiment un chapitre à maîtriser avant d'arriver en Spé 4, c'est bien celui
portant sur les séries numériques. Les exercices ci-dessous à la frontière entre Sup et Spé, ne demandent
bien entendu que des connaissances de Sup (celles que nous avons vues en cours donc), mais vous reverrez
probablement l'an prochain un certain nombre des situations présentées dans cette feuille.

Le point sur les séries en Sup � Stratégie d'étude

Pour commencer, gardez présent à l'esprit qu'une série numérique n'est �nalement rien d'autre qu'une suite
(une suite de sommes partielles). Or dans le contexte général des suites, on peut se poser essentiellement
deux questions : celle de sa nature (convergente ou divergente), et lorsqu'elle converge celle de sa limite. 5

4. En dehors de celui sur la trigonométrie, celui sur les nombres complexes, celui sur les fonctions de référence, celui
sur les suites réelles ou complexes, celui sur les polynômes, celui sur le calcul matriciel, celui sur la continuité, celui sur la
dérivabilité et celui sur ses applications, celui sur les équations di�érentielles, celui sur l'analyse asymptotique et en particulier
les développements limités, ceux sur le calcul intégral, ceux d'algèbre linéaire et si vous vous destinez à une MP, celui sur les
groupes et le chapitre d'arithmétique.

5. On pourrait en rajouter une troisième qui consiste à savoir, dans le cas où la suite diverge vers +∞, �comment� diverge
t-elle vers +∞ ? A quelle vitesse ? Comme ln(n) ou comme n3 ou comme en ?. . .
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Les exercices de cette feuille tourneront donc autour des deux problèmes suivants : étant donnée une série
numérique

∑
un,

Question 1 � quelle est la nature (convergente ou divergente) de la série
∑

un ?

Question 2 � si la série
∑

un converge, que vaut sa somme ?

ä Un algorithme pour répondre à la question 1

Etape 1 : a t-on lim
n→+∞

un = 0 ? Si oui, passer à l'étape 2. Sinon, la série diverge grossièrement (et c'est

�ni).

Etape 2 : la suite (un) est-elle à termes positifs ? Si oui, passer à l'étape 3 ; sinon passer à l'étape 4.

Etape 3 : essayer de déterminer la nature de la série en utilisant l'un des critères suivants, valides pour
les séries à termes REELS POSITIFS :

Ù Critère de comparaison : si un 6 vn, [
∑

vn converge] =⇒ [
∑

un converge]

Ù Critère des équivalents : si un ∼+∞ vn,
∑

un et
∑

vn sont de même nature

Ù Critère des �o� ou des �O� : si un = o(vn) (ou un = O(vn)), [
∑

vn converge] =⇒ [
∑

un converge]

Ù �Règle de Riemann� : si ∃α > 1 tque lim
+∞

nαun = 0, alors [
∑

un converge]

Ù Critère de comparaison série-intégrale :

si f > 0, C 0 et ↘,
∑

f(n) et
∫ +∞

a

f sont de même nature

où un est le terme général de la série étudiée, et vn est le terme général d'une série de référence parmi les
suivantes :

Ù Série de Riemann : [
∑ 1

nα
converge] ⇐⇒ [α > 1]

Ù Série télescopique : [
∑

(wn+1 − wn) converge] ⇐⇒ [(wn) converge ]

Ù Série géométrique : soit q ∈ C. [
∑

qn converge] ⇐⇒ [|q| < 1]

Etape 4 : on considère la série de terme général |un| (qui est un réel positif, si, si !), et on retourne à
l'étape 3. Deux cas peuvent se présenter :

Ù la série
∑
|un| converge, et alors la série

∑
un converge puisque :

[Absolument convergente] =⇒ [Convergente]

Ù la série
∑
|un| diverge, et on ne peut alors pas conclure sur la nature de

∑
un (en Sup).
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ä Trois méthodes pour répondre à la question 2

Le calcul de la somme d'une série convergente n'est pas chose aisée, sauf cas particuliers ; pour vous en
convaincre, revoir le DS consacré à la détermination de ζ(2), où un problème entier avait pour but d'établir

que
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Néanmoins, dans quelques cas particuliers, le calcul de la somme est possible, explicitement :

Ù Somme d'une série géométrique : si q ∈ C et si |q| < 1, alors
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q

Ù Somme d'une série télescopique : si (wn) converge :
+∞∑
n=0

(wn+1 − wn) = lim
+∞

wn − w0

Ù Formule de Taylor avec reste intégrale : voir exemples d'utilisation dans le programme de la

colle 28. Elle permet notamment d'établir que : ∀x ∈ R, ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
. En particulier : e =

+∞∑
n=0

1

n!
.

Autre application : ln(2) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

ä Exemples d'application directe

Point par point, chacune des questions ci-dessous illustre les critères mentionnés ci-dessus.

Exercice 25.1 - (Divergence grossière)Montrer que la série
∑ √

n

ln(n)
est grossièrement divergente.

Corrigé. Immédiat, puisque : lim
n→+∞

√
n

ln(n)
= +∞ (croissances comparées).

Exercice 25.2 - (Critère de comparaison) Montrer que la série
∑ 1

ln(n)
est divergente, mais pas

grossièrement divergente.

Corrigé. Le terme général 1/ ln(n) a pour limite 0 : la série ne diverge donc pas grossièrement. En revanche
on a 1/ ln(n) > 1/n pour n > 2, d'où la conclusion (comparaison + critère de Riemann).

Exercice 25.3 - (Critère des équivalents) Montrer que la série
∑

n arctan

(
1

n4

)
est convergente.

Corrigé. Pour tout n ∈ N∗, on a : n arctan

(
1

n4

)
> 0. En outre : n arctan

(
1

n4

)
∼n→+∞

1

n3
.

Puisque
1

n3
est le terme général d'une série de Riemann convergente, on en déduit via le critère des

équivalents que la série
∑

n arctan

(
1

n4

)
est convergente.
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Exercice 25.4 - (Critère de négligeabilité) Montrer que la série
∑ ln(n)

n3
est convergente.

Corrigé. Pour tout n ∈ N∗, on a : n2 × ln(n)

n3
=

ln(n)

n
. Il s'ensuit que

ln(n)

n3
= o

(
1

n2

)
. Puisque la série

étudiée est à termes positifs, on peut alors conclure qu'elle converge via le critère de négligeabilité.

Exercice 25.5 - (Règle de Riemann) Montrer que pour tout réel α > 1, la série
∑ ln(n)

nα
est

convergente.

Corrigé. La série étudiée est à termes positifs. Considérons un réel β tel que : 1 < β < α.

Alors : nβ × ln(n)

nα
=

ln(n)

nα−β
. Puisque α− β > 0, on a : lim

+∞
nβ

ln(n)

nα
= 0.

On en déduit que :
ln(n)

nα
= o

(
1

nβ

)
, d'où la conclusion puisque β > 1 (critère de Riemann + négligeabilité).

Exercice 25.6 - (Comparaison série-intégrale) Soit f la fonction dé�nie sur [2,+∞[ en posant :

∀x > 2, f(x) =
1

x ln(x)
.

1/ Justi�er brièvement que f est positive et de classe C ∞ sur [2,+∞[.

2/ Etudier le sens de variation de f sur [2,+∞[.

3/ Pour tout réel A > 2, calculer : I(A) =
∫ A

2

1

x ln(x)
dx.

4/ Déduire de ce qui précède la nature de
∑ 1

n ln(n)
.

Corrigé. Voir un peu plus haut dans ces lignes.

Exercice 25.7 - (Somme d'une série géométrique) Montrer que : 1 +
1

3
+

1

9
+

1

27
+ · · · = 3

2
.

Corrigé. La série de terme général 1/3n est géométrique de raison 1/3. Puisque |1/3| < 1, la série converge

et
+∞∑
n=0

1/3n = 3/2.

Exercice 25.8 - (Somme d'une série télescopique) Calculer
∑ 1

n3 − n
(factoriser n3 − n, et

utiliser une décomposition en éléments simples).

Corrigé. Pour tout entier naturel N > 2, on a :

N∑
n=2

1

n3 − n
=

1

2

N∑
n=2

(
1

n− 1
− 2

n
+

1

n+ 1

)
=

1

2

[
N∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

N∑
n=2

(
1

n+ 1
− 1

n

)]

D'où :
N∑
n=2

1

n3 − n
=

1

2

[
1− 1

N
+

1

N + 1
− 1

2

]
. On en déduit que :

+∞∑
n=2

1

n3 − n
=

1

4
.
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ä Et maintenant, à vous de jouer !

Exercice 25.9 - Pour tout réel x ∈ ]− 1, 1[, calculer
+∞∑
n=0

(−1)n xn.

Exercice 25.10 - Soit x un réel tel que : 0 6 x <
1

e
. Montrer que la série

∑ xnsh(n)
n(n+ 1)

est convergente.

Exercice 25.11 - (Exemples de séries de Bertrand) Déterminer la nature de chacune des séries
suivantes :

1)
∑ ln(n)

n
2)
∑ ln(n)

nα
(α > 1) 3)

∑ 1√
n ln(n)

4)
∑ 1

n ln2(n)

Exercice 25.12 - Soient a et b deux réels. Le but est d'étudier la série
∑

(ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2)).

a) Montrer qu'il existe deux réels α et β, que l'on exprimera en fonction de a et b tels que :

∀n ∈ N∗, ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2) = α ln(n) +
β

n
+O

(
1

n2

)
b) Déduire de la question précédente une condition nécessaire et su�sante sur les réels a et b pour que la

série de terme général ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2) converge.

c) Dans le cas où elle converge, calculer la somme de la série
∑

(ln(n) + a ln(n+ 1) + b ln(n+ 2)).

Exercice 25.13 - On rappelle que
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Etablir que la série
∑ 1

(2n+ 1)2
converge, puis calculer sa somme :

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Exercice 25.14 - On rappelle que
+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Etablir que la série
∑ 1

n2(n+ 1)2
converge, puis calculer sa somme :

+∞∑
n=1

1

n2(n+ 1)2
.

On pourra utiliser une décomposition en éléments simples :
1

n2(n+ 1)2
=
a

n
+

b

n2
+

c

n+ 1
+

d

(n+ 1)2
.

Exercice 25.15 - On rappelle que
+∞∑
n=0

1

n!
= e. Calculer les sommes

+∞∑
n=0

n+ 1

n!
et

+∞∑
n=0

n2 − 1

n!
.

Exercice 25.16 - On pose : ∀n ∈ N, un =
(2n)!

(2nn!)2
.

1) Déterminer un équivalent de : wn = ln (un+1)− ln(un).

2) Déduire de la question précédente que : lim
+∞

un = 0.

3) Etablir qu'il existe un réel C > 0 tel que : lim
+∞

√
nun = C (sans chercher à expliciter la valeur de C).

4) En déduire la nature de la série
∑√

nun.
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25.5.2 Séries de Riemann

On a déjà vu le critère des convergences des séries de Riemann comme conséquence du théorème des accrois-
sements �nis au cours du chapitre portant sur la dérivabilité. On propose ci-dessous une preuve alternative
(et sensiblement plus courte !) de ce résultat reposant sur le critère de comparaison série/intégrale.

Théorème 25.1 - (Critère de convergence des séries de Riemann).

Soit α un réel.

[ La série
∑ 1

nα
converge ] ⇐⇒ [α > 1]

Preuve. On distingue essentiellement deux cas, suivant que α est strictement positif ou non.

ä 1er cas � Si α 6 0. Alors n−α ne tend pas vers 0, et la série de terme général n−α diverge donc
grossièrement.

ä 2ème cas � Si α > 0. Introduisons alors la fonction f : x ∈ R∗
+ 7−→ x−α. La fonction f est continue,

décroissante et positive sur R∗
+.

Soit A un réel assez grand, et supposons α 6= 1. On a : I(A) =
∫ A

1

x−α dx =
1

1− α
(
A1−α − 1

)
.

On note alors que : lim
A→+∞

A1−α =


0 si α > 1

+∞ si α < 1

.

On en déduit que I(A) est convergente si α > 1, et divergente si α < 1. D'après le critère de comparaison
série/intégrale, on en déduit que la série

∑
n−α est convergente si α > 1, et divergente si α < 1.

Il reste à voir que dans le cas α = 1 la série est divergente, ce qui est immédiat. K

25.5.3 Séries de Bertrand

On appelle série de Bertrand une série dont le terme général de la forme
∑ 1

nα (ln(n))β
où α et β sont

deux réels.

Aucun résultat concernant ces séries ne peut être utilisé sans démonstration. Néanmoins, il n'est pas rare
que ces séries interviennent au détour d'un problème, et il peut donc être utile de connaître les méthodes
permettant d'étudier leur nature.

Exercice classique 25.1 - Si α > 1, alors la série
∑ 1

nα (ln(n))β
converge.

Preuve. Soit γ un réel tel que : 1 < γ < α. Alors : lim
n→+∞

n

<0︷ ︸︸ ︷
γ − α

(ln(n))β
= 0 (au pire, via les croissances

comparées).
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On en déduit que
1

nα (ln(n))β
= o

(
1

nγ

)
.

Puisque la série étudiée est à termes positifs, on en déduit (critère de négligeabilité + γ > 1) qu'elle est

convergente. K

Exercice classique 25.2 - Si α < 1, alors la série
∑ 1

nα (ln(n))β
diverge.

Preuve. Soit γ un réel tel que : α < γ < 1. Alors : lim
n→+∞

n

>0︷ ︸︸ ︷
γ − α

(ln(n))β
= +∞ (au pire, via les croissances

comparées).

On en déduit que
1

nγ
= o

(
1

nα (ln(n))β

)
.

La série de terme général n−γ est divergente (série de Riemann avec γ < 1). Puisque la série étudiée est à

termes positifs, on en déduit (critère de négligeabilité �à l'envers�) qu'elle est divergente. K

Exercice classique 25.3 - La série
∑ 1

n (ln(n))β
converge SSI β > 1.

Preuve. Dans le cas où β = 0, la série étudiée est la série harmonique, qui est divergente.

Supposons à présent β 6= 0, et introduisons la fonction f : x ∈ [2,+∞ [ 7−→ 1

x lnβ(x)
.

La fonction f est dérivable (théorèmes généraux) sur [2,+∞ [ et pour tout réel x > 2 on a :

f ′(x) = −
lnβ(x) + β lnβ(x)

x ln(x)

x2 ln2β(x)

On en déduit que f est décroissante sur [2,+∞ [ . En outre, f est continue (car dérivable) et positive
(immédiat) sur [2,+∞ [ .

Il s'ensuit que l'intégrale
∫ +∞

2

f(x) dx et la série
+∞∑
n=2

f(n) ont même nature, d'après le critère de compa-

raison série/intégrale.

Or, pour tout réel A > 2 on a, en supposant β 6= 1 :

I(A) =

∫ A

2

1

x lnβ(x)
dx =

1

1− β
[
ln1−β (x)

]A
2
=

1

1− β
[
ln1−β (A)− ln1−β (2)

]
Or : ln1−β (A) admet une limite �nie lorsque A tend vers +∞ si et seulement si β > 1.

Il reste à traiter le cas β = 1. Dans cette situation on a : I(A) =
∫ A

2

1

x ln(x)
dx = [ln (ln(x))]A2 . Il s'ensuit

immédiatemment que I(A) tend vers +∞ lorsque A tend vers +∞, ce qui achève la preuve. K
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25.5.4 Séries alternées

Propriété 25.13 - (Critère spécial des séries alternées).

Soit (un) une suite réelle positive et décroissante, telle que lim
n→+∞

un = 0.

La série
∑

(−1)nun est convergente.

Preuve. On introduit la suite (SN)N des sommes partielles de cette série, en posant :

∀N ∈ N, SN =
N∑
n=0

(−1)nun

L'idée de la preuve est d'établir que les suites des termes de rang pair des termes de rang impair extraites
de (SN) sont adjacentes.

ä Etape 1. Décroissance de la suite (S2N).

Pour tout entier naturel N on a : S2N+2 − S2N = u2N+2 − u2N+1. Puisque la suite (un) est décroissante,
on en déduit que : ∀N ∈ N, S2N+2 − S2N 6 0. Par conséquent : la suite (S2N) est décroissante (♠).

ä Etape 2. Croissance de la suite (S2N+1).

Pour tout entier naturel N on a : S2N+3 − S2N+1 = u2N+2 − u2N+3. Puisque la suite (un) est décroissante,
on en déduit que : ∀N ∈ N, S2N+3 − S2N+1 > 0. Par conséquent : la suite (S2N+1) est croissante (♣).

ä Etape 3. Limite de la di�érence (S2N+1 − S2N).

Pour tout entier naturel N on a : S2N+1 − S2N = −u2N+1. Puisque par hypothèse la suite (un) a pour
limite 0, il en est de même pour la suite (u2N+1) (propriété des suites extraites).

On en déduit que : lim
N→+∞

(S2N+1 − S2N) = 0 (♥).

ä Conclusion.

On déduit de (♠), (♣) et (♥) que les suites (S2N) et (S2N+1) sont adjacentes. A ce titre elles convergent
et ont la même limite. On en déduit que la suite (SN) converge également (vers la même limite).

Par conséquent, la série
∑

(−1)nun est convergente. K

Exemple d'application. Montrer que la série
∑ (−1)n√

n+ 1
est semi-convergente, c'est-à-dire qu'elle est

convergente, mais qu'elle n'est pas absolument convergente.

La suite de terme général un =
1√
n+ 1

est positive, décroissante et converge vers 0. D'après le critère des

séries alternées, la série
∑ (−1)n√

n+ 1
est convergente.

En revanche |un| ∼n→+∞ n−1/2. Il s'ensuit (critère des séries de Riemann) que la série de terme général
|un| est divergente.

Ainsi la série
∑ (−1)n√

n+ 1
est semi-convergente.
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dominant, 470
colinéaires, 571
combinaison, 44

linéaire, 550
commutant

d'une matrice
carrée, 313
diagonale, 313

complémentaire
d'une partie, 20

composée
de deux applications, 140
de deux fonctions, 108

condition
nécessaire, 16
nécessaire et su�sante, 16
su�sante, 16

congru, 51
congruence, 237, 417

modulo un nombre réel, 51
conjecture, 22
conjonction, 16
conjugué, 63
constante

d'Euler, 271
continûment

dérivable, 163
n fois, 163
indé�niment, 163

contraposée, 22
convergence

absolue, 689
coordonnées

d'un vecteur dans une base, 582
corps, 290
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d'un nombre réel, 52
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pour les séries, 686

de comparaison série/intégrale, 688
de négligeabilité
pour les séries, 687

des équivalents
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croissance
de l'intégrale, 612

cycle, 392
cycles

à supports disjoints, 393

degré
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di�érence

de deux ensembles, 20
symétrique de deux ensembles, 20

dilatation, 657
dimension

d'un espace vectoriel, 575
d'un sous-espace a�ne, 660

direction
d'un sous-espace a�ne, 660

disjonction, 16
de cas, 22

divergence
grossière, 684

diviseur, 411
d'un polynôme, 472
de zéro, 286

division euclidienne
dans K[X], 472
dans Z, 413

domaine, 139
droite

a�ne, 660
décomposition

en facteurs premiers, 425
en éléments simples, 177

délinéarisation, 75
démonstration

par analyse synthèse, 23
par l'absurde, 23
par récurrence, 25

dérivée
n-ième
d'un polynôme formel, 480

n-ième d'une fonction, 121
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déterminant
d'une matrice de M2 (K), 325

développement
asymptotique
de la série harmonique, 271

limité
à l'ordre n, 453
à l'ordre 1, 117

EDL1, 197
avec second membre, 197
charge d'un condensateur, 201
désintégration radioactive, 199
homogène, 197
associée, 197

sans second membre, 197
EDL2, 205

avec second membre, 205
homogène, 205
associée, 205

sans second membre, 205
endomorphisme, 552
ensemble

de dé�nition, 107, 139
des parties, 19
des points de discontinuité, 376
dénombrable, 142
en compréhension, 17
en extension, 17
�ni, 382
habité, 32
ordonné, 228
totalement ordonné, 228

ensembles
disjoints, 20
distincts, 19
équipotents, 142, 381

entier
de Gauss
inversible, 295
irréductible, 296

entiers
de Gauss
premiers entre eux, 296

premiers entre eux, 418

espace
probabilisé, 516
vectoriel, 545

espace vectoriel
de dimension �nie, 573

espérance, 517
mathématique, 517

exponentielle
complexe, 79

expérience aléatoire, 505
extremum

d'une fonction, 113

factorielle d'un entier, 43
famille

génératrice, 550
libre, 572
liée, 572
échelonnée
de polynômes, 578

fonction
arccosinus, 149
arcsinus, 150
arctangente, 152
bornée, 112
composée, 108
continue
en un point, 367
par morceaux, 605
sur un intervalle, 368

cosinus, 52
croissante, 113
de classe C 1, 163
de classe C n, 163
de classe C +∞, 163
dominée, 450
décroissante, 113
dérivable, 115, 435
à valeurs complexes, 443

dérivée, 115
en escalier, 604
exponentielle, 125
de base a, 129

génératrice d'une VAR, 528
identité, 108
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impaire, 111
indicatrice, 144
logarithme
de base a, 128

logarithme népérien, 125
majorée, 112
minorée, 112
monotone, 113
numérique, 107
paire, 111
polynomiale
associée à un élément de K[X], 475

prolongée par continuité, 368
puissance, 131
sinus, 52
tangente, 53
uniformément continue, 601
valeur absolue, 124

fonctions
équivalentes, 451

formule
de Bayes, 516
de Koenig-Huygens, 519
de la moyenne, 374, 614
de Moivre, 71
de Stirling, 188
de Taylor
avec reste intégrale, 617
dans K[X], 482
Young, 454

de transfert, 518
de Vandermonde, 467, 529
du changement de base, 651

formules
d'addition, 56, 134
d'Euler, 71
généralisées, 75

de duplication, 56, 134
de soustraction, 56, 134

Galois, Evariste, 402
groupe, 276

abélien, 276
additif des polynômes, 466
alterné, 398

cyclique, 280, 294
des inversibles d'un anneau, 289
des permutations, 281
des similitudes directes, 95, 277
linéaire, 324, 558
symétrique Sn, 390

heptakaïdécagone régulier, 95
homothétie, 92
hyperplan, 581

a�ne, 660

identité
d'un ensemble, 139

image, 107
d'un élément par une application, 139
d'une application, 140
d'une application linéaire, 554
d'une fonction, 107
d'une partie, 140
réciproque d'une partie, 140

imaginaire pur, 61
implication, 16
inclusion, 19
injection, 141
intersection, 19

de deux évènements, 505
intervalle

d'entiers, 18
de résolution d'une EDL, 198

intégrale
d'une fonction continue par morceaux, 611
d'une fonction continue sur un segment, 166
d'une fonction en escalier, 608
d'une fonction à valeurs complexes, 615
de Wallis, 180

intégration
par parties, 168

invariant de similitude, 336
inverse

d'un entier modulo n, 418
d'un élément pour une ℓci, 275

inversion, 397
involution, 144
inégalité
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de Markov, 519
de Bienaymé-Qebyxev, 519
de Cauchy-Schwarz-Bun�kovski, 612
de Taylor-Lagrange, 618
des accroissements �nis, 440
triangulaire, 67, 114
renversée, 114

triangulaire (cas d'égalité), 68
isomorphe, 557
isomorphisme, 557
issue, 505

John Machin, 159

Lao-Tseu, 231
lemme

de Cauchy, 369
de Cesàro, 269
de Gauss, 419
de Riemann-Lebesgue, 189

limite
d'une fonction
en +∞, 362
en −∞, 362
en un réel, 361
à droite d'un réel, 363
à gauche d'un réel, 363

d'une suite, 243
linéarisation, 72
linéarité

de l'intégrale, 166, 611
de la dérivation, 120
de la dérivée n-ième, 122
de la somme, 37

lipschitzienne, 441
loi

associative, 274
binomiale, 522
commutative, 274
de Bernoulli, 522
de composition interne, 273
de probabilité, 521
uniforme, 521

lois
de Morgan, 17, 32

majorant, 112, 228
matrice, 301

antisymétrique, 318
augmentée, 330
carrée, 306
colonne, 302
de passage, 582
de permutation, 657
de transvection, 657
diagonale, 309
idempotente, 528
identité, 302, 307
inversible, 323
ligne, 302
nilpotente, 316
nulle, 301
opposée, 302
produit, 304
scalaire, 309
symétrique, 318
transposée, 306
triangulaire
inférieure, 309
supérieure, 309

matrices
semblables, 334, 654

maximum
d'une fonction, 113

minimum
d'une fonction, 113

minorant, 112, 228
module, 65
modulo, 51
multiple, 411

d'un polynôme, 472
multiplicité

d'une racine, 485

nombre
composé, 422
de Carmichael, 427
dérivé, 115, 435
à droite, 435
à gauche, 435

premier, 422
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nombre complexe, 61
noyau

d'une application linéaire, 554
négation, 15

d'une implication, 17
négligeable, 448

opération élémentaire, 657
ordre

d'un élément dans un groupe, 291
oscillateur harmonique, 217

partie
bornée, 228
dense dans R, 231
entière, 233
imaginaire
d'une fonction, 178

majorée, 228
minorée, 228
réelle
d'une fonction, 178

partie régulière, 453
partition, 506
pas d'une subdivision, 603
pentagone régulier, 95
permutation, 280, 390, 657

impaire, 397
paire, 397

PGCD
dans Z [i], 296
de deux entiers, 414

pivot de Gauss, 330
plan

a�ne, 660
complexe, 62

plus
grand élément, 228
petit élément, 228

point
image d'un complexe, 62
image d'un réel, 52

polygone régulier à n côtés, 85
polynôme, 465

dérivé, 480

formel, 465
irréductible, 487
nul, 465
produit, 466
scindé, 493
trigonométrique, 176
unitaire, 470

polynômes
associés, 474
de Tchebychev, 498
interpolateurs de Lagrange, 478

pont R←→ C
pour les EDL, 214
pour les fonctions continues), 375

positivité
de l'intégrale, 166, 611

postulat, 22
PPCM

de deux entiers, 421
primitive, 164
principe

du prolongement algébrique, 477
principe de superposition des solutions, 212

version générale, 213
probabilité, 507

conditionnelle, 511
problème

de Cauchy, 199
problème de Cauchy, 70
produit, 42

cartésien, 21
de deux fonctions, 108
de deux matrices, 304
des racines de l'unité, 88
télescopique, 42

projecteur, 562
projection

sur un sev, 561
prolongement

d'une application, 140
par continuité, 368

propriété
de continuité séquentielle, 369
de la borne supérieure, 229
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de limite séquentielle, 364
suites extraites
des termes de rangs pairs et impairs, 256, 261

puissance
d'une matrice carrée, 314

quanti�cateur
d'unicité, 18
existentiel, 18
universel, 18

quanti�cateurs, 18
quotient

de deux fonctions, 108

racine
n-ième
d'un complexe, 90
de l'unité, 83

carrée
complexe, 80

d'un polynôme, 475
multiple, 485

raison
d'une suite arithmétique, 35
d'une suite géométrique, 36

rang
d'une application linéaire, 635
d'une famille de vecteurs, 635

relation
binaire, 227
antisymétrique, 227
d'équipotence, 381
de �nesse sur les subdivisions, 604
ré�exive, 227
symétrique, 227
transitive, 227

d'ordre, 227
totale, 228

d'équivalence, 51, 227
de Chasles
pour les intégrales, 612

de congruence, 51, 237, 417
de divisibilité, 412
de domination, 450
de Graÿmann, 580

de négligeabilité, 448
de similitude dans Mn (K), 335
fondamentale de la trigonométrie, 55
fondamentale de la trigonométrie hyperbolique,

134
relation de Chasles

pour les intégrales, 166
pour les produits, 42
pour les sommes, 37

relation de Pascal, 45
relations

coe�cients/racines, 83
restriction

d'une application, 140
Riemann-Lebesgue, 189
rotation, 92
règle

de double inclusion, 19
de non-contradiction, 15
du tiers exclu, 15

règles
de négation (Morgan), 17
de négation (quanti�cateurs), 18

récurrence
double, 25
décalée, 25
faible, 25
�nie, 25
forte, 25

ré�exion, 92
régime

apériodique, 218
critique, 218
pseudo-périodique, 218
périodique, 217

résonance, 219
réunion

de deux subdivisions, 604
disjointe, 507

scalaire, 35
sev

supplémentaires, 559
signature, 397
similitude directe, 92



Cours MPSI - sz 705

singleton, 18
sinus

d'un nombre réel, 52
hyperbolique, 24, 126
complexe, 104

somme, 37
d'une suite arithmétique, 26, 41
d'une suite géométrique, 42
de deux fonctions, 108
de deux matrices, 302
de Riemann, 614
de sev, 558
des cubes, 27
des premiers carrés, 40
des premiers cubes, 41
des premiers entiers, 40
des racines de l'unité, 87
directe de deux sev, 559
partielle associée à une suite, 683
télescopique, 37

sous-anneau, 286
sous-corps, 290
sous-espace

a�ne, 658
sous-espace vectoriel, 547
sous-groupe, 281

additif de Z, 412
des permutations paires, 282
engendré, 291
trivial, 281

stabilité
des inégalités larges par passage à la limite, 248

Stirling, 188
subdivision, 603

adaptée
à une fonction continue par morceaux, 605
à une fonction en escalier, 604

plus �ne, 604
régulière, 603
à pas constants, 603

suitarit, 36
suite

arithmético-géométrique, 262
arithmétique, 35, 261

bornée, 242
complexe, 241
bornée, 259
convergente, 259

constante, 242
convergente, 243
croissante, 242
de Fibonacci, 266
des approximations décimales
par défaut, 235
par excès, 235

divergente, 243
vers +∞, 247

décroissante, 242
extraite, 254
géométrique, 36, 261
majorée, 242
minorée, 242
monotone, 242
périodique, 242
récurrente
non-linéaire, 267

récurrente linéaire d'ordre 2, 263
réelle, 241
stationnaire, 242

suites
adjacentes, 251

support, 392
d'une subdivision, 604

surjection, 141
symbole de Kronecker, 307
symétrie

axiale, 92
par rapport à un sev, 561

symétrique
d'un élément pour une ℓci, 275
par rapport à zéro, 111

système
complet d'évènements, 506
de Cramer, 326

série, 683
absolument
convergente, 689

convergente, 683
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de Bertrand, 695
de Riemann, 686
critère de convergence, 444

divergente, 683
grossièrement divergente, 684
géométrique, 685
harmonique, 39
semi-convergente, 690
éléscopique, 685

table
de vérité, 15

TAF, 438
tangente

d'un nombre réel, 53
hyperbolique, 126

tautologie, 22
terme général, 683

d'une suite, 35
TFD, 676
théorème, 22

R est archimédien, 231
approximation uniforme par des fonctions en es-

calier, 606
caractérisation des éléments de GLn (K), 326
d'encadrement
pour les suites, 249

de Bezout, 415
de Bolzano-Weierstrass, 258
cas complexe, 261

de Cantor-Bernstein, 409
de classi�cation
des ev de dimension �nie, 586
des similitudes directes, 94

de comparaison
pour les suites, 249

de d'Alembert-Gauss, 488
de décomposition (paire+impaire), 23, 112
de Fermat, 423
de Heine, 602
de la base extraite, 576
de la base incomplète, 577
de la bijection, 373
de la division euclidienne
dans K[X], 472

dans Z, 413
de la limite monotone, 40, 250
de Lagrange, 280, 293
de Rolle, 437
de Taylor-Young, 454
de Wilson, 432
des 4 dimensions, 580
des accroissements �nis, 438
des bornes atteintes, 373
des gendarmes
pour les suites, 249

des intervalles emboîtés, 253
des suites adjacentes, 251
des suites extraites, 255
limite in�nie, 256

des valeurs intermédiaires, 372
description de GL2 (K), 324
donnant les racines carrées de z, 80
du point �xe, 372
du prolongement
de la dérivée, 440

du rang, 636
décomposition �Symétrique + Antisymétrique�,

321
décomposition en facteurs premiers, 425
décomposition en irréductibles dans K[X], 487
dérivée d'une fonction composée, 120
ensemble des solutions de ez = ω, 79
espérance et variance de B(n, p), 523
existence d'un supplémentaire en dimension �-

nie, 579
existence d'une solution pour une EDL1 avec se-

cond membre, 203
existence et unicité d'une solution pour un pro-

blème de Cauchy d'ordre 1, 205
existence et unicité des coordonnées, 582
fondamental
de l'intégration, 616
du calcul intégral, 164

formule
de Stirling, 188

formule d'intégration par parties, 168
formule de Koenig-Huygens, 519
formule de Leibnitz, 122
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formule de transfert, 518
formule des probabilités totales, 510, 513
formule du changement de variable dans une in-

tégrale, 170, 171
image continue d'un intervalle, 372
irréductibles de C[X], 488
lien entre multiplicité et dérivées successives, 485
loi binomiale, 523
nombre maximal de racines d'un polynôme, 477
noyau-image, 636
pont R←→ C�
pour la dérivabilité, 443
pour les suites, 259

racines n-ièmes
d'un complexe, 90
de l'unité, 84

solution générale
d'une EDL1 homogène, 198
d'une EDL2 homogène (cas complexe), 207
d'une EDL2 homogène (cas réel), 209

spécial des séries alternées, 257
structure de l'ensemble des solutions d'une EDL1,

197
structure de l'ensemble des solutions d'une EDL2,

206
suites extraites
cas complexe, 260

terme général d'une SRL2
cas complexe, 264
cas réel, 265

équations du second degré à coe�cients com-
plexes, 81

théorèmes généraux
sur la continuité, 368
sur les espaces vectoriels, 546
sur les fonctions de classe C N , 163

trace
d'un endomorphisme, 656
d'une matrice carrée, 322

transformée de Fourier discrète, 676
translation, 92
transposition, 391
transvection, 657
triangle de Pascal, 46

union, 19
de deux évènements, 505

univers, 505

valeur
absolue, 113
moyenne, 374, 614
d'une VAR, 517

valeurs remarquables, 53
valuation p-adique, 426
variable aléatoire réelle (VAR), 516
variance, 517
vecteur, 546

image d'un complexe, 62
vecteurs

colinéaires, 571
linéairement indépendants, 571

voisinage, 361

Wallis, 180

échelle de négligeabilité, 450
élément

d'ordre �ni, 291
inversible, 275
neutre, 274
nilpotent, 287
symétrisable, 275

éléments
commutants, 284

épreuve de Bernoulli, 522
équation

caractéristique
d'une EDL2, 207
d'une SRL2, 263

de Bernoulli, 223
di�érentielle
ordinaire, 223

homogène
associée, 661

linéaire, 661
équation di�érentielle

linéaire
d'ordre 1, 197
d'ordre 2, 205

équiprobabilité, 509
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équivalence, 16
équivalent, 451
éventualité, 505
évènement, 505

certain, 505
contraire, 505
impossible, 505
élémentaire, 505

évènements
disjoints, 506
incompatibles, 506

évènements indépendants, 512


