cée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 1 — LOGIQUE ET ENSEMBLES

LOGIQUE

EXERCICE 1. — Déterminer les parties de R dans lesquelles évolue x pour que les propositions ci-dessous
soient vraies :

1/ xz>0etz <1 3/ (x>0etz<1l)ouxz=0
2/ x>00uzx<l1 4/ x>20etx<2etx#1
EXERCICE 2. — Traduire avec des quantificateurs le fait qu'une suite (u,), est croissante; puis le fait qu’elle

n’est pas décroissante. Est-ce la méme chose ?
EXERCICE 3. — Ecrire a 'aide de quantificateurs les propositions suivantes et leurs négations.

1/ 1l existe un entier supérieur a tous les autres.
2/ Aucun entier n’est supérieur a tous les autres.
3/ Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.

4/ Etant donné trois réels, il y en a au moins deux de méme signe.

EXERCICE 4. — Soit f une fonction définie sur un intervalle I et & valeurs réelles. Traduire par des phrases
les propositions suivantes :

1/3CeR, Vel f(z)=C ‘3/\7yeR,3xeLf(:r)=y
2/Vaoel f#)=0=2=0 4/ Vryel, z<y= f(r) < fy)

EXERCICE 5. — Soient [ un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles. Exprimer
a l'aide de quantificateurs les assertions suivantes :

1/ la fonction f ne prend jamais la valeur 1; 3/ f est bornée.

2/ f n’est pas une fonction constante ; 4/ f posséde un minimum.

EXERCICE 6. — Soit f : R — R une fonction définie sur R & valeurs réelles. Exprimer les négations des
assertions suivantes a ’aide de quantificateurs :

1/Vze R, f(z)#0
2/Vye R, Jze R, f(z)=y

3/ IMec R Vre R, |f(z)| <M

4/ V (z,y) € R, 2 <y = f(2) < f(y)

| ENSEMBLES |

EXERCICE 7. — Compréhension, extension. ..

1/ Ecrire en compréhension et en extension 'ensemble A = {1,3,5,...}

2/ Ecrire en compréhension et en extension l'ensemble B = {1,2,4,8,16,32...}



2 MPSI — Eléments de logique et de théorie des ensembles

EXERCICE 8. — C(iter les affirmations vraies ou corriger leur syntaxe :

a) m CR b) NCN c) —-3€Q
d) {1,2}n3={0} e) NeFXZ) f)3ecXZ)

| RAISONNEMENT PAR RECURRENCE |

n 1 — gnt!
EXERCICE 9. — Soit ¢ un nombre complexe différent de 1. Etablir que : Vn € N, qu = q
—q
k=0
EXERCICE 10. — Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, avec r € C. Etablir que pour tout entier naturel
N
up +u
Nona: ZukZOTN(N+1)
k=0
. . a n(n-+1)
EXERCICE 11. — (Somme des entiers). Etablir que :Vn e N, Z k= —5
k=0
a (2n+1
EXERCICE 12. — (Somme des carrés). Etablir que: Vn € N, Zk‘2 = n(n+ )6( ntl)
k=0
n 2 1 2
EXERCICE 13. — (Somme des cubes). Etablir que:Vn e N, ZkS = %
k=0
EXERCICE 14. — Soit (u,) la suite réelle définie par uy = 2, u; = 3 et la relation de récurrence suivante :
Vnée N, o= 33Uy — 2u,. Montrer que : Vn € N, u,, = 2"+ 1.
EXERCICE 15. — (Suite de Wallis). Soit (u,) la suite définie par up = 1, u; = 1 et la relation de récurrence
n+1
ivante : Vn € N, 1,9 = -
suivante : V n Upt2 —— u
, . (2n)!
Etablir que : VEke N, ugy = 220 ()2
|EXERCICES SUPPLEMENTAIRES SUR LES ENSEMBLES|
EXERCICE 16. — Soient A et B deux parties d’'un méme ensemble F.
1/ Prouver que : [A C B] <= [AUB = B|. | 2/ Prouver que : [A = B] <= [ANB = AUB].
EXERCICE 17. — Soient A, B et C trois parties d’'un méme ensemble F. Prouver que :
AN(BNC) = (A\ B)U(A\C)
(on pourra raisonner par double inclusion, sans que ce soit une obligation).
EXERCICE 18. — * Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Résoudre I'équation A U X = B d’inconnue

X e Z(E).



