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COLLE 1 — QUESTIONS DE COURS

n
QUESTION DE COURS 1 — Propriété (somme des carrés). Vn € N, Z:k:2 =
k=0

n(n+1)(2n+1)

n
1) (2 1
PREUVE. Notons P(n) l’assertion : Z 2= (n+1)(2n+ )

k=0
0
00+1)(2x0+1
» Initialisation (n = 0). D’une part : Z k* = 0. D’autre part : 0+ )(6 +1) = 0. Donc P(0) est
k=0

vrale.

» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :

n+1
SR Zk2 1) (n+1)6(2n+1)+(n+1)2:n(n+1)(2n+61)+6(n+1)2
_(m+D)n@2n+1)+6(n+1)]  (n+1)(2n*+7n+06)
B 6 B 6 (#)
Par ailleurs : (n+1)(n —22) (2n +3) — (n+1) (2ng +n+ 6) ()
n+1

(n+1)(n+2)(2n+3)

. . Ce qui signifie que P(n + 1) est vraie,

On déduit de (M) et (&) que : Zkz

et établit I’hérédité de la proprlete

n(n—l—l)(2n+1).

n
Conclusion. Vn € N, Z k2 =

k=0 c
. 5 n2(n+1)°
QUESTION DE COURS 2 — Propriété (somme des cubes) Vne N, Y k* = —
k=0
PREUVE. Démontrons la propriété par récurrence sur n € N.
n 2 2
: n(n+1)
» Notons P (n) 1 oté s Yy kP =l
otons P (n) la propriété Z 1
k=0
Lo s 0% (0 +1)° .
» Initialisation : pour n = 0, on a d’une part Z k® =0, et d’autre part ————— =07*. On en déduit
k=0

que P(0) est vraie.

» Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n (hypotheése de récurrence). Alors :

n+1 2 2 2 2 3 2 2
3_ 3 (n+1) 3 n*(n+1)7"+4(n+1)° (n+1) (n? + 4n + 4)

Zk —<Zk> +(n+1)>° 74 +(n+1) = 1 = 1

n+1 2 2

1 2

Soit finalement : Z k3 = (n+1) 4(n +2) , cette égalité signifiant que P (n + 1) est vraie, ce qui établit I’hérédité.

k=0

n 2 1 2
» |Conclusion : Vn € N, Zk‘3 = %
k=0

*. Waow!
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n n
QUESTION DE COURS 3 — Exercice classique. — Vn € N, Z (n) =2" et Zk(n) =n2"!
k=0

PREUVE. » Soit n un entier naturel > 2.

On définit sur R une fonction f en posant : |V z € R, f(z)=(1+x)" (#) ‘

D’aprés la formule du binome de Newton f, on a également : |V z € R, f(z) = Z (n) z* (Q) |

En calculant f(1) a Paide des formules (#) et (), on obtient : Z (Z) = 3
k=0

» La fonction f est dérivable ¥ sur R, et on obtient deux expressions pour sa dérivée en utilisant les formules (#)

D'une part : ¥z €R, f'(x) =n(1+2)""" (O)| Et dautre part :|[Vz € R, f'(z) =) k(Z)xk—l (&)
k=1

En calculant f/(1) a laide des formules () et (&), on obtient : Z k <Z) =n2" ! = Z k:(Z)
k=1 k=0

QUESTION DE COURS 4 — Propriété (somme des termes d’une suite géométrique). Soit (u,,) une suite

géomeétrique de raison ¢ € C, avec ¢ 7é 1.Ona:
n
Z UL = U X
k=0

PREUVE. Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ € C, avec ¢ # 1. Démontrons la propriété par récurrence
sur n € N.

1— qn+1

1—g¢q

n 1— qn+l
» Notons P (n) la propriété : Zuk =up X ————
I—gq
k=0
0 1_
» Initialisation : pour n = 0, on a d’une part Zuk = ug, et d’autre part ug x T 4 _ up. D’ott P(0) est vraie.
k=0

» Hérédité : supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothése de récurrence). Alors :

n+1 n
1— n+1 1— n+1 n+1 _  n+2 1— n+2
ZUk: Uk +Un+1:UOX$+Uqun+1:uOX q 4 4 :uOXL
I—gq l—gq l—gq
k=0 k=0
n+1 1— n+2
Soit, finalement : Z Up = Uy X T cette égalité signifiant que P (n + 1) est vraie, ce qui établit 1’hérédite.
k=0
n 1— anrl
» | Conclusion :sig#1,Vne N, Zuk =ug X ———
k=0 L=a

2 n_n n kn—k_n Ny n—kk
t. ¥V (a,b) € C*, ¥ne N, (a+b)" = (k>ab —Z(k>a b,

k=0 k=0
i. Car f est polynomiale.



