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Colle 1 � Questions de cours

Question de cours 1 � Propriété (somme des carrés). ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6

Preuve. Notons P (n) l'assertion :

n∑
k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
.

ä Initialisation (n = 0). D'une part :

0∑
k=0

k2 = 0. D'autre part :
0 (0 + 1) (2× 0 + 1)

6
= 0. Donc P (0) est

vraie.

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a alors :

n+1∑
k=0

k2 =
n∑

k=0

k2 + (n+ 1)2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

n (n+ 1) (2n+ 1) + 6(n+ 1)2

6

=
(n+ 1) [n (2n+ 1) + 6(n+ 1)]

6
=

(n+ 1)
(
2n2 + 7n+ 6

)
6

(♠)

Par ailleurs :
(n+ 1) (n+ 2) (2n+ 3)

6
=

(n+ 1)
(
2n2 + 7n+ 6

)
6

(♣)

On déduit de (♠) et (♣) que :

n+1∑
k=0

k2 =
(n+ 1) (n+ 2) (2n+ 3)

6
. Ce qui signi�e que P (n + 1) est vraie,

et établit l'hérédité de la propriété.

Conclusion. ∀n ∈ N,
n∑

k=0

k2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
.

Question de cours 2 � Propriété (somme des cubes). ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4

Preuve. Démontrons la propriété par récurrence sur n ∈ N.

ä Notons P (n) la propriété :

n∑
k=0

k3 =
n2 (n+ 1)2

4
.

ä Initialisation : pour n = 0, on a d'une part

0∑
k=0

k3 =0, et d'autre part
02 (0 + 1)2

4
=0 *. On en déduit

que P (0) est vraie.

ä Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothèse de récurrence). Alors :

n+1∑
k=0

k3 =

(
n∑

k=0

k3

)
+ (n+ 1)

3
=

n2 (n+ 1)
2

4
+ (n+ 1)

3
=

n2 (n+ 1)
2
+ 4 (n+ 1)

3

4
=

(n+ 1)
2 (

n2 + 4n+ 4
)

4

Soit �nalement :

n+1∑
k=0

k3 =
(n+ 1)

2
(n+ 2)

2

4
, cette égalité signi�ant que P (n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité.

ä Conclusion : ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

k3 =
n2 (n+ 1)

2

4

*. Waow !
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Question de cours 3 � Exercice classique. � ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n et

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1

Preuve. ä Soit n un entier naturel > 2.

On dé�nit sur R une fonction f en posant : ∀ x ∈ R, f(x) = (1 + x)
n

(♠) .

D'après la formule du binôme de Newton �, on a également : ∀ x ∈ R, f(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk (♡) .

En calculant f(1) à l'aide des formules (♠) et (♡), on obtient :

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

ä La fonction f est dérivable � sur R, et on obtient deux expressions pour sa dérivée en utilisant les formules (♠)
et (♡).

D'une part : ∀ x ∈ R, f ′(x) = n (1 + x)
n−1

(♢) Et d'autre part : ∀ x ∈ R, f ′(x) =

n∑
k=1

k

(
n

k

)
xk−1 (♣)

En calculant f ′(1) à l'aide des formules (♢) et (♣), on obtient :

n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1 =

n∑
k=0

k

(
n

k

)

Question de cours 4 � Propriété (somme des termes d'une suite géométrique). Soit (un) une suite

géométrique de raison q ∈ C, avec q ̸= 1. On a :
n∑

k=0

uk = u0 ×
1− qn+1

1− q

Preuve. Soit (un) une suite géométrique de raison q ∈ C, avec q ̸= 1. Démontrons la propriété par récurrence
sur n ∈ N.

ä Notons P (n) la propriété :

n∑
k=0

uk = u0 ×
1− qn+1

1− q
.

ä Initialisation : pour n = 0, on a d'une part

0∑
k=0

uk = u0, et d'autre part u0 ×
1− q

1− q
= u0. D'où P (0) est vraie.

ä Hérédité : supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n (hypothèse de récurrence). Alors :

n+1∑
k=0

uk =

(
n∑

k=0

uk

)
+ un+1 = u0 ×

1− qn+1

1− q
+ u0 × qn+1 = u0 ×

1− qn+1 + qn+1 − qn+2

1− q
= u0 ×

1− qn+2

1− q

Soit �nalement :

n+1∑
k=0

uk = u0 ×
1− qn+2

1− q
, cette égalité signi�ant que P (n+ 1) est vraie, ce qui établit l'hérédité.

ä Conclusion : si q ̸= 1, ∀ n ∈ N,
n∑

k=0

uk = u0 ×
1− qn+1

1− q

�. ∀ (a, b) ∈ C2, ∀n ∈ N, (a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

�. Car f est polynomiale.


