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COLLE 3 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — (Quelques) propriétés des modules : 1) V (z2,2) € C?,|22/| = |2| x |#/];

2)Vze C*1/z|=1/|z];3) Vz € C,Vn e N,|z"| = |2]".

1) Soient z et 2’ dans C. On a : |22/| = \/22/(22) = V2222 = /(2%) (27)) = V22 V22 = |2 x |7/]

‘Conclusion :V (2,2") € C2, 22| = |2| x
T 11
V22 2z |7

2) Soit z dans C*. On a : |- U \/

‘Conclusion :Vze C, |1/z| =1/|z| ‘

N|\>—‘

7177

3) Soit z un nombre complexe. Notons, pour tout entier naturel n, P(n) assertion : “|2"| = |z|
Raisonnons par récurrence sur l’entier naturel n.
» Initialisation (n = 0). D’une part : |2°| = [1| = 1. D’autre part : |z|” = 1. La propriété P(0) est donc vraie.

» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a :

n+1

2" = 12" x 2] = 12" x 2] = |2 x |2] = 2]

n+1’ "+1

En résumé : |z . Ce qui assure que P(n + 1) est vraie, et établit donc I’hérédité de la propriété.

» On peut alors afﬁrmer que P(n) est vraie pour tout entier naturel n, et puisque le nombre complexe z est arbitraire

dans le raisonnement précédent, on a : ‘Vz € C,Vn e N, |27 = |2|". ‘

‘ QUESTION DE COURS N2 — Inégalité triangulaire : V (z,2) € C?, |z + 2| < |2] +|#/|. ‘

Soient z et 2z’ deux nombres complexes. On a : Or : Re (z?) < |z?‘ * En observant judicieusement que
42 =(+2)ztr7) |22'| = |2||2'|, on en déduit que :
= |z + 2 =22+ 27 +7 4+ 27 |2+ 2> < |2)* + 22| |2] + |#')?
2 2 = 2
<~ |Z+ZI| = |Z‘ + 22/ + 22 + ‘Z/| — |Z+Z/|2 < (‘Z| + ‘Zl|)2
2 2 =T
= e+ 27 = 2" + 22 + 22" + |2 Cette inégalité ne faisant intervenir que des réels positifs,
= |2+ 2 = |2]* + 2Re (277) + |/ on peut conclure : \ |z + 2| < |2] + 2] |

QUESTION DE COURS N3 — Inégalité triangulaire généralisée :
Vne NV (21,...,20) € C% o1 + 22+ + 2| < 2| + |22 + - + 23]

n n
Notons, pour tout entier naturel non nul n, P(n) assertion : “V (z1,...,2,) € C", sz < |25 .
k=1 k=1
» Initialisation. L’assertion P(1) est vraie puisque : Vz; € C, |z1| < |#1]. ..
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel non nul n, et soit (21,...,2,11) € C*TL

D’aprés 'inégalité triangulaire “classique” (celle de la QC2), on a :

n+1 n n
Szl =Dz | | <D0 a| + zasl
k=1 k=1 k=1
D’oti, par hypothése de récurrence :
n+1 n+1 n+1

>
k=1

n
< laal + zasal
k=1

n+1

> =
k=1

ol : sz < Z |2k
k=1 k=1
n+1

En résumé : V (21,...,2,41) € C*TL < Z |zi|. P(n+ 1) est donc vraie.

n

<D Nzl

k=1

» | Conclusion. Vn € N*| V (21,...,2,) € C",

n
D>
k=1

x. Cette inégalité provient du lemme (qui peut étre admis ici) affirmant que : Vz € C, |Re(2)| < |2] et [Im(2)| < |2]-
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QUESTION DE COURS N4 — Exercice. Calcul de Zcos (k) (et Zsin (k6)) pour tout n € N et pour tout § € R
k=0 k=0

Soient n et k deux entiers naturels et 6 un réel. On a : cos (k6) = Re (e!*?) et sin (k¢) = Im (e*?).1

Par conséquent :

Z cos (k0) = Z Re (eik0)<:> Z cos (kf) = Re (Z ei’w), et de facon analogue : Z sin (k0) = Im (Z eiw)
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0 k=0
Il “ne reste plus qu’a” calculer la somme entre parenthéses pour achever la question de cours. En effet, en posant :

n n

Sp = Zeika, on a donc : Z cos (k) = Re (S,) (M) |et kz:sin (k0) =Im (S,) ()
=0

k=0 k=0

n

n
. "N
Or: S, =3 e «— §,=>"(
k=0 k=0 )
S, est la somme des (n + 1) premiers termes d’une suite géométrique de raison e!’. On peut donc lui appliquer la formule

que vous connaissez bien ¥, sous réserve que e # 1, c’est-a-dire si 6 # 0 [27].

On suppose donc 0 # 0 [27]. Alors :

1— ()" 1 — eilntn)e S (o) —o(5))
S, = 4 — S5, =— 5, = (technique de “I’angle-moitié”)
1 i0 1 i0 -0 0 )
— € — € elz (e~iz _eI§>
(moy —2isin (2L 9 (moy sin (2L 9
— S, = el (%) ._—(29) d’ou finalement : S, = el(%) .729) Q)
—2isin (5) sin (5)

On déduit de (M), () et (V) que :

gy sn(ER0) g sin (2 0)
VneN, VOeER, 0+#0 [27], I;Jcos(kﬁ)—cos (2) ——— et kzzosm(kﬁ)—sm (2> W'

Dans le cas ott § =0 [27], on a cosf =1 et sinf = 0 d’ou

VneN, VOeR, 0 =0 [27], Zcos(k:&):nJrlet Zsin(k&):O.
k=0 k=0

QUESTION DE COURS N°5 — Exercice. Linéarisation de sin®(6). ‘

ol _ o—if
Pour tout réel 6, on a : sin(6) = o . 11 S’ensuit que? :
i
(eie . e—i9)5 1 ) ) ) ) . .
Sin5(9) — T — @ (e519 _ 5e319 + 10610 _ 10e—19 + 5e—319 _ e—519)
Donc :
sin5(9) _ 3% P10 _ o810 _5 [ G310 _ =310 | L1 [ @0 _ o0
i —_——
=2isin(56) =2i sin(30) =2isin(6)
Par suite :

sin® () = 3% (2isin(50) — 10isin(36) + 20isin(0))
1

5 1
Conclusion. V0 € R, sin°(0) = 6 sin(50) — % sin(36) + g sin(6)

t. Puisqu’en général pour tout réel @, ei©® = cos (®) + isin (®©). Prendre ® = k6 dans le présent cas.
n
1— qn+1
. VqeC\{1l}, VneN, k=
£ VqeC\ {1} > ok =

k=0
§. Essentiellement car : 25 = 32;i% =1i; et (a — b)® = a® — 5a*b + 10a3b? — 10a2b3 + 5ab* — b® pour tout (a,b) € C2.
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QUESTION DE COURS N6 — Exercice. Délinéarisation de cos(46) (exprimer cos(40) en fonction de cos(6)). ‘

Soit 6 un réel arbitraire. On a : cos(46) = Re (e?) = Re ([ei9]4>.

Par suite T : cos(40) = Re ([cos(@) +isin(9)]4) (#).
Or:
[cos(0) + isin(0)]* = cos*(#) 4 4i cos? () sin() — 6 cos?(0) sin?(#) — 4i cos(6) sin®(0) + sin* (0) (%)
D’apres (M) et (&) :
cos(40) = cos*(6) — 6 cos?(6) sin?(#) + sin*(0)
D’ou (en utilisant la relation fondamentale de la trigo) :

cos(40) = cos*(0) — 6 cos?(0)(1 — cos?(0)) + (1 — cos?(0))?

Conclusion. V0 € R, cos(40) = 8cos*(f) — 8 cos?(6) + 1 ‘

TROIS AUTRES EXEMPLES DE LINEARISATION
» Exemple 1. Linéarisation de cos?(0). Soit 6 un réel. On a :

cos(B) = 5 (67 1) o cost (0) = ¢ (0 4]

N
co| —

Il s’ensuit | que :

cos® (0) = < (e*? 4+ 3¢'? + 370 7M7) = 3 e 80 4 3610 4 3010

=2 cos(36) =6 cos(0)

| —

cos (36) + 3 cos(d) .

D’ott finalement : |V 60 € R, cos® (0) = 1

» Exemple 2. Linéarisation de sin®(6). Soit 6 un réel. On a :

1, . - 1, . .
sin(0) = — (e’ —e™ %) dott: sin® (0) = —— (e!? — e_le)3
2i 8i
Il s’ensuit ** que :
sin® () = 1 (€0 — 310 4 3610 _ ¢=3i0) = L ¢80 _ =310 _ (3610 _ 3-10)
8i 8i | —~——
=2isin(36) =—6isin(0)
3sin(f) — sin (30
D’oil finalement : | V6 € R, sin® (§) = sin(9) 1 sin (36) .
» Exemple 3. Linéarisation de cos?(6). Soit ¢ un réel. On a :
1, . : 1, )
cos (0) = 3 (e + e_‘e) dott :  cos? () = 6 (e‘e + e_‘9)4

Il s’ensuit 't que :

COS4 (9) — E <e410 +4e219 + 6+4e7210 +ef419) _ T6 e419 +e7410 +46210 +4e7210 +6

=2 cos(46) =8 cos(0)

cos (40) + 4 cos(26) + 3
S .

D’ott finalement : |V 60 € R, cos* (0) =

€. On peut d’ailleurs se passer de la ligne précédente, en invoquant la formule de Moivre.
|. D’aprés la formule du binome de Newton : (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3.

*%. D’aprés la formule du binéme de Newton : (a — b)3 = a® — 3a2b + 3ab? — b3.

tt. D’aprés la formule du binéme de Newton : (a + b)* = a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab> + b*.



