Lycée Jean Bart — MPSI — 29 septembre 2022

EXTRAITS DE DS DE SEPTEMBRE I

EXERCICE 1 — | (LINEARISATION)

Soit 6 un réel quelconque. Etablir que :
cos® (0) = acos (50) + bcos (30) + ccos ()

oll a, b et ¢ sont trois réels & préciser.

EXERCICE 2 — | (EQUATION TRIGONOMETRIQUE)

Résoudre dans R I’équation :

(E) cos(z) + sin(z) =1

EXERCICE 3 — | (TRIGONOMETRIE)

Soit 6 un réel tel que 6 # 0 [r]. Démontrer que :

- 2 9
cos(f) = % et sin() = w

)

N[0

EXERCICE 4 — | (SOMMES)

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, et ¢ un nombre complexe. Calculer les sommes
suivantes :

2n 2n 2n
2n
— k_k _ k k _ k1.2
1/ Si=> (-1’ 2/ sz—§j(k)<—1>q 3/ Sy= Y (1)
k=0 k=0 k=0
EXERCICE 5 — | (APPLICATIONS DU COURS).

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1/ Résoudre dans R I’équation : (E1) : sin(4z) 4 sin(9zx) + sin(14x) = 0.
2/ Résoudre dans C ’équation (Bo): 22— (1+1i)z+i=0.

3/ Pour tout réel 6, linéariser sin(#).

3

4/ Etablir que : Vne NV (2,...,2,) € C", (sz) = k-

k=1

- 2
5/ Soit n un entier naturel. Etablir que : Z (n) sin <—7T) = sin (T>

k=0
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EXERCICE 6 — | (CALCUL DE cos ( z >).

2n

1/ A Paide de la formule de duplication pour le cosinus, déterminer la valeur exacte de cos (g)

T
2/ Calcul de cos (2—n) . On sait, ou on peut établir sans trop de difficultés que :

2 I

4

2 Y

8

z T V2 7T V2 T 2 24++2
Cos<—>_(); COS( )_ 2 COS() V2112 COS( >: N

2]~ 16 2

On peut conjecturer que pour tout entier naturel non nul on a :
- \/2+\/2+,/...+m...+\/§
on (5) = ;

en ayant noté dans cette formule un certain nombre de signes “+”, de “\/'”, et de petits points.

L’objet de cette partie est de transformer cette peu sérieuse observation en énoncé précis, et de le
démontrer. A cette fin, on introduit deux suites (uy,),cn €t (Vn),en-

T
= la suite (uy),cy- est définie en posant : Vn € N*,  w, = cos <2—n> ;

= la suite (vp),c - est définie par: v =0 et Vne N, 0,41 =+/2+0,.

a/ Etablir que la suite (vy,),c . est positive.

b/ Etablir que : Vn e N*, cos <27T—n> = —.
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CORRIGE

EXERCICE 1 — | (LINEARISATION)

Soit 6 un réel quelconque. Selon la formule d’Euler pour le cosinus on a :

— i (eie + 6719)5 _ i (6519 + 56319 4 10619 + 106719 + 567319 + 67519)

ot 4 o—if 5
) 32 32

cos® (0) = ( 5

1
=% (2 cos (50) + 10 cos (36) + 20 cos (9))

1
Conclusion V4 € R, cos’(f) = 1 o8 (50) + % cos (360) + g cos (0)

EXERCICE 2 — | (EQUATION TRIGONOMETRIQUE)

Pour tout réel z, on a : (cos?(x) + sin2(x))2 = 1. Dot : cos*(z) + 2 cos?(z) sin?(x) + sin*(z) = 1.

On en déduit que :  cos*(z) + sin*(z) = 1 <= 2cos?(z)sin?(z) = 0 <= cos(z) = 0 Vsin(x) = 0

Conclusion. cos*(z) +sin*(z) =1 <=2 =0 [g}

EXERCICE 3 — | (TRIGONOMETRIE)

Soit 6 un réel tel que 6 # 0 [7].

D’une part :
- sin? (2) cos? (4) —sin® (&)
1 — tan? (g) cos? (g) cos? (g) cos? (g) — sin? (g) cos (2 X g)
2(0) n? (2) 2 (0 2 0\ cos? (¢ 200y = cos(0)
1+ tan (5) - sin (5) cos (5) + sin (5) cos (5) + sin (5) 1
o) e
(puisque cos? (&) — sin® () = cos(6) * et cos® (£) +sin® (£) =11)

*. Formule de duplication pour le cos.
1. Relation fondamentale de la trigonomeétrie.
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D’autre part :

25in (2) (2sin(§)>

2tan (g) __ cos (g) _ cos (g) _ 2sin (g) cos (g) —an (2% 4 R
Lrtan? (5) oo’ (5)  (eos? (§) +sin® (5) ) cos? (5) +sin” (5) ( 2) )
wi®) T e
(puisque 2sin () cos (£) =sin()#).
2tan (g)

Conclusion. V8 € R\7Z, sin(f) =

1 + tan? (g)

EXERCICE 4 — | (SOMMES)

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul, et ¢ un nombre complexe.

2n 2n
1/Ona: S = Z(—l)qu = Z(—q)k. C’est la somme des (2n+1) premiers termes d’une suite géométrique
k=0 k=0
de raison (—¢). On distingue donc deux cas :
2n
Sig=—-1:8=>» 1=2n+1
k=0
1— (— 2n+1 1— (— 2n+1 1 o2n+1
— 1+g¢q 1+4+gq 1+4q
2n 1+ q2n+1 2n
Conclusion. Si g € C\ {—1} alors Z(—l)qu = ————— Sig=—1, alors Z(—l)qu =2n+1|
k=0 1+gq k=0

2n 2n

2 2

2/ Sy = E ( k”) (—1)kg" = E ( /::1) ()" =(1- q)271 (selon la formule du binéme de Newton).
k=0 k=0

2n
2
Conclusion. Z ( l:;l) (—1)kq" = (1 —¢)*"|
=0

3/ L’idée est de séparer la somme suivant les termes de rang pair et ceux de rang impair. On a :

2n 2n 2n 2n 2n
Ss=> (D" = Y (-D'F+ Y (D= D> - ) K
k=0 k=0, k pair k=0, k impair k=0, k pair k=0, k impair
n n—1 n n—1 n—1 n—1
Par suite : Sy = Y 4k> = (4h> +4k+1) =4) K —4) K -4 k—> 1=2n"+n.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
:ZL;LQ =2n(n—1) =n
2n
Conclusion. Vn € N, Z (—DF k2 =n@2n+1)|
k=0

1. Formule de duplication pour le sin.
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EXERCICE 5 — | (APPLICATIONS DU COURS).

1/ Pour tout couple de réels (p,q) on a : sin(p) + sin(q) = 2sin (Z%) oS (1%)

Par suite : Vo € R, sin(14x) + sin(4z) = 2sin(9z) cos(5bz).

D'ou : Vo € R, sin(4z) + sin(92x) + sin(14z) = sin(92x) (2 cos(bz) + 1).

On en déduit que pour x réel : [sin(4x) + sin(9z) + sin(14z) = 0] < {sin(9x) =0 ou cos(bx) = ——] ().
Or : [sin(9z) = 0] <= [9z = 0[r]] == [;c ~0 [g} } ().

Bt [eossa) = 3] = [so =27 el | = [o =227 7] | @)

On déduit de (M), (&) et (V) que :

sina) + sn(or) +sin(laa) = 0] = | =0 [{] on w=3 |7 ]

2/ L’équation (E2) : 22— (1+1i)z+i=0 est du second degré a coefficients complexes.

Le complexe 1 est racine évidente de I’équation. Puisque le produit des racines est égal a i,% la seconde
racine est i. Conclusion. 2> — (1 +i)z+i=0/<=[z=1 ou 2=

Méthode alternative. Si on ne pense pas a la racine évidente, on utilise la méthode “normale”. Le discri-
minant est : A = (1+41i%) — 4i soit A = —2i. Autrement écrit : A = 2¢7™/2 On en déduit que les racines
carrées de A sont ++/2e 17/4,

On peut observer que : v2e ™4 = /2 (— —i—

1+i1£(1 -1
Il s’ensuit que les solutions de (Es) sont : %1), c’est a dire : 1 et i1
3/ Soit € un réel. On a :
(e — e_i9)4 L e 2i0 210 4i6 1
sin? () = ————— = — (" —4e™ + 6 — e’ + ™) = — (2cos (40) — 8 cos (20) + 6)
(21) 16 16

1 1
Conclusion. V0 € R, sin*(f) = g oos (40) — 5 cos (20) + g .

c
§. Pour I’équation az? 4 bz + ¢ = 0, le produit des racines est égal a —.
a

9. 1l est rassurant de parvenir & la méme conclusion que précédemment !
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4/ Notons, pour tout n € N*, P(n) Iassertion : “V (21,...,2,) € C", (Z ) Z_”

k=1

[assertion P(1) est trivialement vraie (et P(2) est vraie d’aprés le cours) (#).

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Soit (21,...,2,41) € C*™. On a :
n+1 n n+1 n n+1
(z ) _ ((z ) . ) (z ) Yy, TE g o
k=1 k=1 cours HR k=1 k=1

n+1 n+1

Ainsi 0 V (21,...,2,41) € C*H <Z zk) = Zz_k Ce qui signifie que l'assertion P(n + 1) est vraie, et
k=1 k=1

établit 'hérédité de la propriété (db).

On déduit de (#) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

Conclusion. Vn € N*, V (z,...,2,) € C", <Z zk) = Zz_k

k=1 k=1

5/ Soit n un entier naturel. On a :

S0 (5) - (Z 0] (B ) o) o

Or : (14 €2/3)" = [o7/3 (e=i/3 4+ ¢i7/3)]" = |:2€17T/3 oS < )}” e/ = /3 (&)

g " /n\ . [ 2km . [nm
On déduit de (M) et (&) que : |Vn € N, 2 (k‘) sin (T) = sin <?> :

o
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EXERCICE 6 — | (CALCUL DE cos (;—n>)
2 1
1/ D’aprés le formulaire de trigo : cos (Z) = 2 cos? (g) — 1, d’ou : cos? (g) = % +3
242 V2 2
Ainsi : cos? (g) = \/_4+ . On en déduit que : cos (g) = i+\/_. Pour conclure, il suffit d’observer
que cos (g) est strictement positif, puisque 0 < g < g

. T 242
Conclusion. cos (—) = —|

8 2
2/ a/ Notons, pour tout n € N*, P(n) 'assertion : “v, > 0”.

L’assertion P(1) est vraie d’aprés 1’énoncé ().

Supposons a présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Puisque v,11 = V2 + v, et que v, = 0
(HR), on en déduit que v, 41 = 0. Donc I'assertion P(n + 1) est vraie. On a établi ’hérédité de la propriété

(&%).

On déduit de (M) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

’Conclusion. Vn e N* v, > O‘

77 Un,
b/ Notons, pour tout n € N*, P(n) 'assertion : “cos (2—n> = E”.

L’assertion P(1) est vraie puisque v; = 0 = cos (g) ().

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Une nouvelle application de la formule de
duplication donne :

reos ()
cos | —
_ 2"/

T o 2 T PNy . 2 m
cos <ﬁ> = 2cos <2n+1> — 1. D’otu : cos <2n+1> - 2
Up,
I+— o
D’aprés ’hypothése de récurrence : cos? (2211) = 2 — —zvn (V)

T
Puisque 2 + v,, est positif (question précédente), et que cos (2—n) est positif (car 0 <
(Q) que :

< g), on déduit de

on

T V24 v, ) T Un+1
coSs <2—n> = T SoOlt encore : C€OS (2—n> = 5

Cette derniére égalité signifie que 1'assertion P(n + 1) est vraie, et établit 'hérédité de la propriété (&b).

On déduit de (M) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

Conclusion. Vn € N*, cos (%) = %n )




