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COLLE 4 — QUESTIONS DE COURS ET COMPLEMENTS

‘QUESTION DE COURS N1 — Exercice : résoudre dans R 1’équation ch(z) = 2. ‘

Soit 2 un nombre réel. On a :

x —Z

ch(m):2<:>%:2(:>ex+e_‘”=4<:)ex—4+e_$=O<:>62$—4ex+1:0 (M)

Posons alors : X = e®. L’équation se réécrit : X? — 4X + 1 = 0. C’est une équation du second degré, de
. .. 2 .
discriminant A = 12 = (2\/3) . Elle posséde donc exactement deux racines réelles :

4423 . 243

5 cad

Par suite :
ch(r) =2 <= e"=2++/3

Aprés avoir observé que 2 + v/3 et 2 — /3 sont des réels strictement positifs, on peut conclure :

ch(z) =2<=2=mI(2++V3) ou len(2—\/§)‘

QUESTION DE COURS N2 — Propriété : soient f et g deux fonctions a valeurs réelles définies sur
un intervalle ouvert I de R, et soit a € I. Si f et g sont dérivables en a, alors (fg) est dérivable en a

et (f9)'(a) = ['(a)g(a) + f(a)g'(a).

Puisque f et g sont dérivables en a, elles admettent un DL1 en a. Pour tout réel h (tel que (a+h) € I) on
a donc :

fla+h)= f(a)+hf'(a)+ her(h) et gla+h) = g(a)+ hg'(a) + hea(h) avec lim 61(h) = }lLlil(l) go(h) =0
D’ou pour tout A (tque (a+h) € I): (fg) (a+h) =[f(a)+ hf'(a) + he1(h)] X [g(a) + hg'(a) + hea(h)]
Ainsi : (fg) (a+h) = Fa)g(a) + hf(a)g'(a) + hf(a)ea(h) + hf'(@)g(a) + > f'(a)g'(a)

+h? f'(a)es(h) + hg(a)er(h) + h?g'(a)e1(h) + h?e1(h)ea(h)
Dot : (fg) (a+h)=(fg)(a) + h(f'(a)g(a) + f(a)g'(a)) + hes(h) (M)
(en ayant posé : e3(h) = f(a)e2(h) + hf'(a)g'(a) + hf'(a)e2(h) + g(a)e1(h) + hg'(a)e1(h) + hei(h)ea(h))
Puisque qu’il est clair que }1113[1] e3(h) =0, on en déduit que la fonction (fg) admet un DL1 en a. A ce titre,

elle est dérivable en a, et on déduit de (M) que : (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

“+o00

. : 1\"
QUESTION DE COURS N’4 — Exercice. gm (1 + —) =e
n n

1 n
En effet, pour tout n € N*, on a : (1 + —) = enln(”%) (W).
n
Par ailleurs : Vh > —1, In(1 + h) = h + he(h) avec i}igloé(h) =0.*

En posant h = 1/n (avec n € N*), le réel h tend vers 0 lorsque n tend vers +o00, et il s’ensuit que :
1 1 1 1 1
VnEN*,ln(1+—)=—+—5(—)avec lim 5(—):0
n n o n n n—r+40c0 n

x. C’est le développement limité (DL) a l'ordre 1 en 0 de In(1 + &), qui est un DL de référence. Vous pouvez donc 1’écrire
sans avoir A le démontrer. Je vous conseille néanmoins de savoir que c’est une application du théoréme faisant 'objet de la
question de cours 3.
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1 1 1
D’out pour tout entier naturel n non nul : nln (1 + —) =14c¢ (—) avec lim ¢ (—> =0.
n n n—r+00 n

1 n
lim (1 + —) =e|
n—r-4o00 n

QUESTION DE COURS N3 — Théoréme : f est dérivable en a SSI il existe un réel £ et une fonction

¢ définie au voisinage de zéro tels que :

Vhe R, (a+h)e I, fla+h)= f(a)+ th+ he(h) avec }}iglos(h) = 0.

1
Par suite : lim nln <1 - —> =1 (V). On déduit de (M) et (V) que :
n

n +oo

Cad : ‘f est dérivable en a SSI f admet un développement limité & ordre 1 au voisinage de a |

On raisonne par double implication pour établir I'équivalence de ’énoncé.

» Sens direct : supposons que f soit dérivable en a.
On écrit, pour tout réel h (tel que (a+h) € 1) :

Fla+h) = f(a)+hf'(a)+ f (a+h) — f(a) = hf'(a)!
fla+h) ~ f(a)

Dou: f(a+h) = f(a)+hf'(a)+h ( — f’(a)) d'ou: f(a+h)= f(a)+ hf'(a)+ he(h) (W) ‘

h
h) —
en ayant posé : e(h) = flat })L o) f'(a).
B —
Or, f étant dérivable en a, on a : lim flath) = J(a) = f'(a) et donc lim e(h) = 0.
h—0 h h—0

En résumé, on a établi I'implication :

h—>0

[f est dérivable en a]| = |Vh € R, (a+h) € I, fl(a+h) = f(a)+ lh+ he(h) avec lim e(h) = O] (Q)

» Réciproquement : supposons qu'il existe un réel ¢ tel que f vérifie : f(a+ h) = f(a)+ h + he(h) avec
lim ¢(h) = 0.
h—>0

fla+h)— f(a)
h

= (. Ce qui signifie que la fonction f est dérivable en a (et que f'(a) = {). Ce

Alors pour tout réel h non nul tel que (a+h) € I, on a: =/l+e(h).

D’ou : lim fla+h) - fla)
h—>0 h
qui assure que :

Vhe R, (a+h)e I, fla+h)= f(a)+ Lh+ he(h) avec }}igloa(h) = 0| = [f est dérivable en a] ()

Conclusion. f est dérivable en a SSI il existe un réel ¢ et une fonction € définie au voisinage de
zéro tels que :

VheR, (a+h)€ I, flath) = fla)+Lh+he(h) avec lim e(h) = 0.

7. Diabolique, n’est-ce pas?
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QUESTION DE COURS N’5 — Exercice. Soit f la fonction définie sur I = | — 1,400 en posant :
Vo> -1, f(z)=1/(1 —x).
|
La fonction f est de classe #®° sur [ et : Vo € I, Vn € N, f(z) = “ﬁ
—x
|
Pour tout n € N, notons P(n) “Vz € I, f™(z) = # , et raisonnons par récurrence sur n.

[initialisation (vérification de P(0)) consiste a observer que f est continue (de classe €°) sur I, et a effectuer
une vérification immeédiate ; passons a ’hérédité.

Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel n. Alors : Vo € I, f™(z) = ————. En

particulier f(™ est dérivable sur I et on a :

—nl(n+1)(1—2)" (n+1)!
Vl‘G[, (n+1)(£: (n)/x:_ n —
f ( ) (f ) ( ) (1 . $)2n+2 (1 o x)n-l—Q
Ce qui assure que P(n + 1) est vraie, établit I'hérédité, achéve cette récurrence et prouve la formule.

La démonstration ci-dessous n’est pas au programme de colle (mais 1’énoncé est a connaitre, naturellement).

Théoréme (formule de Leibniz) : si f et g sont de classe " sur I (un intervalle de R), alors (fg)

I'est également et
n

(F)™ =3 (Z) FRg ou (fg) =3 (Z) F08) 4(8)

k=0 k=0

Prouvons le théoréme par récurrence sur n.

Posons P(n) : “si f et g sont de classe €™ sur I, alors fg ’est aussi et (fg)(") = Z (n) fR) gn=k)»,

k
k=0
»Initialisation : soient f et g deux fonctions continues (c’est a dire de classe €°) sur I. Alors fg est
0
continue sur /, et on a (fg = fg et Z ( ) k) = (0) fO¢O = fg. D’ott P(0) est vraie.

»Heérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Soient f et g deux fonctions de classe
€™ sur 1. Alors :

= £ Q) e - (e S (e

n+1 n
_ (k) (n+1—k) k) (n+1—k) _ p(n+1) (0) n n (k) (n+1—k)
3 R e Sl e 91 (A L )
k=1 k=1
n+1 n4+1
D’ot, en appliquant la relation de Pascal  : (fg)(nJrl Z ( )f(k (n+1-k)
k=0
Cette relation assure que la propriété P(n + 1) est vraie, ce qui établit I'hérédité.

4 f0) g )

Conclusion. Pour tout entier naturel n, et pour tout couple de fonctions (f,g) de classe €" sur I,

fg est de classe €™ sur I et : (fg)(”) — Z (n) FB) g(n=k)

k
k=0
Cevemew (1) () - (1)




