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COLLE 5 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Théoréme (racines carrées dans C) : 0 ne posséde qu’une racine carrée (0 lui-méme). Et

. . ) 1/2 jarg
tout nombre complexe z non nul posséde exactement deux racines carrées dans C : =+ |z| /2 giarg(2)/2

Soit z un nombre complexe non nul. La forme exponentielle de z est : z = |z|e!?, ou 6 = arg (z) [27].
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Par définition, un nombre complexe w est une racine carrée de z si w® = z. Exploitons cette relation :

w2 = 2 = (|w‘eiarg(u}))2 — |Z|eiO S |W|2 eQiarg(w) —_ |Z|eit9

Cette derniére égalité entre deux formes exponentielles entraine 1’égalité des modules, et des arguments (modulo 27) de
chaque terme, c’est-a-dire :
2 w|l = z
WP = el o 1=
—

2arg (w) = 0 [27] arg (w) =

6
On a ainsi établi que : (w est une racine carrée de z) <= <|w| = \/|z|> A <arg (w) = 3 [77]) .

Reste a préciser ’argument de w :

<arg (w) = g [w]) — <EI keZ, arg(w) = g + kw)

Dot :w= |z|1/2 ei(8 k) — |z|1/2 elgelfm = (—1)" |z|1/2 els
1263 (

Ainsi w = |7 si k est pair) ou w = — |z|1/2 ei2 (si k est impair).

) ) X . ) . ) 1/2 ;6
En résumé : z posséde exactement deux racines carrées dans C, qui sont ++/|z|e’ 2 (ou % |z| /2 i z)|.

QUESTION DE COURS N2 — Théoréme (équations du second degré & coefficients complexes) : soit (a, b, c) € C3, avec
a # 0. On note (E) I’équation az? +bz+c = 0, et A = b? — 4ac son discriminant. Si A = 0, alors (E) posséde une unique

—5a ou ¢ est une racine carrée de A.
a

solution : —b/2a. Et si A # 0, alors (F) posséde exactement deux solutions :

Soient a, b et ¢ trois complexes, avec a # 0. On a :

b b b\* v
(E): a22+bz+c:0<:>a(z2+z+c>:0<:>z2+z+c:0<:>(z+) S
a a a  a

2a 4a%  a
b\> b —dac
— —) =
<Z + 2a> 4a? (#)
Posons A = b? — 4ac, et distinguons deux cas :
. o b\’ b ) b

» Si A =0: alors on déduit de (#) que [ z+ — | =0, donc que z+ — =0, dott z = ——.

— 2a 2a 2a

» Si A #0: alors A posséde exactement deux racines carrées dans C, que I'on note £4. On peut alors écrire :

+£ 2—@@ +£ 2— £2<:> +£ 27 iQ—O
"To%) T T a2 o) T\ 2 T %) ~

b ) b ) —b+46
=S 2t ——— | X |z+ =+ —| =0&= 2= 90

Ce qui prouve le théoréme.
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QUESTION DE COURS N’3 — Théoréme (description des racines n-iémes de I’unité). Soit n € N, n > 2.

2ikm

Ona:Un:{e n /ke[[();n—l]]}.

*

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2, et soit z une racine n-iéme de 'unité. Par définition, on a alors : 2" = 1.
Cette condition impliquant la non-nullité de z, on peut écrire 2 sous forme exponentielle : z = || el? (avec § = arg(z) [27]).

2" =1

Ceci posé : [2" = 1] <= [2|" ™ =1 +—= — ol = 1 — 2| =1
’ nd = 0 [27] 0 = 0 [2n/n] ke Z, 0 =2kn/n
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En résumé : 2" = 1] <= [k € Z, z = e**™/"]. On a ainsi établi que : U, = {e " ke Z} (W) ].

Reste a justifier que I’ensemble U,, est fini, et contient n éléments. Pour cela, on admet provisoirement  le théoréme de
la division euclidienne dans Z :

a=bqg+r
Théoréme (division euclidienne dans Z).V (a,b) € Z x N*, 3 (q,r) € Z2,
ref0,b—1]

Posons : | F = {emnk/’r /ke[0n—1 ]]} (V) |. Etablir le théoréme, c’est établir ’égalité : E = U,,. Pour ce faire, on peut

procéder par double inclusion.
» Montrons F C U,,. Il résulte clairement des descriptions respectives de E (O) et de U,, (#) que tout élément de E
appartient & U,,* donc E C U,,.

2ikn

» Montrons U, C E. Soit z € U,. D’aprés (#), il existe un entier relatif k& tel que : 2 = e = . On effectue alors la
division euclidienne de k par n. D’apreés le théoréme du méme nom :

k=nqg+r
2
(g, r) € 77,
ref0,n—1]
L. 2ikw 2i(ng+r)m 2ingm 2irm 2inm \ 4 2irm N 2irm . ‘s
Ainsi: z=e"n =e~ » =e n Xxe'n = (e n ) xe " dou : . Puisque 7 € [ 0,n — 1], cette derniére
———

=1
écriture signifie que z € E. Ce qui prouve que U,, C E.
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o /k:e[[O;n—l]]}

D’aprés la régle de double inclusion, on peut affirmer que £ = U,,. Par suite : U,, = {e

QUESTION DE COURS N4 — Exercice. Résoudre dans C I’équation (E) : (1+iz2)® = (1 —iz)®, en utilisant les
racines 5-émes de l'unité.

On peut supposer par la suite que (1 —iz) # 0, cad que z # —i, car —i n’est pas solution de (E) (c’est une vérification
immeédiate). D’ou :

N . .
(1+iz)5_(1—iz)5<:><1+lz> _1<:>(1+1z> € Us < 3k e[ 0:4], 1+?Z:e2ik7r/5

1—iz 1—iz 1—iz

Soit k un entier dans [ 0;4]. On a :

141 ; . _ _ 2ikn/5 _ |
1+12 :e2zk7l'/5<:>1+izze21kﬂ/5 (1712)@12 <1+e2zk7r/5> 2927'1“7/5*1<:>7;Z:e%k/ﬁ
—iz T
ik‘n’/5( ik /5 _ 7ik7r/5) 2 si (]C /5)
€ (§ € 181N (R
= iz = — - - =S ir=————C = z=1t km/5
tz etk /5 (ezk:Tr/S _|_e—zk:7r/5) vz 2 cos (k?ﬂ'/5) Z an( 7T/ )

Conclusion. Soit z € C. On a :
[(1 i)’ =1 iz)ﬂ — [3k €[ 0;4], z = tan (kn/5)]

2im

*. Ou encore : Uy, = {wk / k €[0;n — 1]} en ayant pris la précaution de noter w =e™n .
1. En attendant le chapitre d’arithmétique, sans doute au printemps prochain.
1. Ceci repose sur I'observation puissante que tout entier compris entre 0 et n — 1 est en particulier un entier relatif.
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QUESTION DE COURS N5 — Somme des racines n-émes de ’unité. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
n—1
On a: Z w=0 soit encore Z e?km/m — () Application : valeur exacte de cos(2m/5)
we Uy, k=0

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. On a :

n—1 n—1 k 1— (eZiTr/n>n 1-1 —
_ 2ikm/n _ 2ir/ _ _ _ O _
S w= 3 =N () = e = T = 0 Alnsi s Y w=0
wel, k=0 k=0 wel,
4 4
D’aprés la propriété précédente, on a : Z w = 0. Explicitement : Ze2‘k”/5 = 0. En particulier : Re(z e2‘k”/5) =0.
we Us k=0 k=0

4
2km 2m 4dr 6T 8T
D’ou : s | — ) =0. Dou:1 5 | — 5 — 5 — (22 ) =0
ou kz_oc05<5> ou +cos<5>+c05<5>+c05(5>+c05(5>

8 2 6 4
On peut alors observer que : cos (;) = cos <;> et cos <;> = cos <57r) (par une double application de la formule :
cos(2m — @) = cos(h)).

2 4
Ainsi : 1+ 2cos (;) + 2 cos (;) =0.

4
Or, d’aprés la formule de duplication, on a : cos (;) = 2 cos? (W> — 1.
2 2
On a donc : 4 cos? (;) + 2cos (;) —-1=0.

2
On en déduit que cos (;) est solution de 1’équation du second degré 4X? + 2X — 1 = 0, qui posséde exactement deux

—1++5
—

cos Q—T —7_1:&\/5
5 ) 4

2w
solutions réelles : X, _ = Il reste & observer que cos <5> est positif (puisque 27/5 est compris entre 0 et

7/2) pour conclure que :




